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LA  PREPARATION  DES  CANDIDATS 
A  L'ENSEIGNEMENT  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET  NATURELLES  ' 

Propositions  de  la  Commission  d'enseignement  des  naturalistes  et  méde- 
cins allemands  présentées  au  Congrès  de  Dresde  (sept.  1901}  par  MM,  les 
professeurs  A.  Gutzmer  et  F.  Klein. 

(Voir  la  table  des  matières  à  la  fin  de  ce  rapport  p.  48.) 


La  Rédaction  de  «  l'Enseignement  mathématique  »  attire  tout  particulière' 
ment  V attention  de  ses  lecteurs  sur  cet  important  rapport  quelle  a  tenu 
reproduire  in  extenso.  Bile  accueillera  volontiers  les  réflexions  que  pourra 
suggérer  la  lecture  de  cette  remarquable  étude. 


Dans  ses  rapports  des  assemblées  de  Méran'  et  de  Stuttgart,  la 
Commission  d'enseignement  des  naturalistes  et  médecins  alle- 
mands a  montré  d'une  façon  complète  comment  elle  entend  éta- 
blir, conformément  aux  besoins  actuels,  l'enseignement  des  ma- 
thématiques et  des  sciences  naturelles  dans  les  différentes  écoles 
supérieures  qui  existent  actuellement.  On  supposait  donc  d'une 
façon  manifeste,  quoique  sous  entendue,  qu'il  ne  manquerait  pas 
dans  l'avenir  de  maîtres  s'efforçant  de  faire  face  aux  exigences 
scientifiques  toujours  plus  considérables  de  leur  vocation.  Avant 
de  clore  son  activité,  la  commission  devait  donc  s'occuper  d'une 
manière  approfondie  de  la  question  de  la  préparation  du  corps 
enseignant  qui  prend  une  importance  de  plus  en  plus  marquée; 
elle  présente  dans  les  lignes  qui  vont  suivre  ses  nombreuses 
réflexions  et  considérations  touchant  à  ce  sujet. 

Etant  donné  que  les  règlements,  concernant  la  question  qui 
nous  occupe,  sont  très  variés  dans  les  différents  Etats  allemands, 
nous  nous  sommes  toujours  basés,  en  première  ligne,  dans  les 
rapports  de  Méran  et  Stuttgart,  sur  les  règlements  en  vigueur  en 
Prusse  et  n'avons  tenu  compte  qu'incidemment  de  ceux  existant 
dans  les  autres  Etats  allemands  ;  et  cela  afin  d'apporter  aux  pro- 
positions qui  vont  suivre  toute  la  clarté  nécessaire.  Nous  avons 
conservé  cette  manière  de  procéder  dans  toutes  les  explications 
qui  suivront;  pour  les  mêmes  motifs,  nous  ne  voulons  cependant 
pas  omettre  d'attirer  l'attention  sur  deux  publications  nouvelle- 


^  Extrait  du  Rapport  général  sur  l'activité  de  la  Commisaion  d'enseignement  des  natura- 
listes et  médecins  allemands,  publié  nu  nom  de  la  Commission  par  M.  le  Prof.  A.  Gutzmrr. 
—  Traduction  de  M.  J.-P.  Dlmur  ((renvve). 

•  Voir  VEns.  math.,  8«  année,  1906,  p.  5-25;  57-65  (Rêd.l, 
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ment  parues,  qui  ont  entrepris  le  travail  difficile  de  comparer  les 
règlements  en  vigueur  dans  les  différents  Etats  allemands  ou  de 
les  placer  au  moins  en  parallèle.  Ce  sont  : 

H.  MoRscH.  Das  hôhere  Lehramt  in  Deutschland  itnd  Osterreich. 
Leipzig  und  Berlin  1905. 

O.  ScHMÔDER.  Die  Ordnung  des  Studitims  fur  das  hôhere  Lehramt 
in  Deutschland  und  die  gesetzlichen  Priifungsbestimmungen  in 
den  einzelnen  deutschen  Bundesstaaten,  I^eipzig  1906. 

I-*a  base  fondamentale  des  considérations  qui  vont  suivre  se 
trouvera,  conformément  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  dans  Torganisa- 
tion  des  examens  pour  les  chaires  de  professeurs  des  écoles  supé- 
rieures, actuellement  en  vigueur  en  Prusse  et  qui  date  du  12 
septembre  1898.  Cela  ne  nous  empêchera  cependant  pas  de  recom- 
mander parfois  une  modification  de  cette  organisation,  et  nous 
avons  insisté  spécialement  sur  ce  point  chaque  fois  que  l'occa- 
sion s'est  présentée  (voir  la  comparaison  au  chapitre  VIII  en 
bas)  ;  cependant,  dans  l'intérêt  même  du  but  à  atteindre,  nous 
nous  sommes  efforcés  en  général  de  nous  conformer  aux  règle- 
ments en  vigueur.  Et  au  fait,  ce  n'est  pas  la  forme  extérieure  du 
règlement  qui  importe  en  première  ligne,  mais  bien  l'esprit  dans 
lequel  il  est  suivi  :  Et  c'est  à  ce  point  de  vue-là  que  nous  nous 
sommes  placés  dans  le  rapport  de  Méran  et  de  Stuttgart. 

La  question  spécialement  importante  de  la  participation  des 
écoles  supérieures  techniques  à  la  préparation  des  maîtres,  a  été 
renvoyée  au  dernier  paragraphe,  où  elle  sera  traitée  d'une  façon 
spéciale  ;  les  observations  des  paragraphes  suivants,  relatives  à 
renseignement  des  établissements  supérieurs  se  réfèrent  donc  en 
première  ligne  aux  universités. 

Nous  aimerions  encore  appuyer  sur  le  fait  que  les  développe- 
ments qui  vont  suivre  sont  basés  sur  des  rapports  détaillés  concer- 
nant les  difïerentes  branches  en  considération.  Effectivement  nous 
avons  entrepris  notre  travail  de  la  façon  suivante  ;  nous  avons 
engagé  un  certain  nombre  de  spécialistes  (faisant  partie  de  la 
commission  ou  non)  à  présenter,  dans  des  mémoires  spéciaux, 
leurs  idées  concernant  la  préparation  des  candidats  à  l'enseigne- 
ment scientifique,  chacun  partant  de  son  propre  point  de  vue. 

Nous  donnons  ici  la  liste  des  publications  qui  en  résultèrent  : 

C.  Chun.  Problème  des  biologischen  Hochschnlunterrichts  (Natur 
und  Schule  V). 

C.  DuisuKRfi.  Der  chemische  Unterricht  an  den  Schtilen  und  der 
Hochschnlunterricht  fur  die  Lehrer  der  Chemie  (Zoitsch.  fur  an- 
gewandte  Chemie  XIX  ;  Sohderausgabe  bei  Spamer,  Leipzig 
1906). 

K.  T.  Fischer.  Vorschlàge  zur  HochschnlausbildungderLehramts- 
kandidaten  fiir  Physik  (Z.  f  d.  physikalischen  und  chemischen 
Unterricht  (XX.  sowie  Natur  und  Schule  VI). 
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F.  Klein.  Problème  des  mathem.-physikalischen  Hochschulunter- 
richts  (Jahresber.  cler  deutschen  Mathcmatiker-Vereinigung  XIV). 

A.  Peter.  Aufgaben  und  Ziele  des  Lnterrichts  in  der  Botanik  an 
Schulen  und  Univevsitàten  (Natiir  und  Schule  VI). 

G.  Steinmann.  Der  Unterricht  in  Géologie  und  \>erwandten  Fà- 
chern  au f  Schule  und  UniversiUU  (Xatur  und  Schule  VI). 

Nous  profitons  de  Toccasion  pour  remercier  ici  les  auteurs  ci- 
nommés  de  leur  aimable  empressement,  mais  nous  voulons  en 
même  temps  déclarer  expressément  que,  d'un  commun  accord 
avec  les  auteurs,  nous  déclinons,  dès  maintenant,  toute  responsa- 
bilité. Nous  avions  particulièrement  à  nous  maintenir  dans  Tidée 
que  nous  n'avions  pas  à  représenter  les  intérêts  des  diflerentes 
branches  séparément,  mais  que,  bien  au  contraire,  nous  avions  à 
égaliser  les  intérêts  des  différents  domaines  mathématiques  et  de 
sciences  naturelles. 

Notre  intention  est  de  présenter  dans  ce  qui  suit  un  coup  d'œil 
d'ensemble  aussi  cohérent  que  possible.  On  voudra  donc  bien 
nous  excuser  si  nous  n'avons  intercalé  aucune  citation  dans  nos 
développements,  quoique  cela  nous  eût  été  parfois  commode.  On 
s'expliquera  également  la  division  plutôt  aride  du  texte  en  para- 
graphes et  numéros  ;  nous  espérons  par  cela  pouvoir  renvoyer 
plus  facilement  le  lecteur  à  tel  ou  tel  passage.  Entre  temps,  la 
question  de  la  préparation  scientiiique  des  candidats  à  l'ensei- 
gnement des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  a  déjà  été 
traitée  à  Pâques  de  cette  année  à  Dresde  par  l'association  pour 
l'avancement  de  l'enseignement  des  sciences  mathématiques  et 
naturelles.  Nous  nous  réjouissons  de  pouvoir  affirmer  que  les 
rapports  donnés  par  cette  assemblée,  ainsi  que  la  ligne  de  con- 
duite adoptée  comme  ils  sont  publiés  dans  le  N**  4  du  Jahrgang 
XIII  des  «Unterrichtsblâtter  fur  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaftcn»  août  1907),  s'accordent  parfaitement  avec  notre  exposé. 


I.  —  Principes  fondamentaux. 


A.  De  l'activité  scolaire  rt  des  examens  de  professorat 


1.  La  commission  d'enseignement  doit  insister  d'une  façon  spé- 
ciale sur  le  fait  que  l'enseignement  des  mathématiques  et  des 
sciences  naturelles  dans  les  écoles  supérieures  doit  être  fait  par 
des  personnes  réellement  compétentes,  possédant  leur  branche  à 
fond,  c'est-à-dire  par  des  maîtres  ayant  à  leur  actif  une  prépa- 
ration académique  complète  pour  ce  ((ui  concerne  l'objet  de  leur 
enseignement. 
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2.  Cela  n'exclut  nullement  le  fait  que  le  professeur  qui  s'est 
spécialisé  ne  s'initie  d'une  manière  intelligente  au  but  que  l'or- 
ganisation scolaire  se  propose  d'atteindre  et  aux  moyens  dont  elle 
dispose  ;  cela  nous  paraît  au  contraire  d'une  importance  capitale. 
Nous  y  reviendrons  du  reste  d'une  manière  plus  effective  (Para- 
graphe IV). 

3.  Au  surplus,  c'est  dans  l'intérêt  même  de  l'activité  scolaire  que 
le  champ  d'enseignement  de  chaque  professeur  ne  soit  pas  par 
trop  limité. 

4.  Les  propositions  1  et  3  présentent  en  principe  des  exigences 
contraires  entre  lesquelles  on  choisira  un  juste  milieu  corres- 
pondant autant  que  possible  aux  besoins  actuels. 

5.  A  cet  égard,  l'organisation  actuellement  en  vigueur  en  Prusse 
se  caractérise  par  les  faits  suivants  : 

a)  Qu'il  soit  laissé  au  candidat  une  grande  liberté  sur  la  façon 
dont  il  veut  se  préparer,  c'est-à-dire  sur  le  choix  des  branches  à 
acquérir. 

b)  Mais  qu'il  puisse  plus  tard  être  à  même,  selon  les  circons- 
tances, de  se  charger  même  de  l'enseignement  de  branches  pour 
lesquelles  il  ne  possède  pas  une  préparation  académique  spéciale. 

6.  Nous  ne  pouvons  apercevoir,  dans  cette  manière  de  procéder, 
aucune  solution  satisfaisante  de  la  difliculté  indiquée  ci-dessus. 
Car  dans  chacun  des  domaines  qui  nous  occupent  les  méthodes 
scientifiques  ont  pris  un  développement  si  varié  et  si  étendu,  qu'il 
ne  peut  être  question  en  aucune  façon  d'une  instruction  générale 
uniforme  acquise  dans  un  domaine  et  se  transportant  ensuite 
dans  un  autre. 

7.  Un  contraste  frappant  se  manifeste  déjà  dans  ce  sens  dans  le 
cycle  des  études  de  mathématiques  et  de^ sciences  naturelles.  Les 
mathématiques  et  ia  biologie  en  forment  les  extrémités  et  ont,  en 
fait,  fort  peu  de  relations  entre  elles.  Ce  n'est  en  effet  qu'une  liai- 
son indirecte  qui  conduit  des  mathématiques  à  la  physique,  de  là 
à  la  chimie  et  de  celle-ci    à  la  biologie. 

8.  Après  mûres  réflexions,  nous  devons  recommander  comme 
règle  normale  une  division  des  études  de  mathématiques  et  de 
sciences  naturelles  en  deux  groupes  :  Les  mathématiques  et  la 
physique  d'un  côté,  la  chimie  et  la  biologie  de  l'autre;  la  sépara- 
tion entre  les  deux  groupes  pouvant  se  faire  différemment  suivant 
les  circonstances  comme  on  le  montrera  au  paragraphe  VIL 

9.  La  nécessité  de  cette  séparation  est  rendue  manifeste  par 
les  considérations  qui  suivent  :  Les  différentes  branches  d'étude 
des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  se  sont  développées 
effectivement  d'une  façon  si  extraordinaire  durant  ces  dernières 
années,  qu'une  étude  uniforme  de  l'ensemble  de  ces  sciences 
conduira  inévitablement  au  dilettantisme.  Nous  ne  pouvons  pas 
non    plus    recommander,  conformément  à  6  et  7,  d'étendre   au 
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cycle  complet  des  études  de  mathématiques  et  de  sciences  naturelles 
les  études  spéciales  concernant  une  branche  pour  l'acquisition  de 
ce  qu'on  appelle  les  certificats  de  capacité  pour  l'enseignement 
du  deuxième  degré  (Lehrbefiihigungen  zweiter  Stufe)  ;  nous  dési- 
rons bien  plus  que  le  candidat  aspire  autant  que  possible  à  l'ob- 
tention des  certificats  de  capacité  pour  l'enseignement  du  pre- 
mier degré  dans  toutes  les  branches  sur  lesquelles  il  passe  un 
examen. 

10.  Nous  prions  donc  les  administrations  scolaires  de  mettre 
en  évidence  la  nécessité  de  cette  division  d'études  (ce  qui  du  reste 
a  été  fait  depuis  longtemps  à  l'étranger  et  dans  quelques  états 
allemands)  et  par  conséquent  de  faire  entreprendre  à  chaque  can- 
didat le  genre  d'étude  pour  laquelle  il  a  la  préparation  voulue. 
Nous  ferons  encore  dans  la  suite  différentes  observations  afin 
de  diminuer  les  difficultés  pratiques  qui  résultent  de  ce  prin- 
cipe. Nous  renvoyons  spécialement  aux  développements  des  para- 
graphes II-VII. 


B.  Considérations  sur  les  btuoes  universitaires. 

1.  Pour  ce  qui  concerne  les  hautes  études  scolaires,  des  points 
de  vue  très  différents  viennent  en  considération,  points  de  vue 
qui  sont  parfois  en  opposition  les  uns  avec  les  autres.  Nous  devons 
exiger  d'un  côté  que  le  candidat  s'assimile  à  l'université  les  notions 
générales  du  domaine  correspondant  à  sa  vocation  future 
et  qu'il  acquière  une  instruction  générale  appropriée,  mais 
d'un  autre  côté  qu'il  se  spécialise  scientifiquement,  car  ce  n'est 
qu'en  approfondissant  qu'on  sera  à  même  d'acquérir  cette  concep- 
tion positive  de  la  science  qui  est  une  condition  préliminaire  in- 
dispensable à  toute  activité  supérieure.  Ensuite  nous  devons 
instituer  comme  obligatoire  une  certaine  base  commune  pour  les 
étudiants  des  différentes  branches  d'étude  et,  d'un  autre  côté, 
nous  devons  cependant  laisser  suffisamment  de  place  pour  le  dé- 
veloppement individuel. 

2.  Pour  rendre  possible  cet  état  de  chose,  nous  diviserons,  du 
moins  en  principe,  les  études  universitaires  en  deux  parties  : 

a}  une  partie  générale  fournissant  la  base  commune  aux  diffé- 
rents groupes  et  comprenant  des  branches  d'études  ayant  entre 
elles  certaines  relations. 

b)  une  partie  spéciale,  servant  à  la  spécialisation  des  études. 

Nous  reviendrons  sur  bf  d'une  façon  générale  aux  paragraphes 
VI  et  Vn  ;  nous  donnerons  par  contre  des  développements  dé- 
taillés sur  a)  dans  les  paragraphes  11  à  V.  Nous  pensons  que  la 
partie  a)  peut  être  terminée  en  six  semestres  dans  des  circons- 
tances favorables. 
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3.  Nous  avons  à  déplorer  particulièrement  deux  sortes  d'incon- 
vénients en  ce  qui  concerne  l'enseignement  actuel  des  uni- 
versités. Tout  d'abord  nous  regrettons  que  (justement  pour  les 
candidats  à  l'enseignement)  la  partie  a)  ne  soit  pas  assez  dé- 
veloppée, tandis  que  la  spécialisation  commence  d'emblée.  Par 
contre,  il  semble  que  certains  cours  d'introduction,  auxquels  as- 
siste un  auditoire  très  hétérogène,  soient  conçus  d'une  façon  par 
trop  élémentaire,  par  le  fait  qu'il  n'est  pas  tenu  compte  des  pro- 
grès qui  ont  été  faits  dans  renseignement  de  bien  des  domaines 
des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  dans  nos  écoles 
supérieures  ;  par  suite  les  candidats  ne  profitent  pas  avantageu- 
sement de  ces  cours. 

4.. En  outre  nous  formulons  le  souhait  que  renseignement  soit 
poussé  plus  que  par  le  passé  dans  une  direction  pratique,  que 
les  exercices,  séminaires,  etc.  trouvent  systématiquement  leur 
place  dès  le  début  à  ct^té  des  cours  et  développent  ainsi  l'initia- 
tive des  étudiants. 

;S.  A  cet  égard,  nous  réclamons  aussi  partout,  non  seulement 
pour  renseignement  supérieur  des  sciences  naturelles,  mais 
aussi  pour  celui  des  mathématiques,  d'autres  ressources  telles 
que  :  salles  de  lecture  et  de  travail,  séminaires,  salles  de  collec- 
tions et  salles  de  dessin,  eij  général  des  installations  d'institut. 

6.  L'organisation  des  universités  est  devenue  efïectivement 
si  compliquée  dans  les  Facultés  de  philosophie  qu'il  est  im- 
possible à  l'étudiant  de  la  comprendre,  dès  le  début,  sans 
éclaircissements.  C'est  pourquoi  nous  recommandons  en  général 
de  donner  les  (conseils  et  explications  nécessaires  aux  différentes 
catégories  d'étudiants  de  la  Faculté  de  philosophie,  et  en  particu- 
lier aux  candidats  de  nos  deux  groupes  d'études  ;  conseils  dans  le 
genre  de  ceux  qui  ont  déjà  été  publiés  depuis  quelques  années 
dans  différents  endroits  et  concernant  la  question  i\\x\  nous  oc- 
cupe. Ces  explications  ne  rendent  en  aucune  façon  les  études 
schématiques,  elles  leur  sont  au  contraire  très  utiles  pour  le 
choix  des  cours  et  exercices  dont  nous  avons  parlé. 

7.  Nous  pensons  que  les  développements  que  nous  donnons 
dans  les  paragraphes  suivants  sont  de  telle  nature  que  toutes  les 
universités  devraient  leur  rendre  justice.  Nous  ne  pensons  pas  par 
là  les  rendre  toutes  pareilles.  Les  divergences  variées  qui  régnent 
entre  les  différentes  universités  ont  leur  valeur  propre,  et  nous  ne 
voudrions  en  aucune  façon  les  supprin>er. 

8.  11  peut  paraître  surprenant  que  dans  la  suite  nous  ne  par- 
lions pas  davantage  des  différences  ({ui  peuvent  résulter  du  fait 
que  les  can<lidats  sortent  d'un  gymnase,  d'un  «  Healgymnasium» 
ou  d'une  «  Oberrealschule.  Nous  ne  l'avons  pas  fait  parce  que  ces 
différences  ne  peuvent  être  fixées  d'une  manière  absolue.  Les 
privat-docents   devraient  <lonner   leurs    premiers   cours  de    ma- 
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nière  à  offrir  à  tous  leurs  auditeurs  quelque  chose  de  suffisam- 
ment nouveau  tout  en  étant  compréhensible  pour  tous,  exigence 
qui  n'a  rien  d*irapossibie.  Celui  qui  vient  à  l'université  avec  une 
préparation  plus  spéciale  aura  naturellement  une  tache  plus  fa- 
cile ;  il  pourra  peut-être  entreprendre  des  études  plus  élevées  et 
spécialiser  ses  études  de  bonne  heure  ou  compléter  convenable- 
ment son  instruction  dans  d'autres  directions/ 


II.  —  Les  études  générales  des  Mathématiques  pures  et  appliquées  et 

de  la  Physique. 

A.  Mathématiques. 

i.  Remarques  générales  concernant  l'enseignement  des 
mathématiques  dans  les  universités. 

aj  D'après  la  façon  de  voir  des  personnes  non  initiées,  il  y  au- 
rait une  différence  marquée  entre  l'enseignement  mathématique 
dans  les  universités  et  celui  des  établissements  secondaires,  comme 
s'il  s'agissait  de  domaines  séparés  n'ayant  aucune  liaison.  Cette 
conception  populaire  est  due  à  un  développement  incomplet  de  la 
question.  11  est  vrai  qu'on  ne  peut  nier  qu'un  contraste  profond 
existe  effectivement  dans  l'organisation  de  quelques  écoles  supé- 
rieures pour  la  préparation  des  candidats.  La  commission,  toute- 
fois, aimerait  contribuer  par  tous  les  moyens  possibles  à  la  dis- 
parition de  ce  contraste,  et,  elle  attire  l'attention  sur  le  fait  que, 
pour  atteindre  ce  but,  il  suffît  de  se  conformer  aux  arrangements 
déjà  adoptés. 

b)  Le  contraste  deviendra  moins  frappant  si  dans  l'enseignement 
des  mathématiques  dans  les  écoles  supérieures,  on  place,  confor- 
mément aux  propositions  faites  à  Méran,  la  notion  de  fonction  au 
centre  des  études  et  si  l'on  en  poursuit  le  développement  jusqu'au 
calcul  infinitésimal.  Car  l'enseignement  universitaire  part  préci- 
sément de  cette  notion  fondamentale. 

cj  On  diminuera  encore  le  contraste  en  accordant  une  place  à 
l'Université  aux  mathénfiatiques  appliquées  qui  ont  considérable- 
ment progressé  ces  dernières  années  et  pour  lesquelles  nous  éta- 
blirons un  plan  spécial.  Au  fait  certaines  applications  embrassent 
le  champ  complet  de  l'enseignement  mathématique. 

d)  Du  reste  nous  recommandons  que  dans  l'enseignement  uni- 
versitaire des  mathématiques  on  apporte  beaucoup  de  soin  à  la  dis- 
tinction entre  ce  qui  doit  être  obligatoire  pour  tous  les  candidats 
à  l'enseignement  des  différentes  branches  et  l'étude  plus  appro- 
fondie conduisant  à  la  spécialisation  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces 
domaines.  On  devrait  éviter  toute  exagération  dans  les  exigences 
des  études  générales  que  nous  traitons  ici. 
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e)  Si  Ton  a  soin  de  faire  toujours  ressortir,  à  côté  des  dévelop- 
pements nécessaires,  la  portée  générale  des  théories  traitées  par 
des  considérations  étendues  et  rétrospectives,  le  candidat  recevrait 
alors  un  développement  mathématique  qui  lui  rendrait  immédia- 
tement d'utiles  services  pour  sa  vocation  future  et  qui  n'aurait  plus 
besoin  d'un  perfectionnement  artificiel. 

2.  De  renseignement  iiniçet'sitaire  des  mathématiques  appliquées, 

• 

a)  On  sait  que  des  démarches  décisives  ont  été  faites  pour  réin- 
troduire les  mathématiques  appliquées  dans  renseignement  uni- 
versitaire. L'organisation  des  examens  de  1898  en  Prusse  intro- 
duisit un  enseignement  spécial  de  mathématiques  appliquées  qui 
est  lié  à  celui  des  mathématiques  pures  et  qui  prescrit  des  con- 
naissances déterminées  dans  les  domaines  de  la  géométrie  descrip- 
tive, des  méthodes  mathématiques  de  la  mécanique  technique, 
de  la  topographie  et  du  calcul  des  probabilités. 

b)  La  mécanique  théorique  et  la  physique  mathématique  ne  sont 
pas  introduites  ici,  car  elles  sont  exigées  déjà  ailleurs  dans  l'orga- 
nisation des  examens  (mathématiques  pures  et  physique).  Du  reste 
les  exigences  sont  évidemment  liées  au  niveau  de  l'enseignement 
des  mathématiques  dans  les  écoles  techniques,  niveau  qui  était 
différent  en  1898  de  ce  qu'il  est  maintenant.  C'est  pourquoi,  si 
l'on  veut  tenir  compte  de  ce  fait,  les  mots  :  «  méthodes  mathé- 
matiques de  la  mécanique  technique  »  devront  être  interprétés  de 
façon  à  comprendre  non  seulement  les  anciens  domaines  de  la 
statique  graphique  et  de  la  cinématique,  mais  encordes  nouvelles 
méthodes  mathématiques  des  ingénieurs  (diagrammes  de  diffé- 
rentes sortes,  etc.). 

c)  Partant  de  ce  point  de  vue-là,  nous  sommes,  par  intime 
conviction,  de  l'opinion  générale  qui  a  été  exprimée  dans  l'assem- 
blée des  représentants  des  mathématiques  appliquées,  à  Pâques 
1907,  à  Gottingue*,  à  savoir  que  les  mathématiques  appliquées  ne 
comprennent  pas  seulement  quelques  domaines  restreints  des  ma- 
thématiques, mais  qu'elles  sont  bien  plutôt  la  mise  en  évidence 
des  moyens  dont  disposent  les  mathématiques  pratiques  :  du  des- 
sin, du  calcul  et  de  la  mesure  dans  leur  application  dans  les  do- 
maines voisins.  Nous  pensonsaussi  que  dans  l'enseignement  des 
mathématiques  appliquées,  ces  domaines  voisins  doivent  être 
étudiés  à  fond,  dans  leur  caractère  objectif,  s'ils  n'interviennent 
pas  déjà  d'eux-mêmes  dans  la  préparation  des  étudiants.  L'assem- 
blée déjà  citée  a  tenu  compte  de  cette  dernière  question  en  intro- 
duisant très  à  propos  la  partie  technique  de  la  physique  dans 
l'enseignement  de  la  physique  déjà  en  vigueur;  mais  l'astronomie, 
la    géodésie    (et    dans    une    certaine    mesure    la    géophysique), 


*  Voir  le  compte  rendu  dan»  le  Jahresbericht  der  D.  Mathem.-Ver.,  XVI,  1907. 
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doivent  être  introduites  dans  les  mathématiques  appliquées 
elles-mêmes. 

d}  Ainsi  les  «  mathématiques  appliquées  »  embrassent  un  do- 
maine considérable  de  Téducation  mathématique.  Elles  fournissent 
des  connaissances  et  des  aptitudes  qui  sont  d'une  utilité  constante 
au  maître  à  tous  les  degrés  des  écoles  supérieures,  surtout  si 
rinstruction  est  donnée  dans  le  sens  de  nos  programmes  de  Mé- 
ran.  Nous  n'hésiterons  donc  pas  à  prescrire  les  mathématiques 
appliquées  comme  une  partiie  nécessaire  à  toute  préparation  ma- 
thématique normale,  —  nous  sommes  par  cela  d'accord  avec  les 
conclusions  d©  la  conférence  citée  —  et  à  recommander,  par  con- 
séquent, instamment  aux  candidats  en  mathématiques  les  exa- 
mens en  mathématiques  appliquées.  Aussi  les  avons-nous  intro- 
duites dans  les  schéma  (Paragraphe  V)  des  études  générales  de 
mathématiques  et  de  physique. 

ei  Nous  demanderons  à  chaque  université  les  installations  né- 
cessaires qui  sont  indispensables  pour  les  mathématiques  appli- 
quées telles  que  nous  voudrions  les  introduire,  c'est-à-dire  non 
seulement  les  maîtres  (privat-docents  et  assistants)  nécessaires, 
mais  aussi  les  installations  diverses  voulues,  comme  salles  de 
dessin,  etc.,  et  tout  particulièrement  la  création  d'observatoires 
d'enseignement  partout  où  l'on  ne  trouve  pas  déjà  d*observatoire 
ou  instituts  analogues  auxquels  est  liée  directement  l'instruction 
de  l'astronomie  et  de  la  géodésie.  Ces  observatoires  seraient  de 
petits  instituts  dans  lesquels  les  étudiants  trouveraient  les  res- 
sources et  instruments  indispensables,  et  cela  dans  une  mesure 
suffisante  pour  le  but  qu'ils  se  proposent  d'atteindre. 

f)  Cette  extension  du  domaine  des  mathématiques  appliquées 
est  rendue  nécessaire  par  une  petite  modification  dans  l'organisa- 
tion des  examens  en  Prusse,  à  savoir  qu'en  outre  des  connais- 
sances en  géodésie,  on  en  exige,  ou  tout  au  moins  on  désire,  en 
astronomie.  Nous  recommandons  encore,  afin  que  les  mathéma- 
tiques appliquées  perdent  la  position  spéciale  qu'elles  occupent 
dans  le  cycle  des  autres  branches,  de  délivrer  le  certificat  de  capa- 
cité pour  les  mathématiques  appliquées  non  seulement  pour  le 
premier  degré  comme  il  a  été  fait  jusqu'à  présent,  mais  aussi  pour 
le  second  degré.  ~ 

g)  Pour  être  complets  nous  devons  encore  insister  sur  le  fait 
que,  comme  partout  ailleurs  les  exercices  pratiques  doivent  avoir 
leur  place  importante  dans  les  mathématiques  appliquées.  La  con- 
férence de  Pâques  de  1907,  déjà  citée,  a  insisté  catégoriquement 
sur  cette  question  en  réclamant  pour  l'usage  des  mathématiques 
appliquées  l'installation  de  laboratoires  de  mathématiques,  ana- 
logues aux  laboratoires  de  physique  et  de  chimie,  et  qui  trouve- 
raient du  reste  leur  raison  d'être  également  pour  les  mathémati- 
ques pures. 
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3.  De  renseignement  universitaire  des  mathématiques  pures. 

a)  Il  va  de  soi  que  la  culture  des  mathématiques  pures  ne  doit 
pas  céder  le  pas  aux  mathématiques  appliquées  (ni  à  Tuniversité 
ni  dans  les  établissements  secondaires),  mais  qu'elles  doivent  être 
soutenues  et  complétées  par  ces  dernières.  Les  mathématiques 
pures  restent  toujours  la  partie  importante,  donnant  à  Tèdifice  sa 
cohésion  caractéristique.  La  Commission  est  aussi  tout  à  fait  de 
l'avis  que  le  certificat  de  capacité  de  l'enseignement  des  mathé- 
matiques appliquées  soit  lié,  dans  le  règlement  des  examens  en 
Prusse,  à  celui  des  mathématiques  pures. 

b}  La  géométrie  analytique  ainsi  que  le  calcul  différentiel  et  in- 
tégral forment,  selon  la  coutume,  le  début  des  études  universi- 
taires des  mathématiques  pures;  si  les  propositions  formulées  à 
Méran  sont  mises  en  vigueur  dans  les  écoles,  le  jeune  étudiant 
trouvera  la  liaison  immédiate  entre  ces  branches  et  les  résultats 
acquis  en  mathématiques  dans  les  classes  supérieures  des  écoles. 
Il  serait  aussi  excellent  pour  une  préparation  rationnelle  du  futur 
professeur  si  l'on  adjoignait  à  ces  cours  de  début  en  mathéma- 
tiques pures,  des  cours  sur  certains  chapitres  élevés  de  l'algèbre 
et  de  l'analyse,  et  d'autres  analogues  sur  la  géométrie  et  la  méca- 
nique. Comme  cela,  la  liaison  entre  cette  première  partie  et  la 
physique  théorique  serait  faite.  C'est  aussi  le  moment  de  faire 
intervenir  des  considérations  sur  les  principes  et  sur  les  notions 
intuitives. 

c}  L'ordre  dans  lequel  ces  cours  supérieurs  devront  être  suivis 
est  assez  indifférent,  et  le  choix  des  branches  à  s'assimiler  dépend, 
dans  une  large  mesure,  de  l'étudiant  lui-même.  Nous  demandons 
seulement  qu'il  ne  se  charge  pas  trop,  car  il  doit  encore  pouvoir 
suivre  l'enseignement  des  mathématiques  appliquées  et  de  la  phy- 
sique (voir  le  tableau  des  études  générales).  Il  est  donc  stipulé 
que  les  cours  détaillés  sur  certaines  parties  des  mathématiques 
pures,  comme  il  y  en  a  généralement  beaucoup,  doivent  être  con- 
sidérés comme  des  cours  spéciaux  qui  ne  sont  destinés  qu'aux 
candidats  qui  désirent  approfondir  les  mathématiques  pures. 

d)  A  propos  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  nous  ne  pouvons  nous 
empêcher  d'attirer  l'attention  sur  le  fait  que  certains  déplace- 
ments, que  Ton  peut  qualifier  de  contraires  à  l'esprit  normal  des 
choses,  ont  eu  lieu  non  seulement  aux  examens,  mais  aussi, dans 
la  marche  générale  de  l'enseignement  universitaire,  et  cela,  sous 
l'influence  de  règlements  d'examens  en  vigueur  depuis  une  dizaine 
d'années.  Le  mathématicien  pur,  en  tant  que  membre  de  la  com- 
mission des  examens  pour  la  candidature  aux  chaires  de  profes- 
seurs, possède  un  auditoire  relativement  considérable  dont  il 
peut,  lorsqu'il  le  veut,  exiger  beaucoup.  L'astronome  par  contre, 
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qui  ne  fait  partie  d'aucune  commission  d'examens  se  limite,  la 
plupart  du  temps  à  la  préparation  des  spécialistes,  à  moins  qu'il 
ne  donne  un  cours  général,  pour  étudiants  de  toutes  Facultés,  sur 
l'Astronomie  populaire,  ce  qui  ne  suilit  pas  pour  les  candidats. 
Nous  aurons  sous  ce  rapport  les  mêmes  observations  à  faire  plus 
loin  lorsque  nous  traiterons  de  l'organisation  de  la  physique 
expérimentale  pour  laquelle  il  faut  tenir  compte,  en  outre  des 
candidats  à  l'enseignement  des  diverses  catégories  d'étudiants  :  mé- 
decins, pharmaciens,  etc.;  on  risque  donc  de  ne  pas  avoir  assez 
égard  aux  intérêts  scientifiques  des  candidats.  Nous  pensons, 
dans  nos  propositions,  qu'il  est  de  toute  importance  d'aplanir,  au 
moins  en  quelque  mesure,  ces  inégalités  dans  la  préparation  uni- 
versitaire de  nos  candidats,  inégalités  qui  sont  dues  à  des  circons- 
tances extérieures. 

ei  Comme  conclusion  des  études  générales  de  mathématiques 
pures  nous  recommandons  expressément  un  cours  qui  présenterait 
les  mathématiques  dans  leur  ensemble  et  en  montrerait  l'enchaî- 
nement, qui  rendrait  compte  en  outre,  par  une  vue  d'ensemble, 
de  l'importance  des  branches  supérieures  dans  les  différents 
degrés  de  l'exercice  scolaire.  L'expérience  montre  en  eff*et  que 
sans  ce  cours  spécial,  la  plupart  des  étudiants  ne  se  rendent  pas 
compte  du  lien  intime  qui  relie  les  diff*érentes  parties  de  la 
science  mathématique  les  unes  avec  les  autres,  de  sorte  que  le  but 
même  à  atteindre  pour  le  futur  maître  est  pour  ainsi  dire  manqué. 
Afin  d'éviter  toute  confusion,  nous  ajouterons  encore  expressé- 
ment que  le  cours  que  nous  recommandons  ici  suppose,  bien  en- 
tendu, des  auditeurs  ayant  la  maturité  voulue  et  ne  s'adresse  pas 
aux  candidats  voulant  n'acquérir  que  le  certificat  d'enseignement 
des  mathématiques  pures  pour  le  second  degré. 

/)  Dans  le  schéma  (Paragraphe  V)  des  études  générales  en  ma- 
thématiques et  en  physique,  nous  n'avons  pas  donné  une  place 
spéciale  aux  cours  sur  les  principes  philosophiques  et  historiques 
des  mathématiques  qui,  à  Theure  qu'il  est,  sont  demandés  de 
divers  côtés.  Nous  pensons  que  les  questions  dont  nous  parlonj 
pourront  être  traitées  avantageusement  dans  les  cours  que  nous 
avons  proposés,  tant  qu'elles  ne  font  pas  l'objet  d'études  spéciales. 
Pour  des  études  spéciales  dans  une  direction  philosophique  ou 
historique,  nous  désirerions  au  contraire  des  développements  plus 
considérables  que  ceux  qui  ont  prévalu  jusqu'ici;  mais  ce  n'est  pas 
la  place  ici  de  nous  étendre  sur  ce  sujet. 

gl  Xous  insistons  aussi,  pour  l'étude  des  mathématiques  pures, 
sur  la  nécessité  d'exercices  variés  qui  développeront  la  personna- 
lité des  étudiants.  Rn  commençant  par  de  simples  problèmes, 
ceux-ci  doivent  arriver  progressivement  à  des  travaux  personnels 
qu'ils  pousseront  jusqu'au  bout,  et  soumettront  aussi,  suivant  les 
cas,  à  leurs  camarades  dans  des  conférences  libres  au  séminaire. 
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Ces  exercices  pratiques  devraient  pouvoir  se  combiner  avec  ceux 
des  mathématiques  appliquées,  de  façon  que  Tétudiant  puisse  ré- 
gulièrement prendre  part,  à  partir  du  premier  semestre  et  durant 
toute  son  activité  universitaire  aux  exercices  pratiques  de  ces 
deux  catégories  de  mathématiques  [pures  et  appliquées).  Natu- 
rellement, pour  que  cela  soit  possible,  il  faudra  le  secours  d'assis- 
tants; en  passant,  nous  ne  recommandons  pas  ces  exercices  pra- 
tiques pour  lesquels  en  Prusse  on  a  coutume  de  compter  un  assis- 
tant pour  30  étudiants. 

h)  Pour  terminer,  nous  observerons,  conformément  à  ce  qui  a 
déjà  été  dit,  qu'il  est  indispensable  pour  Tétudiant  d'avoir  à  sa 
disposition  des  salles  de  travail  et  des  bibliothèques  de  sémi- 
naires (où  il  puisse  trouver  la  littérature  nécessaire  à  sa  vocation)  ; 
ces  exigences  ont  leur  raison  d'être,  étant  donné  Tesprit  suivant 
lequel  on  conçoit  actuellement  une  étude  ordonnée  des  mathé- 
matiques pures.  Nous  recommandons  aussi  des  collections  de 
modèles  mathématiques  qui  aident  intuitivement  à  comprendre 
les  cours.  L'étendue  de  ces  installations  devrait  être  comprise  à 
peu  près  comme  celle  des  séminaires  de  philologie  ou  d'histoire. 


B.   —  Physique. 

Nous  pensons  tout  d'abord  que  les  études  de  mathématiques  et 
de  physique  de  nos  candidats  revêtiront  un  caractère  d'unité  idéale 
grâce  à  l'intervention  des  mathématiques  appliquées,  car  la  cul- 
ture des  mathématiques  appliquées  telle  que  nous  l'entendons, 
empiète  déjà  d'elle-même  à  bien  des  égards  sur  le  domaine  phy- 
sique. Grâce  à  cette  liaison,  il  ne  restera  à  la  physique  que  la 
tâche  spéciale  de  développer  le  cAté  expérimental  et  les  procédés 
inductifs  de  cette  science. 

2.  Pour  ce  qui  concerne  les  installations  pratiques  de  physique 
on  trouve  dans  presque  toutes  les  universités  des  instituts  phy- 
siques modernes.  Nous  avons  à  exprimer  le  vœu  que  dans  tous  ces 
instituts  on  accorde  aussi  l'attention  voulue  aux  applications  tech- 
niques de  la  physique.  Par  le  fait  qu'en  plusieurs  endroits  ilexiste 
déjà  des  installations  mécaniques  et  électrotechniques,  il  sera 
facile  d'obtenir  quelque  chose  d'utile  avec  des  dépenses  relative- 
ment faibles.  Nous  désirons  en  outre  une  place  plus  considérable 
pour  les  laboratoires  de  physique  que  Ton  devrait  agrandir  en 
plusieurs  endroits  (voir  5). 

3.  Nous  recommandons  ensuite  des  transformations  dans  l'en- 
seignement concernant  le  cours  habituel  de  physique  expérimen- 
tale. On  s'est  souvent  plaint  en  effet  du  fait  que  ce  cours  ne  cor- 
respondait pas  au  niveau  d^instruction  mathématique  et  physique 
que  possèdent  les  étudiants  en  enseignement,  au  sortir  de  l'école. 


LES    MATHÉMATIQUES  ET  LA    PHYSIQUE  17 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  principes  de  la  physique  reçoivent 
petit  à  petit  un  développement  assez  considérable,  non  seulement 
dans  les  écoles  réaies  de  neuf  années,  mais  aussi  dans  les  gymnases  ; 
ce  sera  encore  davantage  le  cas  lorsque  nos  propositions  de  Meran 
auront  été  adoptées  dans  les  écoles  et  spécialement  lorsqu'on  aura 
introduit  dans  toutes  les  écoles  des  exercices  de  physique  (faculta- 
tifs ou  obligatoires).  On  utilisera  à  Técole,  cela  va  sans  dire,  dans 
renseignement  de  la  physique,  toutes  les  connaissances  mathé- 
matiques dont  rélève  dispose.  Un  cours  universitaire  pour  lequel 
on  ne  supposeaucuneconnaissancepréliminaire,tel  qu'ilen  existait 
autrefoispartoutettelqu'ilenexisteencoredans  quelques  endroits, 
est  contraire  à  cet  état  de  choses,  et  spécialement  un  cours  où  Ton 
évite  avec  soin  tout  ce  qui  est  mathématique  et  où  Ton  entame  des 
discussions  prolixes  et  pénibles  n'a  pas  sa  place  à  l'université. 

4.  Un  cours  de  physique  expérimentale  répondant  au  besoin  de 
Tépoque  devrait  présenter  Tétude  d'ensemble  du  domaine  de  la 
physique  en  menant  de  front  les  théories  et  les  démonstrations 
expérimentales;  notre  idée  s'est  trouvée  du  reste  confirmée  par  de 
nombreux  représentants  universitaires  des  sciences  physiques. 
Un  tel  cours  devrait  faire  un  usage  continuel  du  calcul  dilTéren- 
tiel  et  intégral  élémentaire.  Pour  cela,  nous  devons  non  seule- 
ment attendre  l'exécution  des  projets  proposés  à  Méran,  mais 
encore  nous  en  remettre  aux  privat-docents  pour  l'organisation  de 
cours  complémentaires  destinés  aux  auditeurs  qui  ne  suivent  pas, 
en  dehors  de  cela,  les  deux  semestres  de  calcul  différentiel  et  in- 
tégral (comme  le  font  les  candidats  à  l'enseignement  des  mathé- 
matiques et  de  la  physique).  On  dira,  sans  doute,  que  certaines 
catégories  d'auditeurs  qui  avaient  l'habitude  de  suivre  ce  cours  de 
physique  expérimentale,  protesteront  à  chaque  apparition  de  con- 
sidérations mathématiques.  Si  c'est  réellement  le  cas,  on  devrait 
instituer  pour  eux  un  cours  spécial  de  physique  (comme  on  l'a  fait 
par  exemple  a  Vienne  depuis  des  années).  Par  la  façon  de  procé- 
der, en  vigueur  jusqu'à  présent  en  maint  endroit,  non  seulement 
nos  candidats  perdent  un  temps  précieux,  mais  ils  n'ont  plus  le 
plaisir  de  l'étude  et  leurs  progrès  en  souffrent. 

5.  Nous  recommandons  ensuite  aux  candidats  un  important 
développement  des  exercices  pratiques  de  physique.  Ceux-ci  se 
réduisent  principalement,  jusqu'à  présent,  aux  exercices  de  mesu- 
res auxquels  l'étudiant  a  coutume  de  prendre  part  immédiatement 
après  avoir  terminé  son  cours  de  physique  expérimentale.  Nous 
voulons  certainement  maintenir  cet  état  de  choses,  nous  désirons 
seulement  que  l'étudiant  ne  soit  pas  conduit  par  cela  à  une  façon 
de  procéder  toute  schématique,  mais  qu'il  soit  plutôt  en  relation 
personnelle  avec  le  privat-docent  (ou  assistants  spéciaux)  qui 
s'occupera  de  lui  individuellement.  Cependant,  conformément  à 
des  désirs  souvent  exprimés,    nous   aimerions   encore   un  autre 
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genre  d'exercices  comme  on  en  trouve  depuis  peu  en  quelques 
endroits,  et  qui  devraient,  dans  Fintérêt  des  futurs  maîtres,  être 
organisés  d'une  façon  systématique.  Ce  seraient  tout  d'abord  des 
exercices  développant  l'habileté  des  mains  où  l'on  apprendrait  en 
particulier  la  manipulation  du  verre  et  du  métal  et  où  Ton  donne- 
rait quelques  indications  sur  les  outils  et  le  matériel).  Ce  seraient 
ensuite  des  enseignements  pratiques  sur  le  maniement  des  ins- 
truments et  la  construction  d'appareils  (pour  lesquels  la  première 
place  ne  serait  pas  donnée  aux  appareils  d'école,  mais  plutôt  aux 
instruments  scientifiques  et  aux  appareils  pour  l'enseignement 
universitaire  qui  fourniront  à  l'étudiant  l'occasion  d'expériences 
appropriées.  Un  cours  particulier  enfin  serait  consacré  à  la  con- 
naissance pratique  des  applications  techniques  de  la  physique 
(machines  et  électro-technique).  Ce  cours  trouverait  son  impor- 
tance non  seulement  en  ce  qui  concerne  la  culture  générale  de  la 
science,  mais  encore  pour  ce  qui  touche  aux  besoins  de  l'ensei- 
gnement scolaire  qui  réclame  du  maître,  dans  une  mesure  tou- 
jours plus  large,  une  certaine  connaissance  de  ces  matières.  On 
pourrait  même,  au  besoin,  instituer  à  cet  effet  un  enseignement 
spécial. 

6.  Pour  ce  qui  concerne  les  cours  de  physique  supérieure  qui 
rentrent  dans  le  cadre  de  nos  études  générales,  nous  nous  con- 
tenterons d'exprimer  le  vœu  qu'ils  exposent  dans  une  étude  d'en- 
semble la  physique  théorique,  mais  qu'on  ait  soin  de  la  rendre 
claire  par  de  nombreuses  démonstrations  expérimentales. 

7.  Il  est  indispensable  aussi  que  l'étudiant  en  physique  se 
munisse  également  de  quelques  connaissances  en  chimie,  même 
s'il  n'a  pas  l'intention  d'acquérir  (comme  nous  le  recommandons 
dans  le  §  Vil.)  un  grade  formel  en  chimie.  Il  sufïirait  qu'il  suivit 
pendant  un  semestre  le  cours  d'introduction  de  chimie  générale, 
et  qu'il  fréquentât,  pendant  un  semestre  également,  un  laboratoire 
de  chimie  correspondante  ses  besoins. 


III.  —  Les  Etudes  générales  en  Chimie  et  en  Géologie,  y  compris 

la  Minéralogie  et  la  Biologie. 

Sur  rétendue  et  la  délimitation  de  ces  branches  et  leur  importance 

dans  les  examens  de  professorat, 

a)  Les  branches  d'études  que  nous  examinons  dans  le  présent 
chapitre  sont  également  considérées  dans  les  règlements  d'exa- 
mens actuellement  en  vigueur  comme  allant  ensemble,  mais  elles 
sont  groupées  d'une  façon  un  peu  différente  de  celle  que  nous 
recommandons. 
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Dans  les  règlements  d'examens  de  Prusse,  la  chimie  et  la  miné^ 
ralogie  forment  une  seule  branche  d'examen,  comprenant  égale- 
ment la  géologie,  de  telle  sorte  qu'on  exige  la  connaissance  des 
principaux  terrains  et  formations  géologiques,  de  l'Allemagne  en 
particulier. 

Dans  le  domaine  biologique,  [botanique  et  zoologie)  on  intro- 
duit, d'après  les  règlements  prussiens,  la  connaissance  de  l'ana- 
tomie  et  de  la  physiologie  du  corps  humain,  comme  base  de 
V  anthropologie, 

b)  Dans  les  projets  de  réformes  présentés  par  le  rapport  de  la 
commission  d'enseignement  de  Méran,  on  trouvera  tout  d'abord 
une  modifîcation  importante  par  le  fait  que  la  géologie  est  traitée 
indépendamment  de  la  chimie  et  de  la  minéralogie  tandis  que 
jusqu'à  présent  on  Tavait  comprise  dans  ces  deux  branches.  Elle 
mérite  cette  place  dans  l'instruction  scolaire  par  son  importance 
comme  trait  d'union  entre  la  nature  organique  et  inorganique  ; 
elle  donne  par  cela  même  une  certaine  unité  à  l'observation  de  la 
nature,  et  grâce  à  elle  ces  deux  domaines  revêtent  le  caractère 
d'une  science  historique. 

Dans  les  projets  de  Méran,  l'enseignement  propre  de  la  géolo- 
gie ne  comprend  qu'un  semestre  en  «  Oberprima,  »  mais  les  au- 
tres branches  parallèles,  par  exemple  la  chimie,  supposent  des 
connaissances  géologiques  lorsqu'elles  traitent  du  sel  gemme,  des 
calcaires,  de  la  houille,  des  silicates,  etc.  De  même  l'enseigne- 
ment biologique  exige  en  divers  endroits  des  considérations  sur 
les  formes  fossiles  des  gisements  houilliers,  par  exemple  en  bota- 
nique dans  l'étude  des  cryptogames  et  des  conifères,  en  zoologie 
dans  celle  des  mollusques  (ammonites  et  belemnites),  des  crusta- 
cés (tribolites),  et  des  reptiles  (sauriens  fossiles  et  leurs  formes 
de  transformation). 

L'étude  de  la  géologie  prendra  encore  plus  d'extension  lorsque, 
ainsi  que  nous  le  désirons,  on  aura  introduit  l'étude  de  \di  géogra- 
phie dans  celle  des  sciences  naturelles,  de  façon  à  réunir  l'ensei- 
gnement de  ces  deux  branches.  Des  questions,  concernant  la  con- 
figuration superficielle  des  pays  et  les  bases  géologiques  de  la 
géographie  actuelle  des  plantes  et  des  animaux,  entreront 
alors  en  considération  et  exigeront  une  étude  détaillée  de  la 
géologie. 

Il  résulte  de  cela  que  le  maître  de  chimie  et  de  biologie  doit 
avoir  à  sa  disposition  des  connaissances  géologiques  approfondies 
et  qu'il  n'est  pas  juste  de  ne  considérer  cette  branche,  dans  les 
examens  pour  l'enseignement,  que  comme  une  simple  dépen- 
dance de  la  chimie. 

c)  Dans  les  propositions  de  Méran,  on  confère  également  une 
plus  grande  importance  à  la  minéralogie  que  celle  qu'on  lui  a  ac- 
cordée jusqu'à  présent.  Quoique  dans  ces  projets  elle  soit  traitée 
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dans  renseignement  général  de  la  chimie  comme  une  partie  de  la 
chimie  inorganique,  il  ne  faut  pas  oublier  que  le  cours  de  miné- 
ralogie en  «  Unterprima  »  a  comme  but  la  préparation  à  l'étude 
générale  de  géologie  en  «  Oberprima  »  ;  du  reste  ces  sciences  ont 
entre  elles  des  rapports  étroits,  spécialement  dans  la  façon  dont 
elles  sont  traitées  dans  renseignement  scolaire,  et  personne  ne 
contestera  les  liens  intimes  qui  unissent  la  minéralogie  et  la  chi- 
mie. 

d}  En  vertu  de  ces  considérations,  la  commission  estime  qu'il 
est  convenable  de  considérer  le  domaine  de  la  géologie  et  de  la 
minéralogie  comme  branche  d'examen  indépendante  et  de  le  sé- 
parer de  la  chimie.  Cette  manière  de  voir  a  d'autant  plus  sa  rai- 
son d'être  que  la  chimie  mérite,  au  même  titre  que  la  physique, 
d'être  considérée  comme  une  branche  d'examen  indépendante, 
aussi  bien  par  son  importance  en  tant  que  branche  d'enseigne- 
ment que  par  son  étendue. 

e)  Dans  les  projets  de  la  commission  d'enseignement  concer- 
nant les  établissements  réaux,  il  est  donné  une  grande  extension 
aux  sciences  biologiques,  botanique  et  zoologie,  de  sorte  qu'il  y  a 
des  raisons  pour  considérer  ces  deux  domaines  comme  des  bran- 
■  ches  d'examen  spéciales,  ainsi  que  du  reste  on  l'a  recommandé 
de  divers  côtés. 

Cependant,  abstraction  faite  de  ce  qu'il  ne  serait  pas  bon  de 
multiplier  davantage  le  nombre  des  branches  indépendantes,  il 
est  d'un  intérêt  général  de  ne  pas  séparer  ces  deux  domaines,  qui 
sont  du  reste  intimement  liés,  mais  de  reconnaître  toutefois  leur 
importance  comme  sciences  spéciales  en  tenant  compte  des  con- 
sidérations suivantes  : 

a.  Etant  donné  la  place  actuelle  occupée  par  ces  deux  sciences, 
il  ne  convient  pas  que  les  examens  en  botanique  et  en  zoologie  se 
passent  en  présence  du  même  examinateur. 

/?.  Pour  ce  qui  concerne  l'enseignement  biologique  jusque  dans 
les  classes  supérieures,  il  est  préférable  de  ne  pas  conserver  la 
remarque  faite  au  paragraphe  25  du  règlement  des  examens,  à  sa- 
voir que  la  capacité  à  l'enseignement  de  la  botanique  et  de 
la  zoologie  pour  le  premier  degré  soit  déjà  reconnue  lorsque  le 
candidat  ne  l'a  obtenue  que  pour  l'un  des  domaines,  tandis  que 
pour  l'autre  il  n'a  obtenu  que  celle  du  second  degré. 

fj  En  vertu  des  considérations  qui  précèdent,  nous  recomman- 
dons aux  candidats  en  chimie-biologie  la  préparation  aux  trois 
branches  d'examen  suivantes  : 

A.  Chimie. 

B.  Géologie  (y  compris  la  minéralogie). 

C.  Biologie  (botanique,  zoologie  y  compris  l'anthropologie). 
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Remarques  particulières  a  chacun  de  ces  domaines. 

A.  Chimie. 

1.  Généralités  sur  la  place  de  la  chimie  dans  les  sciences 

naturelles, 

La  chimie  a,  en  quelque  sorte,  la  même  tâche  à  remplir,  relati- 
vement aux  autres  branches  des  sciences  naturelles  que  celle  des 
mathématiques  appliquées  vis-à-vis  des  autres  branches  des  mathé- 
matiques. De  même  que  la  chimie,  dans  ses  rapports  avec  la  géo- 
logie et  la  minéralogie,  explique  la  formation  et  la  transformation 
des  minéraux  et  des  roches,  son  importance  fondamentale  dans 
les  sciences  biologiques  réside  dans  le  fait  qu'elle  permet  de  com- 
prendre les  changements  de  substance  caractérisant  toute  vie  or- 
ganique. 

2.  De  l'enseignement  universitaire  en  chimie, 

a\  La  meilleure  introduction  que  l'étudiant  puisse  trouver  dans 
ie  domaine  de  la  chimie  est,  comme  de  coutume,  le  cours  géné- 
ral de  chimie  expérimentale ^  durant  deux  semestres.  Nous  recom- 
mandons que  ce  cours  soit  institué  de  façon  à  aborder  d'emblée 
tous  les  domaines  qui  seront  utiles  au  candidat  dans  sa  future 
vocation. 

h)  Ce  cours  général  comprendra,  par  conséquent,  une  étude 
d'ensemble  de  la  chimie  inorganique  et  l'examen  des  principes 
fondamentaux  de  chimie  organique.  Pour  cette  dernière,  ou  s'oc- 
cupera avant  tout  des  combinaisons  importantes  concernant  les 
transformations  de  substance  des  plantes  et  des  animaux  ;  cepen- 
dant nous  recommandons  en  outre  pour  les  deux  domaines,  le 
point  de  vue  technique  et  industriel  si  important  au  point  de  vue 
économique*.  11  est  à  recommander  également  d'intercaler  dans  le 
cours  quelques  aperçus  sur  la  chimie  physique  et  de  donner  en 
même  temps  une  idée  du  développement  de  la  chimie  en  tant  que 
science  en  citant  les  noms  des  savants  les  plus  en  vue  dans  ce 
domaine. 

O  Le  candidat  devra  ensuite  compléter  cette  préparation  par 
des  exercices  pratiques  de  séminaires  et  de  laboratoire. 

d)  Dans  les  travaux  de  laboratoire  il  est  à  recommander  qu'on 
s'occupe  des  étudiants  individuellement  et  que  ces  derniers  ne 


^  (Par  axemple  la  préparation  des  alcalis,  des  acides,  du  yerre;  les  principaux  procédés  em- 
ployés dans  les  fonderies  comme  dans  la  préparation  du  fer  et  de  l'acier;  la  fabrication  de 
l'alcool,  du  sucre,  l'importance  de  Tindustrie  du  gaz  et  du  goudron,  les  matières  colorantes,  ce 
qu'il  ▼  a  de  plus  important  dans  la  chimie  agricole,  etc.) 
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travaillent  pas  tous  uniformément  dans  l'analyse  qualitative  et 
quantitative,  comme  cela  se  voit  en  plus  d'un  endroit.  Dans  ses 
manipulations,  le  candidat  se  bornera  à  étudier  les  réactions  des 
anions  et  des  cathions  et  les  méthodes  de  l'analyse  quantita- 
tive (poids  et  mesure);  naturellement  le  candidat  devra  pouvoir 
également  déterminer  la  constitution  chimique  d'un  minéral 
simple  au  moyen  de  l'analyse  qualitative  ;  il  doit  avoir  compris 
également  l'analyse  élémentaire  et  les  méthodes  pour  la  détermi- 
nation des  poids  moléculaires,  de  façon  à  pouvoir  exposer  ces 
méthodes  et  au  besoin  refaire  ces  expériences  au  cas  où  il  serait 
appelé  à  enseigner  dans  un  établissement  où  la  chimie  est  traitée 
d'une  façon  relativement  complète,  comme  dans  les  «  Oberreal- 
schulen  »,  où  il  devra  trouver  les  appareils  nécessaires.  Mais  il  ne 
devra  pas  être  question  d'une  connaissance  complète  et  appro- 
fondie de  l'analyse  qualitative  et  quantitative. 

e^  C'est  pourquoi  les  candidats  devraient  s'exercer  dans  les  tra- 
vaux de  laboratoire  à  préparer  des  expériences,  à  acquérir  une 
certaine  habileté  technique  dans  le  montage  et  la  construction 
d'appareils  et  dans  la  préparation  d'expériences  de  démonstra- 
tion; autant  de  points  qui  semblent  indispensables  à  l'enseigne- 
ment scolaire  et  en  particulier  pour  les  exercices  pratiques  exé- 
cutés en  classe. 

Pour  cela  il  faut  avoir  à  sa  disposition  des  assistants  particuliers, 
et  le  mieux  serait  de  les  choisir  parmi  les  candidats  ayant  terminé 
leurs  études. 

/)  Dans  le  même  ordre  d'idées,  des  séminaires  ont  été  organisés 
dans  quelques  universités,  dans  lesquels  le  privat-docent  expose 
quelques  chapitres  choisis,  et  où  les  auditeurs  s'exercent  égale- 
ment à  des  conférences  libres  avec  expériences. 

g)  Quant  aux  cours  plus  approfondis,  comme  les  cours  détaillés 
de  chimie  organique,  de  chimie  analytique,  physique  et  technique, 
ils  ne  s'adressent  qu'aux  candidats  qui  désirent  faire  de  la  chimie 
une  étude  spéciale.  Pour  les  candidats  à  l'enseignement  qui  for- 
ment la  majorité,  il  suffira  de  quelques  brèves  conférences  d'une 
heure  ou  deux  par  semaine  où  l'on  exposera  quelques  notions  sur 
ces  domaines  spéciaux  (comme  on  l'indiquera  dans  les  pro- 
grammes qui  suivront],  notions  qui  pourront  compléter  les  lacunes 
éventuelles  du  cours  général. 

B.  Géologie  (y  compris  la  minéralogie). 

1.  Généralités. 

a)  Comme  nous  l'avons  déjà  fait  observer  plus  haut,  les  propo- 
sitions présentées  à  Méran  n'ont  ménagé,  même  dans  les  écoles 
réaies  supérieures,  qu'un  temps  relativement  restreint  à  l'ensei- 
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gnement  propre  de  géologie  et  de  minéralogie;  mais  ces  dites 
propositions  supposent  pour  renseignement  des  branches  pa- 
rentes, des  connaissances  géologiques  et  minéraloglques  si  va- 
riées que  renseignement  universitaire  de  la  géologie  et  de  la  mi- 
néralogie doit  se  faire  dvec  tout  autant  de  soins  que  celui  des 
autres  branches  analogues. 

b)  D'une  manière  générale,  l'enseignement  de  la  minéralogie 
doit  précéder  celui  de  la  géologie.  C'est  pourquoi  nous  traiterons 
ces  deux  branches  dans  l'ordre  indiqué. 

2.  De  renseignement  universitaire  en  minéralogie, 

a)  I>e  cours  général  de  chimie  expérimentale  en  traitant  des 
corps  simples  et  de  leurs  combinaisons  que  Ton  rencontre  dans 
la  nature,  aura  déjà  introduit  les  principaux  minéraux,  donné  des 
renseignements  sur  leur  constitution  chimique  et  mentionné  ce 
qu'il  y  a  de  plus  important  sur  les  formes  cristallines. 

b)  Il  est  en  outre  à  désirer  que  les  minéraux  soient  traités  sys- 
tématiquement dans  un  cours  particulier,  avec  des  considérations 
spéciales  sur  leurs  transformations,  leur  forme,  leur  importance 
dans  la  constitution  des  roches  et  leur  utilisation  technique.  A  ce 
propos,  nous  recommandons  de  rendre  cet  enseignement  vraiment 
utile  par  une  étude  intelligente  de  la  nature. 

c)  Par  contre,  le  candidat  ne  devra  pas  s'astreindre  à  suivre  ces 
cours  détaillés  de  cristallographie  et  d'optique  physique  comme 
on  en  donne  dans  plusieurs  universités.  11  est  préférable  de  traiter 
sans  trop  de  détails  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  sur  ces  do- 
maines dans  le  cours  général  de  minéralogie.  Les  cours  spéciaux 
n'ont  leur  raison  d'être  que  pour  le.«5  candidats  qui  ont  l'intention 
d'approfondir  ce  domaine. 

d)  Nous  avons  les  mêmes  recommandations  à  faire  que  précé- 
demment au  sujet  de  l'organisation  des  exercices  pratiques  des 
candidats.  Un  semestre  devrait  suffire  pour  cette  partie  prati(|ue. 

3.  De  renseignement  universitaire  en  géologie. 

a)  Il  est  difficile  d'établir  une  règle  définitive,  admise  d'une 
manière  générale,  quant  à  l'ordre  à  suivre  pour  les  cours  de  géo- 
logie. \^9i  géologie  générale  suppose  dans  quelques  chapitres  une 
certaine  connaissance  en  «  géologie  historique  »,  mais  d'un  autre 
côté  une  connaissance  des  forces  transformantes  de  la  nature  est 
nécessaire  pour  la  compréhension  de  la  succession  des  couches 
terrestres  et  de  même  une  certaine  connaissance  en  paléontologie 
est  indispensable  pour  comprendre  l'importance  des  fossiles 
comme  indices  révélateurs  de  l'époque.  Knsuite  la  détermination 
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(le  Tépoque  par  l'observation  des  groupes  de  fossiles,  joue  un  rôle 
en  paléontologie.  Le  meilleur  procédé  à  suivre  pour  surmonter  la 
difficulté  qui  réside  dans  l'ordre  à  adopter  pour  les  cours  de  géo- 
logie, sera  de  traiter  chacun  des  chapitres  mentionnés  ci-dessus 
de  façon  à  ce  qu'ils  se  complètent  les  uns  les  autres.  Après  mûres 
réflexions,  la  commission  recommande  pour  la  préparation  des 
candidats  à  renseignement  de  géologie  Tordre  suivant. 

a.  La  géologie  gêné  t'aie  doit  être  traitée  en  premier  lieu,  en  vertu 
précisément  de  son  caractère  de  généralité.  Il  sera  bon  d'inter- 
caler dans  l'introduction  quelques  éclaircissements  sur  la  division 
et  la  suite  des  époques  en  géologie,  sur  l'importance  des  fossiles 
pour  déterminer  l'époque,  sur  les  formations  des  couches  terres- 
tres, etc.  La  géologie  générale  est  indispensable  au  chimiste  à 
cause  des  transformations  des  matières  constituant  Técorce  ter- 
restre. Par  ses  recherches  sur  les  forces  et  phénomènes  qui  exer- 
cent une  action  sur  l'écorce  terrestre,  elle  jette  les  fondements  né- 
cessaires pour  la  connaissance  de  la  configuration  superficielle  de 
notre  planète  et  de  ses  propriétés. 

§,  Dans  la  géologie  historique  (science  des  formations  successi- 
ves) le  but  principal  n'est  pas  d'établir  d'une  façon  précise,  au 
moyen  des  fossiles,  la  succession  des  couches  terrestres.  Sa  tâche 
est  bien  plutôt  de  déterminer  autant  qu'on  peut  le  faire  à  l'aide 
des  différentes  catégories  de  fossiles,  les  transformations  dans  la 
configuration  superficielle  de  notre  globe  et  les  différences  qui  en 
résultent  dans  les  conditions  de  la  vie  ;  cette  détermination  devra 
se  faire  pour  les  quelques  époques  géologiques  qui  ont  été  déter- 
minées d'après  l'ordre  d'ancienneté  des  fossiles  qui  leur  appar- 
tiennent. Cette  étude  des  formations  terrestres  successives  se 
continuera  par  celle  du  développement  historique  de  la  couche 
superficielle  actuelle  et  de  sa  différenciation  bionomique  ;  dans  ce 
chapitre  elle  est  en  relation  étroite  avec  la  géologie  générale  et 
son  utilité  pour  le  géographe  est  évidente. 

y.  En  traitant  les  fossiles  comme  restes  de  plantes  et  d'animaux 
la  paléontologie  les  met  en  rapport  direct  avec  les  systèmes  bota- 
niques et  géologiques,  en  parlant  de  l'extension  de  ces  systèmes  à 
certaines  époques.  Egalement  en  relation  avec  la  géologie  histo- 
rique, la  paléontologie  donne  aux  branches  biologiques  le  carac- 
tère de  sciences  historiques. 

b)  En  dehors  des  cours  sur  ces  différents  domaines,  nous  re- 
commandons aux  candidats  des  exercices  pratiques  ou  séminaires 
spéciaux  touchant  à  la  pétrographie,  la  géologie  et  la  paléontolo- 
gie. Il  va  de  soi  que  les  collections  des  instituts  doivent  être  li- 
brement accessibles  aux  étudiants.  Mais  surtout  beaucoup  d'ex- 
cursions dans  les  environs  immédiats  ou  éloignés,  comme  elles 
sont  du  reste  d'usage  partout  ;  elles  doivent  être  considérées 
comme  des  compléments  indispensables  aux  cours. 
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C  Biologie  (botanique  et  zoologie  y  compris  Tanthropologie). 

1.  De  renseignement  universitaire  en  botanique, 

a)  La  tâche  qui  incombe  à  renseignement  universitaire  de  la  bo- 
tanique est  tout  d'abord  de  procurer  à  l'étudiant  une  connaissance 
générale  des  plantes  et  d'en  développer  ensuite  le  point  de  vue 
morphologique,  physiologique  et  biologique. 

Dans  ce  but,  la  commission  recommande  : 

a.  un  cours  général  de  morphologie  et  systématique  des  plantes 
vasculaires  en  insistant  plus  spécialement  sur  les  catégories  de 
plantes  utiles  au  point  de  vue  économique  ; 

^.  un  deuxième  cours  sur  Tanatomie  et  la  physiologie  des  plan- 
tes s'appuyant  sur  les  phénomènes  biologiques  les  plus  impor- 
tants (processus  de  la  fructification,  relations  des  plantes  entre 
elles  et  avec  les  animaux)  ; 

y.  un  cours  sur  les  cryptogames  inférieures  (bryophytes  et  thal- 
lophytes), en  particulier  sur  Timportance  des  êtres  vivants  infé- 
rieurs dans  la  nature  et  pour  Thomme. 

Pour  terminer  il  faudrait  instituer  un  cours  général  de  biologie, 
qui  se  trouve  mentionné  également  dans  le  chapitre  suivant  con- 
cernant l'enseignement  universitaire  en  zoologie,  et  qui  traiterait 
des  conditions  générales  d'existence  des  êtres  vivants  et,  par  la 
même  occasion,  de  la  répartition  géographique  des  plantes  et  des 
animaux. 

h)  Comme  précédemment  des  excursions  scientifiques  dans  les 
environs  plus  ou  moins  immédiats  rendront  d'utiles  services  pour 
l'étude  de  la  flore  indigène. 

En  examinant,  dans  le  cours  de  ces  excursions,  des  groupes  de 
plantes  qui  diffèrent  au  point  de  vue  de  Thabitat,  il  faudra  insis- 
ter tout  spécialement  sur  la  façon  dont  les  plantes  dépendent  du 
lieu  et  de  la  qualité  du  terrain,  de  la  saison  et  du  climat  ou 
également  de  la  manière  dont  l'homme  les  cultive.  En  procédant 
ainsi,  la  connaissance  biologique  du  pays  formera  la  base  d'une 
étude  intelligente  de  la  géographie  des  plantes. 

Il  esta  recommander  aussi  d'organiser  des  excursions  pour  exa- 
miner sur  les  lieux  mêmes  les  moyens  que  possèdent  les  plantes 
pour  se  protéger  contre  des  influences  extérieures  diverses,  les 
dispositions  qui  permettent  la  propagation  des  germes,  les  rela- 
tions entre  les  plantes  et  les  animaux  et  d'autres  considérations 
générales  d'ordre  biologique. 

c)  En  outre,  pour  que  l'étudiant  apprenne  à  connaître  plus  inti- 
mement la  végétation  des  zones  étrangères,  il  faut  recommander 
les  démonstrations  dans  les  jardins  botaniques,  serres  et  musées 
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de  plantes,  au  moyen  de  plantes  fraîches  ou  conservées,  les  des- 
criptions concern^ant  la  géographie  des  plantes  en  s'aidant  au  be- 
soin de  dessins  figuratifs. 

d}  Comme  dans  toutes  les  études  de  sciences  naturelles,  il  est 
ici  de  la  plus  haute  importance  que  le  futur  maître  de  botanique 
s'initie  aussi  tôt  que  possible  aux  exercices  pratiques  au  labora- 
toire ou  dans  les  séminaires. 

Tout  d'abord,  le  candidat  qui  se  destine  à  l'enseignement  de 
cette  branche  devra  s'exercer  au  maniement  du  microscope  et  à  la 
technique  microscopique.  Il  devra  se  livrer  ensuite  à  Tétude  de  la 
constitution  anatomique  microscopique  de  la  plante  en  cellules 
et  en  canaux,  et  acquérir  la  connaissance  des  formes  de  plantes 
inférieures.  Hn  outre,  dans  l'intérêt  du  futur  enseignement  sco- 
laire que  le  candidat  sera  appelé  à  donner,  il  est  nécessaire  d'ac- 
quérir à  l'université  une  pratique  suffisante  dans  la  préparation 
d'expériences  concernant  la  physiologie  des  plantes.  EnAn,  des 
expériences  et  observations  d'ordre  biologique,  comme  on  en  fait 
déjà  dans  plus  d'une  université,  trouveront  ici  leur  place. 

Dans  tous  ces  exercices  pratiques  le  dessin  d'après  nature  doit 
venir  constamment  en  aide  aux  travaux  microscopiques. 

11  va  de  soi  qu'on  étudiera  en  outre  les  méthodes  ordinaires 
concernant  la  conservation  des  plantes  et  que  les  jardins  botani- 
ques et  collections  seront  à  la  libre  disposition  des  étudiants. 


2.  De  renseignement  universitaire  en  zoologie  y  compris 

l'anthropologie. 

a)  L'enseignement  universitaire  en  zoologie  s'est  développé,  en 
ce  qui  concerne  les  problèmes  touchant  aux  recherches  scientifi- 
ques, dans  une  direction  tout  autre  qu'en  botanique,  et,  en  vérité, 
ce  développement  s'est  trouvé  peu  favorable  pour  la  préparation 
des  candidats.  L'étude  de  la  zoologie  en  ce  qui  concerne  princi- 
palement l'anatomie  comparée,  devrait  déjà  se  faire  d'une  façon 
succincte  dans  l'enseignement  des  classes  supérieures  malgré  son 
caractère  de  science  élevée.  Dans  les  classes  moyennes,  on  se  bor- 
nera à  un  aperçu  des  principales  formes  du  règne  animal  et  prin- 
cipalement des  animaux  du  pays  et  de  leurs  conditions  d'existence  ; 
on  développera  dans  cette  étude  les  différenciations  et  caractères 
généraux  extérieurs  de  préférence  à  ceux  de  l'organisation  inté- 
rieure. 

D'une  manière  générale  la  préparation  du  candidat  laisse  plus 
à  désirer  dans  ce  qui  touche  à  la  différenciation  des  formes  ani- 
males (par  exemple  dans  la  connaissance  des  insectes  si  impor- 
tante pour  la  biologie  des  fleurs),  que  dans  la  connaissance  des 
plantes. 
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Il  ne  faut  pas  ensuite,  dans  Tintérét  même  de  l'enseignement 
scolaire,  que  le  point  de  vue  physiologique  soit  éclipsé  par  le 
côté  morphologique.  En  vue  même  des  instructions  concernant 
rhygiène  qu'il  est  désirable  de  donner  à  Técole,  il  est  important 
que  dans  Tétude  faite  à  TUniversité  du  corps  humain,  les  proces- 
sus relatifs  aux  changements  de  substances  et  la  physiologie  du 
système  nerveux  ne  soient  pas  traités  d'une  façon  trop  som- 
maire, 

bf  Parmi  les  cours  habituels,  nous  recommandons  avant  tout 
aux  candidats  ceux  de  zoologie  systématique  et  de  même  les  cours 
d'anatomie  comparée. 

Dans  les  premiers  qui  donnent  une  idée  générale  de  la  parenté 
naturelle  des  diverses  races  d'animaux,  il  sera  bon  d'introduire, 
en  outre  de  l'histoire  sommaire  de  la  zoologie  en  tant  que  science, 
les  principes  de  la  théorie  de  la  descendance  et  de  les  discuter. 
Dans  les  autres  cours,  on  traitera  les  principes  de  l'histoire  du 
développement  (embryologie). 

Un  cours  détaillé  d'embryologie  ne  devrait  s'adresser  qu'à  des 
spécialistes. 

Par  contre  nous  recommandons  aux  candidats  un  cours  jouant 
le  même  rôle  que  l'étude  des  cryptogames  en  botanique,  traitant 
des  animaux  inférieurs  qui  sont  particulièrement  importants  pour 
rhomme,  spécialement  des  parasites  y  compris  les  parasites  du 
sang,  ceux  qui  nuisent  à  l'agriculture  et  à  l'horticulture  et 
d'autres. 

.c)  Pour  terminer  les  études  de  biologie,  il  serait  très  important 
d'instituer  un  cours,  faisant  en  quelque  sorte  le  pendant  de  celui 
qui  terminerait  les  études  mathématiques,  sur  les  conditions  géné- 
rales d'existence  des  êtres  vivants  et  sur  leur  répartition  géogra- 
phique qui  en  dépend.  Par  cela,  la  zoologie  et  la  botanique  qui,  à 
l'heure  qu'il  est,  sont  encore  considérées  comme  des  branches 
visiblement  séparées,  trouveront  leur  réunion  en  une  science  qui 
envisagera  à  un  point  de  vue  uniforme  les  phénomènes  d'existence 
de  tout  être  vivant. 

dj  En  zoologie  également  il  faudra  donner  aux  travaux  dan  s  les 
laboratoires  et  à  la  participation  aux  exercices  éventuels  de  sémi- 
naires une  importance  pour  le  moins  aussi  considérable  qu'aux 
cours. 

En  zoologie,  les  exercices  pratiques  auront  pour  but  de  déve- 
lopper l'art  de  la  dissection  anatomique  par  des  préparations  des 
systèmes  organiques  des  différentes  formes  animales  et  si  possible 
aussi  du  corps  humain.  Ces  exercices  permettront  également  de 
déterminer,  à  l'aide  des  collections  de  l'institut,  les  types  d'ani- 
maux rapportés  d'excursions. 

Ensuite  on  s'occupera,  dans  cette  partie  pratique,  du  microscope 
et  de  ses  applications.  Il  permettra  tout  d'abord  l'étude  des  prin- 
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cipales  sortesde  tissus  et  servira  de  guide  pour  reconnaître  et 
déterminer  par  soi-même,  les  formes  les  plus  importantes  du 
règne  animal  inférieur. 

En  outre,  pour  que  l'observation  se  fasse  avec  toute  la  pénétra- 
tion désirable,  il  sera  bon  que  les  étudiants  s'exercent  dans  tous 
les  travaux  pratiques  à  dessiner  d'après  l'objet  même  qu'ils  ob- 
servent. 

On  s'arrangera  à  pouvoir  disposer  largement  des  collections 
zoologiques  et  profiter  des  viviers  et  jardins  zoologiques. 

e)  Comme  en  botanique,  des  excursions  générales  devront  être 
organisées  régulièrement  pour  compléter  l'enseignement  univer- 
sitaire ;  ces  excursions  permettront  d'observer  les  animaux  du 
pays  sur  place  et  d'étudier  leur  genre  de  vie.  On  doit  attendre  du 
futur  maître  qu'il  connaisse  les  formes  les  plus  fréquentes  des 
poissons,  mollusques  et  crustacés  qui  peuplent  no?  rivières,  de 
même  que  les  animaux  terrestres  les  plus  importants,  spécialement 
des  groupes  des  oiseaux  et  insectes  indigènes  et  leur  importance 
pour  l'homme  et  dans  la  nature  en  général  :  et  qu'il  ait  appris  à 
observer  leur  vie  et  leurs  habitudes  dans  les  lieux  mêmes  de  leur 
existence.  La  visite  des  jardins  zoologiques  et  botaniques  se 
recommande  beaucoup  pour  développer  cette  étude. 

f)  11  ne  faut  naturellement  pas  omettre  pour  le  candidat  à  l'en- 
seignement de  la  biologie,  l'étude  de  la  constitution  du  corps 
humain  et  des  fonctions  de  ses  organes. 

Mais  les  cours  d'anatomie  et  de  physiologie  qui  sont  ordinaire- 
ment organisés  par  la  Faculté  de  médecine  sont  beaucoup  trop 
détaillés  pour  les  besoins  des  étudiants  en  science  naturelle  et  de 
ceux  qui  se  destinent  à  l'enseignement.  11  est  donc  à  souhaiter 
qu'un  cours  peu  détaillé  soit  institué,  offrant  sous  une  forme  som- 
maire ce  qui  est  nécessaire  au  futur  instituteur.  Sans  aborder  des 
considérations  touchant  spécialement  la  médecine,  ce  cours  devra 
former  une  base  convenable  à  l'enseignement  d'hygiène  qu'il  est 
désirable  de  donner  à  l'école.  On  doit  s'attendre  à  ce  qu'un  cours 
de  ce  genre  sur  l'anatomie  et  la  physiologie  de  l'homme  soit 
encouragé  par  des  auditeurs  d'autres  Facultés,  à  cause  de  son 
caractère  général. 

g)  Il  serait  aussi  recommandable  que,  dans  un  but  profession- 
nel également,  on  organisât  un  cours  abrégé  d'anthropologie 
physique  et  psychique  en  y  comprenant  les  âges  préhistoriques. 
Un  tel  cours  ne  manquerait  certainement  pas  non  plus  d'intérêt 
général  et  serait  suivi  par  de  nombreux  auditeurs. 
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IV.  —  Des  études  générales  en  philosophie  et  pédagogie. 

Culture  générale. 

1.  Conformément  au  règlement  des  examens,  les  branches  va- 
riées d'études  des  candidats  à  renseignement  doivent  être  com- 
plétées par  des  études  générales  en  philosophie  et  pédagogie  dont 
nous  devons  dire  maintenant  quelques  mots.  Nous  ne  nous  pro- 
posons en  aucune  façon  d'entrer  dans  les  détails,  nous  désirons 
simplement  dire  notre  avis  d'une  façon  générale  relativement  aux 
questions  qui  se  présentent  ici. 

2.  Nous  tenons  à  dire  tout  d'abord  que  nous  attachons  la  plus 
grande  importance  à  ces  études  générales,  à  condition  qu'elles 
soient  bien  conduites  ;  elles  nous  semblent  avoir  une  importance 
considérable  quant  à  l'influence  qu'elles  aiiront  plus  tard  sur  le 
futur  maître. 

3.  Le  règlement  des  examens  fait  rentrer  dans  le  domaine  phi- 
losophique rhistoire  de  la  philosophie,  la  logique  et  la  psycho- 
logie. Nous  pensons  que  ces  domaines  ne  doivent  pas  être 
exposés  dans  les  cours  d'une  façon  schématique,  mais  être  au 
contraire  présentés  d'une  manière  intéressante  et  vivante  permet- 
tant au  candidat  d'acquérir  une  conception  claire  et  juste  de  l'im- 
portance considérable  de  ces  branches  dans  l'ensemble  des  ré- 
sultats généraux  du  travail  scientifique.  C'est  précisément  pour 
cela  que  nous  recommandons  de  renvoyer  ces  études  à  la  seconde 
moitié  du  temps  consacré  aux  études  universitaires,  alors  que  le 
candidat  dispose,  en  outre  d'un  jugement  plus  mûr,  des  connais- 
sances scientifiques  plus  étendues. 

4.  Pour  ce  qui  concerne  l'étude  universitaire  de  la  pédagogie, 
on  constate  une  différence  essentielle  suivant  les  différents  états 
allemands.  Tandis  qu'en  Allemagne  du  sud  et  en  Saxe  la  péda- 
gogie pratique  avec  ses  leçons  d'essais,  fait  partie  de  l'univer- 
sité, on  se  borne  en  Prusse  à  exposer  d'une  façon  générale  les 
questions  pédagogiques  (histoire  de  la  pédagogie),  alors  que  la 
préparation  pratique  des  candidats  se  fait  dans  des  séminaires 
institués,  dans  des  écoles  spéciales.  Par  conséquent,  le  temps  que 
le  candidat  consacre  à  l'université  est  exclusivement  réservé  à 
la  préparation  scientifique  de  la  future  activité  professionnelle. 

5.  Nous  avons  trouvé  bon  de  nous  relier  à  ce  point  de  vue-là  au 
système  de  Prusse,  comme  nous  le  montrerons  d'une  façon  plus 
détaillée  plus  loin  au  chapitre  IX,  lorsque  nous  parlerons  des  sé- 
minaires dans  les  écoles  supérieures.  Ceci  n'exclut  pas  le  fait  que 
nous  considérons  l'étude  générale  des  questions  pédagogiques 
fondamentales  à  l'université  comme  excellente,  spécialement  pour 
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les  branches  de  mathématiques  et  de  scienôes  naturelles,  et  cela 
d'autant  plus  que  les  séminaires  dont  nous  avons  parlé  ne  doivent 
pas  encore  avoir  obtenu  partout  ce  degré  d'instruction  scienti- 
fique complète  que  nous  voudrions  exiger  d'eux.  Chacun  sait  le 
rôle  important  que  joue,  à  Theure  qu'il  est,  le  rapport  entre  la 
pédagogie  et  la  psychologie,  nous  préférerions  cependant  qu'on 
ne  s'en  occupe  d'une  façon  plus  détaillée  que  dans  le  cas  éventuel 
d'études  spéciales  du  candidat. 

Nous  estimons,  cela  va  sans  dire,  que  chaque  candidat  doit, 
dans  l'intérêt  de  sa  préparation  générale  à  l'université,  s'initier 
à  ces  études  de  philosophie  et  de  pédagogie  dont  il  vient  d'être 
question  et  en  tirer  profit  de  diverses  manières.  Mais  nous  ne 
voudrions  pas  par  cela  restreindre  par  trop  le  champ  de  la  culture 
générale.  Le  candidat  en  mathématiques  et  en  sciences  naturelles 
devra  aborder  en  premier  lieu  le  domaine  philosophique-histo- 
rique, mais  aussi  la  participation  à  certains  cours  de  médecine 
sera  parfois  très  recommandable,  comme  par  exemple  l'hygiène, 
si  importante  pour  ce  qui  touche  à  l'école.  Du  reste  chacun  peut 
suivre  ses  tendances  individuelles,  et  ce  n'est  pas  la  place  ici  de 
spécifier  davantage;  nous  ne  tenons  compte  de  la  chose  dans  les 
schémas  d'études  qui  vont  suivre  qu'en  laissant  intentionnelle- 
ment du  temps  libre  (dans  la  première  moitié  des  études]  pour  les 
cours  en  question. 


V.  —  Schéma  pour  les  études  générales  des  deux  groupes. 

A.  Introduction. 

1.  Afin  (le  nous  convaincre  que  les  exigences  diverses  et  les 
conseils  que  nous  présentons  dans  les  chapitres  précédents  (II  à 
IV)  sont  compatibles,  et  comment  ils  le  sont,  nous  proposons,  à 
titre  d'essai,  des  plans  d'études  relatifs  aux  deux  groupes,  mathé- 
matiques-physique et  chimie-biologie.  Nous  aimerions  par  cela 
donner  une  impulsion  aux  discussions  sur  la  question  générale 
de  l'organisation  des  études  pour  ce  qui  concerne  le  domaine  que 
nous  traitons.  Il  s'agit  ici  de  quelque  chose  de  beaucoup  plus  dif- 
ficile que  la  détermination  convenable  du  domaine  respectif  de 
chaque  branche  d'étude,  à  savoir  la  délimitation  qu'il  est  bon  de 
donner  à  chaque  branche  particulière  pour  laisser  une  place  suf- 
fisante à  d'autres  branches  tout  aussi  importantes.  Au  fait,  chaque 
spécialiste  qui  consultera  pour  la  première  fois  les  schémas  qui 
suivent  se  plaindra  du  nombre  restreint  d'heures  consacrées  à 
l'étude  de  sa  branche;  puisse-t-il  nous  proposer  une  meilleure 
distribution  xlu  temps. 
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2.  Ces  schémas  ne  sont  relatifs,  nous  le  répétons  encore,  qu'aux 
études  fondamentales  que  devraient  entreprendre,  selon  notre 
façon  de  voir,  tous  les  étudiants  des  deux  groupes  que  nous  avons 
en  vue  ;  c'est-à-dire  à  ce  que  nous  avons  appelé  dans  le  chapitre 
I,  B:  les  études  générales.  Quant  aux  études  spéciales  qui  en  dé- 
pendent nous  y  reviendrons  avec  plus  de  détails  aux  chapitres  VI 
et  Vil.  Comme  on  Fa  déjà  dit,  nous  avons  disposé  de  six  semes- 
tres pour  les  études  générales.  Sans  doute  nous  craignons  que 
plus  d'un  étudiant  ait  besoin  d'un  temps  plus  considérable  pour 
les  terminer.  Nous  ne  voulons  pas  dire  par  là  qu'il  faille  toujours 
en  chercher  la  cause  dans  un  manque  de  zèle,  mais  bien  aussi 
dans  des  circonstances  extérieures  d'ordres  divers  comme  par 
exemple  les  changements  d'université  occasionnels  (qui  sont  ce- 
pendant quelque  chose  d'utile  en  soi). 

3.  Nous  nous  sommes  particulièrement  attachés  dans  nos  plans 
d'étude  à  ne  pas  trop  charger  le  temps  des  étudiants.  Nous  esti- 
mons qu'il  est  nécessaire  que  l'étudiant  ne  travaille  pas  seulement 
dans  les  salles  de  cours  et  les  laboratoires,  mais  également  pour 
soi  à  la  maison  et  développe  ainsi  sa  personnalité  scientifique  in- 
dépendante. Nous  voulons  également  lui  laisser  la  liberté  de  don- 
ner dès  l'abord  à  ses  études  de  l'extension' dans  telle  ou  telle  di- 
rection d'après  ses  propres  vues.  Les  schémas  supposent  pour  les 
derniers  semestres  3  ou  4  heures  de  travail  à  l'Université,  en  y 
comprenant  les  cours  et  les  séminaires  (il  faut  ajouter  à  cela  les 
exercices  pratiques  qui  demandent  encore  un  plus  grand  nombre 
d'heures  lYiais  qui  sont  en  général  moins  attachants).  Les  premiers 
semestres  sont  encore  moins  chargés  comme  oa  le  voit  dans  les 
schémas,  car  nous  avons  laissé  la  quatrième  colonne  (études  gé- 
nérales secondaires)  libre  pour  les  raisons  que  nous  avons  signa- 
lées. 

k.  En  outre,  nous  attirons  spécialement  l'attention  sur  le  fait  que 
les  éludes  générales  telles  que  nous  les  proposons,  renferment 
dans  chaque  groupe  trois  branches  du  règlement  des  examens,  au 
cas  toutefois  où  la  géologie,  y  compris  la  minéralogie,  sont  insti- 
tuées comme  branche  spéciale  du  règlement,  comme  nous  l'avons 
proposé  plus  haut  (chapitre  111,  A).  On  a  par  conséquent  la  possibi- 
lité d'acquérir  un  certificat  complet  d'enseignement  supérieur. 
C'est  précisément  pour  cela,  qu'en  parlant  dans  le  chapitre  VI  des 
études  spéciales,  nous  pouvons  faire  abstraction  de  l'extension  de 
ces  études  sur  d'autres  domaines  et  recommander  simplement  de 
les  approfondir  dans  telle  ou  telle  direction  particulière. 
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B.  Schéma  pour  les  études  générales  en 

MATHÉMATIQUES    ET    EN    PHYSIQUE. 

Nous  proposons  le  schéma  suivant  : 


^Bfe 


et 


'JJ 


Branches   principales 


Etudes 

générales  ; 

Dranches 

secondaires 


Calcul  différentiel 
et  intégral  I 


Géométrie  analytique 
Exercices  pratiques  et  séminaires 


Physique 
expérimen- 
tale I 


Calcul  différentiel 
et  intégral  II 


Géométrie  descriptive 

(y  compris  la  géométrie 

projective) 


Physique 
expérimen- 
tale II 


Exercices  pratiques  et  séminaires 


Equations 
différentielles 


Mécanique  élémentaire 
y  compris  les  méthodes 
graphiques  et  numé- 
riques 

Exercices  pratiques  et  séminaires 


Introduction 
à  la  chimie 
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et  théorie  des 

nombres 


Courbes  et  surfaces 
Exercices  pratiques  et  séminaires 


Mécanique 
supérieure 


Histoire  de  la 
philosophie 
et  pédagogie 


Théorie  des 
fonctions 


Mesures  et  calcul 
des  probabilités 

Exercices  pratiques  et  séminaires 


Physique 
théorique  I 


Logique 


Courd  général 


Astronomie  et 
géophysique 

Exercices  pratiques  et  séminaires 


Physique 
théorique  II 


Psychologie 


Pour  ce  schéma  nous  renvoyons  aux  explications  données  dans 
le  chapitre  III  ;  nous  faisons  remarquer  en  outre  que  Tordre  à 
adopter  pour  les  branches  que  nous  avons  placées  dans  la  pre- 
mière et  la  seconde  colonne,  à  partir  du  commencement  du  troi- 
sième semestre,  est  très  arbitraire  ;  d^ailleurs  aucune  université 
n^est  dans  la  possibilité  de  présenter  les  cours  en  question  chaque 
année  ;  par  conséquent,  nous  conseillons  aux  étudiants  de  les 
suivre  quand  l'occasion  se  présente. 

Du  reste  nous  appuyons  sur  le  fait  que  ce  schéma  B  ainsi  que 
le  suivant  n*est  qu'un  exemple  de  la  façon  dont  on  peut  organiser 
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ces  études  ;  loin  de  nous  la  pensée  d'établir  en  quelque  manière 
que  ce  soit,  des  principes  déterminés. 


C.  Schéma  pour  les  éludes  générales  en  chimie-biologie. 
Nous  nous  sommes  mis  d'accord  pour  le  plan  d'études  suivant  : 


a 


Branches  principales 


Etudes 

ffénéralea 

oranches 

secondaires 


S 

« 

a 


Chimie 
expérimentale  I 


Physique 
expériaientale  I 


Morphologie 
et  systémati- 
que des  piaules 
va  s  eu  la  ires 
avec  exoirsioDS 


Exercices  pratiques  et  séminaires 


•« 
5 


Ciiimie 
expérimentale  II 


Physique 
expérimentale  II 


Anatomie  et 
physiologie 
des  plantes 


Exercices  pratiques  et  séminaires 


> 


Minéralogie 


Géologie  générale 


Zoologie 

systématique 

avec  excursions 


Exercices  pratiques  et  séminaires 


3 


4 


Chimie 
physique 


Etude  des  cryptogames 
avec  excursions 


Chapitres 

choisis  de  la 

biologie  des 

animaux 

inférieurs 


Exercices  pratiques  et  séminaires 


Histoire  de  la 
philosophie 
et  pédagogie 


u 

> 


Chimie 
technologique 


Géologie  historique 
avec  excursions 


Anatomie 
compîirée  et 
physiologie 
des  animaux 


Exercices  pratiques  et  séminaires 


Logique 


«« 
** 
•« 


Biologie  générale: 

Géographie  des 

animaux  et  des 

plantes 


Paléontologie  : 
Anthropologie  y  com- 
pris les  époques 
préhistoriques 


Anatomie  et 
physiologie 
de  l'homme 


Exercices  pratiques  et  séminaires 


Psychologie 


> 


Nous  nous  sommes  efforcés  dans  le  schéma  ci-dessus  d'avoir  le 
même  nombre  de  cours  sur  les  branches  organiques  et  inorga- 
niques.   Du    reste   les    mêmes   observations  sont    à  faire  sur  ce 
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schéma  que  sur  le  précédent;   uous  renvoyons  de  nouveau  aux 
explications  du  chapitre  III. 


VI.  —  Etudes  finales. 
A.  Etudes  spéciales,  doctorat,  places  d'assistants. 

1.  Comme  nous  l'avons  dit,  la  durée  des  études  générales  a  été 
réduite  à  6  semestres  dans  les  schémas  précédents,  afin  de  per- 
mettre à  rétudiant  qui  désire  consacrer  à  ses  études  8  à  10  se- 
mestres, de  compléter  ses  études  dans  telle  ou  telle  direction.  Il 
peut  être  question,  par  exemple,  d'approfondir  ses  études  dans  un 
domaine  spécial  (études  spéciales],  travail  qui  se  terminera  dans 
certains  cas  par  Tobtention  du  doctorat.  D'autres  natures  douées 
différemment  chercheront  plutôt  à  étendre  d'une  façon  appropriée 
(pas  trop  loin  cependant)  les  branches  inscrites  dans  nos  schémas. 
Nous  reviendrons  là-dessus  au  chapitre  VII;  il  doit  être  question 
tout  d'abord  des  études  spéciales  elles-mêmes. 

2.  La  direction  des  études  spéciales  doit  dépendre  en  premier 
lieu  des  goûts  de  l'étudiant  et  des  circonstances  extérieures. 
Comme  règle  générale  il  est  à  désirer  que  les  divers  champs 
d'activité  soient  développés  simultanément  d'une  manière  uni- 
forme, depuis  les  mathématiques  théoriques  jusqu'aux  sciences 
naturelles  pures  où  l'observation  joue  le  premier  nMe.  Le  futur 
maître  des  écoles  supérieures  doit  posséder  autant  que  possible 
les  connaissances  scientifiques  les  plus  diverses. 

3.  Pour  ce  qui  concerne  le  doctorat,  nous  tenons  spécialement 
à  ce  que  le  candidat  produise  un  travail  scientifique  personnel. 
Par  conséquent  le  talent  et  le  temps  sont  les  premières  conditions 
nécessaires. 

Il  faut  éviter  cependant  toute  exagération.  Lorsqu'un  candidat  est 
forcé  de  consacrer  quatre  semestres  à  parfaire  sa  thèse,  c'est  dé- 
cidément trop  ;  avec  du  talent  et  du  zèle,  deux  semestres  de- 
vraient être  la  moyenne.  D'un  autre  côté  la  thèse  ne  devrait  pas 
être  commencée  trop  tôt,  mais  seulement  lorsqu'on  possède  une 
idée  d'ensemble  de  l'importance  et  de  l'étendue  du  sujet  que  Ton 
veut  traiter. 

4.  L'indépendance  scientifique  plus  considérable  qui  est  obte- 
nue par  le  doctorat  peut  être  rendue  sensiblement  plus  complète 
en  entrant  pour  un  certain  temps  comme  assistant  dans  un  institut 
scientifique.  On  ne  devrait  cependant  pas  y  rester  plus  d'un  ou 
deux  ans,  afin  que  le  candidat  ne  soit  pas  détourné  de  sa  vocation 
future.  La  place  d'assistant  devrait  immédiatement  suivre  le  temps 
des  études  afin  que  l'activité  universitaire  ne  soit  pas  interrom- 
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pue  entre  t«iM|i6.  A  ce  propos  nous  recommandons  un  change- 
ment dans  les  règlements  qui  touchent  à  ce  sujet  (en  Prusse). 
D'après  ces  règlements  la  place  d'assistant  n'est  conférée  que 
lorsque  le  candidat  a  achevé  son  an  née  de  séminaire  et  son  année 
d'essai.  Nous  recommandons  qu'une  place  puisse  déjà  être  obte- 
nue lorsque  le  candidat  a  passé  ses  examens  d'enseignement  et 
que  l'année  de  séminaire  et  l'année  d'essai  soient  renvoyées  à  plus 
tard. 


MI.  —  Etudes  finales  : 
B.  Extension  du  champ  d'ktudes  par  l'acquisition 

DE  BRANCHES   ACCESSOIRES. 

1.  I^a  direction  suivant  laquelle  cette  extension  des  branches 
qui  figurent  dans  nos  schémas  devra  se  faire,  dépend  encore  dans 
une  large  mesure  de  circonstances  individuelles,  en  particulier  du 
talent  du  candidat;  nous  attirons  cependant  l'attention  sur  le 
choix  de  branches  qu'il  serait  spécialement  désirable  d'entre- 
prendre à  cause  de  leur  rapport  intime  avec  les  domaines  scienti- 
fiques à  réunir  et  en  vue  également  des  besoins  de  l'école. 

2.  Il  y  a  d'abord  la  combinaison  physique-chimie.  Par  son  orga- 
nisation la  physique  a  été  fortementinflucncéeparrastronomie  théo- 
rique, tandisque  la  chimie  repose  bien  plus  sur  des  bases  expérimen- 
tales directes.  11  n'en  est  pas  moins  indubitable  que  la  physique  et  la 
chimie  n'apparaissent  que  comme  les  2  faces  d'un  même  objet,  et 
cette  manière  de  voir  se  confirme  de  plus  en  plus  à  mesure  que 
l'on  avance  dans  leur  étude.  Il  est  donc  très  désirable  qu'il  se  pré- 
sente des  candidats  qui  complètent  d'une  façon  approfondie  leurs 
études  de  mathématiques  et  de  physique  par  la  chimie,  ou  au  con- 
traire leurs  études  de  biologie  et  de  chimie  par  la  physique.  On  a 
besoin  actuellement,  spécialement  dans  les  grands  établissements, 
de  candidats  ayant  une  préparation  de  ce  genre. 

3.  Nous  recommandons  ensuite,  comme  extension  du  champ  d'é- 
tudes, a;  un  enseignement  de  Philosophie  (philosophische  Propâ- 
deutik)  ;  b)  la  géographie.  Quelque  différentes  que  puissent 
paraître  ces  deux  branches,  il  est  cependant  reconnu  que  grâce  à 
elles  les  mathématiques  et  les  sciences  naturelles  sont  envisagées 
à  un  point  de  vue  plus  vaste  sous  lequel  elles  apparaissent  en  rap- 
port avec  d'autres  domaines  scientifiques. 

Nous  espérons  que  par  celte  influence  l'importance  considérable 
et  uniforme  de  nosdeux  branches  ne  sera  pas  amoindrie,  mais  qu'elle 
apparaîtra  au  contraire  visiblement.  Par  conséquent,  nous  recom- 
mandons instamment  qu'un  nombre  de  candidats  qui  ne  soit  pas 
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trop  restreint  envisagent  les  deux  branches  en  question  et  cela 
aussi  bien  pour  les  candidats  du  groupe  mathématiques-phy- 
sique que  pour  ceux  du  groupe  chimie-biologie.  Nous  devons 
encore  attirer  spécialement  l'attention  des  premiers  sur  Timpor- 
tance  des  mathématiques  appliquées  pour  les  futurs  géographes. 
4.  Les  recommandations  qui  viennent  d'être  faites  relativement 
aux  études  philosophiques  et  géographiques  sont  confirmées  par 
la  place  que  nous  avons  donnée  à  ces  branches  dans  nos  projets 
d'enseignement  de  Méran,  en  partant  du  point  de  vue  scolaire. 
Nous  le  répétons,  ni  la  philosophie,  ni  la  géographie  ne  doivent 
être  comptées  comme  telles  parmi  les  branches  des  mathéma- 
tiques et  des  sciences  naturelles;  elles  relient  plutôt  certaines 
parties  des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  aux  résultats 
d'autres  domaines  scientiOques.  Ce  n'est  du  reste  pas  notre  tâche 
de  faire  des  propositions  déterminées  sur  l'organisation  de  ces 
deux  branches  à  l'école,  de  même  que  nous  n'en  parlons  pas  pour 
ce  qui  concerne  l'université.  Notre  tâche  doit  se  borner  à  signaler 
avec  insistance,  et  en  partant  de  notre  point  de  vue,  l'importance 
considérable  de  ces  deux  branches. 


Vlll.  —  Examens  de  professorat. 

1.  Nous  placerons  ici  les  désirs  que  nous  formulons  au  sujet 
des  modifications  à  apporter  au  règlement  des  examens,  en  vertu 
de  ce  qui  précède. 

a)  Mathématiques  et  physique.  Nous  recommandons  d'exiger 
pour  l'examen  des  mathématiques  appliquées  des  connaissances 
en  astronomie  (y  compris  la  géophysique).  Nous  recommandons 
également  en  passant,  pour  plus  d'uniformité  (car  les  mathéma- 
tiques appliquées  doivent  être  considérées  comme  une  branche 
d'examen  au  même  titre  que  les  mathématiques  pures  et  la  phy- 
sique) que  l'on  puisse,  le  cas  échéant,  délivrer  les  deux  degrés  pour 
les  mathématiques  appliquées  comme  pour  les   autres   branches. 

b)  Chimie  et  biologie.  Nous  proposons  de  séparer  la  minéralogie 
de  la  chimie  et  d'instituer  à  nouveau  la  géologie  et  la  minéralogie 
comme  branche  spéciale.  Nous  proposons  en  outre  d'abolir  le  rè- 
glement suivant  lequel  le  premier  degré  peut  déjà  être  obtenu 
pour  la  zoologie  et  la  botanique  (qui  comptent  pour  une  branche), 
alors  que  les.  connaissances  correspondantes  n'ont  été  acquises 
que  pour  l'un  de  ces  deux  domaines. 

2.  Ensuite,  pour  ce  qui  concerne  Ve:ramen  général  (Allgemeine 
Prûfung),  nous  nous  joignons  au  vœu  qui  a  été  déjà  souvent  for- 
mulé d'exclure  de  cet  examen  les  chapitres  qui  ne  constituent 
qu'une  répétition  d'une  certaine  partie  des  examens  de  maturité 
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(Abiturientenexamen).  On  ne  conçoit  pas  pourquoi  Ton  exige  en- 
core une  fois  ces  domaines  à  cet  examen,  alors  qu'il  n'en  est  pas 
question  dans  les  autres  Facultés  où  Ton  pourrait  cependant  tout 
aussi  bien  le  faire.  Par  contre,  nous  pensons  qu'il  est  très  impor- 
tant de  conserver  un  examen  général  en  philosophie  et  pédagogie, 
et  cela  en  vertu  d'observations  faites  précédemment;  les  deux 
branches  ont  une  importance  spécifique  pour  la  future  vocation 
du  candidat.  Nous  désirons  cela  va  sans  dire,  que  tout  ce  qui  n'est 
que  mémoire  pure  soit  écarté  des  examens. 

3.  Nous  demandons  d'une  manière  générale  que  l'examen  de  pro- 
fessorat (Oberlehrerexamen)  s'assure  autant  que  possible  du  tra- 
vail individuel  de  chaque  candidat.  Le  résultat  d'études  spéciales 
éventuelles  prendra  une  forme  plus  définitive  par  un  mémoire  ou 
par  un  travail  écrit  spécial  dans  le  cas  où  une  thèse  de  ce  genre 
n'aurait  pas  été  faite.  Nous  recommandons  en  outre  que  le  can- 
didat présente,  en  s'inscrivant  pour  l'examen,  des  pièces  justifi- 
catives de  sa  participation  aux  exercices  et  séminaires,  de  même 
que  des  certificats  concernant  son  temps  de  pratique  et  éventuel- 
lement des  témoignages  de  ses  examens  semestriels  (témoignages 
d'application  et  d'autres).  Les  examinateurs  sont  alors  capables 
de  se  faire  une  idée  beaucoup  plus  juste  du  genre  de  travail  du 
candidat  que  s'ils  ne  possédaient  pas  ces  pièces.  La  commission 
n'a  pas  pris  de  décision  pour  ce  qui  concerne  l'institution  d'un 
examen  intermédiaire  que  l'on  recommande,  comme  on  le  sait,  en 
plusieurs  endroits;  elle  craint  que  cela  n'entraîne  des  consé- 
quences qu'il  est  préférable  d'éviter. 

4.  Dans  notre  manière  de  voir,  les  examinateurs  devraient  en 
principe  être  tous  choisis  parmi  les  professeurs  de  l'université  et 
en  plus  grand  nombre.  Non  seulement  parce  que  seuls  ils  sont 
dans  la  possibilité  de  connaître  la  valeur  scientifique  du  candidat 
par  leurs  rapports  personnels  avec  lui,  mais  surtout  parce  que 
seuls  ils  ont  sans  cesse  à  l'esprit  les  conditions  progressives  et  se 
transformant  continuellement  de  l'activité  universitaire.  Non  seu- 
lement un  examen  passé  dans  ces  conditions  serait  plus  juste  que 
s'il  se  passait  en  présence  d'examinateurs  étrangers,  mais  il  serait 
en  même  temps  plus  facile  et  plus  agréable  pour  le  candidat,  par 
le  fait  que  les  spécialistes  de  l'université  seront  moins  renfermés 
dans  des  formules  spéciales  que  des  examinateurs  étrangers. 

5.  Sans  doute,  les  examinateurs  doivent  éviter  d'exiger  des  con- 
naissances spéciales  dans  leur  branche  lorsqu'il  s'agit  d'un  exa- 
men où  il  ne  peut  être  question  de  spécialisation  de  la  part  du 
candidat.  L'action  simultanée  de  plusieurs  examinateurs  doit 
sévir  contre  cet  état  de  chose.  Nous  espérons  en  tout  cas  que  ces 
considérations,  comme  celles  que  nous  formulons  maintenant, 
pourront  contribuer  à  faire  disparaître  les  inconvénients  que  l'on 
trouve  par-ci  par-là. 


38  LA    PRÉPARATION  DES    CANDIDATS 


IX.  —  Séminaires  pédagogiques  dans  les  écoles  supérieures. 
Préparation  scientifique  ultérieure. 

1.  Nous  attribuons  la  plus  grande  importance  aux  séminaires 
pédagogiques  des  écoles  supérieures,  en  tant  qu'ils  complètent  les 
études  universitaires,  tout  en  les  déchargeant  par  une  introduc- 
tion immédiate  dans  la  pratique  de  renseignement.  Mais  on  se 
plaint  d'un  côté  de  ce  que  les  candidats  en  mathématiques  et 
sciences  naturelles  de  plusieurs  endroits,  faute  d'enseignement 
spécial,  ne  reçoivent  pas  une  préparation  suflisante  dans  leur  do- 
maine; et  d'un  autre  côté  l'on  se  plaint  de  ce  que  très  souvent, 
lorsqu'il  manque  des  maîtres,  on  les  charge  tout  de  suite  du 
nombre  complet  d'heures  revenant  à  ces  derniers,  ce  qui  rend 
manifestement  illusoire  le  but  que  doit  remplir  l'année  de  sémi- 
naire. 

2.  Nous  réclamons  aussi  bien  du  séminaire  une  introduction 
générale  des  candidats  dans  leur  vocation  qu'une  introduction 
spéciale  dans  l'activité  des  branches  qu'ils  ont  en  vue.  Suivant 
des  propositions  qui  nous  ont  été  faites  ainsi  qu'à  d'autres  per- 
sonnes, le  candidat  devrait  recevoir  sa  préparation  principale 
dans  un  certain  séminaire,  mais  il  devrait  visiter  ensuite  plusieurs 
établissements  de  ce  genre  de  différents  types.  D'autre  part,  des 
personnes  autorisées  nous  ont  fait  remarquer  que  les  candidats 
des  séminaires  devraient  avoir  à  leur  disposition  une  bibliothèque 
didactique  dont  on  devrait  doter  les  séminaires,  bibliothèque  qui 
servirait  aussi  bien  pour  leur  préparation  pédagogique  générale 
que  pour  l'enseignement  spécial  de  leurs  branches.  Nous  ajoutons 
à  cela,  sans  autres  développements,  les  importantes  propositions 
qui  nous  ont  été  faites  pour  ce  qui  touche  la  partie  physique;  ces 
propositions  auront  également  une  importance  indirecte  pour  les 
autres  sciences  naturelles  comme  pour  les  mathématiques. 

3.  Ces  propositions  sont  les  suivantes  :  W  semble  désirable 
d'organiser  un  cours  systématique  d'exercices  sur  l'emploi  d'ap- 
pareils physiques  et  sur  leur  présentation  au  point  de  vue  de  l'en- 
seignement. De  même,  le  besoin  d'un  cours  sur  la  préparation  et 
surveillance  d'exercices  de  physique  d'élèves,  se  fera  d'autant  plus 
sentir  à  mesure  que  ces  exercices  s'introduiront  dans  les  établis- 
sements supérieurs.  Afin  que  ces  cours  puissent  avoir  les  résultats 
voulus,  il  sera  nécessaire  de  fournir  les  établissements  en  question 
de  collections  appropriées,  car  les  collections  ordinaires  des 
écoles  ne  suffisent  pas  généralement  pour  ces  besoins.  Si,  comme 
on  le  recommande  de  divers  côtés,  on  fondait  dans  quelques  en- 
droits des  musées  scolaires,  ces  derniers  rendraient  d'utiles  ser- 
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vices  aux  candidats.  A  ce  propos,  Tinstallation  par  le  minis- 
tère de  rinstruction  en  Prusse,  de  la  «  Alte  Urania  »  à  Berlin  qui 
sert  aussi  spécialement  à  la  préparation  des  candidats,  est  non 
seulement  très  estimable  en  soi,  mais  c*est  aussi  un  premier  pas 
fait  dans  cette  direction.  11  serait  à  désirer  que  de  pareilles  ins- 
tallations se  fissent  dans  d^autres  provinces,  sans  que  pour  cela 
des  installations  dans  le  même  but  dans  d^autres  établissements 
d^instruction  soit  considéré  comme  superflu. 

4.  Il  va  une  autre  proposition  plus  vaste  à  faire  au  sujet  du  pro- 
gramme que  nous  voudrions  voir  accepter  dans  tous  les  sémi- 
naires; ce  serait  d'y  introduire  quelques  considérations  sur 
y  hygiène  scolaire  (où  Ton  traiterait,  en  dehors  des  questions  gé- 
nérales touchant  leç  soins  à  donner  à  la  santé,  de  problèmes 
choisis  de  psychiatrie,  de  neurologie  et  de  médecine  interne  ainsi 
que  des  conditions  légales  diverses).  Naturellement,  dans  plus 
d'un  endroit,  personne  ne  pourra  entreprendre  cet  enseignement 
d'une  façon  autorisée  ;  c'est  pourquoi,  la  préparation  du  maître  en 
hygiène  devrait  se  faire  pendant  ce  que  nous  nommerons  sa  pré- 
paration scientifique  ultérieure  (wissenschaftliche  Fortbildung], 
dont  nous  avons  encore  à  dire  quelques  mots. 

5.  Une  condition  indispensable  pour  cette  préparation  scienti- 
fique ultérieure,  c'est  d'avoir  à  sa  disposition  des  bibliothèques 
appropriées,  ce  qui  manque  par  trop  (par  le  fait  que  la  plupart  des 
bibliothèques  d'écoles  sont  très  pauvrement  fournies  pour  ce  qui 
est  des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles). 

Nous  attirons  ensuite  l'attention  sur  les  cours  de  vacances  en 
sciences  naturelles,  tels  qu'on  en  donne  depuis  une  quinzaine 
d'années  dans  un  nombre  toujours  croissant  d'universités.  La 
commission  recommande  d'augmenter  encore  le  nombre  de  ces 
cours  qui  peuvent  être  facilement  suivis  par  les  maîtres  (cours 
obligatoires  de  vacances  soutenus  financièrement  par  les  partici- 
pants). On  devrait  cependant  aborder  dans  ces  cours  des  domai- 
nes plus  variés.  Nous  avons  déjà  parlé  de  l'hygiène.  D'un  autre 
cAté  on  a  souvent  manifesté  le  désir  (ce  (jui  est  conforme  aux  pro- 
jets de  réformes  présentés  par  la  commission)  de  voir  dans  un 
plus  grand  nombre  d'endroits  les  mathématiques  incorporées 
dans  ces  cours.  Nous  verrions  également  avec  plaisir  s'ouvrir 
dans  les  écoles  polytechniques  des  cours  de  vacances  pour  les 
maîtres  de  mathématiques  et  de  sciences  naturelles,  comme  on  les 
recommande  à  l'heure  qu'il  est. 

6.  Les  ressources  précédentes  ne  sufTisent  pas  à  elles  seules  pour 
la  préparation  scientifique  ultérieure.  I^a  commission  recommande 
spécialement  que  l'on  accorde  d'une  façon  libérale  aux  maîtres 
capables  des  semestres  de  congé  en  vue  de  cette  préparation. 
Cela  se  passe  déjà  pour  ce  qui  concerne  le  domaine  historique- 
philologique;  c'est  peut-être  en  vue  des  visites  à  faire  aux  musées 
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et  bibliothèques  ou  à  certains  endroits  remarquables  au  point  de  vue 
historique,  ou  bien  Tétude  des  langues  étrangères,  ou  encore  et 
surtout,  l'étude  économique  des  pays  étrangers.  Mais  on  éprouve 
précisément  les  mêmes  besoins  du  côté  des  mathématiques  et  des 
sciences  naturelles.  Par  exemple  que  Ton  s'efforce  pour  les  géolo- 
gues et  les  représentants  des  sciences  naturelles,  à  apprendre  à 
connaître,  par  leur  observation  personnelle,  les  formations  carac- 
téristiques, la  flore  et  la  faune,  et  spécialement  aussi  les  jardins 
zoologiques  et  botaniques.  Le  physicien  et  le  chimiste  (le  mathé- 
maticien également)  sauront  également  tirer  profit  d'études  per- 
sonnelles analogues,  et  pour  tous,  en  tout  cas,  l'étude  des  condi- 
tions d'enseignement  des  autres  pays  sera  particulièrement  sti- 
mulante. 

7.  Les  branches  philologiques-historiques  devraient  nous  ser- 
vir de  modèle  par  le  fait  que  pour  elles,  le  contact  entre  les  repré- 
sentants des  écoles  supérieures  et  des  universités  n'a  jamais  été 
négligé  aussi  complètement  qu'il  l'est  généralement  chez  nous. 
La  commission  acceptera  avec  plaisir  tout  règlement  capable  de 
donner  une  impulsion  nouvelle  aux  efforts  qui  ont  été  faits  durant 
ces  dix  dernières  années  en  vue  d'un  tel  rapprochement. 


X.  —  Statistique. 

1.  La  commission  estime  que  ce  n'est  pas  sa  tâche  de  s'occuper 
des  diverses  questions  concernant  la  situation  du  corps  enseignant 
des  établissements  supérieurs.  Néanmoins,  déjà  dans  l'intérêt  de 
ses  projets  de  réformes,  elle  considérera  comme  bienvenu  tout 
règlement  capable  d'assurer  le  bon  fonctionnement  de  la  carrière 
de  maître  supérieur.  A  ce  propos,  elle  désirerait  attirer  l'attention 
sur  un  défaut  particulier  de  l'activité  universitaire  touchant  la 
préparation  des  candidats  à  l'enseignement.  Ce  sont  les  grandes 
variations  de  conditions  auxquelles  nos  étudiants  sont  soumis. 
C'est-à-dire  que  parfois  les  candidats  les  plus  capables  sont  dans 
l'obligation  de  rester  pendant  de  longues  années  inactifs  avant  de 
trouver  une  place,  et  que  d'autres  fois  on  est  obligé  d'avoir  recours 
pour  des  places  importantes  à  des  candidats  ne  possédant  pas  une 
préparation  complète.  Les  causes  de  ces  oscillations  ne  sont  pas 
encore  clairement  connues  ;  dans  tous  les  cas  on  aime  à  croire  qu'il 
ne  s'agit  pas  seulement  de  l'action  mécanique  de  la  loi  de  l'offre 
et  de  la  demande,  à  laquelle  est  encore  malheureusement  toujours 
lié  un  retard  dans  les  périodes  successives.  Quoi  qu'il  en  soit,  il 
n'en  est  pas  moins  vrai  qu'une  statistique  bien  ordonnée^  qui  serait 
publiée  à  intervalles  rapprochés,  rendrait  ici,  ainsi  que  pour  d'au- 
tres questions,  d'importants  services. 
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2.  Jusqu*à  présent,  une  partie  seulement  de  cette  statistique  a 
été  faite  d'une  façon  satisfaisante  (grâce  à  des  hommes  d'état  et 
par  initiative  privée],  à  savoir,  le  nombre  des  candidats  ayant  passé- 
chaque  année  leurs  examens,  le  nombre  des  candidats  qui  font 
leur  année  de  séminaire  et  le  nombre  des  places  obtenues  dans 
les  écoles  supérieures.  Par  contre,  la  statistique  de  runii^ersitéy 
c'est-à-dire  celle  qui  donne  le  nombre  des  étudiants  dont  nous 
nous  occupons,  laisse  encore  fort  à  désirer  ;  les  catalogues  du  per- 
sonnel de  nos  universités  ne  semblent  ni  suffisamment  détaillés 
ni  suffisamment  comparables,  pour  qu'on  soit  en  état  d'en  tirer 
des  conclusions  certaines.  D'autre  part,  il  est  très  difficile  d'esti- 
mer le  nombre  d'étudiants  nécessaires  pour  les  besoins  de  l'ensei- 
gnement. 11  ne  s'agit  pas  seulement  du  fait  qu'un  nombre  impor- 
tant de  ces  étudiants  se  destinent  à  d'autres  carrières  (techniques 
par  exemple,)  mais  aussi  de  l'augmentation  continuelle  des  éta- 
blissements d'instruction,  qui  ont  besoin  de  maîtres  ayant  une 
préparation  académique  en  mathématiques  ou  en  sciences  natu- 
relles. Aux  écoles  supérieures  dont  le  nombre  va  toujours  croissant 
(et  qui  sont  ordinairement  les  seules  dont  on  tienne  compte  dans 
les  statistiques)- s'ajoutent  les  nombreuses  écoles  spéciales  prépa- 
rant pour  des  carrières  diverses,  puis  les  hautes  écoles  de  divers 
genres,  et  actuellement  les  écoles  supérieures  nouvellement  insti- 
tuées, pour  jeunes  filles.  Aux  yeux  de  la  commission,  ce  serait  un 
réel  progrès  de  pouvoir  publier,  à  intervalles  réguliers,  des  rap- 
ports généraux  sur  les  différentes  questions  qui  surgissent  ici. 


XI .  —  Ensemble  des  dispositions  nouvelles  que  nous  désirons 

voir  adopter  dans  les  universités. 

Nous  répétons  ici  les  souhaits  que  nous  avons  formulés  au  sujet 
des  dispositions  à  prendre  dans  l'enseignement  des  mathématiques 
et  des  sciences  naturelles  à  l'université. 

1.  Pour  les  SCIENCES  naturelles,  il  s'agissait  moins  de  la  créa- 
lion  nouvelle  d'instituts  que  d'une  extension  appropriée  de  leur 
installation,  en  rapport  avec  les  transformations  que  nous  avons 
recommandées  dans  l'enseignement.  Mentionnons  ces  modifica- 
tions d'une  manière  plus  détaillée  : 

aj  En  Physique,  nous  avons  souhaité  une  modernisation  du  cours 
d'introduction  de  physique  expérimentale,  un  contact  plus  intime 
avec  les  applications  techniques  et  avant  tout  une  adaptation  des 
exercices  pratiques  aux  besoins  des  candidats. 

bj  En  Chimie  également,  nous  avons  désiré  que  l'on  donne  au 
cours  général  une  forme  plus  conforme  au  but  poursuivi,  mais 
nous  avons  recommandé  spécialement  de  diriger  les  travaux  dans 
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les  laboratoires  de  façon  à  tenir  compte  de  la  future  vocation  du 
candidat  et  particulièrement  du  fait  qu'il  aura  lui-même  plus  tard 
à  diriger  des  exercices  pratiques  d'élèves. 

c)  Nous  avons  recommandé  également  en  géologie  et  spéciale- 
ment en  minéralogie,  que  Ton  tienne  mieux  compte  dans  les  cours 
et  dans  les  exercices  pratiques,  du  but  poursuivi,  c'est-à-dire  l'en- 
seignement dans  les  écoles  supérieures. 

dj  Dans  les  branches  biologiquesy  nous  avons  désiré,  tout  d'abord 
en  botanique  y  que  l'on  apporte  tous  ses  soins  à  la  préparation 
d'expériences  sur  la  physiologie  de  la  plante,  d^autant  plus  que 
ces  expériences  pourront  être  utiles  plus  tard  dans  les  exercices 
pratiques  d'élèves. 

ej  Nous  avons  recommandé  ensuite  de  cultiver  le  dessin  d'après 
nature  dans  tous  les  exercices  pratiques  du  domaine  biologique. 

f)  Puis  nous  avons  souhaité  en  zoologie,  comme  complément  du 
cours  sur  la  systématique  du  règne  animal,  des  excursions  régu- 
Hères,  comme  on  a  coutume  de  le  faire  dans  l'enseignement  de  la 
botanique;  ces  excursions  ayant  pour  but  d'observer  les  animaux 
du  pays  dans  les  lieux  mêmes  où  ils  se  tiennent. 

g)  Nous  avons  recommandé  plus  loin  pour  l'étude  de  la  zoologie, 
que  l'on  ne  tienne  pas  seulement  compte  du  point  de  vue  anato- 
mique,  mais  aussi  du  point  de  vue  physiologique. 

kj  Que  l'on  institue  un  cours  spécial  sur  Tanatomie  et  la  physio- 
logie de  l'homme,  conforme  aux  besoins  des  candidats. 

i)  De  même  un  cours  sur  les  différences  physiques  et  ethnolo- 
giques du  genre  humain  (anthropologie),  en  y  comprenant  les 
époques  préhistoriques,  et  finalement 

k)  Un  cours  final  sur  la  biologie  générale  des  êtres  vivants. 

2.  Pour  les  mathématiques,  par  contre,  nous  avions  à  proposer 
une  augmentation  des  ressources  extérieures  de  l'enseignement. 

a)  Tout  d'abord,  pour  ce  qui  concerne  les  mathématiques  appli^ 
quées,  l'installation  dans  toutes  les  universités  (et  pas  seulement 
dans  quelques-unes  comme  jusqu'à  présent),  de  salles  spéciales  de 
dessin  et  de  travail,  et  l'installation  d'observatoires  pour  l'ensei- 
gnement (qui  pourraient  servir  également  pour  l'enseignement  en 
géodésie),  partout  où  l'on  ne  possède  pas  le  matériel  nécessaire  à 
l'enseignement  de  l'astronomie. 

b)  Pour  les  mathémaiiques  pures  également,  si  cela  n'a  pas  déjà 
été  fait,  l'installation  de  salles  de  lecture  et  de  travail  (salles  de 
séminaires),  en  même  temps  qu'une  augmentation  des  exercices 
pratiques. 

Il  est  regrettable  que,  précisément  dans  les  grandes  universités, 
on  ait  fait  si  peu  sous  ce  rapport,  tandis  que  partout  les  instituts 
de  sciences  naturelles  d'un  côté,  et  les  collections  et  séminaires 
historiques-philologiques  de  l'autre,  peuvent  servir  de  modèles  à 
ce  point  de  vue.   Et  cependant,  les  sommes   que  coûteraient  ces 
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installations  mathématiques  sont  bien  peu  considérables  si  on  les 
compare  à  celles  que  nécessitent  les  installations  analogues  pour 
les  autres  branches.  Sans  doute,  il  faut  tenir  compte  du  change- 
ment dans  l'activité  intérieure  de  renseignement,  et  cette  modi- 
fication ne  se  fera  pas  sans  amener  des  déformations  diverses  des 
charges  de  renseignement  et  une  certaine  transformation  (inté- 
rieure) de  la  tradition.  Bn  tout  cas,  nous  ne  sommes  pas  les  seuls 
à  demander  ces  réformes,  nous  ne  faisons  que  répéter  ce  qui  s'est 
toujours  dit  pendant  ces  dernières  années  dans  les  congrès  natio- 
naux et  internationaux  de  mathématiques. 


XI] .  —  Sur  la  préparation  des  candidats  à  renseignement 
des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  par  les  écoles 

techniques  supérieures. 

i.  Nous  aimerions  dire  encore  quelques  mots  sur  cette  impor- 
tante question  actuellement  si  discutée,  car  une  connaissance 
exacte  de  la  situation  en  dehors  des  branches  dont  il  est  directe- 
ment question,  doit  n*avoir  été  que  peu  répandue.  Remarquons 
tout  d'abord  que  dans  toute  cette  question  il  ne  s'agit  que  des  carn- 
didats  à  l'enseignement  des  mathématiques,  de  physique  et  de 
chimie  et  pas  de  ceux  à  l'enseignement  de  biologie.  Observons 
ensuite  que  certaines  parties  des  mathématiques,  de  la  physique 
et  de  la  chimie  sont  traitées  sans  aucun  doute  d'une  façon  plus  di- 
recte dans  les  écoles  techniques  supérieures  qu'a  l'université, 
comme  naturellement  la  physique  technique,  la  chimie  technique, 
mais  aussi  tout  ce  qui  compte  comme  mathématiques  appliquées, 
au  sens  strict  du  mot,  comme  la  géométrie  descriptive,  les  appa- 
reils de  mesures,  la  mécanique  technique.  En  outre,  il  serait  possi- 
ble de  faire  entrer  dans  la  préparation  de  nos  candidats,  les  élé- 
ments généraux  de  culture  technique  dont  l'importance  croissante 
n'est  pas  à  méconnaître.  C'est  seulement  par  ce  moyen,  semble-t-il, 
qu'on  aura  la  possibilité  de  préparer  systématiquement  les  maîtres 
de  mathématiques,  physique  et  chimie  pour  les  écoles  techniques 
spéciales  toujours  plus  nombreuses  et  plus  importantes. 

2.  Il  est  très  curieux  que  cette  question,  dont  nous  venons  de 
donner  les  caractères  principaux,  ait  été  résolue  dans  les  différents 
états  allemands  de  façons  si  diverses. 

En  Bavière  et  en  Wurtemberg  les  universités  et  les  écoles  tech- 
niques sont  depuis  longtemps  sur  le  même  pied,  et  tiennent 
compte,  d'une  manière  réciproque,  des  semestres  passés  dans  l'un 
ou  dans  l'autre  de  ces  établissements,  et  ce  pied  d'égalité  se  mani- 
feste encore  par  le  fait  que  dans  les  commissions  d'examens  les 
professeurs  de  toutes  les  universités  et  écoles  polytechniques  sont 
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également  représentés.  Il  en  est  de  même  en  Saxe,  où  \\  existe  de- 
puis plusieurs  années  dans  Técole  technique  supérieure  de  Dresde 
une  section  spéciale  pour  les  candidats  à  renseignement;  il  y  a 
cependant  une  différence  à  Dresde  et  à  Leipzig  par  le  fait  que  cha- 
cune a  sa  commission  d'examens  particulière. 

La  Prusse  forme  Fautre  extrême.  A  Forigine  les  écoles  techni- 
ques supérieures  ne  prenaient  aucune  part  à  la  préparation  des 
maîtres.  Une  modification  fut  apportée  tout  d'abord  par  la  com- 
mission d'examen  de  1898  (qui  introduisit  également  pour  la  pre- 
mière fois  les  mathématiques  appliquées  comme  branche  spéciale 
d'examen).  On  spécifia  que  l'on  tiendrait  compte  aux  candidats  en 
mathématiques,  physique  et  chimie  des  semestres  qu'ils  auraient 
passés  dans  les  écoles  polytechniques,  mais  seulement  jusqu'à 
trois,  ce  qui  signifie,  (si  l'on  tient  compte  de  la  période  de  trois 
ans  officiellement  prescrite,)  que  ces  candidats  doivent  avoir  passé 
trois  semestres  de  leur  temps  d'étude  à  l'université.  Ce  nouveau 
règlement  n'amena  cependant  aucune  modification  dans  l'organi- 
sation des  écoles  techniques;  il  faut  remarquer  du  reste  qu'il  n'a 
été  appliqué  jusqu'à  présent  que  dans  une  mesure  très  limitée.  La 
chose  est  trop  compliquée.  Nous  avons  jugé  bon  de  reproduire  ici 
les  développements  qui  nous  ont  été  fournis  sûr  ce  sujet  par  une 
personne  très  compétente  et  qui,  par  le  fait  qu'ils  touchent  à  plu- 
sieurs questions  de  détails,  permettront  de  se  rendre  compte  d'une 
façon  générale  des  difficultés  et  des  intérêts  en  jeu. 

3.  La  dite  personne,  qui  était  autrefois  professeur  à  l'université 
et  qui  professe  actuellement  dans  une  école  technique  supérieure 
de  Prusse  nous  écrit  à  ce  sujet  : 

«  Sans  aucun  doute,  les  candidats  trouveront  tout  ce  qui  leur 
est  nécessaire  pendant  les  quatre  premiers  semestres  aux  écoles 
polytechniques,  pour  ce  qui  concerne  les  mathématiques  pures  et 
la  physique  (pour  la  chimie  également).  Par  contre,  il  en  est  au- 
trement pour  les  mathématiques  appliquées,  parce  que  les  candi- 
dats dans  cette  branche  sont  préparés  en  vue  d'utiliser  aussi  bien 
que  possible  les  directions  concernant  la  préparation  des  ingé- 
nieurs. Par  exemple,  les  exercices  étendus  en  géométrie  descrip- 
tive sont  une  charge  trop  considérable  pour  les  candidats  à  l'en- 
seignement; mais  c'est  encore  pire  pour  ce  qui  touche  aux  do- 
maines techniques  qui,  s'adressant  à  des  spécialistes,  exigent  un 
nombre  d'heures  qui  empêcherait  le  candidat  de  consacrer  le 
temps  nécessaire  à  l'étude  des  autres  branches  requises.  C'est 
comme  si  l'on  voulait  recommander  aux  étudiants  en  biologie  de 
suivre  les  cours  généraux  et  les  exercices  pratiques  de  la  Faculté 
de  médecine  en  vue  de  compléter  leurs  connaissances  en  anatomie, 
physiologie  et  hygiène. 

«  Un  autre  défaut  apparaît  encore  dans  les  écoles  polytechniques 
de  Prusse,  si  on  les  compare  à  celles  de  l'Allemagne  du  sud  et  de 
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Dresde.  Comme  la  commission  le  recommande  (voyez  chapitre  IV) 
une  certaine  instruction  en  philosophie  et  en  histoire  forme  la 
base  au  moyen  de  laquelle  le  collège  des  maîtres  de  nos  écoles 
supérieures,  aussi  bien  que  le  système  de  la  préparation  par  do- 
maines trouvent  leur  unité  ;  ce  côté  philosophique  et  historique 
n*est  pas  suffisamment  développé  dans  les  écoles  polytechniques 
de  Prusse.  Four  qu'il  en  soit  autrement,  l'organisation  d'un  en- 
seignement régulier  par  des  professeurs  d'état  semble  indispen- 
sable, et  l'on  ne  doit  pas  s'en  tenir  à  des  cours  occasionnels  de 
privat-docents. 

«  En  outre,  dans  les  écoles  polytechniques  de  Prusse,  il  n'est 
pas  possible  aux  candidats  à  l'enseignement  d'obtenir  leur  pro- 
motion à  la  fin  des  études.  Le  même  défaut  se  retrouve  dans  les 
écoles  polytechniques  de  Stuttgart  et  de  Dresde;  Munich  seule- 
ment fait  exception  ;  dans  cette  ville,  le  droit  de  promotion  existe 
pour  tous  et  le  titre  habituel  de  D""  rer.  techn.  peut  être  obtenu 
déjà  sur  présentation  d'une  thèse  mathématique.  Comme  en 
Prusse  il  faut  avoir  passé  son  examen  de  diplôme  pour  être  admis 
à  l'examen  de  D'-Ing  ,  il  serait  juste  que  l'examen  de  maître  su- 
périeur fût  mis  au  même  rang  que  celui  du  diplôme,  et  que  tous 
les  candidats  des  écoles  polytechniques  pussent  se  présenter 
pour  l'obtention  du  titre  de  DMng.,  ce  qui  ne  peut  se  faire  main- 
tenant. » 

Les  changements  qu'il  faudrait  effectuer  dans  l'organisation 
des  écoles  polytechniques  de  Prusse  pour  qu'elles  puissent  se 
charger  de  la  préparation  roz/z/^/è^^  des  candidats  à  renseignement 
sont  les  suivants  : 

a)  Dans  les  mathématiques  pures  (physique  ei  chimie  également) 
l'introduction  de  conférences  pour  les  semestres  supérieurs  et 
pour  les  étudiants  plus  avancés,  ainsi  que  de  cours  réguliers  cor- 
respondant à  ceux  que  la  commission  a  indiqués  dans  le  plan 
d'études. 

b)  Dans  les  mathématiques  appliquées^  l'introduction  de  dispo- 
sitions spéciales  permettant  au  candidat  de  terminer  d'une  façon 
appropriée  les  études  qu'il  se  propose,  et  particulièrement  de  con- 
férences encyclopédiques  sur  les  grands  domaines  de  la  technique 
qui  permettront  aux  candidats  d'entrer  en  contact  avec  le  cercle 
d'idées  des  techniciens. 

c)  La  création  de  chaires  de  professeurs  d'états  pour  les  branches 
générales  d'instruction,  qui  assurent  une  préparation  suffisante 
en  philosophie  et  en  histoire. 

d)  La  possibilité  d'être  promu  au  rang  de  D'-Ing.  de  même  que, 
cela  va  de  soi,  la  participation  des  professeurs  de  l'université  à 
l'examen  des  candidats. 

Le  professeur  auquel  nous  nous  sommes  adressés  ajoute  en- 
core : 


L 
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«  Les  écoles  techniques  supérieures  auraient  l'avantage  de  pou- 
voir offrir  les  conférences  et  exercices  nécessaires  aux  techniciens 
qui,  exceptionnellement,  désireraient  acquérir  en  mathématiques 
et  en  physique  une  préparation  plus  approfondie,  et  il  est  certain 
que  de  tels  techniciens  se  spécialisant  ainsi  dans  la  technique 
scientifique,  ne  sont  pas  à  dédaigner  et  seront  même  fort  re- 
cherchés. 

Ensuite,  les  professeurs  de  mathématiques  et  de  physique  au- 
ront une  sphère  d'action  plus  étendue  et  une  activité  plus  satis- 
faisante que  maintenant  car,  pour  le  moment,  ils  doivent  se  con- 
tenter de  cours  pour  commençants  et  ne  peuvent  par  conséquent 
donner  à  leur  science  toute  l'extension  qu*ils  désireraient  ;  en 
outre,  il  serait  plus  facile  aux  candidats  de  partager  leur  temps 
entre  l'université  et  l'école  polytechnique  ce  qui  serait  beaucoup 
à  désirer,  étant  donné  l'état  actuel  des  choses. 

«  Mais  les  universités  également  retireraient  un  avantage  de 
ces  dispositions  :  la  nécessité  d'agir  concurremment  avec-  les 
écoles  polytechniques,  aurait  comme  elfet  la  manifestation  de 
forces  restées  jusqu'à  présent  à  l'état  latent  et  serait  un  puisssant 
stimulant;  dans  les  endroits  où  des  procédés  arriérés  sont  en  vi- 
gueur on  s'efforcerait  de  les  améliorer  afin  de  se  placer  à  la  hauteur. 
Par  cela,  nous  ne  pensons  en  aucune  façon  que  les  divisions  ordi- 
naires des  écoles  polytechniques  ne  doivent  devenir  qu'une 
simple  copie  des  Facultés  de  mathématiques  et  de  sciences  natu- 
relles, pas  plus  que  ces  Facultés  ne  doivent  être  transformées  en  sec- 
tions universitaires  techniques.  Bien  au  contraire  chacun  de  ces 
établissements  doit  développer  librement  selon  ses  propres  forces  ; 
seulement,  leur  égalité  devra  être  reconnue  malgré  la  diff*érence 
spécifique,  dans  le  même  ordre  d'idée  que  l'égalité  des  écoles 
supérieures  humanistes  et  réalistes  qui  a  été  reconnue  à  la  con- 
férence des  écoles  de  1900  et  sanctionnée  par  l'ordre  supérieur  le 
26  novembre  de  la  même  année.  » 

4.  La  commission  d'enseignement  hésite  à  adopter  d'une  façon 
formelle  les  développements  qui  précèdent,  parce  qu'on  lui  a  fait 
à  ce  sujet  de  nombreuses  questions  qui  ne  sont  certainement  plus 
de  sa  compétence.  Nous  aimerions  en  tout  cas  obtenir  pour  la 
préparation  des  candidats  à  l'enseignement  les  dispositions  men- 
tionnées concernant  les  écoles  polytechniques  qui  ne  sont  pas  en 
Prusse.  Mais  nous  recommandons  pour  la  Prusse,  en  vue  de  pré- 
parer à  cet  égard  le  développement  de  l'enseignement,  de  faire  tout 
d'abord  une  expérience.  D'après  ce  (jue  l'on  nous  a  rapporté,  il 
semble  que  parmi  les  écoles  polytechniques  de  Prusse,  celle  de 
Dantzig  conviendrait  le  mieux  pour  cela,  a  cause  de  la  compo- 
sition de  son  corps  enseignant  et  des  conditions  dans  lesquelles 
se  trouve  cet  établissement.  Que  l'on  institue,  à  titre  d'essai,  la 
préparation  des  maîtres  que  nous  recommandons,  et,  lorsqu'après 
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quelques  années  le  moment  sera  venu  de  remanier  en  Prusse  le 
règlement  des  examens  de  professorat,  on  pourra  le  référer  à  des 
résultats  effectifs  basés  sur  l'expérience  pour  les  décisions  con- 
cernant cette  question  fondamentale. 


Remarques  finales. 

Nous  ne  voudrions  pas  terminer  ce  rapport,  sans  adresser  un 
appel  pressant  à  ceux  que  cela  concerne,  afin  qu'ils  nous  soutien- 
nent dans  nos  efforts. 

Tout  d'abord  aux  autorités  supérieures.  Nous  les  prions 
d'examiner  avec  soin  nos  propositions,  et  nous  espérons  qu'ils 
les  soutiendront  ensuite,  aussi  bien  par  la  concession  des  moyens 
requis,  que  surtout  par, une  administration  bienveillante  et  intel- 
ligente. A  ce  propos,  nous  voudrions  encore  une  fois  bien  spéci- 
fier que,  conformément  au  développement  actuel  de  la  science,  et 
si  l'on  désire  que  la  préparation  des  candidats  à  l'enseignement 
se  fasse  dans  de  bonnes  conditions,  il  est  nécessaire  de  séparer 
les  études  mathématiques  des  études  biologiques  ;  c'est  là  la  base 
de  tous  nos  développements.  Les  schémas  que  nous  avons  donnés 
au  chapitre  V  pour  les  études  générales  le  montrent  clairement. 
Car  ils  ne  contiennent  rien  de  ce  que  Ton  pourrait  appeler  superflu 
en  ce  qui  concerne  l'enseignement  dont  le  maître  devra  se  charger 
plus  tard.  On  nous  a  souvent  dit,  cependant,  que  l'enseignement 
biologique  à  l'école  réclamait  un  nombre  trop  restreint  d'heures 
pour  qu'on  puisse  lui  consacrer  partout  un  maître  spécial  :  il  est 
donc  nécessaire  de  familiariser  éventuellement  le  mathématicien 
avec  l'enseignement  biologique  et  le  biologue  avec  l'enseignement 
mathématique.  Nous  avons  à  répondre  d'un  côté  qu'il  en  sera  au- 
trement sous  ce  rapport  dès  que  nos  projets  de  Méran  seront  plus 
en  vigueur,  mais,  d'un  autre  côté  que  des  propositions  ont  été 
faites,  dans  le  chapitre  Vil,  concernant  l'extension  des  branches 
d'études  de  nos  candidats  qui  devraient  être  capable  dans 
tous  les  cas  d'aplanir  les  difïïcultés  en  question.  D'autre  part, 
nous  devons  ajouter  que,  d'après  les  communications  qui 
nous  ont  été  faites,  ce  n'est  pas  généralement  sous  la  pression  de 
de  force  majeure  que  l'on  a  chargé  des  maîtres  de  préparation  in- 
sufîisante  de  l'enseignement  mathématique  et  biologique,  mais 
bien  plutôt  par  suite  de  considérations  secondaires.  Il  faut  aussi 
se  rappeler  que  les  circonstances  d'autrefois  étaient  plus  simples 
qu'elles  ne  le  sont  maintenant.  C'est  pourquoi  nous  désirons  in- 
sister sur  le  fait  que  les  mathématiques  et  la  biologie  présentent 
des  caractères  tout  à  fait  hétérogènes,  et  que  celui  qui,  par  suite 
de  son  instruction,  est  qualifié  pour  l'un  de  ces  domaines  ne  doit 
pas  se  croire  nécessairement  qualifié  pour  l'autre. 
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Nous  adressons  ensuite  tout  particulièrement  notre  appel  aux 
professeurs  académiques.  Si  les  principes  que  nous  recomman- 
dons sont  adoptés,  cela  ne  se  fera  pas  sans  certaines  diflicultés 
pour  chaque  professeur.  Et  nous  faisons  abstraction  des  préju- 
dices d'ordre  matériel  qui  sont  à  prévoir  ça  et  là,  et  spécialement 
aussi  des  difficultés  d'ordre  personnel.  Car  il  n'est  agréable  à  au- 
cun professeur  de  substituer  une  sphère  d'action  plus  restreinte 
à  l'influence  prépondérante  qu'il  exerce  sur  ses  étudiants  dans 
l'enseignement  approfondi  de  sa  branche;  ou,  dans  un  autre  cas, 
de  porter  préjudice  à  l'enseignement  scientifique  spécial  en  le 
transformant  pour  l'adapter  aux  besoins  généraux.  D'autre  part, 
partout  où  des  améliorations  ont  dû  se  produire,  cela  a  toujours 
été  le  privilège  des  professeurs  universitaires  d'agir  par  leur  pro- 
pre initiative.  Il  faut  cependant  reconnaître  que  les  intérêts  géné- 
raux de  la  préparation  scientifique  de  nos  candidats  à  l'enseigne- 
ment ont  dû  par  trop  céder  la  place  à  des  intérêts  d'un  ordre  plus 
spécial.  Les  professeurs  intéressés  de  la  même  université  —  ou 
également  les  professeurs  de  la  même  branche  dans  les  différents 
établissements  —  devraient  se  réunir  et  s'entendre,  par  des  déli- 
bérations en  commun,  surles  changements  et  conventions  à  adop- 
ter. Et  si  nos  propositions  pouvaient  exercer  à  ce  propos  une 
réelle  émulation,    ce  serait  leur    meilleur  résultat. 

Nous  nous  adressons  enfin  au  cercle  si  vaste  des  maîtres  dans  l'en- 
seignement secondaire  supérieur.  Si  les  ressortissants  des  autres 
branches  académiques  ne  se  lassent  pas  de  recommander  instam- 
ment, après  entente,  de  nouvelles  réformes  concernant  l'instruction 
préparatoire  de  la  future  génération,  et  surtout  de  la  présenter  pu- 
bliquement, nous  devons  souhaiter  que  nos  maîtres  adoptent 
plus  que  par  le  passé  les  mêmes  mesures.  De  cette  manière,  au- 
cun préjudice  ne  sera  porté  au  principe  de  la  culture  scientifique  tel 
que  nous  le  soutenons  ici.  Car,  l'aptitude  dans  sa  vocation  basée 
sur  une  préparation  scientifique  solide  a  toujours  été  et  doit  res- 
ter le  point  d'honneur  des  maîtres  de  l'enseignement  secondaire 
supérieur  en  Allemagne. 
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PROPRIÉTÉS  D  UN  SYSTÈME 
DE  DEUX  TRIANGLES,  OU  DE  DEUX  TÉTRAÈDRES 


Les  remarques  qui  vont  suivre  sont  tellement  simples  et 
évidentes  que  j'avais  quelque  peine  à  les  croire  nouvelles  ; 
il  me  semblait  qu'elles  avaient  dû  se  présenter  à  Tesprit  de 
beaucoup  d'autres  mathématiciens.  Aussi,  les  ayant  faites 
depuis  longtemps,  et  en  ayant  gardé  trace  dans  de  vieilles 
notes,  ne  me  serait-il  pas  venu  à  la  pensée  de  les  publier, 
sans  le  hasard  d'une  conversation  avec  un  ami,  beaucoup 
mieux  informé  que  moi  sur  la  Géométrie  du  triangle. 

Il  m'afiirma  que  ces  propriétés  n'étaient  pas  connues  de 
lui  et  qu'il  les  croyait  réellement  nouvelles.  S'il  n'en  est  pas 
ainsi,  je  m'en  excuse  à  l'avance,  et  la  chose  est  après  tout 
fort  possible  ;  car  la  bibliographie  de  ce  chapitre  de  la  science 
est  devenue  fort  abondante,  et  personne  ne  peut  guère  se 
tenir  au  courant  de  tout  ce  qui  s'imprime  dans  le  monde. 

1.  —  Considérons  dans  un  plan  deux  triangles  ABC, 
A'B'C,  et  deux  points  M,  M',  qui,  rapportés  respectivement 
à  chacun  d'eux,  aient  les  mêmes  coordonnées  barycentriques 

Prenant  une  origine  arbitraire  O,  menons  par  ce  point  les 
vecteurs  OAi,OBj,OCi,OMi,  équipollents  et  AA',BB',CC', 

MM',  chacun  à  chacun.  Le  point  Mj,  par  rapport  au  triangle 

A,B,  (]j  aura  encore  les  mêmes  coordonnées  barycentriques 

En  effet,  en  supposant  qu'on  ait  a  +  /3  +  y  =  1,  ce  que 
nous  pouvons  toujours  faire  puisqu'il  s'agit  de  coordonnées 
homogènes,  nous  avons  les  deux  équipollences 

OM  =  «OA  -f-  pOB  -f-  7OC    ,       OM'  =  «OA'  +  |30B'  +  7OC'    , 
d'où  par  différence, 

MM'  —  aAA'  +  jSBB'  +  vC(/    , 
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c'est-à-dire, 

OMi  =  «OAi  -f  /30Bi  -f  7OC1    . 

Une  propriété  de  ces  figures  consiste  en  ce  que,  si  Ton 
divise  dans  un  même  rapport  les  segments  AA',BH',CC 
MM',  en  Ag,B2,G2,M2,  le   point  Mg,  aura  encore  a,/3,y  pour 

coordonnées  barycentriques,  par  rapport  au  triangle  A^\\^i\. 

Cela  se  voit  immédiatement  en  écrivant  les  vecteurs  OAg,... 

sous  la  forme 

pOK  +  </0A'.  ...  [p  -\-  q  =  U  . 

2.  —  Etant  donnés  seulement  les  deux  triangles  ABC, 
A'B'C,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  a,j8,y  de  telle 
sorte  que  les  deux  points  M,  M'  coïncident  en  P,  et  de  cons- 
truire ce  point  P,  que  je  propose  d'appeler  pôle  barycen- 
trique  du  système  des  deux  triangles. 

Dans  ce  but,  reprenons  la  figure  OA,  BjC^  considérée  ci- 
dessus,  et  appelons  «o'.ôoi  y©  1^^  coordonnées  barycentriques 
deO  par  rapport  au  triangle  AiBjCj  .  On  aura 

«oOAi  +  p„OBi  +  VoOC  =  0  ,     ou  «oAA'  -f-  ]SoBB'  +  70CC'  =  0  , 

et  il  en  résulte  que  les  points  M, M'  considérés  ci-dessus,  et 
qui  ont  pour  coordonnées  particulières  ao,/3o,yo,  coïncident 
entre  eux;  leur  position  commune  détermine  donc  le  point  P 
cherché,  eX  a^^^^.y^^oni  les  coordonnées  de  ce  point  par 
rapport  aux  deux  triangles. 

La  conslruclion  du  point  P  est  dès  lors  toute  naturelle  ;  les 
droites  OA^,  OBj,  OCj,  coupant  respectivement  les  côtés 
B,  Ci,Ci  Aj,  Ai,B, ,  en  Di,Kj,Fi,  si  Ton  divise  BC  en  I),  dételle 

OAj  Dj,  AD,  et  déterminer  P  sur  cette  dernière  de  telle  sorte 

BD         B,D,        ^      .     ,  ,         CE         CjEi       ,  -    ,   r^ 

sorte  que  rrr.  =  zr-j^  ,  et  si  de  même  ra  --  jr-r-  ^  le   point  P 

^         UC.  DiCj  LA  Kl  Al  * 

sera  l'intersection  des  droites  AD  et  BE. 

On    peut  même   se   contenter   du  tracé  des    deux   droites 

PA  OA 

que    r-TT  =   — j   .   L'indéternnnation    du     point    O    pourrait 

aussi  permettre  une  légère  simplification. 
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Il  est  clair  qu'on  pourrait  se  servir  du  triangle  A'B'C  au 
lieu  de  ABC. 

Tout  ceci  nous  donne  en  somme  la  résolution  géométrique 
de  Téquipollence  «A A'  +  jSBB'  +  yCC  =  0  ,  où  les  rapports 
mutuels  de  a,iS,y  sont  les  inconnues. 

Cette  construction  s'applique  aux  cas  singuliers  où  les 
triangles  donnés  dégénèrent,  et  se  réduisent  à  des  points, 
ou  à  des  systèmes  de  trois  points  en  ligne  droite;  le  lecteur 
n'aura  pas  de  peine  à  le  reconnaître.  Nous  voulons  seulement 
appeler  ici  l'attention  sur  quelques  circonstances  spéciale- 
ment intéressantes. 

Si  le  triangle  A^B,  C,  se  réduit  à  trois  points  en  ligne 
droite,  cette  droite  ne  passant  pas  par  le  point  O,  il  est  évi- 
dent qu'aucun  système  de  coordonnées  barycentriques  ne 
permet  de  rapporter  O  à  A^BjC,  ;  le  pôle  barycentrique  dis- 
parait donc  dans  ce  cas. 

Si  AA',BB',CC'  sont  équipollentes,  le  triangle  A,BjCi  se 
réduit  à  un  point;  et  le  pôle  barycentrique  est  rejeté  à  Tin- 
fini  dans  la  direction  AA'. 

Si  AA',BB',CC'  sont  parallèles,  mais  non  équipollentes, 
les  points  A^^Bj^C,  sont  sur  une  droite  passant  par  O;  les 
coordonnées  a,/3,y  ne  sont  pas  déterminées  entièrement;  il 
y  a  une  infinité  de  pôles  barycentriques,  situés  sur  une  droite 
qui  n'est  autre  que  l'axe  d'homologie  des  triangles  ABC, 
A'B'(y,  dont  le  centre  d'homologie  est  à  l'infini. 

Si  les  deux  triangles  donnés  ABC,  A'B'C  sont  semblables, 
leur  pôle  barycentrique  sera  leur  centre  de  similitude,  directe 
ou  inverse. 

Remarquons  que  pour  le  triangle  A^BgC^  dont  nous  avons 
parlé  au  n**  1,  un  point  rapporté  à  ce  triangle  et  ayant  pour 
coordonnées  a„,/3o, /o  ^^  ^^vdi  autre  que  P.  Donc  le  pôle  bary- 
centrique de  deux  triangles  ABC,  A'B'C  est  commun  à  tous 
les  triangles  dont  les  sommets  divisent  AA',BB',(Xy  propor- 
tionnellement. 

3.  —  Nous  allons  retrouver  le  point  P  par  une  méthode 
qui  va  nous  conduire  à  une  construction  encore  plus  simple. 
Imaginons  (en  supposant  toujoiirs  qu'on  ait  «  -|-  /3  +  y  ^=  1} 
que,  par  rapport  au    triangle   ABC,  nous   considérions  tous 
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les  points  qui  ont  une  valeur  donnée  «  pour  coordonnée 
barycentrîque  correspondant  à  A,  Ils  sont  tous  situés  sur  une 
parallèle  à  BC,  qui  divise  la  hauteur  issue  de  A  dans  le  rap- 
port   ;j— —  .  On  peut  en  dire  autant  pour  le  triangle  A'B'C, 

et  le  point  de  concours  des  deux  parallèles  à  BC,B'C'  est  tel 
que  ses  distances  à  ces  deux  droites  sont  dans  le  même  rap- 
port que  les  deux  hauteurs  correspondantes,  issues  de  A  et 
de  A'-  Le  lieu  des  points  ayant  même  coordonnée  x,  par 
rapport  aux  deux  triangles  ABC,  A' B' G',  est  donc  une  droite 
passant  par  l'intersection  de  BC,B'C'.  Si  Ton  reprend  la 
même  observation,  appliquée  aux  coordonnées  /3  et  y,  on  a 
trois  droites  qui  viennent  concourir  au  point  P. 

Pour  la  construction  effective,  il  suffît  évidemment  de  dé- 
terminer deux  de  ces  droites. 

Les  considérations  qui  précèdent  amènent  en  particulier 
à  cette  proposition. 

Deux  triangles  ABC,A'B'C'  étant  donnés  sur  un  plan^ 
soient  a  le  point  de  rencontre  de  BC  et  B'C,  a^  celui  des  pa- 
rallèles rt  BC  et  B'C  menées  respectivement  par  A  et  A' ; 
soient  b,bi  et  c,Ci  les  points  analogues  relatifs  aux  deux 
autres  couples  de  côtés.  Les  droites  aa,  ,bbi,cci,  concourent  en 
un  même  point  P. 

Ce  point  P  est  le  pôle  barycentrique  des  deux  triangles. 

4.  —  Le  cas  des  deux  triangles  directement  semblables 
ABC,  A' B'C  offre  quelques  particularités  intéressantes.  Ainsi 
que  nous  Tavons  fait  remarquer  plus  haut,  le  pôle  barycen- 
trique est  alors  le  centre  de  similitude  directe.  11  a  dès  lors 
mêmes  coordonnées  homogènes,  non  seulement  barycen- 
triques,  mais  quelconques,  par  rapport  aux  deux  triangles. 

P  désignant  ce  centre   de  similitude,    nous  avons 

PA'  =  >PA  .     PB'  =  XPB  ,     PC  =  APC  . 

X  représentant  un  rapport  complexe,  de  deux  vecteurs. 

Si  maintenant  A2,Bg,Cj,  comme  plus  haut,  sont  les  points 
qui   partagent    les  segments  AA',BB',CC'    dans  un    même 

rapport  ^  (p  +  q  =  l)^  nous  avons 

PA,  =  /îPA  +  yPA'  .     PB,  =  pPB  -f  ^PB'  .     PC,  =  pPB  -|-  7PC'  , 


-~  ---— T    .-■   ;-^r-_-  -»-j_    ■ — r- ^Ti ■-.3U  «   r 
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OU 

PAi  =  (/?  4-  \q)  PA  .  ... 

et,  de  là 

A,B,  -  (/?  -f  X^)  AB  .  A,C,  =  (p  +  31^1  AC 

A,R,  _  AB 
A.C,  ~ÀG  ' 

Les  deux  triangles  ABC,  AjBgCg  sont  donc  directement 
semblables,  et  par  conséquent  nous  avons  la  propriété  sui- 
vante, qui  n'est  pas  nouvelle,  mais  qui  mériterait  peut  être 
plus  d'attention  qu'on  ne  lui  en  accorde  d'habitude  : 

ABC,  A'B'C  étant  deux  triangles  directement semblableSj 
si  l'on  divise  les  segments  AA',BB',GG'  en  parties  propor- 
tionnelles en  Aj,Bj,Cg,  le  triangle  AgBgCj  est  directement 
semblable  à  chacun  des  triangles  donnés, 

5.  —  11  est  facile  de  voir  que  les  considérations  dévelop- 
pées précédemment  s'appliquent  à  deux  tétraèdres  ABGD, 
A'B'G'D'  donnés  dans  l'espace;  c'est-à-dire  qu'il  existe  un 
certain  point  P  qui,  rapporté  aux  deux  tétraèdres  aura 
mêmes  coordonnées  barycentriques.  Nous  pouvons  appliquer 
à  la  détermination  de  ce  point  la  construction  au  n®  3.  Les 
plans  ABG,  A'B'G'  se  coupent  alors  suivant  une  certaine 
droite  ;  les  plans  parallèles  menés  par  D,D'  respectivement, 
ont  une  intersection  parallèle,  et  ces  deux  intersections  dé- 
terminent un  plan  (dj;  en  appelant  (a),(b),(cj  les  trois  plans 
analogues  relatifs  aux  trois  autres  couples  de  faces,  les  quatre 
plans  (a)(b)(c)(dj  auront  pour  intersection  commune  le  pôle 
barycentrique  P  des  deux  tétraèdres. 

Le  cas  particulier  de  similitude  nous  montre  que,  dans  l'es- 
pace aussi  bien  que  dans  le  plan,  il  existe  un  centre  de  similitude 
pour  deux  figures  semblables,  soit  directement,  soit  symé- 
triquement. Et  ce  point  est  aisé  à  construire,  puisqu'il  n'est 
autre  que  le  pôle  barycentrique  de  deux  tétraèdres  corres- 
pondants, attachés  aux  deux  figures  semblables  considérées. 

6.  —  Il  est  possible  de  donner  à  quelques-uns  des  résultats 
précédents  une  forme  mécanique  qui  se  comprend  d'elle- 
même  d'après  les  développements  donnés  ci-dessus. 
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Si  trois  points,  dans  un  plan,  ou  quatre  points,  dans  l'es- 
pace, sont  animés  de  mouvements  rectilignes  et  uniformes, 
on  peut  attribuer  à  ces  points  des  masses  telles  que  leur 
centre  de  gravité  reste  invariable. 

Il  faut  entendre  ici  par  le  mot  «masse»  des  coefficients 
positifs  ou  négatifs.  Pour  que  les  masses  soient  toutes  posi- 
tives, il  faut  et  il  suffit  que  Tune  quelconque  des  vitesses 
soit  dirigée  dans  Tangle  (ou  plan,  ou  trièdre)  opposé  à  celui 
que  forment  les  autres  vitesses.  C.  A.  Laisant. 


THÉORIE  DES  MIROIRS  PLANS  PARALLÈLES 

A  UNE  MÊME  DROITE 

1.  Supposons  n  miroirs  plans  tous  parallèles  à  une  même 
droite  /  et  désignons  par  m^.m^^m^^  .^^-^mn  les  lignes  d'inter- 
section des  faces  réfléchissantes  avec  un  plan  quelconque 
perpendiculaire  à  /  . 

Considérons  dans  ce  plan  les  rayons  issus  d'un  point  fixe 
R.  Soit  /'  un  des  rayons  initiaux  et  /'i,  /j,  /g,  ...  r„  les  rayons 
réfléchis  successivement  par  /«j,  Wg,  Wj,  ...,  m„  (Fig.  1). 

Dans  sa  Géométrie  projective^,  Gremona  examine  la  cons- 
truction d'un  rayon  /•  passant  par  R  et  faisant  avec  /„  un 
angle  donné  à  l'avance.  On  sait  que  cette  construction  se 
déduit  d'un  problème  célèbre  de  Poncelet*  consistant  à  ins- 
crire un  polygone  dans  un  autre  polygone  et  dont  les  côtés 
passent  par  des  points  arbitrairement  donnés.  En  général 
celte  construction  possède  deux  solutions.  Mais,  pour  le 
problème  de  Gremona  qui  est  un  cas  particulier  du  problème 
de  Poncelet,  ce  résultat  doit  être  modifié  ;  c'est  ce  que  nous 
voulons  démontrer.  Nous  en  déduirons  les  propriétés  des 
miroirs  angulaires  dont  on  se  sert  en  géodésie. 

Pour  plus  de  généralité  supposons  que  la  réflexion  d'un 


*  EUments  of  projective  geonutry.  p.  199.  (édition  anglaise). 
■  Traités  des  propriétés  projectives  des  Figures. 
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rayon  puisse  avoir  lieu  sur  toute  l'étendue  d'une  face  réflé- 
chissante et  qu'un  rayon  réfléchi  r  ;  qui  ne  frappe  pas  la  face 
consécutive  /Wz  +  i  doive  être  prolongée  en  arrière  jusqu'au 
point  d'intersection  avec  cette  surface,  d'où  il  est  réfléchi  de 
nouveau.  Il  est  évident  que  ce  postulat  renferme  les  faits 
physiques  comme  cas  particuliers. 

tu 


r  ^\ 


4t' 


>»R. 


\iX-'- 


v/ 


V 


FIg.  t. 


2.  Cela  posé,  tous  les  rayons  réfléchis  t\  passent  par  un 
point  fixe  R^  qui  est  le  symétrique  de  R  par  rapport  à  m^  ; 
tous  les  rayons  i\  passent  par  Rj  qui  est  le  symétrique  de  Rj 
par  rapporta  Wj,  etc. 

Finalement  tous  les  rayons  r,!  réfléchis  par  la  face  rrin 
passent  par  R»  qui  est  le  symétrique  de  R»^!  par  rapport 
à  /;/«. 

Les  rayons  ir)  et  les  rayons  ,/-„)  forment  deux  faisceaux  pro- 
jectifs  et  ils  engendrent  une  conique  C  qui  passe  par  les 
points  R  et  R„. 
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Dans  le  problème  de  Cremona  il  faut  construire  un  rayon  r 
formant  avec  /•«  un  angle  donné  6.  Pour  trouver  ce  rayon  on 
fait  passer  un  cercle  K  par  R  et  R,,  de  telle  manière  que  les  angles 
inscrits  soutenus  par  la  corde  RR«  soient  tous  égaux  à©  sur  un 
côlé,  etàît —  ôsurTautre.  Les  faisceaux  formés  par  les  rayons 
(r)  et  (/•«)  coupent  le  cercle  K  en  deux  ponctuelles  projectives 
dont  les  points  doubles,  s'ils  existent,  déterminent  les  deux 
solutions  du  problème.  On  voit  aisément  que  les  faisceaux 
successivement  formés  par  les  rayons  (r)  [n  ;  {r%  ,  . . . ,  (/•„)  sont 
congruents  et,  alternativement,  de  sens  contraires.  Par  con- 
séquent, si  le  nombre  n  des  miroirs  est  pair,  les  faisceaux  {r) 
et  (/•„)  sont  de  même  sens  et  donnent  un  cercle  C  passant  par 
R  et  R„. 

Dans  ce  cas  le  problème  de  Cremona  n^a  pas  de  solutions. 
Mais  si  on  dispose  des  a,  de  telle  manière  que  le  cercle  C  coïn- 
cide avec  K,  on  a  une  infinité  de  solutions;  tout  rayon  y 
passant  par  R  satisfait  aux  conditions  du  problème. 

Si  n  est  un  nombre  impair  les  faisceaux  (r)  et  (rn)  sont  de 
sens  contraires  et  engendrent  une  hyperpole.  Dans  ce  cas  il 
y  a  deux  solutions. 

3.  Nous  voulons  maintenant  établir  la  relation  entre  Tangle 
d'incidence  a  sur  m^  du  rayon  /•,  les  angles  91, 9^,  (pa*»  •••^  ?n  — 1 

formés  par  m^  et  m^,m^  et  m^ irin-x  et  /??«  et  Tangle  0 

formé  par  /•  et  /•„. 

La  figure  donne  les  relations  suivantes  : 

*/  +  «.  +  1  +  ^/  +  i  ==  ^  • 


a 


.^,  =  ir  —  «^.  —  ff._^^   ; 


d'où 


«j        =  «  H-  f  1  —  ?»   • 


î*-l  —  «  —  «  —  (?i  —  fî  +  ?»  —  •••  +  f2k-)^   ' 
tk  =  «  +  <?l  —?«  +  ?.  —  •••  —  ?2*)    • 
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L'angle  formé  par  les  deux  perpendiculaires  sur  r  et  r« 
est  égal  à 

ou 

+  =   «    +    ««-1    +    11—    l)    ir   —  (^*j     4-    y^    +   y^    4-    ...    4-   y^^_j)     , 

et 

OU 

^  =  «  H-  «rt-  1  +  («  —  2)  jr  —  (y,  +  y,  -f-  ^,  +  ...  -I-  y„__  ^j  . 

4.  Pour  «  pair  et  égal  à  2A:  on  a 

ô  =  a  -I-  ir  —  a  —  (^1    -  ?s  +  ?»  —  •••  -h  ?2ifc_i)  +  («  —  2)  ir  — 

<?i  +  ?2  +  ?t  +  •••  +  ?aii-i)   • 

d'où 

e  =  (n  —  l)  tr  -  2  1^^  +  y,  +  ...  -h  ^^^_i)   . 

On  voit  que  ô  e^/  indépendant  de  a,  e/  e^/  constant;  ce  qui 
montre  bien  que  le  point  d'intersection  de  r  et  rn  décrit  un 
cercle.  D'ailleurs  on  peut  faire  varier  les  angles  y2»?4Î  •••» 
d'une  manière  arbitraire^  sans  changer  ô. 

On  peut  aussi  faire  varier  les  91,90,95,  •••  individuelle- 
ment si  leur  somme  reste  constante.  Prenons  par  exemple 

/i  =  4,  et  ô  =  ç-  ,  alors 


^  =  3,r  -  2  ly,  +  y.)   . 


d'où 


yi  +  y.  =  1  (:^n  -  ^)  =  ^ 


THEORIE   DES   MIROIRS   PLANS 


59 


Pour  satisfaire  cette  condition  on  peut  poser  9,  =  ^3  =  ^  , 

c'est-à-dire,  faire  les  angles  entre  les  deux  premiers  et  les 
deux  derniers  miroirs  tous  les  deux  égaux  à  112®  30'..  L'angle 
entre  a^  et  a,  est  arbitraire.  Gela  ressort  de  la  fig.  2. 

Pour  w  =  2,  6  =  ^     De  la  formule  on  tire 


Fig.  3. 


Fig.  a. 


C'est  le  cas,   bien   connu  dans  l'arpentage,    de  l'équerre 
optique  (fig.  3). 

5.  Pour  n  impair  et  égal  à  2A:  -|-  1,  on  a 


ou 


ô  =  «  H-  «,*  +  (2^  -  ^)  'f  —  (?i  +  ?f  +  ?.  +  •••  +  ?2k)  ' 


ô  =  2«  -  2  (y,  -f-  y^  +  ...  +  y„_,|  -I-  (,i  -  2)  ir  . 


L'angle  0  dépend  de  a  et  ne  change  pas  si  on  fait  varier 
les  angles  f  1,90,  ...  arbitrairement.   On  peut  aussi  modifier 

les  angles  f^^^^,  ...  mais  en  faisant  leur  somme  constante. 

Arn.  Emch  (Soleure,  Suisse). 


SUR  LA  NATURE  DES  AXIOMES  DE  LA  GEOMETRIE 

|2ine  article). 


Au  sujet  de  mon  précédent  article  sur  les  axiomes  de  la 
géométrie,  M.  Peano  m'a  fait  Thonneur  de  m'écrire.  L'opi- 
nion que  je  lui  prête  n'est  pas,  dit-il,  la  sienne. 

A  vrai  dire  je  n'ai  pas  attribué  à  M.  Peano  l'opinion  n®  1. 
Lorsqu'on  discute  l'indépendance  des  axiomes,  il  faut  bien 
les  rejeter  chacun  leur  tour,  et  voir  ce  que  devient  dans  ces 
cas  la  géométrie;  faire,  comme  si  ces  axiomes  étaient  arbi- 
traires, faire  comme  si  l'on  était  de  l'opinion  n®  1.  Voilà  à 
peu  près  ce  que  j'ai  voulu  dire. 

La  conclusion  de  mon  article  manque  peut-être  un  peu  de 
netteté.  Depuis  que  je  Tai  écrit,  j'ai  de  nouveau  réfléchi  sur 
ce  sujet.  Voici  comment  je  formulerai  actuellement  mon 
opinion. 

Il  y  a  deux  manières  de  voir,  un  peu  différentes,  mais  non 
contradictoires  entre  elles. 

1"  Manière  de  voir.  La  notion  d'identité  de  deux  objets, 
la  notion  d'un  objet  qui  ne  change  pas  avec  le  temps  est 
nécessaire  à  toute  science.  Le  changement  lui-même  ne  peut 
être  conçu  que  par  comparaison  à  quelque  chose  d'invaria- 
ble. Et  comme  d'autre  part  rien  n'est  fixe  dans  l'univers,  il 
faut  bien  admettre  qu'une  figure  puisse  rester  invariable 
tout  en  changeant  de  place  par  rapport  à  d'autres.  Le  concept 
de  figure  invariable  s'offre  ainsi  à  nous  comme  une  sorte  de 
nécessité;  sans  lui  la  science  serait  impossible. 

Mais  ce  concept  est  vague;  les  axiomes  ont  pour  but  de 
le  préciser.  Admettons  les  axiomes  de  la  géométrie  métri- 
que relatifs  aux  droites,  au  plan,  à  la  distance.  Les  droites, 
les  plans,  les  distances  physiques  ne  sont  définies  que  par  à 
peu  près;  elles  ne  satisfont  aussi  aux  axiomes  que  par  à  peu 
près.  On  n'a  du  reste  jamais  cherché  une  vérification  expéri- 
mentale rigoureuse.  Elle  serait  inutile,  comme  on  va  voir. 
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Je  nomme  plan,  droites,  distances  parfaites,  des  objets 
satisfaisant  rigoureusement  aux  axiomes,  et  ne  différant  que 
d'une  façon  inappréciable  des  plans  droites  distances  phy- 
siques. 

La  première  partie  de  ma  phrase  constituerait  Topinion 
n^Sde  mon  dernier  article.  Cette  opinion  est  insoutenable 
je  l'ai  montré.  La  seconde  partie  de  la  phrase  modifie  l'opi- 
nion n®  3,  et  comme  on  va  voir,  la  rend  acceptable. 

Reprenons  en  effet  l'objection  faite  à  l'opinion  n**  3  soient 
«^y  trois  quantités  définissant  un  point,  et  appelées  coordon- 
nées provisoires  du  point. 

On  nomme  X  Y  Z  trois  fonctions  de  aBy  ,  ne  prenant  pas 
toutes  trois  la  même  valeur  en  2  points  diflerents.  Ce  seront 
les  coordonnées  définitives  du  point. 

Enfin  nous  nommons  plan  l'ensemble  des  points  dont  les 
coordonnées  X  Y  Z  vérifient  une  équation  de  l*""  degré, 
droite  l'ensemble  des  points  communs  à  deux  plans,  et  dis- 
tance  de   deux   points  Xo,  Yo,  Zo,  Xi ,  Yi ,   Zi ,    la  fonction 

avec  ce  sens  donné  aux  mots,  toute  la  géométrie  eucli- 
dienne est  vraie.  Mais  cela,  avons  nous  dit,  ne  permet  nulle- 
ment de  définir  le  plan,  la  droite^  la  distance^  car  nos  trois 
fonctions  X  Y  Z  sont  arbitraires. 

Mais  nous  assujetissons  maintenant  nos  trois  fonctions  à  être 
telles  queles/?/«/i5,  droites,  distances  ?i\nsi  définies  ne  diffèrent 
pas  sensiblement  des /?/a/2^  rf/w/e^  distances  physiques.  Ce 
choix  est  possible,  nous  l'admettons.  Il  reste  encore  indé- 
terminé. En  effet  soient  X  Y  Z  3  fonctions  satisfaisant  à  cetle 
condition,  e  une  quantité  inférieure  à  toule  quantité  appré- 
ciable par  des  moyens  physiques,  AX  ,  AY  ,  AZ  trois  fonc- 
tions arbitraires,  mais  toujours  inférieures  en  valeur  abso- 
lue à  e.  Les  3  fonctions  suivantes, 

X  +  AX  .  Y  +  aY  .  Z  4-  aZ 

rempliront  aussi  bien  que  X  Y  Z  les  conditions  demandées. 
Mais  que  Ton  prenne  pour  définir  la  droite,  le  plan,  la  dis- 
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tance,  le  premier  ou  le  2®  système  de  fonctions,  cela  n'a 
aucun  inconvénient. 

Dans  la  pratique  il  n^y  a  aucune  différence  entre  les  deux 
manières  de  voir,  puisque  AX  ,  AY  ,  AZ  sont  inappréciables. 
En  théorie  la  chose  est  indifférente,  le  raisonnement  ne  s'ap- 
puyant  pas  sur  ce  qu'on  nomme  effectivement  droite,  plan, 
distance,  mais  sur  les  propriétés  de  ces  objets.  Ces  propriétés 
sont  les  mêmes  dans  Tun  et  l'autre  cas. 

2rae  Manière  de  voir.  Appelons  point,  droite,  distance,  etc., 
un  système  d'objets  satisfaisant  aux  axiomes,  sans  nous 
préoccuper  des  autres  systèmes  d'objets  pouvant  aussi  y 
satisfaire.  Nous  établissons  ainsi  la  géométrie.  Après  la  géo- 
métrie nous  pouvons  passer  à  la  mécanique.  Nous  introdui- 
sons d'autres  objets  il  nous  faudra  d'autres  axiomes.  Après 
la  mécanique  rien  ne  nous  empêchera  de  passer  au  moyen 
d'anlres  axiomes  aux  sciences  physiques,  à  l'optique  par 
exemple.  Nous  aurons  ainsi  une  science  purement  abstraite 
très  étendue.  Alors,  si  nous  avons  bien  choisi  nos  axiomes, 
celte  science  sera  conforme  à  la  réalité.  La  science  est  un 
édifice  logique  en  correspondance  avec  la  réalité  sensible. 

Les  axiomes  de  la  géométrie  ne  sont  pas  à  eux  seuls  des 
définitions;  on  ne  peut  pas  passer  au  concret  sans  faire 
intervenir  une  notion  physique  étrangère  à  la  science  pure. 
On  ne  peut  sans  instruments  vérifier  que  deux  dislances  sont 
égales.  Le  fait  que  le  (rompas  est  un  solide  invariable  est  un 
fait  étranger  à  la  géométrie,  et  cette  invariabilité  ne  saurait 
être  démontrée  géométriquement. 

Les  choses  sont  différentes,  si  l'on  a  fait  aussi  de  la  phy- 
sique une  science  rationnelle.  Dans  le  vide  la  lumière  se  pro- 
page en  ligne  droite.  Cela  se  démontre  comme  on  sait  à  Taide 
du  principe  d'Huygens.  La  surface  de  l'onde  est  une  sphère, 
on  l'admet.  11  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  la  lumière  aille 
plus  vite  dans  une  direction  que  dans  une  autre.  C*est  le  prin- 
cipe de  la  raison  sufTisante.  Mais  ce  raisonnement  nous  fournit 
une  droite  concrète,  le  rayon  lumineux.  En  mécanique  le 
principe  de  l'inertie  nous  fournit  aussi  une  droite  concrète, 
mais  nous  ne  l'utilisons  pas,    les   difTicultés  du    mouvement 
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relatif  en  sont  la  cause.   La  statique  des  fils  nous  en  fournit 
une  autre,  le  fil  tendu. 

On  voit  par  là  une  différence  capitale  entre  les  axiomes  de 
la  géométrie  et  ceux  des  sciences  physiques.  Les  premiers 
nous  donnent  une  science  cohérente  en  elle-même,  mais 
restant  en  dehors  du  domaine  réel.  Les  seconds  au  con- 
traire nous  font  pénétrer  dans  ce  domaine.  Peut-être  trou- 
vera-t-on  un  jour  en  étudiant  Toplique,  quelque  contradic- 
tion à  supposer  faux  le  postulatnm  d'Euclide.  M.  And  rade, 
du  reste  a  déjà  trouvé  dans  la  statique  non-euclidienne  des 
fils  une  manière  de  contradiction. 

M.  Peano,  je  Tai  dit  plus  haut,  déclare  que  l'opinion  n°  1, 
d'après  laquelle  les  axiomes  sont  arbitraires,  n'est  pas  la 
sienne. 

Effectivement  dans  un  mémoire  fort  intéressant  sur  les 
fondements  de  lagéométrie,  (Rivista  di  Mathematica,  Tome  IV) 
il  dit  expressément  : 

«Certes  il  est  permis  à  chacun  d'admettre  telles  hypothèses 
«  qu'il  veut,  et  de  développer  les  conséquences  logiques 
«  contenues  dans  ces  hypothèses.  Mais  pour  que  ce  travail 
«  mérite  le  nom  de  géométrie,  il  faut  que  ces  hypothèses  ou 
«  postulats  expriment  le  résultat  des  observations  les  plus 
«  simples  et  élémentaires  des  figures  physiques 

«  En  conséquence,  au  point  de  vue  pratique,  il  ne  me 
«  parait  pas  licite  de  prendre  comme  postulat  de  la  géomé- 
«  trie  projective  le  suivant  : 

<f  Deux  droites  situées  dans  un  même  plan  ont  toujours  un 
^  point  commun.  Car  cette  proposition  ne  se  vérifie  pas  par 
«  l'observation,  et  même  est  en  contradiction  avec  les  théo- 
ce  rèmes  d'Euclide.  » 

On  peut  bien,  ajoute  M.  Peano,  introduire  de  nouveaux 
êtres,  (points  idéaux^)  mais  par  des  définitions  convenables, 
et  en  démontrant  que  les  axiomes  sont  vrais  pour  de  tels 
êtres. 

A  propos  de  ces  points  fictifs  ou  idéaux,  je  veux  faire  une 
remarque  concernant  le  postulatnm  d'Euclide. 
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Lorsque  la  ligne  droite  est  supposée  définie,  mais  pas  la 
distance,  le  postulatiim  n'est  ni  vrai  ni  faux;  supposons  la 
distance  définie  de  telle  façon  qu'il  soit  faux.  Pour  le  rendre 
vrai,  par  une  nouvelle  définition  de  la  distance  il  faudra 
ajouter  à  Tespace  des  points  fictifs.  (On  suppose  que  la  défi- 
nition de  la  ligne  droite  ne  soit  pas  changée.) 

Je  supposerai,  pour  simplifier  les  choses,  le  postulatum 
faux  mais  la  constante  de  la  géométrie  non-euclidienne  extrê- 
mement grande,  afin  que,  dans  un  espace  restreint  la  géo- 
métrie diffère  extrêmement  peu  de  la  géométrie  euclidienne. 

D'après  les  travaux  de  Klein  et  Cayley,  il  existera  une 
transformation  faisant  correspondre  à  tout  point  M  de  l'es- 
pace un  point  M'  intérieur  à  une  certaine  sphère  S.  A  une 
droite  correspond  une  droite.  A  deux  points  P  et  Q  corres- 
pondent deux  points  F  et  Q'  et  si  P'Q'  coupe  la  sphère  en 
A  et  B,  le  distance  PQ  sera  égale  à  k  fois  le  logarithme  du 
rapport  anharmonique  des  4  points  P'Q'  AB.  Nous  nommons 
cette  expression  la  pseudodistance  de  P'Q',  k  dépend  du 
choix  de  l'unité  de  longueur. 

Ainsi  la  distance  PQ  est  la  pseudodistance  PQ\ 

Donnons  maintenant  un  nouveau  sens  au  mot  distance, 
appelons  distance  nouvelle  PQ  la  distance  P'Q' . 

Ainsi,  la  distance  nouvelle  PQ  est  la  distance  P'Q'. 

Gomme  P'  et  Q'  sont  intérieurs  à  S,  P'Q'  n'est  pas  très 
grand,  et  la  géométrie  à  l'intérieur  de  S  est  sensiblement 
Euclidienne. 

Avec  la  nouvelle  définition  de  la  distance,  la  géométrie 
sera  donc  euclidienne  pour  tout  l'espace. 

Mais  la  distancée  nouvelle  restera  finie,  et  inférieure  à  un 
diamètre  de  la  sphère  S.  Pour  la  rendre  infinie,  il  faudra 
introduire  des  points  fictifs,  dont  les  correspondants  seraient 
extérieurs  à  la  sphère  S. 

(A  la  vérité  la  géométrie  n'est  que  sensiblement  eucli- 
dienne, il  serait  facile  de  lever  cette  difficulté.  Cela  entraî- 
nerait des  longueurs.  Du  reste  on  peut  prendre  la  sphère  S 
extrêmement  petite). 

J'ai  donc  démontré  la  proposition  énoncée. 

On   peut  faire  Tinverse.   La  dislance  étant  d'abord   Eucli- 
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dienne  faire  une  distance  nouvelle  non-euclidienne.  C'est 
même  bien  plus  facile,  mais  alors  il  faut  exclure  de  l'espace 
des  points  en  faisant  d'abord  partie.  (Je  suppose  toujours 
conservé  le  seas  du  mol  droite). 

Un  changement  de  sens  du  mot  distance  entraîne  un  chan- 
gement dé  sens  du  mot  angle.  La  droite  étant  définie,  la 
géométrie  est  euclidienne  ou  non  selon  le  sens  du  mot 
angle.  Appelons  droite  orientée  une  droite  sur  laquelle  a  été 
choisi  un  sens  positif.  Bornons-nous  à  la  géométrie  plane 
soit  D  une  droite  orientée,  ^  une  autre  droite  orientée  dans 
le  même  pian.  On  pourra  supposer  que  la  définition  de  Tan- 
gle  satisfait  à  Taxiome  suivant  :  Si  deux  droites  orientées 
font  le  même  angle  avec  D,  elles  font  le  même  angle  avec  A. 

C'est  là  une  forme  commode  du  postulatum  d'Euclide.  Elle 
ne  suppose  pas  la  notion  de  distance,  et  ne  suppose  pas  non 
plus  des  points  à  l'infini.  Elle  permet  d'étudier  séparément 
la  translation.  Cette  transformation  se  définit  facilement  par 
des  égalités  d'angles.  Deux  droites  parallèles  sont  deux 
droites  orientées  faisant  les  mêmes  angles  avec  une  droite 
orientée  D.  On  pourrait  donc  aussi  commencer  la  géométrie 
par  les  équipollences. 

Je  n'en  dirai  pas  plus  long  sur  ce  sujet,  car  je  suis  con- 
duit à  cette  question  :  «Comment  faut-il  enseigner  la  géo- 
métrie élémentaire  ?»  Cette  questionmériterait  un  long  déve- 
loppement; je  le  traiterai  peut-être  plus  tard  :  je  le  ferais 
mal  dans  cet  article  contenant  sur  la  géométrie  des  réflexions 
un  peu  disparates. 

J.  Richard  (Dijon). 


L'Enseignement  mathém.,  10«  année;  1908. 
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Une  page  élémentaire  de  Lagrange. 

Dans  son  petit  volume  Théorie  et  Usage  de  la  Règle  à  Calculs,  dont  VEn- 
seignement  Mathématique  publie  un  compte  rendu  dans  ce  même  numéro, 
M.  P.  Rozé  a  reproduit  une  page  de  Lagrange,  extraite  de  ses  conférences  aux 
élèves  des  Ecoles  Normales  et  empruntée  à  ses  Oeuvres  complètes  <t.  VII, 
p.  200).  Il  s'agit  de  l'approximation  dans  la  multiplication  des  nombres  dé- 
cimaux. Les  observations  du  grand  géomètre  sont  trop  justes,  et  elles  pour- 
raient avoir  une  trop  heureuse  influence  sur  l'enseignement  si  elles  étaient 
entendues,  pour  que  nous  hésitions  »  les  mettre  sous  les  yeux  de  nos 
lecteurs. 

La  Rédaction. 

Lorsqu'on  a  un  nombre  entier  avec  des  décimales  à  multiplier 
par  un  nombre  entier  avec  des  décimales,  la  règle  générale  est  de 
regarder  les  deux  nombres  comme  des  nombres  entiers,  ensuite  de 
retrancher,  de  droite  à  gauche,  dans  le  produit,  autant  de  chiffres 
qu*il  y  a  de  décimales  dans  les  deux  nombres  ;  mais  cette  règle  a 
souvent,  dans  la  pratique,  Tinconvénient  d'allonger  l'opération 
plus  qu'il  ne  faut;  car,  quand  on  a  des  nombres  qui  contiennent 
des  décimales,  ces  nombres  nç  sont  ordinairement  exacts  que 
jusqu'à  un  certain  rang  de  décimales;  aussi  Ton  ne  doit 
conserver  dans  le  produit  que  les  parties  décimales  du  même  or- 
dre. Par  exemple,  si  le  multiplicande  et  le  multiplicateur  contien- 
nent chacun  deux  rangs  de  décimales  et  n'ont  que  ce  degré  de 
précision,  on  aurait,  par  la  méthode  ordinaire,  quatre  rangs  de 
décimales  dans  leur  produit;  par  conséquent  il  faudrait  négliger 
les  deux  dernières  comme  inutiles,  et  même  comme  inexactes. 
Voici  comment  on  peut  s'y  prendre  pour  n'avoir  dans  le  produit 
qu'autant  de  décimales  que  l'on  veut. 

J'observe  d'abord  que,  dans  la  manière  ordinaire  de  faire  la 
multiplication,  on  commence  par  les  unités  du  multiplicateur, 
qu'on  multiplie  par  celles  du  multiplicande,  et  ainsi  de  suite. 
Mais  rien  n'oblige  à  commencer  par  la  droite  du  multiplicateur, 
on  peut  également  commencer  par  la  gauche  ;  et,  à  dire  vrai,  je 
ne  sais  pas  pourquoi  on  ne  préfère  pas  cette  manière  qui  aurait 
l'avantage  de  donner  tout  de  suite  les  chiffres  de  la  plus  grande 
valeur;  car,  ordinairement  dans  la  multiplication  des  grands  nom- 
bres, ce  qui  intéresse  le  plus,  ce  sont  les  derniers  rangs  de  chif- 
fres; souvent  même  on  ne  fait  la  multiplication  que  pour  connaî- 
tre quelques-uns  des  chiffres  des  derniers  rangs  :  et  c'est  là,  pour 
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le  dire  en  passant,  un  des  grands  avantages  du  calcul  par  les  lo- 
garithmes, lesquels  donnent  toujours,  dans  les  multiplications 
comme  dans  les  divisions,  ainsi  que  dans  Télévation  aux  puissan- 
ces et  dans  Textraction  des  racines,  les  chiffres  suivant  Tordre 
de  leur  rang,  à  commencer  par  le  plus  élevé,  c'est-à-dire  en  allant 
de  gauche  à  droite. 

En  faisant  la  multiplication  de  cette  manière,  il  n'y  aura  propre- 
ment d'autre  différence  dans  le  produit,  si  ce  n'est  que  l'on  aura 
pour  première  ligne  celle  qui  aurait  été  la  dernière,  suivant  la 
méthode  ordinaire,  pour  seconde  ligne  celle  qui  aurait  été  Tavant- 
dernière,  et  ainsi  des  autres. 

Cela  peut  être  indifférent  lorsqu'il  s'agit  de  nombres  entiers  et 
qu'on  veut  avoir  le  produit  exact  ;  mais,  lorsqu'il  y  a  des  parties 
décimales,  l'essentiel  est  d'avoir  dans  le  produit  les  chiffres  des 
nombres  entiers,  et  de  descendre  ensuite  successivement  à  ceux 
des  nombres  décimaux;  au  lieu  que,  suivant  le  procédé  ordinaire, 
on  commence  par  les  derniers  chiffres  décimaux,  et  l'on  remonte 
successivement  aux  chiffres  des  nombres  entiers. 

Pour  faire  usage  de  cette  méthode,  on  écrira  le  multiplicateur 
au  dessous  du  multiplicande,  de  manière  que  le  chiffre  des  unités 
du  multiplicateur  soit  au-dessous  du  dernier  chiffre  du  multipli- 
cande. Ensuite  on  commencera  par  le  dernier  chiffre  à  gauche  du 
multiplicateur,  qu'on  multipliera  comme  à  l'ordinaire  par  tous 
ceux  du  multiplicande,  en  commençant  par  le  dernier  à  droite,  et 
en  allant  successivement  vers  la  gauche  ;  et  l'on  observera  de  po- 
ser le  premier  chiffre  de  ce  produit  au-dessous  du  chiffre  du  mul- 
tiplicateur et  les  autres  successivement  à  gauche  de  celui-ci.  On  con- 
tinuera de  même  pour  le  second  chiffre  du  multiplicateur,  en  posant 
également  au-dessous  de  ce  chiffre  le  premier  chiffre  du  produit,  et 
ainsi  de  suite.  La  place  de  la  virgule,  dans  ces  différents  produits, 
sera  la  même  que  dans  le  multiplicande,  c'est-à-dire  que  les  uni- 
tés des  produits  se  trouvent  toutes  dans  une  même  ligne  verticale 
avec  celles  du  multiplicande;  par  conséquent,  celles  de  la  somme 
de  tous  les  produits  ou  du  produit  total  seront  encore  dans  la 
même  ligne.  Ainsi  il  sera  aisé  de  ne  calculer  qu'autant  de  déci- 
males qu'on  voudra.  Voici  un  exemple  de  cette  opération,  où  le 
multiplicande  est  437,25  et  le  multiplicateur  est  27,34  : 

437,25 
27,34 

8745  0 
3060  75 
131  175 
17  4900 

11954  4150 
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J'ai  écrit  dans  le  produit  toutes  les  décimales;  mais  il  est  aisé 
de  voir  comment  on  peut  se  dispenser  de  tenir  compte  de  celles 
que  Ton  veut  négliger.  La  ligne  verticale  est  pour  marquer  plus 
distinctement  la  place  de  la  virgule. 

Cette  règle  me  paraît  plus  naturelle  et  plus  simple  que  celle  qui 
est  attribuée  à  Oughtred,  et  qui  consiste  à  écrire  le  multiplicateur 
dans  un  ordre  renversé. 


Sur  la  théorie  des  parallèles. 

Je  lis  dans  V Enseignement  mathématique  (n**  du  15  septembre 
1907)  une  manière  intéressante  de  faire  la  théorie  des  parallèles 
en  géométrie  élémentaire. 

En  voici  une  autre:  je  ne  prétends  pas  qu'elle  soit  la  meilleure. 
Je  la  donne  pour  ce  qu'elle  vaut. 

I®  Axiome  de  SiiMilitudb.  Soit  une  figure  F.  composée  de  n  points 
A^Ag  ...  A/i.  Une  figure  G  composée  de  n  points  B^B,...  Bn.   Les 

figures  F  et  G  seront  dites  semblables  si  le  rapport  ~g-  est  le 

même  quels  que  soient  z  et  k.  Ce  rapport  sera  dit  rapport  de  simi- 
litude. L'axiome  consiste  en  ceci  :  La  figure  F  étant  donnée  ainsi 
que  le  rapport  de  similitude  la  figure  G  existe  toujours. 

Cet  axiome  parait  compliqué.  Il  n'est  cependant  que  l'expres- 
sion précisée  de  cette  vérité  banale.  Si  tout  grandissait  propor- 
tionnellement il  n'y  aurait  aucun  moyen  de  s'en  apercevoir.  Pour 
que  toutes  choses  puissent  grandir  proportionnellement,  il  faut 
que  l'axiome  soit  vrai. 

II**  Théorème.  Dans  deux  figures  semblables  à  une  droite  corres-' 
pond  une  droite  à  un  plan  un  plan. 

Soient  A^  A^A,  3  points  en  ligne  droite  ;  on  aura: 

Al  Aj  +  AsA»  =  Al  As 

et  en  remplaçant  les  longueurs  figurant  dant  cette  égalité  par  des 
longueurs  proportionnelles. 

BiBj  +  BîBs  =  BiBf  . 

Donc  BjBjBg  sont  en  ligne  droite. 

Soit  maintenant  P  un  plan,  il  est  engendré  par  une  droite  A^  A, 
dont  deux  points  A^  A,  décrivent  des  droites  X,  Y.  La  surface  cor- 
respondante sera  engendrée  par  la  droite  B,  B, ,  les  points  B^B, 
décrivant  les  droites  correspondantes  à  X,  Y.  Dailleurs  X,^ 
concourant  en  un  point  A3 ,  les  droites  correspondantes  concourent 
en  B3.  La  droite  B,  B,  engendre  donc  un  plan, 

III**  Théorème.  A  une  sphère  correspond  une  sphère  à  un  cercle 
un  cercle. 
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Car  à  des  rayons  égaux  correspondent  des  rayons  égaux. 

IV*.  A  un  polygone  régulier  correspond  un  polygone  régulier.  Un 
polygone  régulier  est  une  figure  ayant  tou;B  ses  côtés  égaux  et 
tous  ses  sommets  sur  un  même  cercle.  Ces  propriétés  subsistent 
évidemment  dans  la  figure  semblable. 

V*.  A  un  angle  correspond  un  angle  égal. 

L'angle  au  centre  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés  est  la  /i*"* 

partie  de  quatre  angle  droits,  OU  -;  dans  la  figure  correspondante, 
d'après  le  théorème  précédant  il  lui  correspond  l'angle  au  centre 
du  polygone  régulier  correspondant,  c'est-à-dire-.  Si  nous  pre- 
nons dans  la  1*^  figure  k  fois  l'angle  au  centre  ou  -,  il  lui  corres- 

4A' 
pondra  dans  la  seconde  figure  k  fois  l'angle  au  centre  ou  —  .  Le 

théorème  est  donc  démontré  dans  le  cas  où  l'angle  est  commen- 
surable  avec  l'angle  droit.  Dans  le  cas  contraire  on  démontrera 

que  deux  angles  correspondants  ont  même  valeur  approchée  à  - 

près.  (L'angle  droit  étant  l'unité). 

Vl°.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  ne  peut  surpasser  deux 
droits,  (Démonstration  connue). 

VU®.  Si  la  somme  des  angles  d'un  certain  triangle  ça  ut  deux 
droits,  il  en  est  de  même  pour  tout  autre  triangle,  (Démonstration 
connue). 

VIII**.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  droits 

Deux  triangles  semblables  ont  les  mêmes  angles,  on  peut  donc 
les  placer  de  façon  qu'ils  aient  un  angle  commun.  Soient  ABC, 
AB'C  ces  deux  triangles.  Si  AB  <  AB'  on  aura  aussi  AC  <[  AC. 
Joignons  B'C. 

La  somme  S  des  angles  du  triangle  ABC,  plus  la  somme  S  des 
angles  du  triangle  BCB',  cela  fait  la  somme  T  des  angles  du 
triangle  ACB'  plus  la  somme  des  deux  angles  réunis  en  B  qui  vaut 
2  droits 


S  +  2  =T  -f  2  . 
De  même  la  somme  T  des   angles   du   triangle  ACB',   plus   la 


«I 
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somme  U  des  angles  du  triangle  B'CC-  vaut  deux  droits  plus  la 
somme  S  des  angles  du  triangle  AB'C 

T  +  U  =  S  +  2  . 

en  ajoutant  ces  deux  égalités  on  a 

2  +  U  =  4  . 

comme  ni  2  ni  U  ne  peuvent  surpasser  deux  droits  on  a  i  =  2  , 
U  =1  2  .  Il  existe  donc  des  triangles  dont  la  somme  des  angles 
vaut  deux  droits  ce  qui  d'après  le  théorème  précédent  suffit. 

On  pourrait  éviter  l'intervention  du  théorème  VII,  en  montrant 
que  dans  la  figure  du  théorème  VIII,  on  peut  faire  le  triangle 
BCB'  égal  à  un  triangle  donné  quelconque. 

J.  Richard  (Dijon). 

A  propos  d'un  théorème  relatif  au  triangle. 

Le  n**  12  du  15  mars  1906  (p.  180)  du  Bull,  des  sciences  math,  et 
phys.  élémentaires  contient  une  note  «wr  le  problème  relatif  à  la 
résolution  d'un  triangle  dont  on  connait  deux  côtés  et  t angle  op~ 
posé  à  l'un  d'eux. 

La  résolution  proposée  par  l'auteur  appelle  quelques  remarques. 
Elle  consiste  à  envisager  les  côtés  du  triangle  ABC  comme  cordes 
d'arcs  du  cercle  circonscrit  de  rayon  r  et  de  centre  0.  L'angle  B 
et  les  côtés  BC  =  a,  CA:=:6  étant  supposés  connus,  elle  donne 
pour  les  éléments  inconnus  les  expressions  suivantes  : 

h  2  r*  —  a* 

<)AOC=2B,     r=    , co8  2A=i — ^     ,      , 

^  y  2  (1  —  cos  AOC)  2  r«      ' 

C  =  180-(A  +  B)     <)AOB  =  2G,     c  =  r  y  2  (1  -  cos  AOB> 

Mais  ces  formules  contiennent  plusieurs  expressions  non  mo- 
nômes, aussi  n'ont-elles  aucune  portée  pratique. 

On  peut  les  mettre  sous  une  forme  plus  simple,  comme  nous 
l'a  fait  remarquer  M.  l'abbé  Gelin,  en  observant  que  l'on  a 

1  —  cos  2  B  =  2  sin*  B,   1  —  cos  2  G  =  2  sin*  G  . 
On  a  alors 

2r=-T^.     sin  A=::;^,     G  =  180  —  (A  +  B),     c  =  2rsinG, 
sin  B  2  r 

formules  que  l'on  démontre  du  reste  directement  sur  la  figure  en 
partant  des  relations 

fl  =  2  r  sin  A,     h  z=.1  r  sin  B,     c  =  2  r  sin  G. 
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Enfin  si  Ton  remplace  2  r  par  sa  valeur,  on  a 

a  sin  B      ^  /a    •    i>\  ^  ®*°  ^ 

8in  A  = ; ,     C  =  180  —  (A  +  B),     cm  — ; — -^  . 

V  sin  C 

qui  sont  les  expressions  fournies  par  la  solution  classique. 

L'emploi  de  l'auxiliaire  /*  est  superflu  et  Ton  voit  aisément  qu'il 
n'évite  pas  le  cas  douteux^^  comme  Fauteur  semble  croire,  suivant 
une  remarque  de  M.  Barbette. 

R.  GuiMARÀES  (Elvas,  Portugal). 
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Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Prix  décernés  : 

La  séance  publique  annuelle  consacrée  aux  prix  de  l'Académie 
des  Sciences  a  eu  lieu  le  2  décembre  sous  la  présidence  de 
M.  Chàuveau.  m.  g.  Darboux,  secrétaire  perpétuel,  présente  les 
rapports  sur  les  prix  décernés  par  l'Académie  pour  l'année  1907*. 

Géométrie;  prix  Francœur.  —  Le  prix  est  décerné  à  M.  E.  Le- 
MOiNE  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  mathématiques. 

Prix  Bordin.  —  Le  prix  est  attribué  au  mémoire  de  MM.  En- 
riques  et  Sevbri. 

Prix  Vaillant.  —  Le  prix  est  réparti,  en  parties  inégales,  entre 
MM.  Jacques  Hadamard,  G.  Lacricella,  A.  Korn  et  T.  Bocgio.  Le 
premier  des  mémoires  sera  publié  dans  le  Recueil  des  Sas^ants 
étrangers. 

Mécanique;  prLv  Montyon.  —  M.  Cuënot,  pour  ses  études  sur  les 
déformations  des  voies  de  chemin  do  fer.  Mention  très  honorable 
à  M.  Petot,  pour  sa  théorie  des  automobiles. 

Prix  Poncelet.  —  I^e  prix  est  attribué  à  feu  M.  le  colonel  Renard, 
pour  ses  recherches  mathématiques  et  expérimentales  sur  la  mé- 
canique et  pour  la  part  qui  lui  revient  dans  l'état  actuel  de  l'aéro- 
nautique. 


^  Le  cas  douteux  qui  se  présente  dans  la  résolution  des  triangles  rectilignos.  se  trouve 

très  bien  traite,  et  fort   simplement,   d)«ns    la   Plane  and  spherical    Trigonometry  in  three 

parUt  par  M.  B.  Goodwin,  7*  édit.,  Longmans,  Green  and  C«,  New- York  and  Bombay,  1903, 

1&4-155. 

*  La  liste  des  prix  proposés  pour   les  années  1907-1909  a  été  publiée  dans  l/Ens.  math,  du 
15  janvier  1907. 
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Astronomie  ;  prix  Lalande.  —  M.  Th.  Lewis  (de  l'Observatoire 
de  Greenwich). 

Prix  Valz.  —  M.  Giagobini  (de  l'Observatoire  de  Nice). 

Prix  G.  de  Pontécoulant,  —  M.  Gaillot  (de  l'Observatoire  de 
Paris). 

Histoire  des  Sciences  ;  prix  Binoiix.  —  Un  prix  est  décerné  à 
M.  le  Prof.  G.  Loria  (Gênes)  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  sur 
l'Histoire  des  Sciences. 

Prix  généraux; /7/7>  Wilde.  —  M.  Ch.  Nordmann,  pour  ses  re- 
cherches sur  la  photométrie  des  Astres. 

Prix  Saintour,  —  M.  Gonessiat,  pour  ses  travaux  d'Astronomie. 
—  M.  de  Séguibr,  pour  son  ouvrage  sur  la  théorie  des  groupes. 

Prix  Petit  d*Ormoy  (sciences  mathématiques).  —  Le  prix  est 
décerné  à  M.  P.  Duhem,  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  de  phy- 
sique mathématique. 

Prix  Laplace,  —  Œuvres  de  Laplace  remises  à  M.  L.  Daum, 
sorti  premier  de  l'Ecole  polytechnique  de  Paris  et  entré,  en  qua- 
lité d'élève  ingénieur,  à  l'Ecole  nationale  des  mines. 

Prix  RèsfoL  —  Partagé  entre  MM.  Daum  et  Painvin  entrés  les 
deux  premiers  à  l'Ecole  des  mines,  et  MM.  Cambournac  et  Gala- 
toire  Malégaric,  entrés  les  deux  premiers  à  l'Ecole  des  ponts  et 
chaussées. 

■ 

Programme  des  prix  proposés, 
pour  les  années  1909,  1910,  1911,  1912  et  1913. 

Géométrie;  prix  Francœur  (1000  fr.).  —  Ce'  prix  annuel  sera 
décerné  à  l'auteur  des  découvertes  ou  des  travaux  utiles  aux  pro- 
grès des  sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Priv  Bordin  (3,000  fr.).  —  L'Académie  met  au  concours,  pour 
1909,  la  question  suivante  : 

L'insfariant  absolu  qui  représente  le  nombre  des  intégrales 
doubles  distinctes  de  seconde  espèce  d'une  surface  algébrique 
dépend  d'un  ins^ariant  relatif  ç,  qui  joue  un  rôle  important  dans 
la  théorie  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  troisième 
espèce  et  dans  celle  des  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface. 
On  propose  de  faire  une  étude  approfondie  de  cet  im^ariant,  et  de 
chercher  notamment  comment  on  pourrait  trouver  sa  t^aleur  exacte, 
au  moins  pour  des  catégories  étendues  de  surfaces. 

Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques  (3,000  fr.).  —  L'Aca- 
démie met  au  concours,  pour  1910,  la  question  suivante  : 

On  sait  trouver  tous  les  systèmes  de  deux  fondions  ménomorphes 
dans  le  plan  d*une  variable  complexe  et  liées  par  une  relation 
algébrique.  Une  question  analogue  se  pose  pour  un  système  de 
trois  fonctions   uniformes   de   deux    variables    complexes,   ayant 
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partout  à  distance  finie  le  caractère  d'une  fonction  rationnelle  et 
liées  par  une  relation  algébrique. 

V Académie  demande,  à  défaut  d'une  solution  complète  du 
problemey  d'indiquer  des  exemples  conduisant  à  des  classes  de 
transcendantes  no u çf elles. 

Mécanique; /?rû:  Fourneyron  (1,000  fr.).  —  L'Académie  met  au 
concours,  pour  1910,  la  question  suivante  :  Etude  théorique  et  ex- 
périmentale des  effets  des  coups  de  bélier  dans  les  tuyaux  élastiques. 

Prix  Poncelet  (2,000  fr.).  —  Décerné  alternativement  à  un  ou- 
vrage sur  les  mathématiques  pures  ou  sur  les  mathématiques 
appliquées. 

Le  prix  Poncelet  sera  décerné  en  1909  à  un  ouvrage  sur  les 
mathémathiques  appliquées  et  en  1910  à  un  ouvrage  sur  les  ma- 
thématiques appliquées. 

Prix  Vaillant  (4,000  fr.).  —  I/Académie  a  mis  au  concours,  pour 
Tannée  1909,  la  question  suivante  : 

Perfectionner  y  en  un  point  important^  r  application  des  principes 
de  la  dynamique  des  fluides  à  la  théorie  de  t hélice. 

Prix  Boileau  (1,300  fr.).  —  Ce  prix  triennal  est  destiné  à  ré- 
compenser les  recherches  sur  les  mouvements  des  fluides,  jugées 
suffisantes  pour  contribuer  au  progrès  de  Thydraulique.  A  défaut, 
la  rente  triennale  échue  sera  donnée,  à  titre  d'encouragement,  à 
un  savant  estimé  de  l'Académie  et  choisi  parmi  ceux  qui  sont  no- 
toirement sans  fortune.  L'Académie  décernera  le  prix  Boileau  dans 
sa  séance  annuelle  de  1909. 

Astronomie;  prix  Pierre  Guzman  (100,000  tr.).  —  Décerné  à 
celui  qui  aura  trouvé  le  moyen  de  communiquer  avec  un  astre 
autre  que  la  planète  Mars.  Prévoyant  que  le  prix  de  cent  mille 
francs  ne  serait  pas  décerné  tout  de  suite,  la  fondatrice  a  voulu, 
jusqu'à  ce  que  ce  prix  hVt  gagné,  que  les  intérêts  du  capital,  cu- 
mulés pendant  cinq  années,  formassent  un  prix,  toujours  sous  le 
nom  de  Pierre  Guzman,  qui  serait  décerné  à  un  savant  français, 
ou  étranger,  qui  aurait  fait  faire  un  progrès  important  à  l'Astro- 
nomie. Le  prix  quinquennal,  représenté  par  les  intérêts  du  ca- 
pital, sera  décerné,  s'il  y  a  lieu,  en  1910. 

Prix  Lalande  (540  fr.U  —  Ce  prix  annuel  doit  être  attribué  à  la 
personne  qui,  en  France  ou  ailleurs,  aura  fait  l'observation  la 
plus  intéressante,  le  mémoire  ou  le  travail  le  plus  utile  aux  progrès 
de  l'Astronomie. 

Prix  Valz  (460  fr.).  —  Ce  prix  annuel  est  décerné  à  l'auteur  de 
l'observation  astronomique  la  plus  intéressante  qui  aura  été  faite 
dans  le  courant  de  l'année. 

Prix  Janssen.  —  Ce  prix  biennal,  qui  consiste  en  une  médaille 
d'or  destinée  à  récompenser  la  découverte  ou  le  travail  faisant 
faire  un  progrès  important  à  l'Astronomie  physique,  sera  décerné 
en  1910. 
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Prix  G.  de  Pontécoulant  (700  fr.).  —  Ce  prix  biennal,  destiné  à 
encourager  les  recherches  de  mécanique  céleste,  sera  décerné  dans 
la  séance  publique  annuelle  de  1909. 

Histoire  des  Sciences;  prijo  Binoux  (2,000  fr.)-  —  Ce  prix  alter- 
natif sera  décerné,  en  1909,  à  Tauteur  de  travaux  sur  l'Histoire 
des  Sciences  et,  en  1910,  à  Tauteur  de  travaux  sur  la  géographie 
ou  la  navigation. 

Prix  Petit  d'Ormoy.  (Deux  prix  de  10,000  fr.)  — L'Académie  a 
décidé  que,  sur  les  fonds  produits  par  le  legs  Petit  d'Ormoy,  elle 
décernera  tous  les  deux  ans  un  prix  de  dix  mille  francs  pour  les 
Sciences  mathématiques  pures  on  appliquées,  et  un  prix  de  dix 
mille  francs  pour  les  Sciences  naturelles.  Elle  décernera  les  prix 
Petit  d'Ormoy,  s'il  y  a  lieu,  dans  sa  séance  publique  de  1909. 

Prix  Pierson-Perrin  (5,000  fr.).  —  Ce  nouveau  prix  biennal, 
destiné  à  récompenser  le  Français  qui  aura  fait  la  plus  belle  dé- 
couverte physique,  telle  que  la  direction  des  ballons,  sera  décerné, 
pour  la  première  fois,  à  la  séance  publique  de  1909. 

Prix  Leconte  (50,000  fr.).  —  Ce  prix  doit  être  donné,  en  un  seul 
prix,  tous  les  trois  ans,  sans  préférence  de  nationalité  : 

1**  Aux  auteurs  de  découvertes  nouvelles  et  capitales  en  ma- 
thématiques, physique,  chimie,  histoire  naturelle,  sciences  mé- 
dicales ; 

2**  Aux  auteurs  d'applications  nouvelles  de  ces  sciences,  appli- 
cations qui  devront  donner  des  résultats  de  beaucoup  supérieurs 
à  ceux  obtenus  jusque-là.  —  L'Académie  décernera  le  prix  Leconte, 
s'il  y  a  lieu,  en  1910. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands. 
Dresde,  septembre  1907. 

Les  mathématiciens  allemands  se  sont  réunis  à  Dresde^  du  15 
au  18  septembre  1907,  à  l'occasion  du  Congrès  des  naturalistes  et 
médecins  allemands.  Ils  étaient  présidés  par  MM.  v.  Brill,  président 
de  l'Association  allemande  des  mathématiciens  et  Krause,  délé- 
gué du  Congrès  des  naturalistes. 

Dans  une  première  séance  générale  MM.  Klein  etGuxzMER  ont 
rendu  compte  du  travail  de  la  Commission  d'enseignement  et  pré- 
sentent le  rapport  sur  la  préparation  scientifique  des  candidats  à 
l'enseignement  secondaire  supérieur  élaboré  par  la  dite  commission. 
Nos  lecteurs  trouveront  en  tête  de  ce  numéro  une  traduction  de  ce 
remarquable  travail  qui  mérite  d'être  examiné  et  discuté  dans  les 
divers  groupements  de  professeurs  de  renseignement  secondaire 
et  universitaire. 

La  Commission  d'enseignement  a  été  complétée  et  comprendra  un 
ou  deux  délégués  des  grandes  sociétés  et  associations  qui  ont  in- 
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térêt  à  suivre  l'organisation  de  renseignement  scientifique.  L'As- 
sociation allemande  des  mathématiciens  nomme  comme  délégués 
MM.  Klein  et  Stâckbl. 

Il*  Centenaire  d'Euler.  L'Association  a  rendu  hommage  à  la  mé- 
moire d'Euler  en  organisant  une  série  de  conférences  à  l'occasion 
du  2'  centenaire  de  sa  naissance  : 

1.  A.  V.  Brill  (Tubingue)  :  Introduction  à  la  célébration  du 
2*  centenaire  d'Ruler. 

2.  ScHLBSiNGBR  (Klauscnberg)  :  Sur  un  problème  de  l'analyse 
indéterminée  chez  Fermât,  Euler,  Jacobi  et  Poincaré. 

3.  A.  Pringshbim  (Munich):  Sur  la  transformation  des  sériesd'après 
Euler. 

4.  S.  Braubr  (Karlsruhe)  :  La  théorie  des  turbines  d'après  Euler. 

5.  P.  GAN8(Tubingue)  :    Euler  comme  physicien. 

6.  E.  TiMBRDiNG  (Strasbourg)  :  Sur  les  travaux  d'Euler  dans  le 
domaine  de  la  mécanique  nautique. 

7.  W.  HoRT  (Gr.-Lichterfelde)  :  L'importance  d'Euler  dans  la 
technique  scientifique. 

8.  HoppB  (Hambourg)  :  Les  mérites  d'Euler  en  optique. 

9.  Archenhold  (Treptow)  :  La  correspondance  d'Euler. 

La  publication  des  oeuvres  complètes  d'Euler  devait  nécessai- 
rement être  soulevée  à  cette  occasion,  de  même  qu'elle  a  été  dis- 
cutée au  printemps,  à  la  séance  organisée  par  la  Société  de  'ma- 
thématiques de  Berline  M.  Rudio  (Zurich)  a  informé  l'assemblée 
que  la  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  a  chargé  une 
commission  de  7  membres  d'étudier  la  question  de  la  publication 
des  œuvres  d'Euler;  il  a  exprimé  le  vœu  que  l'Association  nomme 
de  son  côté  une  commission.  Sur  la  proposition  du  comité,  l'assem- 
blée nomme  une  commission  de  trois  membres  composée  de  MM. 
Pringsheim,  Stâckel  et  Krazer;  elle  se  mettra  en  rapport  avec  M. 
Rudio.'  11  est  désirable  que  la  question  puisse  être  examinée  et  ré- 
solue au  Congrès  international  qui  se  tiendra  à  Rome  en  avril  1908. 

Communications  scientifiques,  —  Voici  la  liste  des  travaux  qui 
ont  été  présentés  dans  les  séances  de  la  section  de  mathématiques. 

1.  K.  RoHN  (Leipzig)  :  Ueber  algebraische  Raumkurven  (Référât). 

2.  L.  ScHLBsiNGBR  i Klauscuburg)  :  Ueber  die  Entwicklung  der 
analytisehen.  Théorie  der  linearen  Differentialgleichungen  seit 
1865  (Referai). 

3.  F.  Klbin  (Gottingen)  :  Ueber  den  Zusammenhang  zw  ischen 
dem  sogenannten  Oszillationstheorem  der  linearen  Differential- 
gleichungen und  dem  Fundamentaltheorcm  der  automorphen 
Funktionen. 

4.  G.  Landsbbrg  (Kiel)  :  Krûmmungstheorie  und  Variationsrech- 
nung. 


^  V.  UEns.  math.,  ••  année  p.  222>'489,  1007. 
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5  SghOnflies  (Kônigsbcrg)  :  Uebér  das  sogenannte  Richardsche 
Paradoxon  der  Mengenlehre. 

6.  F.  Hausdorff  (Leipzig)  :  Ueber  dichte  Ordnungstypen. 

7.  H.  Wiener  (Darmstadt)  :  Geometrische  Invariantentheorie 
der  binâren  Formen. 

8.  V.  Varicak  (Agram)  :    Zur  nlchteuklidischen  Géométrie. 

Séance  administrative.  -^  L'Association  allemande  des  mathéma- 
ticiens compte  aujourd'hui  703  membres  ;  elle  a  publié  un  annuaire 
détaillé  contenant  quelques  indications  biographiques  sur  chacun 
de  ses  membres. 

M*  le  Prof.  F.  Klein  (Gœttingue)  est  nommé  président  pour  la 
période  du  1*''  octobre  1907  au  30  septembre  1908. 
La  prochaîne  réunion  aura  lieu  à  Cologne. 


IV*  Congrès  international  des  mathématiciens. 
Rome,  6-11  avril  1908. 

Le  IV®  Congrès  international  des  mathématiciens,  auquel  S.  M. 
le  Roi  d'Italie  a  bien  voulu  accorder  son  haut  patronage,  sera  inau- 
guré à  Rome  le  6  avril  1908  à  10  h.  du  matin,  dans  la  Salle  des 
Horâces  et  des  Curiaces  au  Capitole.  L'ordre  du  jour  de  la  séance 
d'ouverture  comprend  entre  autres,  un  discours  de  M.  Volterra  sur 
les  mathématiques  en  Italie  dans  la  seconde  moitié  du  XIX''  siècle. 
Le  soir  avant,  à  9  h.  30,  il  yaura  une  réunion  préliminaire  dans 
VAula  Magna  de  l'Université. 

Les  séances  successives  seront  tenues  dans  les  salles  de  TAca- 
démie  des  Lincei  (Palais  Cortini,  Via  délia  Lungora,)  et  seront 
consacrées,  le  matin  aux  travaux  des  sections,  l'après-midi  aux 
conférences  générales.  La  séance  de  clôture  aura  lieu  le  samedi 
11  avril  à  3  h.  Le  lendemain  les  Congressistes  sont  invités,  par  le 
Comité  d'organisation^  à  une  excursion  à  la  villa  d'Hadrien,  avec 
déjeûner  à  Tivoli. 

Les  conférences  générales  annoncées  sont  les  suivantes  : 

MM.  Forsyth  :  On  the  présent  condition  of  partial  differential 
équations  of  the  second  order,  at  regards  formai  intégration. 

HiLBBRT  :  Die  Méthode  der  unendlich  vielen  unabhângigen  Va- 
riabeln. 

Klein  :  Ueber  die  mathematische  Encyclopâdie. 

Lorentz  :  Le  partage  de  l'énergie  entre  la  matière  pondérable 
et  l'éther. 

Mittac;-Leffler  :  Sur  la  représentation  arithmétique  des  fonc- 
tions analytiques  générales  d'une  variable  complexe. 

Newcomb  :  La  théorie  du  mouvement  de  la  lune  ;  ses  progrès  et 
son  état  actuel. 
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Picard  :  L'analyse  dans  ses  rapports  avec  la  Physique  mathé- 
matique. 

Ybronèse  :  Sulla  Geometrîa  non  Archimedea. 

MM.  Darboux  et  Poincaré  se  sont  réservés  de  faire  connaître 
ultérieurement  les  sujets  de  leurs  conférences. 

Ainsi  que  nous  l'avons  annoncé,  en  mars  1907,  le  Congrès  com- 
prendra quatre  sections. 

Les  communications  promises  pour  les  sections  sont  très  nom- 
breuses. Signalons,  parmi  celles-ci,  les  rapports  sur  renseigne- 
ment des  mathématiques  élémentaires  dans  les  différentes  nations, 
qui  seront  présentés  par  MM,  Borel  (F'rance,)  Gutzmbr  (Allema- 
gne,) SuppAVTsciiiTçcH  (Autriche,)  Godfrby  (Angleterre,)  Smith 
(Etats-Unis  d'Amérique,)  Fehr  (Suisse). 

Renseignements  diçers.  —  Les  Congressistes  jouiront  d'une  ré- 
duction de  40-60 ''/^  (suivant  le  parcours)  sur  les  tarifs  ordinai- 
res de  Chemins  de  fer  italiens.  Cette  réduction  s'appliquera  au 
voyage  dé  la  frontière  à  Rome,  depuis  le  25  mars,  ainsi  qu'à  dix 
autres  voyages  que  le  Congressiste,  après  avoir  pris  part  au  Con- 
grès, pourra  effectuer  en  Italie,  jusqu'au  5  mai  1908. 

U Association  Nationale  pour  le  mouvement  des  Etrangers  (Asso- 
cîazione  Nazionale  per  il  movimento  dei  Forestieri;  Sede  di  Roma, 
Via  délia  Colonna,  52)  se  charge  gratuitement  de  procurer  aux 
Congressistes  un  logement,  dans  des  hôtels,  des  pensions  ou  des 
chambres  meublées,  pour  un  prix  variant  entre  4  et  12  fr.  par  jour. 
L'Association  établira  en  outre  un  bureau  de  renseignements  à  U 
gare  de  Roma-Termini,  pendant  les  journées  du  4,  5  et  6  avril. 

La  taxe  d'inscription  au  Congrès  est  de  25  francs.  Cette  somme 
doit  être  adressée  à  «  M.  Vincenzo  Reina,  trésorier  du  IV®  Congrès 
international  des  mathématiciens,  Piazza  S.  Pietro  in  Vincoli,  5, 
Rome.  »  Les  membres  qui  voudront  jouir  des  réductions  sur  les 
prix  des  chemins  de  fer  devront  verser  leur  cotisation  avant  le 
25  mars  1908. 

Les  personnes  appartenant  aux  familles  des  Congressistes  pour- 
ront, en  versant  15  francs,  jouir  des  mêmes  avantages,  réductions, 
etc.,  exception  faite  pour  le  volume  des  Actes. 

Pour  tous  les  renseignements  se  rapportant  au  Congrès,  s'adres- 
ser au  Secrétaire . générale  M.  le  Prof.  G.  Castklnuovo,  Piazza  S. 
Pietro  in  Vincoli,  5,  Rome. 


Faculté  des  sciences  de  Paris;  thèses  de  doctorat. 

Thèses  de  doctorat  des  sciences  mathématiques  soutenues  en 
1907  :  ■*— Fatou  (Pierre):  Séries  trigonométriques  et  série  de  Taylor 
(14  février  1907). 
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Traynàrd  (E.)  :  Sur  les  fonctions  thêta  de  deux  variables  et  les 
surfaces  hyperelliptiques  (9  avril  1907). 

MoNTBL  (P.)  :  Sur  les  suites  infinies  de-  fonctions  (25  mai  1907). 

Lamsert  (Armand)  :  Sur  les  coefficients  du  développement  de  la 
fonction  pertubatrice  (5  novembre  1907). 

Etats-Unis  :  thèses  de  doctorat. 

Thèses  présentées  aux  principales  universités  américaines  pendant 
tannée  unis>ersitaire  1906^1907  : 

Université  de  Chicago  :  G.  D.  Birkhoff,  Asymptotic  properties 
of  certain  differential  équations  with  applications  to  boundary 
value  and  expansion  problems.  —  A.  Ranum,  On  a  new  kind  of 
congruence  groups.  —  A.  L.  Unobrhill,  Invariants  under  point 
transformations  in  the  calculus  of  variations.  —  B.  M.  Walker, 
On  the  resolution  of  higher  singularities  of  algebraic  curves  into 
ordinary,  double  points. 

Université  Johns  Hopkins  :  C.  S.  Atchison,  Curves  with  a  direc- 
trix.  —  A.  E.  Landry,  A  geometrical  interprétation  of  binary 
syzygies. 

Université  Harvard  :  W.  Ch.  Brenkb,  A  contribution  to  the 
theory  of  trigonométrie  and  zonal  harmonie  séries. 

Université  Cornell  :  R.  Morris,  On  the  automorphic  fonctions 
of  the  group  (0,  3  ;  1^,  Ij,  Ij). 

Université  de  Visconsin  :  F.  E.  Allbn,  On  the  détermination  of 
cyclic  involutions  of  order  three. 

Université  Yale  :  H.  H.  Conover,  On  certain  problems  in  the 
calculus  of  variations. 

Université  de  Virginia  :  F.  W.  Reed,  Singular  points  in  the  ap- 
proximate  development  of  the  pertubative  function.  —  W.  B. 
Stone,  The  groups  oftwo,  three  and  four  pa  rame  te  rs  ot  space  and 
their  differential  invariants. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  E.  Almansi,  professeur  extraordinaire  de  physique  mathé- 
matique à  rUniversité  de  Pavie,  est  nommé  professeur  ordinaire. 

M.  Baillaud,  directeur  de  TObservatoire  de  Toulouse,  est  nommé 
directeur  de  TObservatoire  de  Paris. 

M.  F.  Bernstein,  privat-docent  à  TUniversité  de  Halle,  est 
nommé  professeur  chargé  des  mathématiques  des  assurances  à 
rUniversité  de  Gœttingue. 

M.  Bucherer,  privat-docent,  est  nommé  professeur  à  TUnivei^sité 
de  Bonn. 

M.  St.  JoLLBs,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  professeur 
ordinaire  à  TEcole  technique  supérieure  de  Charlottenbourg. 
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M.  Lbbbsgub  chargé  de  cours,  est  nommé  professeur  de  méca- 
nique rationnelle  et  appliquée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 

M.  J.  LoscHXBR  est  nommé  professeur  de  géodosie  à  TEcole 
technique  supérieure  allemande  de  Brûnn. 

M.  R.  M ABcoLONGO,  professeur  de  mécanique  rationnelle  à  TUni- 
versité  de  Messine,  est  transféré  à  la  même  chaire  dans  ITniversité 
de  Naples   comme  successeur  de  M.  Siacci,  décédé). 

M.  G.  A.  MiLLBB,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  profes- 
seur ordinaire  à  l'Université  de  Tillinois  (Etats-Unis). 

M.  Obrtbl,  de  TObservatoire  de  Munich,  est  nommé  professeur 
de  géodosie  à  l^Ecole  technique  supérieure  de  Hanovre. 

M.  G.  PicciATi,  privat-docent  à  TUni versité  de  Padoue,  est 
nommé  professeur  extraordinaire  de  mécanique  rationnelle  à 
l'Université  de  Bologne. 

M.  O.  Fedonb,  professeur  extraordinaire  de  mécanique  ration- 
nelle à  l'Université  de  Gênes,  est  nommé  professeur  ordinaire. 

M.  E.  VivAXTi,  professeur  de  calcul  infinitésimal  à  l'Université 
de  Messine,  est  transféré  à  la  même  chaire  à  l'Université  de  Pavie. 

Prii>at'docents.  —  Sont  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 

M.  E.  BiANCHj,  pour  l'astronomie,  à  l'Université  de  Rome. 

M.  L.  SiNiGALLiA,  pour  le  calcul  inGnitésimal  à  l'Université  de 
Pavie. 

M.  M.  WiNKBLMANN,  pouT  Ics  mathématiques  et  la  mécanique  à 
l'Ecole  technique  supérieure  de  Karlsruhe. 

Nécrologie. 

Lord  Kelvin.  —  L'Angleterre  vient  de  perdre  l'un  de  ses  plus 
grands  savants,  sir  William  Thomson  (Lord  Kelvin  depuis  1892), 
décédé  le  17  décembre  1907  à  Londres.  Né  à  Belfast  le  26  juin 
1824,  il  débuta  déjà  en  1846  dans  l'enseignement  universitaire,  à 
Glascow,  et  ne  tarda  pas  à  prendre  place  au  premier  rang  des 
physiciens  modernes.  Ses  principaux  travaux  ont  été  réunis  dans 
un  ouvrage  comprenant  trois  volumes  ei intitulé  Ma the ma tical  and 
physUal  Papers  (1882-1892). 

J.  Janssbn.  —  M.  Janssen,  le  savant  directeur  de  l'Observatoire 
de  Meudon,  est  mort  le  23  décembre  1907,  à  l'âge  de  84  ans. 

Cours  universitaires. 

Paris;  Collège  de  France,  il»'  semestre,  à  partir  du  2  déccrobre  1907), 
Mécanique  analytique  et  mécanique  céleste  :  M.  Hadamard,  suppléant,  trai- 
tera des  trajectoires  réelles  de  la  Dynamique  (2  leçons  par  semaine).  — 
Mathématiques  :  M.  Humbbrt,  suppléant,  étudiera  quelques  questions 
d'analyse  et  d'arithmétique  (2  leçons  par  sem«iine).  —  Mathématiques, 
Fondation  Claude-Antoine  Peccot)  :  M.  Pierre  Boutroux,  chargé  du  cours, 
traitera  de  rinversion  des  fonctions  uniformes. 
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Annaaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1908.  —  1  vol.  ia-ie,  de  plus 

de  950  p.  avec  figures  et  planches  ;  1  fr.  50  ;  Gauthier-Yillars,  Paris. 

La  librairie  Gaothier-Villars  vient  de  publier,  comme  chaque  année, 
V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1908.  —  Suivant  l'alternance 
adpotée,  ce  Volume,  de  millésime  pair,  contient,  outre  les  données  astrono- 
miques, des  Tableaux  relatifs  à  la  Physique,  à  la  Chimie,  à  l'Art  de  l'Ingé- 
nieur. Cette  année,  nous  signalons  tout  spécialement  les  Notices  de  M.  G. 
BiGOURDAN  :  La  distance  des  astres  et  en  particulier  des  étoiles  fixes,  et 
celle  de  M.  F.  Guyou  :  L'Ecole  d'astronomie  pratique  de  l'Observatoire  de 
Montsouris. 

Carlo  BouRLET.  —  Cours  abrégé  de  Géométrie  ;  II.  Géométrie  dans  l'espace, 
—  1  vol.  cart.  235  p.  ;  fr.  1,80;  Hachette  et  O^,  Paris. 

Nous  avons  déjà  annoncé  la  première  partie  de  cet  ouvrage  (Géométrie 
plane)  dans  le  tome  précédent  (1907,  p.  73).  La  deuxième  partie,  qui  vient 
de  paraître,  en  est  la  suite  naturelle  et  attendue  ;  elle  continue  l'oeuvre  de 
simplification  de  l'enseignement  géométrique,  en  restant  conforme  à  la  lettre 
et  à  Tesprit  des  nouveaux  programmes  français. 

Le  cinquième  Livre  de  Legéndre  et  de  Rouché  a  souvent  fait  le  déses- 
poir des  candidats  ;  il  est  remplacé  avantageusement  par  un  chapitre  inti- 
tulé :  «  Les  déplacements  élémentaires  »  où  les  théorèmes  relatifs  aux  droi- 
tes et  plans  parallèles  se  déduisent  très  simplement  de  la  définition  du 
mouvement  de  translation  rectiligne  ;  notons  en  particulier  le  théorème  des 
angles  dont  les  côtés  sont  parallèles,  qui  se  démontre  habituellement  d'une 
façon  si  peu  naturelle.  L'étude  des  droites  et  plans  perpendiculaires  ré- 
sulte de  la  rotation  ;  les  démonstrations  deviennent  si  simples  que  les  élèves 
peuvent  facilement  les  découvrir  eux-mêmes. 

Les  trois  derniers  chapitres  renferment  les  expressions  des  aires  et  vo- 
lumes des  corps  usuels,  des  notions  de  géométrie  cotée,  avec  études  d'om- 
bres propres  et  portées  sur  un  plan,  des  indications  pour  le  lavis  et  enfin 
des  éléments  d'arpentage  et  de  nivellement. 

De  nombreux  exercices  ont  été  placés  à  la  fin  de  chaque  chapitre  ;  les  uns 
numériques  ou  graphiques,  d'autres  théoriques,  qui  éveilleront  l'esprit  de 
recherche  de  l'élève. 

La  pierre  angulaire  du  nouvel  édifice  géométrique  est  cet  appel  constant 
à  la  notion  du  mouvement,  qui  facilitera  certainement  l'enseignement  élé- 
mentaire ;  Tunion  plus  étroite  du  dessin  et  de  la  géométrie  théorique  est 
aussi  une  réforme  excellente,  pourvu  qu'elle  n'empêche  pas  l'élève  de  suivre 
l'enchainement  des  idées.  La  méthode  nouvelle  ne  deviendra  définitive 
qu'au  moment  où  elle  atteindra  le  degré  de  perfection  logique  des  cléments 
d'Euclide.  Le  «  Cours  complet  »  que  M.  Bourlet  fera  paraître  sous  peu, 
présentera  un  exposé  de  la  nouvelle  manière,  avec  toute  la  rigueur  désirable. 

L.  KoLLROs  (Chaux-de-Fonds). 
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U.  BaoGGi.  —  Traité  dM  AnarancM  sur  la  rie  «rec  déreloppeiiMiii  mur 

le  calad  des  prolMJnliiM.  Tradait  de  Tiulien  par  S.  Latt*8.  ^  1  vol. 
cart.,  306  p.  ;  7  fr.  50;  Librairie  Hermann,  Paris. 

Cet  ooTrage  est  la  tradactioo  da  manuel  italien  de  la  collection  Uoepli 
que  nous  avons  en  l'occasion  de  signaler  à  nos  lecteurs.  Son  principal  objet 
est  la  théorie  des  assurances  sur  la  vie  arec  des  développements  très  éten- 
dus sur  le  calcul  des  probabilités.  On  y  trouvera  notamment  des  notions 
sur  la  statistique  et  l'établissement  des  tables  de  mortalité,  le  calcul  des 
primes  d 'assurance  et  des  réserves,  les  systèmes  de  participation  des  assu- 
rés dans  les  bénéfices,  la  tbéorie  du  risque. 

Ces  divers  sujets  sont  traités  avec  beaucoup  de  clarté  sous  une  forme  très 
condensée.  L'ouvrage  de  M.  Broggi  fournit  donc  une  excellente  introduction 
à  l'étude  de  la  tbéorie  des  assurances.  Plusieurs  questions  sont  traitées 
d'une  manière  plus  systématique  que  dans  les  ouvrages  français,  aussi 
croyons-nous,  qu'au  point  de  vue  théorique,  cet  ouvrage  sera  lu  avec  intérêt 
par  les  actuaires  de  langue  française. 


M.  Chassagjit.  —  Gonn  élénidiitaire  d6  Physique,  conforme  aux  programmes 
du  31  mai  1902,  avec  une  préface  de  M.  P.  Appkll.  Cinquième  édition.  — 
1  vol.  in-16  de  1144  pages,  contenant  808  figures  ;  8  fr.  ;  Hachette  &  C>*, 
Paris. 

Ce  èours  de  Physique,  qui  est  déjà  à  sa  cinquième  édition,  est  un  de  ceux 
qui  servent  en  France  dans  les  parties  les  plus  élevées  de  l'enseignement 
secondaire.  Il  ne  nous  appartient  pas  de  le  juger  ici  au  point  de  vue  de  la 
Physique  expérimentale  ;  étant  donné  son  caractère  élémentaire  il  doit  dé- 
crire des  expériences  et  présenter  des  faits  et  non  pas  en  donner  de  hautes 
théories  mathématiques  réservées  à  l'enseignement  supérieur,  telles  que 
celles  du  cours  de  M.  Bouasse  récemment  examiné  ici  ( Enseignement  mathé- 
matique^ 1907,  p.  329 j.  Mais  si  le  présent  cours  ne  fait  usage  que  des  ma- 
thématiques peu  élevées  —  et  nous  entendons  par  là  tout  aussi  bien  les  pre- 
miers principes  du  calcul  des  dérivées  —  il  s*en  sert  largement,  sans  détours 
destinés  à  masquer  les  dérivations  ou  des  opérations  simples  que  l'on  com- 
pliquait autrefois  sous  le  fallacieux  prétexte  de  ne  pas  sortir  d'un  domaine 
déclaré  élémentaire  mais  auquel  on  faisait  cependant  perdre  le  caractère 
en  question.  Depuis  longtemps  déjà,  on  n'hésite  plus  à  commencer  l'étude 
de  la  Physique  par  les  notions  mécaniques  telles  que  celle  de  la  vitesse  con- 
sidérée comme  la  dérivée  de  l'espace  parcouru. 

La  préface  de  M.  Appell  venant  d'un  professeur  de  mécanique  ne  pouvait 
manquer  de  faire  ressortir  tout  l'avantage  de  telles  méthodes.  Les  transfor- 
mations physiques  des  corps  sont  aujourd'hui  entièrement  dominées  par  un 
principe  unique,  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  Dès  le  début 
du  cours  de  M*.  Chassagny,  immédiatement  après  les  préliminaires  mécani- 
ques, nous  trouvons  un  chapitre  sur  l'énergie  et  ses  transformations.  La 
force  elle-même  est  considérée  comme  la  dérivée  (changée  de  signe)  de 
l'énergie  par  rapport  au  déplacemedt. 

Faire  une  analyse  détaillée  de  tout  ce  qui  suit  est  complètement  impos- 
sible. Contentons-nous  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  les  points  dont  les  an- 
ciens cours  parlaient  à  peine.  Dans  le  livre  deuxième  intitulé  Hydrostatique 
et  statique  des  gaz  nous  trouvons  une  étude  de  la  capillarité  où  il  est  parlé 
notamment  de  la  tension  superficielle  des  liquides.  Dans  le  livre  troisième 
(chaleur)  tout  est  actuellement  dominé  par  la  notion  d'énergie  calorifique  ; 
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la  chaleur  est  considérée  comme  ua  mode  de  mouvement.  Puis  vient  l'étude 
des  équilibres  sous  les  différentes  phases  que  peuvent  présenter  les  corps  ; 
on  peut  dire  sans  exagération  que  c'est  là  une  introduction,  très  brève  à 
coup  sûr  mais  excellente,  à  Tune  des  parties  les  plus  importantes  de  la  chimie 
physique. 

Le  livre  quatrième  (acoustique)  est  précédé  d'une  étude  générale  du  mou- 
vement vibratoire  et  notamment  d'une  définition  de  l'onde.  Un  parallèle  in- 
téressant y  est  fait  entre  les  vibrations  sonores  et  les  vibrations  lumineuses. 
Dans  le  livre  cinquième  (optique)  il  faut  signaler  une  belle  étude  de  la  dis- 
persion illustrée  d'une  magnifique  planche  en  couleurs  représentant  différents 
spectres  et  des  paragraphes  très  importants  sur  la  diffraction,  la  pola- 
risation et  la  double  réfraction.  Ce  livre  se  termine  par  l'étude  du  rayon- 
nement de  la  chaleur. 

Arrivons  au  livre  sixième  et  dernier  consacré  à  l'électricité.  Il  débute  par 
une  théorie  générale  du  potentiel  où  les  points  de  vue  sont  les  mêmes  que 
dans  les  préliminaires  mécaniques  du  début  de  l'ouvrage.  Ainsi  l'intensité 
en  un  point  d'un  champ  électrique  est  égale  à  la  dérivée  (changée  de  signe) 
du  potentiel  par  rapport  au  déplacement  sur  la  ligne  de  force  passant  par 
le  point  considéré.  Nous  trouvons  même  le  théorème  de  Gauss  sur  le  flux 
de  force  à  travers  une  surface.  Et  le  même  chapitre  nous  mène  jusqu'aux 
découvertes  les  plus  récentes  faites  dans  le  domaine  de  l'électricité  statique  : 
décharges  dans  les  gaz,  tubes  de  Geissler  et  de  Crookes,  rayons  X,  rayons 
de  Becquerel,  propriétés  des  substances  radio-nctives. 

Après  les  propriétés  du  courant  (lois  de  Ohm,  Joule,  Faraday),  nous  étu- 
dions les  sources  chimiques  d'électricité,  c'est-à-dire  les  piles,  puis  le 
magnétisme,  puis  les  actions  électro-magoétiques. 

De  même  qu'à  propos  de  l'énergie  thermique,  M.  Chassagny  nous  donne 
des  détails  sur  les  machines  à  vapeur,  il  parle  maintenant  longuement  des 
machines  industrielles  fondées  sur  l'induction.  11  termine  par  les  oscillations 
électriques,  un  coup  d'œil  rapide  sur  la  théorie  électro-magnétique  de  la 
lumière  et  ses  applications  les  plus  merveilleuses  telles  que  la  télégraphie 
sans  fil. 

Pas  de  descriptions  d'expériences  inutiles,  mais  beaucoup  de  détails  sur 
toutes  celles  pouvant  conduire  à  des  applications.  Cette  phrase  n'est-elle  pas 
le  meilleur  éloge  que  1  on  puisse  faire  d'un  livre  qui  bc  termine  d'ailleurs 
par  147  énoncés  de  problèmes  empruntés  aux  compositions  proposées  dans 
les  récents  examens  et  concours. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

Gaetano  Fazzari.  —  Brève  Storia  délia  matematica.  ~  1  vol.  in-16,  268  p.; 

4  L.  ;  R.  Sandron,  Milano,  Palermo,  Napoli. 

Le  joli  volume  que  M.  Fazzari  vient  de  publier  dans  la  «  collection  San- 
dron » ,  tout  est  surtout  destiné  aux  élèves  des  écoles  secondaires.  Il  développera 
chez  eux  le  goût  pour  l'histoire  des  branches  mathématiques  qui  forment 
le  sujet  de  leurs  études,  mais  il  sera  également  lu  avec  intérêt  et  profit  par 
tous  ceux  qui  aspirent  à  compléter,  par  ce  côté,  leurs  connaissances  de  l'his- 
toire de  la  civilisation.  Ils  y  trouveront,  en  raccourci,  et  débarrassé  de  tout 
apparat  inutile  d'érudition,  un  aperçu  très  bien  coordonné  du  développe- 
ment de  l'arithmétique  et  de  la  géométrie  élémentaire,  depuis  les  Egyptiens 
et  les  Babyloniens  jusqu'à  la  fin  du  Moyen-Age.  Les  exigences  de  la  conci- 
sion, imposée  par  la  nature  et  le  but  même  de  l'ouvrage,  n'ont  pas  empêché 
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M.  Fazzari  de  donner  do  relief  aux  détails  les  plus  caractéristiques  et  les 
plus  importants  dans  tous  les  cas  où  cela  pouraît  contribuer  à  attirer  Tat^ 
tention  des  lecteurs  et  à  provoquer  leurs  réflexions  sur  les  parties  essen- 
tielles du  sujet. 

Il  est  bien  â  souhaiter  que  cette  publication  du  professeur  Fazzari  —  dont 
le  nom  est  connu  depuis  longtemps  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  en  Italie 
aux  questions  d'enseignement  mathématique  —  trouve  bon  accueil  dans  le 
public  auquel  elle  s'adresse.  Ce  sera  le  meilleur  moyen  d'encourager  son 
auteur  à  poursuivre  dans  un  deuxième  volume  son  exposé  du  développement 
de  l'algèbre  et  de  la  géométrie  élémentaire  depuis  Luca  Pariolo  jusqu'st  nos 
jours.  E.  Vailati  (Rome). 

C.  Hawkins.  —  Elemantary  Trigonometry.  (Dent's  séries  of  mathematical 
Text  Book).  —  1  vol.  in-16,  310  p.  ;  4/6  ;  Dent  &  C»,  Londres. 

L'auteur  du  présent  ouvrage  a  cherché  avant  tout  à  développer  le  côté 
pratique  et  utilitaire  de  la  trigonométrie.  11  s>$t  eflbrcé  d'intéresser  l'élève 
par  des  applications  nombreuses  et  variées  accompagnant  la  théorie.  11  lui 
indique  même  le  moyen  de  construire  des  appareils  simples  à  l'aide  des- 
quels il  pourra  mesurer  des  hauteurs,  des  angles,  etc.  11  recommande  à 
l'élève  d'aller  si  possible  lui-même  sur  le  terrain  et  d'y  opérer  des  triangu- 
lations au  moyen  de  ces  instruments.  En  un  mot,  il  développe  par  tous  les 
moyens  possibles  le  sens  pratique  du  jeune  étudiant. 

Le  livre  traite  des  sujets  suivants  :  mesure  du  triangle,  éléments  d'arpen- 
tage, calcul  des  aires  par  la  triangulation,  description  des  principaux  ins- 
truments de  mesure,  rapports  trigonométriques,  principales  formules.  Cha- 
que partie  est  accompagnée  de  nombreux  exemples  et  exercices.  L'ouvrage 
se  termine  par  un  ensemble  de  problèmes  divers. 

Comme  on  le  voit,  ce  volume  repond  tout  à  fait  aux  besoins  actuels  d'une 
première  étude  de  la  trigonométrie  et  se  recommande  aux  professeurs  de 
l'enseignement  élémentaire. 

J.-P.  DuMUR  (Genève.) 

G.  LoRjA.  —  Yorlesnngen  ftber  darstellende  Géométrie  I.  Die  Darstcllungs- 

methoden.  Deutsch  von  Fr.  Schûtte.  —  1  vol.  cart.  218  p.  ;  6  Mk.  80  ; 
B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

La  Géométrie  descriptive  est  souvent  envisagée  comme  une  branche  des 
mathématiques  appliquées  ;  on  n'a  alors  en  vue  que  les  applications  tech- 
niques auxquelles  elles  fournissent  des  moyens  de  représentations  et  de 
résolution  graphique.  Si,  par  contre,  on  fait  l'étude  de  ses  notions  fonda- 
mentales et  de  ses  méthodes,  la  Géométrie  descriptive  vient  prendre  place 
dans  le  domaine  des  mathématiques  pures  où  elle  a  l'avantage  d'occuper  une 
région  voisine  des  sciences  appliquées.  La  frontière  est  facile  à  franchir, 
mais  il  est  intéressant  aussi  de  rester  en  deçà  et  de  faire  une  étude  appro- 
fondie des  ressources  qu'offre  le  domaine  limité  à  ses  méthodes  et  à  ses 
propriétés  fondamentales.  C'est  ce  que  fait  M.  Loria  dans  le  présent  ouvrage, 
que  nous  signalons  à  l'attention  de  tous  ceux  qui  enseignent  la  Géométrie 
descriptive. 

Dans  ce  premier  volume  l'auteur  examine  successivement  les  difl*érentes 
méthodes  de  projections  de  la  Géométrie  descriptive;  il  les  présente  avec 
beaucoup  de  netteté,  sans  développements  inutiles.  Ce  sont  les  méthodes  de 
la  projection   orthogonale,   d'après  Monge,   de  la  projection  centrale,  des 
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plans  cotés  et  de  raxonométrié,  ainsi  que  Tapplication  à  l'étude  théorique 

des  deux  problèmes  fondamentaux  de  la  photogrammétrie. 

n  y  a  là,  sous  une  forme  très  restreinte,  les  notions  essentielles  que  doit 

eonnaitre  l'étudiant  dans  les  diverses  parties  de  la  Géométrie  descriptive 

conçue  au  point  de  vue  moderne.  La  méthode  d'exposition  est  d'une  belle 

clarté,  il  n'est  guère  besoin  de  le  dire  ;  elle  fait  intervenir  non  seulement  la 

Géométrie  élémentaire  et  l'homographie,  mais  aussi  la  Trigonométrie  et  la 

Géométrie  analytique.   L'auteur  estime  avec  raison  qu'on  doit  faire  appel  à 

toutes  les  connaissances  mathématiques  des  étudiants. 

H.  Fehr. 

A.  Lanner.  —  Neaere  Darstellangen  der  Gmndprobleme  der  reinen  Mathe- 
matik  im  Bereiche  der  Mitteltchiile.  —  1  vol.  in-8o;  122  p.,  3  Mk.  ; 

O.  Salle,  Berlin. 

L'auteur  limite  le  domaine  des  mathématiques  pures,  dont  il  est  question 
dans  le  titre,  à  l'Arithmétique  et  à  l'Algèbre  élémentaire.  Il  s'est  proposé 
de  faire  un  exposé  théorique  des  notions  fondamentales  qui  entrent  ou  qui 
devraient  entrer  dans  les  programmes  de  l'enseignement  des  écoles  moyen- 
nes, en  teûant  compte  de  l'état  actuel  de  la  science  et  des  méthodes  d'en» 
seignement.  Le  point  de  départ  est  constitué  par  la  notion  de  nombre, 
puis  viennent  les  opérations  et  les  extensions  successives  de  la  notion  de  nom- 
bre. II  n'y  a  guère  d'intérêt  à  énumérer  les  sujets  traités,  qui  sont  ceux  qui  se 
trouvent  généralement  dans  la  plupart  des  manuels.  L'auteur  s'arrête  aux  pre- 
mières notions  de  dérivées  et  d'intégrales.  Il  traite  en  outre  de  l'analyse 
combinatoire  et  du  calcul  des  probabilités.  L'ordre  suivi  surprend  parfois 
le  lecteur,  d'autant  plus  qu'il  n'y  a  aucune  division  en  chapitres.  C'est  une 
succession  de  paragraphes  non  numérotés  et  dont  on  ne  donne  pas  même 
un  aperçu  d'ensemble  par  une  table  des  matières  ou  une  table  alphabéti- 
que des  sujets  traités. 

Abstraction  faite  de  ces  lacunes,  l'ouvrage  de  M.  Lanner  donne  un  excel- 
lent aperçu  des  éléments  d'Arithmétique  et  d'Algèbre  dans  leur  développe- 
ment historique  et  logique. 

H,  F. 

Ed.  Maillet.  —  Introduction  à  la  théorie  des  nombres  transcendants  et 
des  propriétés  arithmétiques  des  fonctions.  ^  1  vol.  gr.  in-8o,  v.275  p.  ; 

12  fr.  ;  Gaulhier-Villars,  Paris. 

En  réunissant  en  un  volume  les  propriétés  connues  de  la  théorie  des 
nombres  transcendants,  M.  Maillet  a  rendu  un  grand  service  à  la  science. 
Les  analystes  lui  sauront  gré  de  ce  travail  pour  lequel  il  était  particulière- 
ment qualifié. 

On  sait  qu'on  appelle  nombres  transcendants  les  nombres  qui  ne  sont  ra- 
cines d'aucune  opération  algébrique  à  coefficients  entiers.  Les  étudiants  sa- 
vent, par  ouï-dire,  que  e  et  ir  sont  transcendants,  mais  ils  ignorent  généra- 
lement la  démontration.  Il  est  vrai  que  la  théorie  des  nombres  transcen- 
dants est  encore  à  ses  débuts  et  que  les  propriétés  connues  n'ont  guère  en- 
core pénétré  dans  l'enseignement  et  dans  les  traités. 

Grâce  au  livre  de  M.  Maillet,  ces  propriétés  deviennent  accessibles  aux 
étudiants  ;  elles  peuvent  être  étudiées  par  tout  licencié  es  sciences  mathé- 
matiques. Nous  signalons  ce  livre  tout  particulièrement  à  ceux  qui,  attiré 
par  les  belles  théories  de  l'Algèbre  supérieure,  sont  à  la  recherche  de  quel- 
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que  sujet  de  thèse.  L'auteur  eo  si^sle  fréquemment  au  cours  de  son  exposé 
^▼oir  note  p.  273),  car  c'est  un  domaine  encore  neuf. 

Les  questions  traitées  ont  nécessairement  de  nombreux  points  de  contact 
avec  la  théorie  des  fonctions  entières.  L'auteur  en  tient  largement  compte 
.  dans  son  exposé  et  dans  l'index  bibliographiques. 

Voici  la  table  des  matières  traitées  : 

I.  Quelques  propriétés  des  fractions  continues,  —  II.  Conditions  suffisant 
tes  pour  qu'un  nombre  soit  transcendant;  nombres  de  Liouville.  —  III.  Pro- 
priétés arithmétiques  des  nombres  de  Liouville.  —  IV.  Les  nombres  trans- 
cendants considérés  comme  racines  de  séries  infinies  ou  de  fractions  conti- 
nues. —  V.  Fonctions  génératrices  de  nombres  transcendants.  —  VI.  Sur 
la  classification  des  nombres  irrationnels  ou  transcendants.  —  VIL  Les  frac- 
tions décimales  et  les  fractions  continues  quasi-périodiques.  —  VIII.  Quel- 
ques propriétés  arithmétiques  des  racines  des  équations  transcendantes.  — 

IX.  Transcendance  de  e  et  tt  ;   impossibilité  de  la  quadrature  du  cercle.  — 

X.  Extension  aux  séries  à  coeflicients  rationnels  des  propriétés  des  polynô- 
mes à  coefficients  rationnels.  —  XL  Ponctions  symétriques.  —  XII.  Sur 
l'extension  de  la  notion  de  divisibilité  et  de  réductibilité  aux  fonctions  en- 
tières. —  Notes  :  I.  sur  la  classification  des  fonctions  entières.  —  IL  Sur 
l'ordre  des  nombres  de  Liouville.  ~-  III.  Sur  les  fonctions  hypertranscen- 
dantes.  —  IV.  Bibliographie.  H.  P. 

J.  Neubbro.  —  Cours  d'algèbre  snpérionre  ;  nouvelle  édition,  revue  et  aug- 
mentée ;  1  vol.gr.  in-8,  299p.  :  prix  7  fr.  50;  Hermann,  Paris;  E.  Gnuse, 

Liège,  1907. 

< 

Cette  nouvelle  édition  du  cours  de  l'éminent  professeur  à  l'Université  de 
Liège  reflète,  comme  la  précédente,  les  qualités  de  clarté,  d'ordre,  de  mé- 
thode qui  caractérisent  son  enseignement  et  qui  n'excluent  ni  la  sagacité, 
ni  l'esprit  d'invention.  Il  y  a  introduit  quelques  modifications  et  additions 
suggérées  par  l'expérience  de  l'enseignement. 

En  dépit  du  titre,  on  ne  doit  pas  s'attendre  à  trouver  dans  cet  excellent 
livre  le  développement  des  sujets  que  nous  classons  aujourd'hui  d'habitude 
sous  cette  dénomination  c  d'Algèbre  supérieur.  »  C'est  plutôt  comme  on  va 
pouvoir  s'en  rendre  compte,  un  cours  d'Algèbre  de  mathématiques  spéciales, 
pour  parler  le  langage  usité  en  France.  Ceci,  du  reste,  n'en  diminue  eu  rien 
la  valeur  ;  ce  n'est  pas  la  nature  des  matières,  mais  bien  le  talent  d'exposi- 
tion qui  fait  le  mérite  d'un  livre  ;  et  aux  critiques  qui  voudraient  reprocher 
à  Fauteur  d'avoir  traité  de  questions  relativement  élémentaires,  nous  serions 
en  droit  de  répliquer  qu'il  reste  en  tous  cas  quelque  chose  de  supérieur,  et 
que  c'est  l'ouvrage  lui-même. 

Je  ne  sais  du  reste  pourquoi  l'on  s'obstine  à  employer  ces  dénominations 
qui  ne  répondent  à  rien  de  précis  et  n'ont  de  sens  que  par  comparaison.  La 
science,  dans  toutes  ses  branches,  forme  une  chaîne  ininterrompue  depuis 
les  premiers  éléments,  jusqu'aux  plus  hautes  théories  actuelles;  cette  chaîne 
se  prolonge  sans  limites,  s'allonge  indéfiniment  par  le  jeu  des  découvertes 
nouvelles  et  de  l'incessant  progrès.  Telle  théorie  appartenant  aux  plus  hautes 
régions,  actuellement,  deviendra  peut  être  classique  un  jour  et  tombera 
dans  le  domaine  des  éléments. 

Quoiqu'il  en  soit,  le  cours  publié  par  M.  Neuberg  s'occupe  de  questions  dé- 
passant les  éléments  et  tout  particulièrement  de  la  théorie  des  équations.  Il  se 
divise  en  dix-neuf  chapitres,  dont  il  nous  semble  utile  d'énumérer  les  titres  : 
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Imaginaires.  -^  Détc^rminants.  —  Equations  linéaires.  —  Premiers  élé- 
ments de  la  théorie  des  fonctions.  —  Principes  sur  les  équations  algébri- 
ques ;  —  Transformation  des  équations  ;  limites  des  racines.  —  Théorème 
de  Descartes.  —  Recherche  des  racines  commeosurables.  —  Des  solutions 
communes  à  deux  équations.  —  Théorie  des  racines  égales.  —  Théorème 
de  Kolle.  —  Théorème  de  Sturm.  —  Equations  réciproques.  —  Equations 
binômes.  —  Equations  du  troisième  degré  et  du  quatrième  degré.  —  Re- 
cherche des  racines  incommensurables.  —  Décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles. —  Théorie  des  diCférences.  —  Ponctions  symétriques. 

Dix  Notes  complètent  Touvrage  ;  elles  sont  intitulées  : 

Bibliographie.  —  Origines  de  l'Algèbre.  —  Développements  successifs  de 
l'Algèbre.  —  Sur  la  notion  de  fonction.  —  Sur  les  nombres  complexes.  — 
Sur  les  déterminants.  —  Sur  les  nombres  irrationnels.  —  Sur  la  notion  de 
limite.  —  Sur  le  théorème  de  d'Alembert.  —  Sur  le  calcul  des  diflerences. 

La  plupart  de  ces  notes,  très  brèves»  ont  un  caractère  historique,  et  four- 
nissent au  lecteur  des  renseignements  sommaires,  mais  précis,  sur  des  points 
généralement  inconnus  des  élèves,  malgré  l'intérêt  qu'ils  préseDtent. 

A  la  suite  de  chaque  chapitre,  figurent  quelques  exercices  habituelle- 
ment peu  nombreux,  mais  bien  choisis,  accompagnés  souvent  de  quelques 
notes. 

Ce  qui  caractérise  essentiellement  l'ouvrage  de  M.  Neuberg,  c'est  que,  sur 
chaque  sujet  traité,  on  trouve  les  développements  vraiment  nécessaires 
pour  une  étude  sérieuse  et  une  connaissance  complète.  Les  digressions,  les 
considérations  latérales  sont  soigneusement  évitées  ;  c'est  une  tentation 
à  laquelle  les  auteurs  ne  savent  pas  toujours  résister  ;  mais  quand  on  s'y 
laisse  aller,  et  qu'il  sagit  d'un  livre  à  l'usage  des  élèves,  le  résultat,  pour 
ces  derniers,  est  bien  funeste  ;  ils  errent  à  l'aventure  comme  dans  un  laby- 
rinthe mal  éclairé,  redoutant  toujours  de  s'engager  dans  un  sentier  sans  issue. 

Ici,  c'est  tout  le  contraire  -,  la  route  est  bien  jalonnée,  et  le  guide  est  sûr. 
Ce  livre  sera  précieux  pour  les  étudiants  de  Belgique,  mats  il  serait  à  dési- 
rer que  les  bons  élèves,  dans  tous  les  pays,  pussent  le  consulter  et  le  lire. 
Ils  y  trouveraient  une  consolidation  des  connaissances  qu'ils  commencent  à 
posséder,  et  ils  en  tireraient  grand  profit  pour  le  perfectionnement  de  leur 
esprit  mathématique,  C.  A.   Laisant. 

P.  Rozé.  —  Théorie  et  usage  delà  règle  à  calcule.  Règle  des  écoles,  règle 

Mannheim.  —  1  vol.  gr.  in-8,  IV-118   p.,  85  fig.  et  1  pi.  ;  3  fr.  50  ;  Gau- 
thier-VilIars.  Paris. 

La  règle  à  calculs  employée  depuis  plus  d'un  siècle,  perfectionnée  de 
façon  remarquable  en  1851  par  le  colonel  Mannheim,  alors  sous-lieutenant 
à  rïDcole  d'application  de  Metz,  s'est  répandue  peu  à  peu  et  n  servi  de  mo- 
dèle pour  la  construction  d'un  grand  nombre  d'autres  règles  spécialement 
ordonnées  eu  vue  des  diverses  applications.  Un  dernier  perfectionnement, 
relativement  récent,  dû  au  professeur  Tserepachinsky,  a  permis  de  rattacher 
chaque  opération  à  une  régie  unique  et,  par  suite,  de  décharger  la  mémoire 
du  calculateur,  qui,  après  un  exercice  suffisant,  peut  effectuer  les  opérations 
machinalement,  sans  effort. 

Cette  modification  permet  en  même  temps  d'obtenir  tous  les  résultats  de 
calculs  arithmétiques  avec  une  précision  double  pour  des  instruments  de 
mêmes  dimensions 
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Les  ittstrumenls  les  plus  répandus  aujourd*hui  sont  :  la  règle  Manubeim, 
telle  qu'elle  s  été  imaginée  dès  1851  ;  la  règle  des  Ecoles  et  la  règle  Beghm 
qui  comportent  toutes  deux  la  modification  Tserepaohinsky.  Ce  sont  sur* 
tout  ces  deux  types  de  règles  que  l'auteur  examine  dans  ce  petit  vo- 
lume. 

D'une  façon  générale,  il  préconise  arec  grande  raison  l'usage  de  ces 
petits  instruments  qui  permettent  d'obtenir  des  résultats  de  calcul  avec 
3  ou  4  chiffres  significatifs  exacts,  et  cela,  au  prix  d'un  apprentissage  de 
quelques  semaines. 

Le  chapitre  \*^  (progressions  et  logarithmes)  contieût  un  exposé  rapide 
de  la  théorie  des  logarithmes,  sous  une  forme  géométrique»  en  vue  de  l'ap- 
plication aux  échelles  logarithmiques.  Vient  ensuite  une  description  des 
dispositions  Mannheim  et  Tserepachinsky  ;  cette  dernière,  appliquée  à  la 
règle  des  Ecoles,  consiste  dans  un  décalage  des  échelles  supérieures,  de  la 
moitié  de  leur  longueur.  Les  chiffres  i  (indicateurs)  sont  alors  au  milieu 
de  la  règle  et  de  la  réglette.  Le  chapitre  se  termine  par  de  très  utiles 
généralités  sur  la  lecture  des  échelles. 

Dans  le  chapitre  II  se  trouve  une  description  détaillée  de  la  règle  des 
Ecoles,  que  nous  ne  pouvons  songer  à  analyser  ici.  La  nouvelle  disposition 
essentielle  consiste  dans  un  curseur  muni  de  deux  traits,  qui  peut  glisser 
tout  le  long  de  la  règle.  De  nombreux  exemples  sont  donnés  pour  la  prati- 
que des  diverses  opérations. 

Le  chapitre  III  est  consacré  à  la  règle  de  Mannheim  II  est  spécialement 
intéressant  de  lire  le  dernier  paragraphe  (précision  des  résultats)  eu  le 
rapprochant  du  paragraphe  analogue  du  chapitre  II. 

Le  chapitre  IV  se  rapporte  aux  applications  de  la  règle  à  calculs.  Il 
débute  par  des  considérations  très  justes  sur  la  manière  d'exécuter  les 
calculs  numériques,  où  l'auteur  a  eu  l'heureuse  idée  d'introduire  une 
page  de  Lagrange,  assurément  trop  oubliée  aujourd'hui.  Les  applications 
indiquées  sont  relatives  à  l'Arithmétique,  la  Géométrie,  la  Trigonométrie, 
l'Astronomie,  la  Mécanique  et  la  Physique. 

Enfin,  dans  le  dernier  chapitre  (choix  et  construction  d'une  règle)  l'auteur 
donne  brièvement  quelques  indications  pratiques  fort  utiles. 

Nous  ne  saurions  assez  conseiller  la  lecture  du  petit  volume  de  M.  Rozé, 
—  et  surtout  la  pratique  de  la  règle  à  calculs  —  à  toutes  les  personnes  qui 
se  trouvent  appelées  à  faire  de  la  mathématique  appliquée. 

C.-A.  Laisant. 

E.  Vessiot.  —  Leçons  de  Géométrie  sapérieare  professées  en  1905-1906  à 

l'Université  de  Lyon,  rédigées  par  M.  Anzemberger.  —  1  vol.  in-i»,  au- 
tographié,  322  p.  ;  12  fr.;  Imprimeries  réunies,  Lyon;  Librairie  Hermann, 
Paris. 

Ces  Leçons  s'adressent  aux  étudiants  qui  désirent  s  initier  à  la  géométrie 
supérieure  ;  elles  leur  fournissent  une  excellente  préparation  k  l'étude  des 
ouvrages  sur  la  théorie  des  surfaces  et  des  mémoires  originaux.  L'auteur 
reprend  les  notions  les  plus  importantes  de  la  théorie  des  courbes  gauches 
et  des  surfaces  et  met  en  évidence  le  rôle  fondamental  que  jouent  les  for- 
mules de   Frenet    et   les  deux  formes  quadratiques  différenUelles  de  Gauss. 

L'étude  des  systèmes  de  droites  et  de  leur  application  à  la  théorie  des 
surfaces  forme  l'objet  principal  de  l'ouvrage.  Elle  est  présentée  sous  la 
forme  la  plus  analytique  avec  discussion   approfondie  des  résultats.  L'on- 
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yrage  se  termine  par  un  très  intéressant  exposé  des  systèmes  de  sphères 
et  des  systèmes  cycliques  de  Ribaucour. 

Voici  les  titres  des  treize  chapitres  que  renferme  cet  ouvrage  : 
Révision  des  points  essentiels  de  la  théorie  des  courbes  gauches  et  des 
surfaces  développables. —  Surfaces. —  Etude  des  éléments  fondamentaux 
des  courbes  d'une  surface.  —  Les  six  invariants.  La  courbure  totale.  Sur- 
faces réglées.  —  Congruences  de  droites.  —  Congruences  de  normales.  ^- 
Les  congruences  de   droites  et  les    correspondances   entre   deux  surfaces. 

—  Complexes  de  droites.  —  Complexes  linéaires.  —  Transformations  dua- 
listiques.  Transformation  de  Sophus  Lie.  —  Systèmes  triples  orthogonaux. 

—  Congruences  de  sphères  et  systèmes  cycliques.  -^  Exercices.         H.  F. 

H.  Wbber  u.  J.  Wbllstein.  —  Encyklopâdie  der  Elementar-Mathematik. 

Ein  Handbuch  fur  Lehrer  u.  Studierende.  III.  Angewandte  Elementar^ 
Mathemaiik.  —  1  vol.  relié,  666  p.;  14  Mk.  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

On  sait  que  le  premier  volume  de  ce  traité  est  consacré  à  l'arithmétique 
et  à  l'algèbre,  tandis  que  le  second  donne  un  exposé  très  remarquable  des 
méthodes  et  propriétés  essentielles  qui  forment  la  Géométrie  élémentaire. 
Ce  dernier  volume  apporte  des  applications  des  éléments  d'Algèbre  et  de 
Géométrie  à  quelques-uns  des  domaines  des  mathématiques  appliquées.  Les 
auteurs  n'ont  pas  cherché  à  être  complets,  car  il  s'agit  d'un  traité  plutôt 
que  d'une  encyclopédie  au  sens  habituel  du  terme.  Mais  les  chapitres  qu'ils 
ont  abordés  sont  approfondis  et  exposés  d'une  façon  remarquable.  Nous  n*en 
ferons  pas  l'énumération,  nous  nous  bornerons  à  indiquer  les  cinq  sections 
dont  se  compose  l'ouvrage  :  I.  Mécanique  ;  géométrie  vectorielle  ;  statique 
analytique;  dynamique.  —  II.  Lignes  de  forces  électriques  et  magnétiques; 
électricité  et  magnétisme  ;  électromagnétisme.  —  III.  Calcul  des  probable 
lités ;  méthode  des  moindres  carrés.  —  Méthodes  graphiques  \  projections 
sur  un  plan,  sur  deux  plans  ;  statique  graphique  et  applications. 

Les  auteurs  se  sont  limités  à  ces  quelques  domaines,  très  importants  il 
est  vrai.  Us  ont  tenu  principalement  à  montrer  la  façon  dont  les  mathéma- 
tiques interviennent  dans  les  applications  et,  à  ce  point  de  vue,  leur  exposé, 
toujours  précis  et  clair,  est  très  suggestif  pour  l'étudiant  comme  pour  le 
maître.  La  portée  de  l'ouvrage  serait  encore  plus  grande  si,  comme  on  le 
demande  chaque  jour  davantage  dans  l'enseignement,  les  auteurs  avaient  fait 
une  place,  dans  le  premier  volume,  aux  notions  fondamentales  si  importantes 
de  dérivée  et  d'intégrale.  H.  F. 
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—  H.  PoiKCARB  :  Sur  l'uniformisation  des  fonctions  analytiques.  — 
L.  ScHLBsiNGBR  1  Sur  la  solution  du  problème  de  Riemann.  —  Ed.  Husson  : 
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Atti  dalla  Raale  Accadamia  dei  Lincei.  Anno  CCCIV,  Rendiconti.  Vol.  XVI. 

Janvier*Juin  1907.  Rome. 

PiifCBBRLE  :  Sopra  l'estensione  agli  sviluppi  assintotici  di  un  teorema  del 
sig.  HiTRWiTz.  —  P.  PizzETTi:  Paragone  fra  due  triangoli  geodetici  a  lati  uguali. 

—  E.  Almarsi  :  Sulle  equazioni  dcH'clasticità.  —  E.  Almansi  :  Sopra  una 
classe  particolare  di  deformazioni  e  spostamenti  polidromi  dei  solidi  cilin- 
drici.  —  P.  DuHBM  :  Lbonardo  da  Vinci.  —  V.  Cerruti  :  Commemorazione 
del  prof,  E.  Cesaro.  —  Henri  Lebesgue  :  Encore  une  observation  sur  les 
fonctions  dérivées.  —  P.  Pizzetti  :  Paragone  fra  gli  angoli  di  due  triangoli 
geodetici  di  eguali  lati.  —  G.  Fubini  :  Il  problema  di  Dirichlbt  considerato 
come  limite  di  un  ordinario  problema  di  minimo.  —  G.  Fubiri  :  Di  alcuni 
nuovi  problemi,  ai  quali  è  applicabile  il  principio  di  Dirichlbt.  —  S.  Me- 
Dici  :  Sopra  una  questione  di  minimo,  che  si  riconette  col  problema  di 
Dirichlbt.  —  Th.  De  Donder  :  Sur  les  formes  différentielles  m-iinéaires.  — 
Henri  Lbbbsgce  :  Sur  la  recherche  des  fonctions  primitives  par  l'intégration. 

—  L.  De  Marchi:  Teoria  elastica  délie  dislocazioni  tectoniche.  —  F.  Exri- 
QUE8  e  F.  Severi  :  Intornoaile  superficie  iperellittiche.  —  P.  Pizzetti  :  Corol- 
lari  del  teorema  relativo  al  paragone  fra  due  triangoli  geodetici  di  uguali 
lati.  —  G.  Baguera  c  M.  de  Fra?cchis  :  Sopra  le  superficie   algebriche   che 
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hanno  le  coordinate  del  panto  generico  esprimibili  con  funzioni  meromorfe 
quadruplameote  periodiche  di  du  parametri.  —  Michèle  Cipolla  :  SuDa  ri- 
soluzione  apiristica  délie  congruenze  binomie.  —  G.  Fubini  :  Sugli  integrali 
multipli.  —  Luigi  Bianghi  :  Sulle  Irasformazioni  délie  superficie  applicabili 
sulle  quadriche.  —  Luigi  Behzolari  :  Sopra  la  configurazione  di  Kummbr  e 
il  8UO  inlervento  nella  teoria  délie  cubiche  gobbe.  —  R.  Margolongo  :  La 
teoria  délie  equazioni  integrali  e  le  sue  applicazioni  alla  Fisica-matematica. 

—  Giuseppe  Picciati  :  Sull'equazione  délia  propagazione  del  calore  in  un 
filo.  —  E.  Almansi  :  Un  teorema  sulle  deformazioni  elastiche  dei  solidi  îso- 
tropi.  —  Luigi  De  Marchi  :  La  teoria  elastica  dell'isostasi  terrestre.  — 
Eugenio-Elia  Lbvi  :  Sulle  equazioni-  lineari  aile  derîvate  pa^iali  totalmente 
ellitticlie.  —  Luciano  Orlando  :  Sopra  alcuni  problemi  di  aerodinamica.  — 
Giuseppe  Picciati  :  Sul   moto  di  una  sfera  in   un  liquido  viscoso.  — ^  C.  Ro- 

-  sATi  :  Un'osservazione  sugli  inviluppi  dei  sistemi  algebrici  di  rurve  apparte- 
nenti  ad  una  superficie  algebrica. 

Balifltin  of  the  American  Mathematical  Society.  New- York.  Vol.  XIII. 

N<J»  7  à  10  (avril-juillet,  1907).  —  G.  A.  Bliss  :  The  construction  of  a  Field 

•  oî  extremals  about  a  given  Point.  —  W.  R.  Longley  :  Some  particular  solutions 

in  the   problem  of  n  bodiés.  —  Arth.   Ranum  :   On  the  matrices    of  Period 

a  pdwer  oï  p  is  Jordan's  linear  congruencè  groups,  modulo  p^.  —  D.  C.  Gil- 

-  LEsi»iE  :  On  the  construction  of  an  intégral  of  Lagrange's  Equations  in  the 
calCulus  of  variations. — 'E.  R  Hedrick  :  On  a  Final  Form  of  the  Theorem 

.  of  tlniform   Continuity.  —  G.  A.  Miller  :  The  Groups  Geuerated  by  three 

-  OpferjLtors  Each  of  Which  is  the  Product  of  the  Other  Two.  —  R.  D.  Car- 
NidttA^L  :  A  Table  of  Multiply  Perfect  Numbers.  —  L.  E.  Dickson  :  The  Sym- 
metric   Group  on  Eight  Letters  and  the  Senary  First   Hypoabelian  Group. 

.— .  J.  Edmund  Wright  :  Double  Points  of  Unicursal  Curves.  —  David-Eu- 
gèaje  Smith  :  The  Mathematical  Tablets  of  Nippur.  —  H.  S.  White  :  Os- 
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Paul  Saurel  :  On  the  Distance  Irom  a  Point  to  a  Surface.  —  Wm.  F.  Osgood: 

.The  Calculus  in  our  Collèges  and  Technical  Schools  (Presidential  Adress). 

—  L.  E.  Dickson  :  Modular  Theory  of  Group  Characters.  —  Joseph  Lipke  : 
On  the  Shortest  Distance  Between  Consécutive  Straight  Lines.  —  G.  A. 
Miller  :  Note  on  the  Commutator  of  two  Operalors,  —  D.  N.  Leumer  :  A 
Theorem  in  the  Theory  of  Numbers.  —  Clevel«ind  Abbb  :  Projections  oi  the 
Globe  Appropriate  for  Laboratory  Methods  of  Studying  the  General  Circu- 
lation of  the  Atmosphère. 

Comptes  rendus  des  séances  de  rAcadômie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 

parles  secrétaires  perpétuels.  Gauthier-Villars,  Paris.  Tome  141.  1907. 

21  mai.  —  Hadamard  :  Sur  la  variation  des  intégrales  doubles.  —  Car- 
ton *  Sur  les  groupes  de  transformations  continus.  —  Barré  :  Sur  les  sur- 
faces engendrées  par  une  hélice  circulaire. 

.  27  mai.  —  E.  Fischer  :  Applications  d'un  théorème  sur  la  convergence  en 
moyenne. 

3  juin.  —  C.  Caratheodory  :  Sur  quelques  applications  du  théorème  de 
Landau-Picard.  —  E.  Goursat  :  Sur  les  invariants  intégraux.  —  Loewy  et 
PuisEUX  :  Sur  les  origines  des  accidents  du  sol  lunaire. 

10  juin.  —  G.  TziTZÉicA  :  Sur  une  nouvelle  classe  de  surfaces. 
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17  juin.  —  W.  Stekloff  :  Sur  le  développement  d'une  fonction  arbitraire 
en  série  infinies.  —  Barr6  :  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  cir- 
culaire. —  L.  PiLLOUx  :  Sur  l'intégration  de  l'hodographe. 

24  juin.  —  Fr.  Riesz  :  Sur  une  espèce  de  Géométrie  analytique  du  système 
de  fonctions  sommables.  —  A  Korn  :  Sur  l'équation  fonctionnelle  de  Fred* 
holm.  —  M.  Fréghet  :  Sur  les  ensembles  de  fonctions  et  les  opérations 
linéaires. 

l***  Juillet.  —  G.  HvMBSRT  :  Quelques  formules  relatives  aux  numbres  de 
classes  des  formes  quadratiques.  —  P.  Boutkoux  :  Sur  les  intégrales  de 
Téquation  différentielle  y  -|-  Aj^  4*  ^J^  =  0.  —  Eug.  Fabry  :  Courbes 
algébriques  à  torsion  constante. 

8  juillet.  —  A.  Danjoy  :  Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini. 

16  juillet.  —  Caratheodory  et  Féjer  :  Remarques  sur  le  théorème  de 
Jensen.  —  Barré  :  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire.  — 
GoNNEssiAT  et  Fayet  .'  Sur  la  méthode  de  M.  Loewy  pour  l'étude  des  cercles 
divisés.  —  A.  Korx  :  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  théorie  de  l'élasticité. 

29  juillet.  —  H.  Bourget  :  Sur  un  point  de  la  théorie  du  Soleif  de  M.  Ju- 
lius.  —  De  SicuiBR  :  Sur  les  représentations  linéaires  homogènes  des  grou- 
pes finis.  —  Chazy  :  Sur  les  équations  différentielles  de  3«  ardre  à  points 
critiques  fixes.  —  Garnier  :  Sur  les  équations  différentielles  du  3<>  ordre 
dont  l'intégrale  est  uniforme.  —  J.  Massau  :  Sur  la  représentation  des  opé- 
rations entières  de  degrés  quelconques. 

5  août.  —  H.  Poincaré  :  Rapport  présenté  au  nom  de  la  Commission 
chargée  du  contrôle  scientifique  des  opérations  géodésiques  de  l'équateur, 

12  août.  —  G.  Remoundos  :.  Sur  les  courbes  intégrales  des  équations 
différentielles.  —  A.  Tchernychewsky  :  Les  choix  ;  combinaisons  générales. 

19  août.  —  Lbvi-Civita  :  Sur  le  mouvement  de  l'électricité  sans  liaisons 
ni  force  extérieure. 

26  août.  —  L.  Fejer  :  Sur  les  racines  de  moindre  module  d'une  équation 
algébrique. 

7  octobre.  — M.  Riesz  :  Sur  les  séries  trigonométriques. 

14  octobre.  —  A.  Buhl  :  Sur  la    sommabilité  des   séries   de  Laurent.  — 

« 

Et.  Delassus  :  Sur  les  invariants  des  systèmes  différentiels.  —  T.  Bogcio  : 
Un  théorème  sur  les  équations  intégrales. 

21  octobre.  —  G.  Humbert  :  Quelques  formules  relatives  aux  minima  des 
classes  de  formes  quadratiques  binéaires  et  positives,  —  G.  Goursat  :  Sur 
les  équations  intégrales.  —  P.  Boutroux  :  Sur  les  ihtégrales  de  l'équation 
différentielle  /  -|-  Ay^  +  Bf  =  0. 

28  octobre.  —  P.  Boutroux  :  Sur  les  points  critiques  transcendants  et  sur 
les  fonctions  inverses  des  fbuctions  entières. 

11  novembre.  —  Ed.  Maillet  :  Sur  les  fractions  continues  algébriques.  — 
A.  Mti^ler  :  Sur  les  solutions  périodiques  de  l'équation  ^u  4-  <k(^i  Jt  2)u  i=  0. 

25  novembre.  —  Lalbsco  :  Sur  l'ordre  de  la  fonction  entière  D(i)  de  Fred- 
holm.  —  Byron  Heywood  :  Sur  quelques  points  de  U  théorie  des  fonctions 
fondamentales  relatives  à  certaines  équations  intégrales.  —  Montel  :  Sur  les 
points  irréguliers  des  séries  convergentes  de  fonctions  analytiques.  — 
H.  DuLAc  :  Sur  quelques  propriétés  des  intégrales  passant  par  un  point 
singulier  d'une  équation  différentielle. 

2  déc.  —  Séance  publique  annuelle  ;  proclamation  de  la  liste  des  prix  dé- 
cernés (v.  Chronique,  p.  71-74  de  ce  fascicule). 

9  déc.  TziTZ^iCA  :  Sur  certaines  surfaces  réglées. —  A.  Buhl  :  Surlapermu- 
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tatton  des  intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles.  —  Lai^bsco  : 
Sur  la  fonction  D(>)  de  Fredholm.  —  Riguier  :  Sur  certains  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles.  —  ^ug.  et  Fr.  Cosserat  :  Sur  la  mécanique 
générale. 

16  déc.  —  Egoroff  :  Sur  la  transformation  de  La  place  et  les  systèmes 
conjugués  persistants.  —  De  Segcibr  :  Sur  la  théorie  des  matrices.  — 
Chazt  :  Sur  les  équations  différentielles  de  troisième  ordre  ;  points  critiques 
fixes.  -^  Saltykow  :  Sur  les  transformations  infinitésimales  et  les  fonctions 
adjointes. 

dO  déc.  —  E.  Wjslsch  :   Sur  les  invariants  différentiels  vectoriels  et  la 

théorie  des  formes  binaires.   —   Holmgrbn  :  Sur  l'équation   -r-s  =  -r-  .     — 

^  aJT        dy 

E.  Cartan  :  Sur  la  définition  de  l'aire  d'une  portion  de  surface  courbe.   — 

P.  BouTROUx  :  Sur  les  fonctions  inverses  des  fonctions  entières.   —   Eug.  et 

Fr.  Cosserat  :  Sur  la  statique  de  la  ligne  déformable.   —   Edm.  Maillet  : 

Sur  la  décomposition  d'un  nombre  en  une  somme  de  puissances  huitièmes 

d'entiers.   —  H.  Andoyer  :  Sur  la  théorie  de  la  lune.   —  Guillot  :   Tables 

d'Uranus  et  de  Neptune. 

Giomale  di  Matematiche  di  Battaglini,  dirigé  par  A.  Capelli.  —  Pellerano. 

Naples. 

Volume  XLV,  Janvier-Août  1907.  —  E.  Jûrgens  :  11  concetto  délia  multi- 
plicità  continua  n  volte  infinita.  —  F.  Giudice  :  Sulla  dimostrazione  di  Clif- 
PORD  del  teorema  fondamentale  d'algebra.  — Pietro  Mercatanti  :  Superficie 
sovrapponibili  aile  proprie  parallèle.  —  Silvio  Minetola:  Sopra  alcuue  pro- 
prietà  delle  operazioni  di  polare.  -^  G.  Piromdini  :  Contributo  alla  teoria 
délie  caustiche  ed  anticaustiche.  —  Luigi  Galvami  :  Un  algoritmo  applicabile 
ad  alcune  série  e  sua  relazione  coi  numeri  transfiniti.  —  F.  Amodeo  :  Uno 
sguardo  allô  sviluppo  delle  scienze  matematiche  nell'evo  antico.  —  Cesare 
Spelta  :  Sul  moto  di  una  figura  rigida  piana  nel  proprio  piano.  —  M.  Lercb  : 
Sur  une  série  qui  se  présente  dans  la  théorie  du  logarithme  intégral.  --  H. 
B.  Newson  :  Copia  di  una  Lettera  al  prof.  Uco  Amaldi.  —  H.  B.  Nbwson  : 
Types  and  Continuous  Groups  of  Real  Conformai  Transformations  in  S.  — 
Felice  Ceramicola  :  La  propriété  associativa  nelle  série.  —  Isabella  Ckespi  : 
Sulle  funzioni  armoniche  di  tre  variabili  a  due  periodi.  —  Umb.  Scarpis  : 
Esposizione  elementare  délia  teoria  del  campo  di  Galois.  —  Um.  Bini  :  Sulle 
rappresentazioni  di  una  superficie  sopra  un'allra.  —  P.  Medolaghi  :  Intorno 
alcalcolo  formale  delle  probabilité.  — CesarcBiANCA  :  SuU'integrazione  délia 
equazione.  —  F.  Amodeo  :  Nuovo  elenco  delle  opère  di  Giuseppe  Battaglini 
con  cenni  riassuntivi. 

NoaTolles  Annales  de  Mathématiqnes,  dirigées  par  C.-A.  Laisa^it,  C.  Bourlbt 

et  R.  Bricard,  4»  série.  Gauthier- Yiliars,  Paris. 

T.  VII,  avril-septembre  1907.  — T.  Lalksco  :  Sur  la  composition  des  formes 
quadratiques.  —  A.  Hilaire  :  Démonstration  d*un  théorème  attribué  k  Leib- 
niz^ —  R.  B.  :  Note  sur  l'article  précédent.  —  A.  PelleT  :  Sur  la  sphère  pédale 
et  le  cercle  pédal.  —  G.  Fontené  :  Sur  le  théorème  de  Feuerbach.  — 
Georges  Re.moui«dos  :  Sur  les  forces  centrales  multiformes.  —  A.  Lau- 
REAUX  :  Divisions  homographiques  sur  une  conique.  —  Ch.  Méray  :  Sur  la 
divisibilité  des  polynômes  entiers  à  plusieurs  variables.  —  M.  Foughé  : 
Démonstration   géométrique  du   théorème  de    Dupin    relatif   aux    systèmes 
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de  trois  surfaces  qui  se  coupent  orthogonalement.  —  H.  Padé  :  Sur 
la  réduction  en  fraction  continue  canonique  de  la  fonction  e«ar-«  I      e— 'z*— *rf«. 

—  Lucien  Godbaux  :    Sur   un«   surface   remarquable  du  quatrième   ordre. 

—  E.  Mathy  :  Potentiel  d'une  couronne  circulaire .  électrique  de  lar- 
geur infiniment  mince  et  de  densité  superficielle  égale  à  l'unité.  —  E. 
Mathy:  Décomposition  en  éléments  simples  de  la  fonction  doublement 
périodique  de  seconde  espèce  ayant  un  infini  d'ordre  /i.  Formation  des 
coefficients.  — Solution  par  M.  Jean  Servais  :  Concours  d'admission  à  l'Ecole 
Polytechnique  en  1907.  Composition  d'Algèbre  et  de  Trigonométrie.  — Solu* 
tion  par  M.  Philbert  du  Plkssis  :  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique en  1907.  Composition  de  Géométrie  analytique  et  mécanique.  —  Ch. 
MiCHKL  :  Sur  un  classe  de  quartiques  gauches  unicursales.  ^-  Amsleii  :  Sur 
les  propriétés  d'addition  d'une  suite  récurrente  considérée  par  D.  Bérnoulli. 

—  Parid  Boulad  :  Sur  la  résolution  graphique  des  équations  linéaires.  — 
Parid  Boulad  :  Les  polygones  corrélatifs  des  funiculaires  et  leurs  applica- 
tions. —  R.  Albzais  :  Sur  le  calcul  d'une  fonction  analytique  dont  on  connaît 
la  partie  réelle.  —  J.  Juhel-Rénoy  :  Sur  un  problème  de  Mécanique.  — 
Lucien  Godeaux  :  Sur  une  extension  à  l'espace  d'un  théorème  de  Grassmann. 

—  Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en  1907  (Mathéma- 
tiques élémentaires)  ;  solution  par  un  anonyme.  —  Solution  par  M.  Jean 
Servais  :  Concours  d'admission  à  l'Ecole  normale  supérieure  en  1907  (pre- 
mière composition  de  Mathématiques).  —  Solution  par  M.  Jean  Servais: 
Concours  d'admission  à  l'Ecole  normale  supérieure  en  1907  (deuxième  com- 
position de  Mathématiques),  —  Certificats  de  calcul  différentiel  et  intégral. 

—  Variétés  (Association  scientifique  internationale  espérantiste).  —  Corres- 
pondance. —  Bibliographie.  —  Certificats  de  Mécanique  rationnelle.  —  Cer- 
tificats de  Mathématiques  générales.  —  Solutions  de   questions  proposées. 

Prace  matematycsno-FiaEjrczne,  dirigé  par  S.  Dicksteim.  T.  XVIII.  Varsovie. 

'W.  SiERPi?f8Ki  :  Sur  la  sommation  d'une  série.  —  A.  Denizot  :  Contribu- 
tion à  la  théorie  de  la  perspective  axonométrique.  —  G.  Mittag-Lepfler  : 
Sur  la  représentation  analytique  d'une  branche  uniforme  d'une  fonction  mo- 
nogêne. —  ZoRAwsKi  :  Notizen  aus  dem  Gebiete  der  Differentialgeometrie.  — 
G. -A.  Miller:  On  the  groupa  generated  by  two  operators  of  order  three 
whose  product  is  of- order  four. 

Proceedings  of  tJie  Londoa  Mathematical  Society.  Série  2,  vol.  5,  fasc.  1-4. 

Harold  Hilton  :  On  Sub-groups  of  a  Finile  Abeîian  Group. —  J.-E.  Camp- 
bell :  On  Bâcklund's  Transformation  and  the  Partial  Differential  Equation 
«  =  F(t,  r,  z).  — P. -A.  MacMahon  :  The  Diophantine  Equation  x^ — Ny%-=zz. 

—  E.-W.  Barnes:  The  Asymptotic  Expansion  of  Intégral  Functions  defined 
by  Generalised  Hypergeometric  Séries.  —  A.-R.  Forsyth  :  Partial  Differen- 
tial Equations  of  the  Second  Order  having  Intégral  Systems  free  from  Par- 
tial Quadratures. —  P.-W.  Wood  :  On  the  Reducibility  of  Covariants  of 
Binary  Quantins  of  Infinité  Order. —  G.>H.  Hardy:  On  the  Singularities  of 
Functions  defined  by  Taylor's  Séries  {Remarks  in  addition  to  a  former  Pa- 
per}. —  J.  Mbrger  :  On  the  Limita  of  Real  Variants.  —  E  -W.  Hobson  :  On 
Partial  Differential  Coefficients  and  on  Repeated  Limits  in  genernl.  —  Allan 
CtrnniivGHAM,  R.  E.  :  On  Hyper-even  Numbers  and  on  Fermât  Numbers.  — 
E.-W.  HoBsoTf  :  On  the  Uniform  Convergence  of  Fourier's  Séries.  —  E.-B. 
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Elliot  :  On  the  Projective  Geometry  of  a  Binary  Quartic  and  its  Hessian. 

—  L.-E.  Dickson:  Invariants  of  the  General  Form  Modulo  2. 

Rendiconti  del  Circolo  Matematica  di  Palermo,  Direttore  G.-B.  Guccia  : 

Tome  XXIII,  fasc.  1  et  2.  (le^  semestre  1907).  —  T.  Levi-Civita.  :  Scie 
eleggi  di  resistenza.  —  Emesto  Pascal  :  Su  di  una  generalizzazione  delle 
forme  differenziali  e  dei  sistemi  covarianti  del  calcolo  difierenziale  assoluto. 
Niels  NiELSEN  '  Sur  la  généralisation  d  une  formule  de  Dirichlet.  —  Guido 
FvBini  :  Il  principio  di  minimo  e  i  teoremi  'di  esistenza  per  i  problemi  al 
contomo  relativi  aile  equazioni  aile  derivate  parziali  d'ordme  pari.  — 
P.  PizzETTi  :  Sulla  questione  délia  più  conveniente  lunghezza  dei  lati  nelle 
triangolazioni  geodetiche. —  Edm.  Landau  :  Uber  die  Darstellungeiner  ganzen 
Zahls  als  Summe  von  Biquadraten.  —  J.-W.  Young  :  On  a  Class  of  Dîscon- 
tinuous  Ç-Groups  Defined  by  Normal  Curves  oflhe  FourthOrder  in  a  Space 
of  Four  Dimensions.  —  Cari  Rodenberg  :  Geodatische  Linien  auf  Polyeder- 
flâchen  (Mit  einem  Anhang  ûber  das  Verhalten  der  Geodfttischen  in  einem 
vielfachen  Punkte  einer  krummen  Floche).  —  Edm.  Landau  :  Der  Integral- 
logarithmus  und  die  Zahlentheorie  (Bemerkungen  zu  dem  Gleichnamigen 
§  39  in  Herrn  Nielsen's  Théorie  des  Integrallogarithmus  und  verwandter 
Transzendenten),  —  Alfredo  Capelli  :  Sulla  matrice  di  Sylvester  per  la 
risultante  di  due  funzioni  intere.  —  G.  Vitali  :  Suirintegrazione  per  série. 

—  Adolfo  ViTBRBi  :  Sullo  sviluppo  di  alcune  speciali  funzioni  di  una  varia- 
bile  in  série  di  funzioni  sferiche.  —  J.  Luroth  :  Zur  Transformation  der 
Koordinaten  in  Raumen  konstanter  Krûmmung.  —  U.  Sbrana  :  Le  con- 
gruenze  B^  con  superficie  média  piana.  —  Henri  Poincaré  :  Les  fonctions 
de  deux  variables  et  la  représentation  conforme,  —  Val.  Cerruti  :  Emesto 
Cesaro;  Commemorazione.  —  U.  Amaldi  :  Sui  complessi  di  rette,  che  am- 
mettono  un  gruppo  continuo  proiettivo.  —  Arnold  Emch  :  The  Configura- 
tions of  the  Points  of  Inflexion  of  a  Plane  Cubic  and  theîr  Harmonie  Polars. 
— ^  P.  PizzETTi  :  Confronto  fra  gli  angoli  di  due  triangoli  geodetici  di  eguali  lati. 

Sitsnngaberichte   der  Berliner  mathematischeii  Gesellschaft  —  Pûnfter 

Jahrgang  1906.  —  1  vol.  in-S®  ;  Teubner,  Leipzig. 

Denizot  :  Ueber  das  Foucaultsche  Peudel.  —  Flegk  :  Ueber  die  Darstel- 
lung  ganzcr  Zahlen  als  Summen  von  positiven  Kuben  und  als  Summen  von 
Biquadraten  ganzer  Zahlen.  —  Fuchs  :  Ueber  lineare  homogène  DifTerential- 
gleichungen  dritter  Ordnung  mit  nur  wesentlich  singulilren  Stellen.  — 
GÛNTSCHB  :  Heronische  Dreiecke  mit  einer  rationalen  Mitiellinie.  —  Haentz- 
scHEL  :  Ueber  die  Genauigkeit  geometrîscher  Konstruktionen. — Hessbnbbrg: 
Ueber  die  Projektion  des  raumlichen  Pjunktgîlters.  —  Jolles  :  Die  Grund- 
zûge  der  Fokaltheorie  linearer  Strahlenkongruenzen.  —  Koebe  :  Unter- 
suchung  der  birationalen  Transforraationen.  durch  welche  ein  nlgebrai- 
sches  Gebilde  vom  Range  Eins  in  sich  selbst  ûbergehl,  in  bezngaufihr 
Verhalten  bei  der  Itération  —  Koppe  :  Die  Kongruenz  x^  =  ac  (mod.  10*).  — 
Lampe  :  Ueber  angenâherte  Winkelteilungen  mit  Zirkel  und  Lineal.  — 
Mbissner  :  Ueber  systematische  Fehler  bei  Zehntelschâtzungen.  —  Rothe  : 
Ueber  die  Bekleidung  «iner  Oberfl&che  mit  einem  biegsamen  unausdehn- 
baren  Netz.  —  Schafhritlim  :  Die  Lage  der  Nullstellen  der  BesseIschen 
Funktionen  zweiter  Art.  —  Skutsch  :  Ein  Apparat  zur  Demonstrationeu  des 
astatischen  Gleichgewichts  in  der  Ebene. —  Zuhlke:  Ausfiihrung  elementar- 
geometriacher  Kontiitruktionen  bei  ungûnstigen  Lageverhâltnissen. 
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Sitsnngaberidite    der    K.    Akademie   der   Wissenschaften,    Wien.    — 

Math.-Naturw.  Klasse.  CXV.  Band,  1906.  —  Gerold's  Sohn,  Vienne. 

Davblebskt  V.  Sterneck  :  Ueber  die  scheinbare  Form  dés  HimmeUge- 
wôlbes  und  die  scheinbare  Grosse  der  Gestirne.  —  Dolbzal  :  Das  Problem 
der  sechs  Strahlen  oder  der  sieben  Puokte  in  der  Photogrammetrie.  -^ 
T.  n.  P.  Ehrenpbst  :  Bemerkung  zur  Théorie  der  Entropie  znnahme  in  der 
«  statistischen  Mech^nik  »  von  M.  Gibbs.  —  Hasenôhkl  :  Zur  Ableitung  des 
mathem.  Ausdruckes  des  zweiten  Hauptsatzes.  —  Landau  :  Ueber  den  Zu- 
sammenhang  einiger  neuerer  Sâtze  der  analytischen  Zahlentheorie. —  Mer- 
Tsns  :  a)  Ueber  die  Gestalt  der  Wurzeln  einer  Klasse  auflôsbarer  Gleichun- 
gen.  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  h)  Ueber  komplexe  Einheiten.  c)  Ueber 
die  Darstelluug  der  Legendre'schen  Symbole  der  biquadratischen,  kubischen 
Q.  bikubischen  Reste  durch  Thetareihen.  —  E.  Pick  :  a)  Natiirliche  Géomé- 
trie ebener  Transformationsgruppen.  b)  Ueber  nirgends  singulâire  lineare 
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Chacun  sait  aujourd'hui,  comme  faisant  partie  des  connais- 
sances générales  issues  de  la  création  de  la  Géométrie  non- 
euclidienne,  que  la  Trigonométrie  sphérique  est  entière- 
ment indépendante  du  postulat  des  parallèles.  Nous  nous 
étonnons  qu'on  se  soit  attardé  à  donner  une  preuve  de  ce  qui 
nous  est  maintenant  si  évident. 

Néanmoins,  te  paragraphe  le  plus  diflficile  dans  toutes  les 
Recherches  géométriques  sur  la  Théorie  des  Parallèles^  de 
Lobatchefski,  esl-il  peut-être  le  n®  35  qui  conclut  ainsi  : 
Donc  la  Trigonométrie  sphérique  est  indépendante  de  ce  que, 
dans  un  triangle  rectiligne«  la  somme  des  trois  angles  est  ou 
n'est  pas  égale  à  deux  angles  droits.  » 

C'est  ainsi  que  se  termine  de  même  le  chapitre  XI  de  ses 
Nouveaux  Eléments  :  «  Par  conséquent,  les  équations  des 
triangles  sphériques  demeurent  les  mêmes,  que  l'angle  de 
parallélisme  soit  supposé  constant  ou  variable.  »  Dans  le 
paragraphe  26  de  la  Science  absolue  de  l'Espace  de  Bolyai, 
la  Trigonométrie  sphérique  est  établie  indépendamment  du 
postulat  des  parallèles. 

Dans  son  espace  non-euclidien,  Bolyai  a  trouvé  une  sur- 
face uniforme  F  dont  la  Géométrie  propre  est  euclidienne  ; 
sa  droite,  (ou  géodésique)  est  le  cercle  limite  L.  Lobatchef- 
ski a  trouvé  la  même  surface,  et  donné  à  F  le  nom  d'horis- 
phère,  à  L  celui  d'horicycle. 

Mais,  pour  si  profond  que  lut  leur  génie,  ils  n'ont  jamais 
mis  en  doute  cette  assertion,  que  trois  points  collinéaires 
étant  donnés,  un  et  un  seul  est  toujours  compris  entre  les 
deux  autres.  Comme  conséquence,  la  droite  était  pour  eux 
d'essence  non  fermée,  et  de  longueur  infinie.  Ainsi,  ils  ne 
placèrent  pas  la  Géométrie  caractéristique  de  la  sphère  au 
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même  rang  que  celle  de  Thorisphère,  et  la  Géométrie  non- 
euclidienne  de  l'espace  fini  demeura  insoupçonnée  d'eux. 

Ni  l'un  ni  l'autre  n'eut  la  conception  que  l'espace  entier 
pouvait  être  fini;  le  cercle  limite,  de  longueur  infinie,  était 
bien  considéré  par  eux  comme  la  droite  de  Thorisphère, 
mais  le  grand  cercle  fini  ne  leur  apparaissait  pas  comme  la 
droite  de  la  sphère. 

Il  était  réservé  à  Riemann  d'émettre  cette  idée  que  la  ligne 
droite,  quoique  illimitée,  pouvait  bien  n'être  pas  nécessai- 
rement infinie,  et  il  en  est  résulté  une  nouvelle  Géométrie 
non-euclidienne,  à  laquelle  nous  donnons  aujourd'hui  son 
nom. 

Beltrami  a  montré  que  dans  l'espace  euclidien  il  peut  exis- 
ter une  surface  dont  une  partie  est  capable  de  représenter 
une  partie  du  plan  de  Bolyai  :  c'est  la  surface  à  courbure 
négative  constante,  \di  pseudosphère,  A  la  vérité,  il  est  impos- 
sible de  représenter  le  plan  entier  de  Bolyai  au  moyen  d'une 
surface  de  Beltrami  privée  de  points  singuliers  ;  néanmoins,  en 
désignant  sous  le  nom  de  pseudosphères  les  surfaces  de  révo- 
lution qui  ont  pour  méridienne  une  tractrice,  ou  courbe  des 
tangentes  égales,  nous  pouvons  dire  que  leur  Géométrie  ca- 
ractéristique est  bolyaienne. 

Récemment,  cette  manière  de  voir  a  été  confirmée  et 
complétée  par  le  beau  Théorème  de  Barbarin  :  Chacun  des 
trois  espaces  euclidien^  bolyalen,  riemannien  renferme  des 
surfaces  à  courbure  constante  dont  les  lignes  géodésiques  ont 
les  propriétés  métriques  des  droites  des  trois  espaces.  Ces  sur- 
faces sont  : 

1®  Les  canaux  où  surfaces  équidistantes  d'une  droite; 
<{uand  l'équidistance  devient  infinie,  ils  se  transforment  en 
horisphères  :  (Géométrie  caractéristique,  euclidienne). 

2**  les  pseudosphères,  (Géométrie  caractéristique,  bo- 
lyaienne.) 

3**  les  sphères  (Géométrie  caractéristique,  riemannienne). 

En  1879,  Killing  a  rendu  claire  la  distinction  entre  l'es- 
pace riemannien  et  ce  qu'il  a  appelé  alors  sa  forme  polaire, 
aussi  désignée  pas  Klein  sous  le  nom  à'espace  simplement 
elliptique.  Celte  forme,  pense  Killing,  a  entièrement  échappé 
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à  Riemann,  comme  elle  avaitaussi  échappé  à  HelmhoUz,  on  le 
sait,  lorsque,  aux  .environs  de  1876,  il  reproduisait  encore  ce 
vieux  mais  inexact  théorème  que,  dans  un  espace  à  courbure 
positive  constante,  deux  lignes  géodésiques  qui  se  rencon- 
trent généralement  doivent  nécessairement  avoir  deux  points 
communs.  Klein  appelle  sphérique  un  espace  à  courbure  po- 
sitive qui  jouit  de  cette  propriété  pour  le  distinguer,  par  op- 
position, de  l'espace  simplement  elliptique,  dans  lequel  le 
postulat  de  détermination  de  la  droite  par  deux  points  ne 
souffre  aucune  exception. 

Killing  est  aussi  le  premier  qui  a  montré  que,  en  outre  des 
espaces  euclidien,  bolyaien  et  simplement  elliptique,  l'espace 
sphérique  ou  anciennement  riemannien  est  le  seul  qui  puisse 
dans  son  entier  se  mouvoir  librement  sur  lui-même.  Il  y  a  en 
abondance  des  exemples  où  la  libre  mobilité  des  figures  n'a 
lieu  qu'autant  que  les  dimensions  de  ces  fîgures  ne  dépassent 
pas  un  certain  degré;  il  y  a  des  séries  d'espaces  topologique- 
mentdiscernablesetquien  des  parties  limitées  ou  simplement 
connexes  sont  euclidiens,  bolyaiens,  simplement  elliptiques. 
D'ailleurs  il  est  prouvé  aujourd'hui,  en  ce  qui  concerne  les 
surfaces  à  courbure  positive  constante,  auxquelles  la  Géo- 
métrie riemannienne  s'applique,  qu'à  part  la  sphère,  il 
n'existe  pas  d'autre  surface  fermée  de  celte  sorte.  La  sphère 
est  la  seule  surface  fermée,  à  courbure  positive  constante, 
et  exempte  de  singularités  \ 

Tout  cela  accuse  avec  une  grande  intensité  l'importance 
de  l'étude  de  la  surface  sphérique  :  Sphérique  à  deux  dimen- 
sions, Sphérique  pure,  Sphérique  intrinsèque,  Sphérique 
riemannienne,  Sphérique  doublement  elliptique,  Sphérique 
non-euclidienne.  Heureusement,  nu^me  dans  l'éducation 
générale,  une  place  a  été  réservée  à  ce  nouveau  personnage. 
Tous  les  théorèmes  de  ce  qu'on  nomme  la  «  Géométrie  so- 
lide »  des  Ecoles  ayant  trait  seulement  à  la  surface  de  la 
sphère,  tous  ceux  que  l'on  obtient  par  l'usage  du  postulat 
des  parallèles  en  tirant  des  lignes  à   travers  le  globe  qui. 


^  Voir  par  exemple  Hilbbkt,  Grundlagen  der  Géométrie,  p.  172-17Ô;  Likhmann,  Eine  nette 
Eigenschaft  dtr  Kugely  (Gôtt.  Nachrichten)  1899,  p.  ii-54;  LuTKKMRtKK,  Ueberden  analytischen 
Charakter  der  Intégrale^  Gôtt.,  1902;  Holmorkn,  Sur  les  surfaces  à  courbure  constante.  Comptes 
rfDdus,  1902,  p.  840-843. 


100  GËORGE'BRUCE    HALSTED 

dans  la  Géométrie  euclidienne,  est  à  l'intérieur  de  la  sphère, 
considérée  en.  fait  comme  la  couverture  de  ce  globe,  et  par 
conséquent  comme  entité  géométrique  à  trois  dimensions, 
étendue  d'une  infinité  de  manières  dans  trois  directions, 
tous  ces  théorèmes,  dis-je,  ne  sont  en  réalité  que  des  pro- 
positions se  rapportant  à  cet  être  plus  simple  et  diversement 
lini  qu'est  la  sphère,  n'ayant  aucune  relation  de  dépendance 
avec  la  droite,  le  plan,  l'espace  euclidiens.  11  est  donc  parfai- 
tement évident  que  ces  théorèmes  doivent  être  entièrement 
développés  au  moyen  des  seuls  axiomes  qui  caractérisent  la 
sphère. 

D'ailleurs,  il  n'est  pas  tout  à  fait  inutile  d'avoir  recours  à 
cette  conception  ordinaire  qui  consiste  à  faire  de  la  sphère 
une  enveloppe;  en  effet,  pour  employer  la  terminologie  de 
notre  intuition  euclidienne,  si  nous  détachons  d'un  globe  la 
surface  qui  le  recouvre,  tout  autre  surface  sur  laquelle  nous 
pouvons  appliquer  la  première  par  flexion  simple  sans  exten- 
sion est  une  surface  doublement  elliptique,  une  surface  à 
courbure  positive  constante,  avec  la  même  Géométrie  propre, 
et  la  notion  vulgaire  du  libre  mouvement  des  figures  peut  y 
subsister;  toutefois,  cette  surface  n'est  plus  exempte  de  sin- 
gularités, car  il  lui  en  est  née  une  quelque  part. 

Pour  éclaircir  en  langage  plus  ordinaire  le  sens  des  pro- 
priétés intrinsèques  de  la  sphère,  prenons  le  cercle,  c'est-à- 
dire  la  courbe  fermée  qui  peut  glisser  et  se  mouvoir  entiè- 
rement le  long  d'elle-même.  Elle  apparaît  sur  le  plan  eucli- 
dien, bolyaien  ouriemannienavec  des  propriétés  intrinsèques 
identiques;  mais,  à  considérer  son  rayon,  elle  se  différencie 
sur  chacun  des  trois  plans.  La  circonférence  du  cercle  est 
égale,  sur  le  plan  euclidien,  au  produit  du  rayon  par  27r,  ou 
27rR;  sur  la  sphère  elle  est  moindre  que  ce  produit,  et  sur  la 
pseudosphère  elle  est  plus  grande.  Or,  ce  sont  précisément 
les  propriétés  intrinsèques  de  la  sphère  que  nous  avons  besoin 
(l'étudier.  Puisqu'elles  sont  entièrement  indépendantes  du 
postulat  des  parallèles,  la  Sphérique  la  plus  simple  doit  être 
non-euclidienne. 

La  notion  familière  que  les  étudiants  ont  de  la  sphère 
comme  enveloppe  d'un  globe,  sous  son  vieil  aspect  eucii- 
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dien,  est  aussi  un  avantage  qui,  d'accord  avec  tous  les 
besoins  que  nous  avons  d'introduire  dans  Tétude  de  la  Géo- 
métrie de  nouvelles  voies,  décide  en  faveur  de  la  Sphérique 
intrinsèque  à  Tencontre  d'une  planimétrie  simplement  ellip- 
tique, avec  son  plan  unilatère  sur  lequel  nous  pouvons  si 
étrangement  passer  d'une  face  sur  l'autre  sans  le  traverser. 
Dans  la  Sphérique,  nous  avons  des  matériaux  familiers  à  pré- 
senter sous  un  nouveau  jour,  avec  de  nouvelles  méthodes 
grâce  auxquelles  il  sera  acquis  qu'on  peut  les  obtenir  aussi 
comme  conquêtes  analogues  faites  dans  des  domaines  moins 
connus. 

Quand,  au  lieu  d'établir  les  théorèmes  sur  les  angles  polyè- 
dres et  de  les  transporter  par  section  dans  la  Géométrie  sphé- 
rique, nous  cherchons  à  réaliser  les  théorèmes  des  angloïdes, 
en  les  considérant  comme  découlant  déjà  des  propriétés  les 
plus  simples  de  la  sphère,  nous  mettons  cette  théorie  en  pra- 
tique. Combien  est-il  important,  combien  est-il  instructif  de 
mettre  en  lumière  les  axiomes  fondamentaux  qui  donnent 
par  la  logique  pure  toutes  les  relations  des  figures  sphéri- 
ques,  et  d'en  voir  surgir  dans  son  entier  développement  le 
système  familier  des  théorèmes  qui  constituent  depuis  si 
longtemps  la  Géométrie  sphérique  ! 

La  vieille  ligne  droite,  l'ancien  grand  cercle  se  dissipent, 
s'évanouissent,  et  à  leur  place  nous  trouvons  la  recte  *,  à 
laquelle  s'applique  maintenant  l'ancienne  définition  de  la 
ligne  droite,  «une  ligne  traversant  l'espace  entier  de  sorte 
qu'une  partie  quelconque  de  cet  espace  située  le  long  d'une 
portion  de  cette  ligne  puisse  venir  coïncider  avec  chacun 
des  côtés  d'une  autre  partie  quelconque.  »  En  termes  vul- 
gaires, la  recte  ne  dévie  ni  à  droite  ni  à  gauche  tant  que  l'on 
ne  quitte  pas  la  sphère. 

Mais  le  mouvement  ne  peut  jamais  être  regardé  comme 
notion  fondamentale,  et  ce  sont  en  réalité  les  axiomes  qui 


^  note  du  traducteur.  M.  Bruce  Halsted  a  employé  ici  le  terme  de  Straightest  qui  est  le 
superlatif  grammatical  de  l'adjectif  anglais  Straight  signifiant  droit  ou  droite.  Dans  l'im- 
possibilité de  trouver  en  français  un  mot  équivalent  à  ce  néologisme,  nous  avons  pris  la  liberté 
de  le  créer,  ce  dont  nous  nous  excusons,  en  francisant  le  mot  latin  qui  a  la  même  significa- 
tion. 

Voir  Touvrage  de  M.  E.  Halstbd,  Bational  Gkomktry,  cbap.  XV,  Pure  Spheries,  p.  212 
«tsoiv. 
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créent  Tespace.  Il  y  a  une  entité  gométrique  au-dessus  même 
de  la  recte,  le  point;  c'est  la  relation  entre  la  recte  et  le  point 
qui  différencie  la  Sphérique  de  la  Géométrie  simplement 
elliptique.  «  La  droite,»  dit  Mansion,  «  est  la  ligne  déter- 
minée par  deux  quelconques  de  ses  points  suffisamment  rap- 
prochés. »  Mais  que  signifient  ces  mots  :  «  suffisamment 
rapprochés  ?  » 

Ce  n'est  que  vers  1877  que  j'ai  pu  résoudre  ces  difficultés 
en  établissant  le  système  de  la  Géométrie  sphérique  sur  la 
base  d'axiomes  qui  n'expriment  que  les  relations  fondamen- 
tales entre  points  et  rectes.  L'emploi  du  terme  recte  pour 
désigner  la  droite  sphérique  est  une  garantie  de  clarté.  Le 
mol  ligne  a  toujours  été  employé  pour  désigner  le  genre 
dans  lequel  la  courbe  représente  l'espèce,  et  depuis  quelque 
temps  nous  avons  vu  apparaître  des  courbes  si  déconcer- 
tantes et  des  lignes  si  étonnamment  compliquées  que  la  no- 
tion générale  de  ligne  ne  pourrait  plus  désormais  trouver  sa 
place  dans  les  Eléments.  Points  et  rectes  sont  sciemment 
acceptés  comme  éléments  auxquels  des  postulats  spécifiques 
donnent  la  précision  requise.  Pour  éviter  d'avance  toute  con- 
troverse, on  ne  doit  réserver  le  mot  définition  que  pour 
exprimer  une  possibilité  de  substituer  un  terme  ou  un  sym- 
bole simple  à  des  termes  ou  à  des  symboles  plus  compli- 
qués. 

Au  lieu  de  la  définition  de  Mansion,  nous  aurons  alors  ce 
(|ue  je  préfère  appeler  un  axiome  d'association  : 

Il  A  chaque  point  de  la  sphère  en  correspond  toujours  un  et 
un  seul  qui  avec  le  premier  ne  détermine  pas  une  recte. 

Nous  appellerons  ce  second  point  l'opposé  du  premier. 

Après  trois  nouveaux  axiomes  ajoutés  au  précédent*,  nous 
arrivons  à  une  question  vraiment  fondamentale  et  très  com- 
plexe, c'est-à-dire  à  l'arrangement  d'une  sorte  d'éléments 
avec  l'autre. 

Le  mot  «  ordre  »  est  si  commun  que  nous  n'avons  pas  cons- 


^  Ces  trois  axiomes  sont  développés  dans  l'ouvrage  de  M.  Hai.htko,  Raii'»nat  Geometjy 
p.  212-213  sous  les  énoncés  suivants: 

It  Toute  recte  qui  passe  par  un  point  passe  par  son  opposé. 

If  Deux  points  non  opposés  d'une  recte  la  déterminent  complètement,  et  sur  toute  recte  il  y  a 
au  moins  deux  points  non  opposés. 

U  fl  y  a  au  moins  trois  points  non  situés  sur  une  même  recte 
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cicnce  de  sa  complexité.  Quelle  différence  y  a-t-il  entre  AB 
et  BA  ?  Cette  notion  ne  renferme-t-elle  pas  un  troisième, 
peut-être  même  un  quatrième  sens?  De  deux  instants  dans 
la  durée,  Tun  peut-il  venir  d'abord  et  l'autre  ensuite  sans  que 
nous  concevions  également  l'idée  d'un  passé  ?  Peut-il  y  avoir 
un  présent  et  un  futur  sans  la  conception  d'un  passé  ?  Pour 
atteindre  le  futur,  ne  faut-il  pas  traiter  le  présent  comme  un 
passé  ?  En  mettant  de  côté  leur  relation  avec  un  segment  ou 
un  vecteur,  qui  n'est  en  vérité  que  le  temps  même,  existe-t- 
il  quelque  différence  entre  le  couple  de  points  A,  B  et  le  cou- 
ple de  points  B,  A  ?  Etant  donnés  non  des  éléments,  mais 
des  points,  et  trois  points  seulement,  peut-il  y  avoir  entre 
ces  trois  points  une  relation  nommée  «ordre»  ? 

Lorsque  les  trois  points  A,  B  et  C  appartiennent  seuls  à 
un  certain  parcours,  on  peut  dire  qu'ils  ont  un  ordre  ou  n'en 
ont  pas  selon  que  le  parcours  est  ouvert  ou  fermé.  Quand 
ils  ont  un  ordre,  on  peut  avoir 

ABC  avec  CBA  , 
ou 

ACB  avec  BCA  , 
ou 

BAC  avec  CAB  , 

suivant  la  nature  du  parcours. 

Or,  il  existe  une  Géométrie  particulière,  purement  qualita- 
tive, qui  ne  fait  usage  ni  de  la  notion  de  droite  ni  de  celle  de 
plan,  mais  seulement  des  notions  de  ligne  et  surface.  On  l'a 
appelée  Analysis  situs.  L'ordre  y  subsiste  pourtant. 

N'est-il  donc  pas  possible  que,  sans  rien  perdre  de  sa  géné- 
ralité. Tordre  soit  subjectif  à  l'idée  de  droite?  En  ce  cas,  il 
sera  plus  simple  et  plus  certain,  plus  exact  et  plus  commode 
de  nous  dégager  de  l'idée  générale  d'ordre  pour  arriver  à 
une  idée  plus  spécifique  que  nous  entendons  appliquer  uni- 
quement aux  points  d'une  droite  ou  d'une  recte.  Nous  expri- 
mons avantageusement  cette  idée  par  le  terme  nouveau  de 
situation  entre  (betweenness). 

En  1899,  Hilbert  a  mis  en  lumière  l'importance  du  mot 
entre  pour  désigner  l'arrangement  des  points  d'une   même 
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droite  ^  Son  argumentation  a  été  extrêmement  simplifiée  par 
mon  élève  R.-L.  Moore  qui  a  prouvé  d'une  façon  élégante 
que  le  dernier  de  ses  axiomes  était  inutile  et  surabondant*. 
Mais  le  problème  des  points  d'une  recte  est  beaucoup  plus 
difficile.  Trois  termes  ne  peuvent  pas  avoir  un  ordre  circu- 
laire, et  dire  que  de  trois  points  d'un  cercle  chacun  est  entre 
les  deux  autres,  c'est  dénaturer  le  sens  du  mol  «  entre.  » 

De  là  cette  remarque  inusitée,  qu'un  point  quoique  ne  par- 
tageant pas  une  recte  en  deux  segments,  en  fait  pourtant  un 
seul  morceau  sur  lequel  les  points  sont  rangés  dans  un  ordre 
naturel,  c'est-à-dire  que  les  mots  «  suit,  »  «  précède,  »  «  se 
trouve  entre  »  leur  sont  applicables. 

La  grande  valeur  pratique  de  la  «  situation  entre  »  est  que, 
dès  qu'on  sait  qu'un  point  est  entre  deux  points,  il  est  par 
cela  même  situé  sur  une  recte  particulière  donnée.  Mais  si 

« 

nous  acceptons  le  terme  «entre»  dans  le  sens  dénaturé  dont 
il  a  été  question  plus  haut,  dire  que  B  est  entre  A  et  C  ne 
signifiera  absolument  rien,  puisque  quand  A  et  C  sont 
opposés,  tout  autre  point  de  la  sphère  est  avec  eux  sur 
une  même  recte,  et,  dans  le  sens  dénaturé,  entre  eux. 

Il  en  résulte  donc  que  les  tout  premiers  de  nos  axiomes 
de  situation  sur  la  sphère,  pour  spécifier  comment  on  doit 
appliquer  le  terme  «entre»  aux  points  d'une  recte  tracée 
sur  cette  surface,  doivent  être  les  suivants  : 

lli  Aucun  point  n'est  entre  deux  opposés. 

Ceci  est  complété  par  : 

lia  Aucun  point  n'est  entre  son  opposé  et  un  troisième  point 
quelconque. 

Ils  Entre  deux  points  quelconques  non  opposés  il  y  a  tou-- 
jours  un  troisième  point. 

En  poussant  ce  système  jusqu'au  bout,  nous  avons  une 
«situation  entre»  dont  on  peut  faire  emploi,  par  exemple, 
dans  la  définition  suivante  : 

Deux  points  A  et  B  non  opposés  sur  une  recte  a  forment 
ce  que  nous  appelerons  un  segment^  désigné  par  AB  ou  BA. 
Les  points  situés  entre  A  et  B  sont  dits  points  du  segment 


^  fondements  de  la  Géométrie^  axiomes  de  l'ordm. 
*  Voir:  Rational  Geometry,  appendix  I,  p.  253-356. 
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AB  ou  situés,  à  l'intérieur  du  segment  AB.  Les  autres  points 
de  la  recte  a  sont  dits  situés  hors  du  segment.  Les  points 
A  et  B  sont  les  extrémités  du  segment. 

Les  axiomes  du  groupe  suivant  concernent  la  congruence. 

Les  géomètres  inexpérimentés  croient  que  Ton  peut  épui- 
ser brièvement  ce  sujet  de  la  manière  que  voici  : 

Définition  :  Les  figures  géométriques  qui  peuvent  être 
transportées  Tune  sur  Tautre  par  mouvement  sans  déforma- 
lion  sont  dites  congruentes(=) . 

Théorème.  Un  segment  est  congruent  à  lui-même  retourné. 

Démonstration.  Le  point  A  peut-être  appliqué  sur  le  point 
B,  et  la  direction  AB  appliquée  sur  la  direction  BA;  alors  le 
point  B  tombe  sur  le  point  A,  car  s'il  en  était  autrement,  la 
partie  serait  congruente  au  tout. 

Mais  ce  raisonnement  est  entièrement  inadmissible.  Définir 
la  congruence  par  le  mouvement  rigide  est  faux  et  trompeur, 
car  la  notion  de  mouvement  rigide  enveloppe,  renferme  et 
emploie  Tidée  de  congruence.  Nous  devons,  au  contraire 
baser  le  concept  de  mouvement  sur  Tidée  de  congruence, 
asseoir  la  notion  du  mouvement  sur  les  axiomes  de  con- 
gruence. 

Un  homme  dont  on  a  dit  :  «  Ce  fut  de  beaucoup  le  plus 
éminent  Américain  de  la  période  coloniale,  soit  que  nous 
considérions  l'influence  de  ses  travaux  et  de  ses  opinions  sur 
ses  contemporains  dans  son  propre  pays,  et  leur  lointaine 
diffusion  dans  les  autres,  soit  que  nous  ayons  égard  à  la 
survivance  de  prestige  et  d'autorité  qui  perpétue  encore  son 
nom  et  sa  mémoire,»  Jonathan  Edwards,  qui  mourut  prési- 
dent de  Princeton,  s'exprime  ainsi  : 

«  Le  mouvement  est  l'ensemble  des  positions  successives 
d'un  corps  dans  toutes  les  parties  immédiatement  contigues 
d'une  distance  quelconque,  sans  que  ce  corps  continue  à 
demeurer  pendant  un  temps  quelconque  dans  aucune  d'entre 
elles.  » 

Le  substratum  géométrique  du  mouvement  est  ainsi  la 
préexistence  d'une  série  de  figures  congruentes.  Donc,  le 
mouvement  d'un  corps  rigide  suppose  préalablement  la  con- 
gruence. 
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De  plus  nous  ne  devons  pas  employer  Tidée  importune  de 
«direction.»  Sur  le  plan,  cette  idée  même  suppose  la  théorie 
entière  des  parallèles.  Sur  la  sphère,  deux  rectes  n'ont  ja- 
mais la  même  direction  puisqu'elles  ne  sont  point  parallèles, 
et  pourtant  elles  ont  toutes  deux  la  même  direction  puis- 
qu'elles joignent  un  même  point  à  un  même  point.  On  ne  ga- 
gne rien  en  convenant  d'appeler  direction  un  rayon.  De  telle 
sorte  que  la  congruence,  dont  l'idée  va  être  précisée  par  des 
axiomes,  doit  précéder  le  mouvement.  Mais  justement  ici 
Ton  peut  l'aire  une  simplification  inattendue  et  encore  in- 
soupçonnée. 

Dans  son  premier  axiome  de  congruence,  (IIIi) ,  Hilbert 
énonce  explicitement  ceci  :  Tout  segment  est  congruent  à  lui-- 
même,  c'est-à-dire  que  l'on  a  AB^AB,  Cet  axiome  est  aujour- 
d'hui superflu,  ainsi  que  l'élait  l'axiome  III4  de  Hilbert.  C'est 
une  proposition  démontrable.  La  démonstration  suivante  est 
due  à  R.-L.  Moore. 

Axiomes  de  congkuence. 

III  1.  Si  A  diffère  de  B  et  A'  diffère  de  C  ^  il  y  a  sur  le 
rayon  A'  C  un  point  et  un  seul  B'  tel  que  AB  ^=  A' B'  . 

III  2.  SiAB  =  A'B'etA'B'  =  A"  B"  ,  on  a  AB  =  A" B"  . 

III  3.  Si  B  est  entre  A  et  C ,  et  B'  entre  A'  et  C  .  et  que 
AB  ~  A' B' ,  BC  =  B'  C  ,  on  a  AC  =  A' C  . 

Lemme.  —  Si  B  et  C  sont  sur  le  rayon  AD ,  B'  et  C  sur  le 
rayon  A'  D'  ,  et  que  AB  =  A'  B'  et  AC  =  A' C  ,  B  étant  dif- 
férent de  C ,  B'  est  différent  de  C  . 

Démonstration,  D'après  l'axiome  de  situation,  l'un  des 
points  B  ou  C  doit  être  entre  A  et  l'autre  point  ;  admettons 
que  ce  soit  B  .  Alors  il  y  a  en  vertu  de  III  1  un  point  C"  tel 
que  B'  se  trouve  entre  A'  et  C"  ,  et  que  l'on  a  BC  =  B'C"  . 
Mais,  de  III  3  on  tire  également  AC  =  A'C"  ,  et  comme 
par  hypothèse  AC  =  A'C  il  en  résulte  d'après  III 1  que  C  est 
confondu  avec  C"  .  Puisque  B'  est  entre  A'  et  C"  ,  C"  diffère 
(le  B'  ;  donc  C  diffère  de  B'  . 

Théorème.  —  AB  est  congruent  à  AB  . 

Démonstration.  Si  AB  est  un  segment  quelconque,  il  y  a 
d'après  III  1  un  point  B'  du  rayon  AB  tel  que  AB  =  AB'  , 
et   un   point   B"  du    même   rayon  tel   que   AB'  =  AB"  .   De 
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AB  =  AB'  et  de  AB'  =  AB"  nous  déduisons  donc,  en  vertu 
de  III  2  ,  AB  =  AB"  .  Il  en  résulte,  diaprés  III  1,  que  B'' 
est  confondu  avec  B'. 

Puisque  AB'  =  AB"  ,  nous  avons  alors  AB'  =  AB'  ,  en 
même  temps  que  AB  =  AB'  ,  et  comme  d'après  le  lemme, 
si  B'  différait  de  B ,  B'  différerait  de  B'  ce  qui  est  impossible, 
B'  coïncide  avec  B  .  Donc  enfin  AB  est  congruent  à  AB  . 

Cetle  démonstration  est  extrêmement  instructive;  elle  fait 
voir  jusqu'à  quel  point  est  justifié  le  bannissement  du  mot 
axiome  de  la  Géométrie  rationnelle.  Ce  n'est  qu'en  raison- 
nant de  la  sorte  que  Ton  parvient  à  établir  entièrement  ce 
qu'est  en  réalité  une  preuve  géométrique,  et  que  Ton  arrive 
à  une  compréhension  parfaitement  précise  de  ce  que  les 
axiomes  contiennent  actuellement.  Il  vaudrait  toutefois 
mieux,  dans  un  Traité  didactique  élémentaire,  écarter  quel- 
((ues-unes  de  ces  très  délicates  et  laborieuses  démonstra- 
tions, et  en  exprimer  les  résultats  sous  forme  de  postulats 
non  nécessaires,  mais  commodes. 

Nous  définissons  maintenant  Tangle  comme  l'ensemble  de 
deux  rayons  issus  d'un  point  commun;  nous  posons  alors 
l'axiome  : 

IIU  D*iin  côté  donné  d'un  rayon  donné  il  y  a  un  et  un 
seul  angle  congruent  à  un  angle  donné. 

Ensuite,  au  lieu  de  formuler  comme  axiomes  de  congru- 
ence  les  deux  propositions  que  voici, 

nia  .  Deux  angles  congruents  à  un  même  angle  le  sont 
Vun  à  Vautre^  et, 

IIU  .  (Euclide  I,  4)  , 

Nous  prouvons  ces  axiomes  comme  des  théorèmes  en  dé- 
finissant la  congruence  des  angles  dans  les  mêmes  termes 
que  celle  des  segments  et  admettant  : 

III5.  /^Euclide,  I,  8)  Si  A^B  et  C  ne  sont  pas  sur  une  même 
droite,  ainsi  que  A',  B'  et  C\  si  Cest  entre  B  et  D  ^  et  C  entre 
B'  et  U  ,  et  que  l'on  ait  AB  =  A' B\  BC  =  B' C  ,  CA  =  C  A' 
et  BD  =  B'D,  on  a  aussi  AD  =  A' D' . 

En  lui-même,  un  couple  de  points  est  non  seu'ement  dénué 
d'ordre,  mais  même  ne  possède  aucun  sens.  Au  contraire, 
un  couple  de  points  pris  sur  une  recte,  c'est-à-dire  un  seg- 
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ment  de  cette  recte  a  un  sens,  et  lacongruence  AB  =  B  A  doit 
être  démontrée  ou  admise  comme  axiome.  On  peut  Tadmettre 
sans  introduire  aucune  divergence  entre  le  vieux  concept  de 
superposition  et  le  concept  plus  fondamental  de  congruence. 
AB  se  superpose  à  BA  par  une  demi-rotation  autour  de  leur 
point  milieu  commun. 

Sur  la  sphère,  un  angle  ou  la  figure  formée  par  deux  rayons 
issus  du  même  point  initial,  a  un  sens;  mais  au  moins  main- 
tenant devons-nous  faire  une  distinction  entre  les  mots  con- 
gruent  et  superposable. 

Le  mouvement  analogue  de  la  demi-révolution  d'un  seg- 
ment autour  de  son  milieu  est  la  demi-révolution  d'un  angle 
autour  de  son  rayon  bissecteur.  Quand  deux  figures  du  plan 
sont  symétriques  vis-à-vis  d'un  centre,  chacune  peut  être 
amenée  en  coïncidence  avec  Tautre  par  une  rotation  de  180 
degrés  effectuée  dans  le  plan  autour  de  ce  centre.  Ceci  sub- 
siste lorsqu'au  lieu  de  «  plan  »  on  dit  «  sphère  ;  »  un  segment 
de  recte  AB  et  son  inverse  BA  sont  de  telles  figures,  elles 
sont  symétriques  par  rapport  à  leur  commun  milieu. 

Quand  deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
axe  dans  le  plan,  on  peut  les  faire  coïncider  en  pliant  le  plan 
suivant  Taxe,  mais  non  plus  par  un  glissement  quelconque  le 
long  de  ce  plan.  Pour  les  amener  en  superposition,  il  faut 
faire  tourner  Tune  autour  de  Taxe  de  symétrie  en  effectuant 
une  demi-révolution  du  plan.  C'est  dire  que  pour  cette  opé- 
ration, il  faut  employer  la  troisième  dimension  de  l'espace; 
la  congruence  de  ces  figures  est  donc  basée  sur  la  propriété 
qui  fait  que  les  deux  côtés  du  plan  sont  également  indiscerna- 
bles, et  qu'un  plan  est  entièrement  superposable  à  lui-même 
après  retournement.  Cette  opération,  qui  consiste  à  plier  le 
long  d'une  ligne,  ne  peut  trouver  de  place  dans  une  Géomé- 
trie strictement  à  deux  dimensions;  et,  puisque  nous  som- 
mes en  Sphérique,  c'est-à-dire  en  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, nous  devrons  dire  que  la  surface  externe  de  la  sphère 
étant  convexe,  tandis  que  la  face  interne  est  concave,  une 
partie  de  cette  surface,  après  avoir  été  retournée,  ne  viendra 
pas  se  superposer  à  sa  symétrique,  mais  seulement  la  tou- 
cher en  un  point  unique. 
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Ainsi,  deux  figures  qui  sur  la  sphère  sont  symétriques 
par  rapport  à  un  axe  ne  peuvent  pas  être  amenées  à  coïnci- 
der :  appelons-les  désormais  symétriques  tout  court,  el  dési- 
gnons-les par  la  notation  .  |  . 

Un  angle  sphérique  et  son  inverse  <^  {li,k)  et  <:^  (A*,  A)  ne 
sont  pas  symétriques  par  rapport  à  un  centre  et  ne  peuvent 
être  superposés. 

Nous  adopterons  cette  définition  :  Un  angle  est  dit  symé- 
trique d'un  autre  quand  il  est  congruent  à  Tinverse  de  ce 
dernier  ;  soit  <)  (A, A:)  .  | .  <)  iv^^^^)  quand  <)  [h^k^  =  <5  (w, i^j . 
Alors,  de  <)  (A,  A')  =  <)  (A,  A*)  il  résulte  <)  (A,  A')  .  I  .  <^  (A:, A)  . 
Mais  ces  deux  derniers  angles  ne  sont  pas  superposables  et 
ne  peuvent  coïncider. 

Pour  ceux  qui  ont  fait  de  la  superposition  idéale  la  base  el 
le  critérium  de  la  congruence,  le  fait  qu'un  angle  sphérique 
ne  peut  d'aucune  manière  être  superposé  à  son  inverse  crée 
une  différence  radicale  entre  leur  conception  de  la  Géométrie 
sphérique  et  la  conception  familière  de  la  Géométrie  plane. 

Un  axiome  de  continuité  pourrait  nous  aider  à  prouver  la 
proposition  suivante  :  A  Vintérieur  de  V angle  <^  (h,  k)  il  y  a 
un  rayon  l  et  un  seul  tel  que  <)  iliA  =  <^  d^k}  ;  mais  il  res- 
terait à  identifier  ce  rayon  avec  le  rayon  /'  tel  que  <)  iA*,/'j  = 
<^  (/Ji) .  On  pourrait  décomposer  quelques  théorèmes,  par 
exemple  celui-ci  : 

Théorème.  Deux  angles  droits  sont  à  la  fois  congruents 
et  symétriques. 

Mais,  puisque  la  congruence  ne  dépend  en  aucune  façon 
du  concept  subséquent  de  mouvement,  rien  de  plus  simple 
que  d'admettre  <)  (A,  A:)  =  <^  (A:,  h)  . 

Les  trois  points  qui  déterminent  un  triangle  n'ont  ni  ordre 
ni  situation  entre,  dans  le  sens  spécifique,  car  il  pourrait  se 
faire  que  deux  d'entre  eux  eussent  un  caractère  propre  et  le 
troisième  un  caractère  différent;  mais,  en  tant  que  triade  de 
segments,  un  triangle  possède  un  Umlaufssinn^  ou  un  sens 
de  permutation  individuel. 

Si  la  congruence  des  segments  est  liée  à  celle  des  angles 
par  un  axiome  des  triangles,  c'est-à-dire  si  elle  est  restreinte 
aux  triangles  qui  ont  le  même  sens  de  permutation,  cela  ne 
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nous  donne  pas  la  congruence  des  angles  à  la  base  dans  le 
triangle  isocèle;  pour  y  parvenir,  il  est  nécessaire,  en  ce  cas, 
d'y  ajoindre  un  ou  deux  axiomes  de  continuité. 

Nous  voyons  ainsi  qu'en  outre  de  la  symétrie  d'espace  à 
une  dimension  impliquée  par  la  congruence  des  segments 
et  des  angles  avec  leurs  inverses,  il  y  a  une  symétrie  totale- 
ment différente  d'espace  à  deux  dimensions.  Ceci  n'est  pas 
généralement  admis  dans  Tétude  ordinaire  de  la  Géométrie 
plane,  puisqu'un  triangle  peut  avoir  son  tour  de  permutation 
changé  quand  on  le  retourne  sur  lui-même  dans  l'espace  à 
trois  dimensions.  En  Sphérique,  ce  retournement  est  impos- 
sible, si  bien  que,  quoique  cette  symétrie  d'espace  à  deux 
dimensions  soit  implicitement  renfermée  dans  la  non-indi- 
cation d'un  sens  de  circulation  pour  les  triangles,  il  est  pour- 
tant d'usage  de  la  signaler  expressément  en  distiguant  entre 
les  triangles  congruents  et  les  triangles  symétriques. 

Si  cette  distinction  avait  été  faite  plus  haut  nommément 
pour  les  angles,  nous  aurions  pu  l'employer  dans  la  défini- 
tion que  voici  :  Deux  triangles  sont  appelés  symétriques 
quand  leurs  côtés  correspondants  sont  congruents  et  leurs 
angles  correspondants  sont  symétriques.  Mais  on  obtient  une 
définition  peut-être  plus  désirable  en  faisant  prévaloir  la 
différence  entre  le  côté  droit  et  le  côté  gauche  d'un  angle. 

Après  les  axiomes  de  congruence,  nous  n'avons  plus  besoin 
des  axiomes  métriques,  et,  en  fait  de  définition  ou  d'axiome, 
nous  voici  bien  débarrassés  de  cette  phrase  ambiguë  :  «  La 
ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  ».  A  ce 
sujet,  voyez  George  Hamel  :  Ueber  die  Geonietrien  in  dereu 
die  Geraden  die  kiïrzesten  sind.  (Math.  Annalen,  Bd.  57, 
1903). 

Maintenant,  pour  ce  qui  est  de  la  continuité,  il  semble 
plus  nécessaire  de  faire  appel  à  cet  axiome  en  Sphérique  qu'en 
Flanimétrie;  en  effet,  par  exemple,  on  peut  facilement  dans 
le  plan  partager  un  segment  en  un  nombre  quelconque  de- 
mandé de  parties;  sur  la  sphère,  au  contraire,  nous  ne  pou- 
vons nous  passer  d'un  axiome  de  continuité  même  pour 
démontrer  qu'un  segment  donné  admet  un  tiers,  c'est-à-dire 
<|ue  le  tiers  d'un  segment  donné  existe. 
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La  question  de  la  continuité  demeure  néanmoins  épineuse, 
et  Hilbert  lui-même  n'a  pas  réussi  à  la  traiter  simplement. 
Son  Axiom  der  Vollstàndigkeit  et  son  Axiom  der  Nachbar- 
schaft  sont  des  morceaux  grossiers  dans  sa  belle  et  fine  mo- 
saïque. Russell  dit,  (Principles  of  malhemalics,  p.  440)  : 
«  Que  Taxiome  de  continuité  soit  vrai  au  point  de  vue  de 
notre  espace  actuel,  c'est  une  question  que  je  ne  vois  aucun 
moyen  de  résoudre.  Car  un  tel  problème  doit  être  empiri- 
que, et  il  serait  tout  à  fait  impossible  de  distinguer  empiri- 
quement ce  qui  peut  être  appelé  espace  rationnel  d'un  espace 
continu.  » 

Dans  ma  Rational  Geometry  j'ai  traité  la  Sphérique  non- 
euclidienne  sans  l'aide  d'aucun  axiome  quelconque  de  con- 
tinuité. 

George-Bruce  IIalsted,  Ecole  Normale 

de  Greeley,  Colorado. 

Traduction  de  M.  P.  Barbarin,  (Bordeaux). 


CONSTRUCTIONS  SYNTHÉTIQUES 
RELATIVES  A  CERTAINES  COURBES  DU  3«  DEGRÉ 

ET  DE  LA  3«  CLASSE 


Dans  divers  articles  antérieurs'  nous  avons  établi  la  géné- 
ration des  courbes  provenant  des  formations  synthétiques 
que  nous  avions  désignées  sur  le  nom  de  : 

Groupes  du  ( n  -f  1  ^  e/  du  (n  +  p)®  degréy  et 
Groupes  de  la  n  +  1)"  et  de  la  n  -\-  p  *  classe. 

Nous  nous  proposons  actuellement  de  développer  la  cons- 
truction des  tangentes,  des  points  de  tangence  et  des  points 
de  coupe  relatifs  à  ces  courbes.  Ces  constructions  dépendent 


'  La.  Crbukr:  C.  R.,  11  juin  «t  2  juillet  1906.  —   VEnseign,  mathèm.,   p.   'i55-462,   1906   et 
p.  107-11»,  1007. 
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de  groupes  analogues  aux  précédents,  mais  formés  de  fais- 
ceaux concentriques  ou  de  ponctuelles  situées  sur  une  même 
base.  En  conséquence,  nous  étudierons  d'abord  ces  cas  spé- 
ciaux des  groupes  sus-mentionnés  de  la  même  manière  que 
les  ouvrages  classiques  *  développent  la  théorie  des  faisceaux 
homographiques  concentriques  simples  et  des  ponctuelles 
homographiques  simples  et  de  même  base. 


GÉNÉRALITÉS 


Fahceaux  homographiques  con- 
centriques du  (2  +  1)*  degré. 
Nous  appellerons  faisceaux 
homographiques  concentriques 
du  (2  +  1)«  degré  deux  faisceaux 
formant  un  groupe  du  (2  +  1)" 
degré  et  issus  du  monie  som- 
met. 

Comme  dans  le  cas  général, 
deux  de  ces  faisceaux  seront 
évidemment  déterminés  dès  que 
nous  connaîtrons  cinq  paires  de 
rayons  homoh>gues  quelcon- 
ques. 


Divisions  homographiques  de 
même  base  de  la  (2  -|-  iy  classe. 

Nous  appellerons  divisions  ou 
ponctuelles  homographiques  de 
même  base,  de  la  (2  -}-  !)•  classe 
deux  ponctuelles  formant  un 
groupe  de  la  (2  -}-  1)«  classe  et 
situées  sur  la  même  base. 

Deux  ponctuelles  de  cette  na- 
ture seront  déterminées  égale- 
ment dès  que  nous  aurons  cinq 
paires  de  points  homologues 
(|uelconques. 


D'après  les  définitions  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
groupes,  il  en  résulte  que  toute  transversale  détermine,  sur 
deux  faisceaux  concentriques  ou  non  du  (2  -}-  1  j"  degré,  deux 
ponctuelles  de  la  (2  +  1  ®  classe  de  même  base.  En  sachant 
donc  construire  deux  faisceaux  concentriques  de  cette  na- 
ture, nous  pourrons  en  déduire,  à  priori,  deux  divisions 
analogues  de  même  base  et  inversement.  Dans  ces  conditions 
nous  n'aurons  qu'à  développer  les  constructions  relatives  aux 
faisceaux  sans  avoir  besoin  d'une  partie  dualistique  pour  les 
divisions. 


•  W.  FiBDLBR  :  Die  darstelUndc  Géométrie.  — 'Y.  Rkyk:  Die  Géométrie  der  Lage.  —  \\.  Bôokr 
Ehene  Géométrie  der  Lage. 
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Nous  coupons  ensuite  le  groupe  par  une  circonférence  ar- 
bitraire mais  passant  par  le  sommet  S.  Les  points  de  coupe 
des  rayons  avec  la  circonférence  forment  deux  divisions  cir- 
culaires homographiques  du  (2  +  !)•  ordre.  Celles-ci  sont  dé- 
terminées par  les  points  :  aci  —  bbi  —  cd  —  dcli  et  eci .  Les 
points  de  la  division  simple  sont:  abcde  et  ceux  de  l'autre 
sont:  ayb^c^d^e^.  Nous  joignons  maintenant  tous  les  points 
de  la  division  multiple  avec  a  et  tous  ceux  de  la  division 
simple  avec  «,.  De  cette  manière,  et  dans  le  sens  où  nous 
avons  défini  les  groupes  du  [2  -f  1)"  degré,  nous  obtenons 
deux  faisceaux  homographiques  de  sommet  a  et  a^  formant 
un  groupe  du  (2  +  ^T  degré,  et  possédant  un  rayon  homo- 
logue commun  aa^.  D'après  notre  théorème,  le  lieu  de  points 
de  coupe  des  rayons  homologues  est  une  conique  passant 
par  les  points  : 

1.  a  sommet  du  faisceaiu  multiple. 

2.  p  point  de  coupe  de  Otb  avec  ahi . 
îi.       7      »  »  a\T     »     aci, . 

4 .  (J      »  »  atd     n     adt  • 

5.  Cl      »  »  tf^e     »     aei . 

Cette  conique  peut  être  entièrement  construite  au  moyen 
de  ces  cinq  points  et  elle  nous  permettra  de  déterminer  tous 
les  autres  rayons  du  groupe  de  sommet  S.  Si  nous  voulons 
obtenir  deux  rayons  conjugués  quelconques  Sm  et  S///,  ou  Sm 
et  S/;/,  nous  menons  par  a^  une  transversale  qui  coupe  la  co- 
nique en  u  et  |u".  Nous  joignons  nu  et  aix"  qui  sont  les  ho- 
mologues de  la  transversale  dans  les  faisceaux  auxiliaires  de 
sommets  rt  et  ûi.  Ces  trois  droites  o^fi  fx"  —  c/fj!  —  r/ju"  dé- 
terminent respectivement  sur  le  cercle  les  points  /;?,  /;;,  et 
///,  constituant  deux  paires  de  points  conjugués  des  divisions 
circulaires.  Les  rayons  cherchés  sont  ainsi  S///,  S/;/|  et  8///^. 

En  faisant  touriler  la  transversale  autour  de  «,  et  en  joi- 
gnant les  points  de  coupe  sur  la  conique  avec  a  nous  obte- 
nons ainsi  tous  les  rayons  des  faisceaux  de  sommets  a  et  rt,. 
Ceux-ci  déterminent  à  leur  tour  tous  les  points  des  divisions 
circulaires  et  partant  tous  les  rayons  du  groupe  concentrique 
en  S  du  (2  +  1)®  degré. 

Si  nous  considérons  en  particulier  une  des  paires  de  rayons 
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donnés,  soit  Se  ;  S^i  nous  voyons  qu  il  existe  un  deuxièuie 
rayon  Se,  du  faisceau  multiple  également  conjugué  de  Se. 
Pour  l'obtenir  menons  la  droite  a^et  qui  donne  encore  e,,  sur 
la  courbe  ;  «i,,  donne  e^  sur  le  cercle  et  de  celui-ci  on  déduit 
aisément  Se,.  (Fig.  1.) 

Si  nous  avions  eu  des  divisions  à  déterminer  au  lieu  de 


Fia.  î. 


faisceaux,  nous  aurions  joint  les  cinq  paires  de  points  ho- 
mologues donnés  AA^  —  BB,  —  CC^  —  DD,  —  EE^  avec  un 
point  arbitraire  S  de  manière  à  former  un  groupe  de  deux 
faisceaux  comme  les  précédents.  Nous  aurions  ensuite  achevé 
la  construction  des  rayons  de  ces  faisceaux,  comme  il  vient 
d'être  dit,  et  chaque  paire  nouvelle  de  rayons  homologues 
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aurait  donné  la  paire  correspondante  de  points  homologues 
sur  la  base  commune.  (Fig.  1.) 

Cas  spécial.  Quand  les  rayons  donnés  des  faisceaux  du 
(2  +  !)•  degré  sont  tels  que  deux  paires  du  faisceau  multiple 
sont  complètes  avec  chacune  leur  rayon  conjugué  du  faisceau 
simple,  on  peut  également  appliquer  la  construction  précé- 
dente, ou  utiliser  une  autre  conique. 

Si  nous  considérons  la  fig.  2,  les  paires  de  rayons  homo- 
logues donnés  sont  : 

Sa  ;  Sfli  —  Sa  ;  Sa%  —  S^  ;  S6i  —  S^  ;  S^t  —  Se  ;  Sci  . 

Les  paires  Sa^  et  Sa,  conjuguées  à  Sa,  puis  S6,  et  S6,  con- 
juguées à  S6  sont  complètes.  On  peut  utiliser  les  points  c  et 
Cj  pris  sur  la  circonférence  comme  sommets  des  faisceaux 
auxiliaires  et  former  un  groupe  du  (2  +  1)"  degré.  Ce  groupe 
donne  naissance  à  une  conique  dont  nous  avons  également 
cinq  points.  Ce  sont  : 

1.  c  sommet  du  faisceau  multiple. 

2.  «1  sur  coi  et  Cta  . 

3.  «t     ^    cot   »   Cxa , 

4.  ^t     »    cbi    »   Ctb . 
5  j?i     »     ch%    yt   Cih . 

Les  paires  de  rayons  conjugués  S/w  Srn^  et  Sm  S/w,  sont 
ensuite  déterminées  comme  précédemment.  (Fig.  2.) 

Autre  construction.  Nous  savons  également  que  les  rayons 
du  faisceau  multiple  sont  liés  deux  à  deux  et  qu'ils  forment 
une  involution.  Nous  pouvons  considérer  le  groupe  du  (2  +  !)• 
degré  comme  formé  d'un  faisceau  simple,  homographique 
avec  une  involution  du  2**  degré  et  de  même  sommet.  En 
coupant  le  groupe  par  un  cercle  passant  par  S,  nous  pouvons 
rappeler  que  les  sécantes  joignant  les  points  correspondants 
de  Tinvolution  circulaire  ainsi  obtenue,  forment  un  faisceau 
concentrique  de  sommet  P.  (Fig.  3.)  Chaque  rayon  de  ce 
faisceau  correspond  à  un  rayon  du  faisceau  simple  en  S.  Nous 
avons  ainsi  deux  nouveaux  faisceaux  homographiques  simples 
de  sommets  S  et  P  qui  engendrent  une  conique. 

Les  éléments  donnés  sont:  Sa  \  S«,  —  Sa\  Sa^  —  Sb\  SA, 
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—  S6 ;  Sèj  —  Se;  Se^ .  Les  transversales  a^a^  et  6, />>4  donnent 
le  point  P. 

Le  rayon  Pai^t  est  conjugué  de  Sa  et  donne  k  de  la  conique  auxiliaire. 
»       Vbxbt  y>  S/>  «        J3  n  » 

»        Pci  »  Se  u         y  »  » 

Les  points  P  etS  sont  encore  deux  points  de  cette  conique, 
laquelle  est  ainsi  complètement  déterminée. 

En  laissant  une  sécante  mobile  tourner  autour  de  P,  elle 
donnera  sur  la  conique  un  point  c  et  sur  la  circonférence  les 


a-A^-Jt^j 


Fio.  3. 


points  /Il  et  n^.  Au  premier  correspond  le  rayon  S//  ou  St^  et 
aux  autres  les  rayons  S/?,  et  Sn^  tous  deux  conjugués  du  pre- 
mier. Les  diverses  positions  de  cette  sécante  donneront  ainsi 
toutes  les  paires  de  rayons  homologues  des  deux  faisceaux 
concentriques  du  (2  +  1)®  degré.  Cette  construction  relative 
à  des  données  spéciales  est  également  applicable  aux  divi- 
sions du  (2  +  1)*  degré  situées  sur  une  même  base. 

Remarque.  Les  points  correspondants  de  la  division  mul- 
tiple circulaire  comme  w<  et  w,  ou  ^i  et  e,  que  nous  avons 
déjà  trouvés  dans  la  première  construction  forment  évidem- 
ment la  même  involution  que  dans  la  deuxième  construction 
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et  comme  pour  ce  dernier  cas  ils  sont  situés  sur  des  trans- 
versales concourantes  en  un  point  P. 


B.  Points  et  rayons  particuliers. 

1.  Hayons  doubles  du  2*  degré,        J.  Points  doubles  du  2"  degré. 

Nous  désignerons  sous  ce  nom  Nous    entendons    par   points 

les  rayons  S/,  et  S/,  du  faisceau  doubles  du  2*degi'édeux  points 

multiple  qui  tombent  ensemble  comme  L^  et  L,  de  la  division 

mais  qui  restent  différents  de  multiple,   qui    sont   confondus 

leur    conjugué    l    du    faisceau  mais  qui  restent   différents  de 

simple.  leur  homologue  L  de  la  division 

simple. 

Dans  la  fig.  1  ces  rayons  sont  donnés  par  les  langentes  de 
la  conique  auxiliaire  issues  de  «, .  On  joint  le  point  de  tan- 
gence  i  avec  a  pour  obtenir  les  points  doubles  correspon- 
dants de  la  division  circulaire.  Il  reste  à  mener  les  rayons 
S/,  et  S/j  issus  de  S  par  ce  nouveau  point.  On  a  évidemment 
deux  rayons  de  ce  genre  réels,  imaginaires  ou  confondus. 
(Fig.  1.) 

Dans  la  deuxième  construction  (fig.  3),  ce  sont  les  tangentes 
au  cercle  issues  de  P  qui  donnent  les  points  doubles  de  la 
division  circulaire.  On  joint  ceux-ci  à  S  et  on  a  les  rayons 
cherchés. 

Quand  il  s'agit  de  points  doubles  du  2"  degré  pris  sur  deux 
divisions  de  même  base,  on  prolonge  les  rayons  doubles  des 
faisceaux  concentriques  correspondants  menés  par  S  jusqu'à 
cette  base. 

2.  Rayons  doubles  du  .?*'  degré.        2.  Points  doubles  du  3*  degré. 

Nous  appellerons  rayons  dou-  Les  points  doubles  du  3"  de- 

blés  du  3*  degré  deux  rayons  gré  sont  les  points  formés  par 

homologues  confondus  tels  de  deux  homologues  P  et  P'  con- 

S/?  et  S/?,.  fondus. 

Pour  obtenir  ces  rayons,  considérons  dans  la  fig.  1,  un  des 
points  de  coupe  de  la  conique  avec  le  cercle  et  désignons  le 
par  TTi-  La  transversale  a^rti  donne  également  deux  rayons 
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par  a  soit  arr,  et  ai:^.  Sur  le  cercle  «,7t,  donne  p^  «tt,  donne 
/>,  et  rni^  donne  p^.  Comme  tti  est  déjà  sur  le  cercle  p  et  /?, 
seront  donc  confondus  avec  tti  .  Les  rayons  passant  par  S  se- 
ront S/;,  S/?|  et  S/?j,  les  deux  derniers  étant  les  homologues 
du  premier.  Les  rayons  homologues  S/;  et  S/^,  seront  donc 
confondus  tandis  que  S/?,  ne  donne  rien  de  particulier. 

Le  nombre  des  rayons  doubles  du  3"  degré  dépend  ainsi 
du  nombre  des  points  de  coupe  des  deux  courbes  en  dehors 
du  point  a  qui  est  le  sommet  du  faisceau  multiple  auxiliaire. 

Nous  avons  donc  trois  points  de  coupe  possibles  différents 
de  a  dont  deux  peuvent  être  imaginaires.  Il  en  résulte  ainsi  : 
Les  faisceaux  concentriques  formant  un  groupe  du  (2  +  ^f 
degré  ont  trois  rayons  doubles  du  3*  degré  dont  deux  peuvent 
être  réels,  imaginaires  ou  confondus, 

La  conique  auxiliaire  utilisée  dans  la  première  figure  dé- 
pend de  deux  faisceaux  de  sommets  a  et  a^ .  11  est  aisé  de  voir 
qu'elle  est  tangente  au  rayon  aa^  en  a.  Si  Ton  avait  pris  les 
sommets  des  faisceaux  auxiliaires  en  a  et  «,,  la  nouvelle  co- 
nique eût  été  tangente  au  rayon  aa^  en  a.  D'un  autre  côté  les 
points  doubles  du  3*  degré  sur  le  cercle  sont  des  points  fixes 
de  celui-ci.  Ils  appartiendront  ainsi  à  toutes  les  coniques 
auxiliaires.  Les  deux  coniques  correspondant  aux  faisceaux 
de  sommets  a  et  a^  ou  a  et  a^  passeront  par  ces  trois  points 
et  par  le  point  a. 

Les  sommets  des  faisceaux  auxiliaires  peuvent  être  deux 
points  homologues  quelconques  x  et  x^ .  D'après  ce  qui  pré- 
cède la  conique  correspondante  passera  par  les  trois  points 
doubles  et  par  le  point  x. 

On  passe  des  rayons  doubles  du  3*  degré,  aux  points  doubles 
de  même  nature  des  divisions  situées  sur  une  même  base,  en 
prolongeant  les  rayons  en  question  jusqu'à  cette  base. 

Dans  la  figure  3,  toute  transversale  Pfx  passant  par  un  point 
de  coupe  de  la  conique  et  du  cercle  donne  sur  le  cercle  les 
points  m^  et  /«,  tels  que  /;i,  est  confondu  avec  fx.  D'autre  part 
Sfi  donne  également  m  sur  le  cercle  confondu  avec  fi  ou  /;/,. 
Donc  les  rayons  homologues  Sm  et  Sm^  sont  confondus  et 
constituent  une  paire  de  rayons  doubles  du  3®  degré.  En  de- 
hors du  point  S,  les  deux  courbes  ont  encore  trois  points 
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communs.  Donc  cette  construction  nous  montre  également 
que  les  faisceaux  homographiques  concentriques  du  (2  4-  1)* 
degré  ont  trois  rayons  doubles  du  (2  +  i)*  degré,  dont  deux 
peuvent  être  imaginaires. 

Dans  la  fig.  3  nous  avons  considéré  la  conique  auxiliaire 
comme  provenant  de  deux  faisceaux  simples,  un  de  sommet 
P  et  Tautre  de  somihet  S.  Nous  aurions  pu  prendre  ce 
deuxième  sommet  en  un  point  quelconque  du  cercle  a^ 
«,,  etc.  appartenante  la  division  circulaire  multiple.  La  co- 
nique auxiliaire  eût  passé  par  les  trois  points  doubles  du 
3*  degré  des  divisions  circulaires  par  P  et  par  a^.  Toutes  les 
coniques  ainsi  formées  auraient  constitué  un  faisceau  de  co- 
niques dont  les  quatre  points  fixes  auraient  été  les  trois 
points  doubles  en  question  et  le  point  P. 


3.  Rayons  triples. 

Les  rayons  triples  de  deux 
faisceaux  homographiques  con- 
centriques, du  (2  -|-  i)*  degré 
sont  formés  par  un  rayon  du 
faisceau  simple  confondus  avec 
ses  deux  homologues  du  fais- 
ceau multiple. 

Exemple  :  SA:  confondu  avec 


3.  Points  triples. 

Les  points  triples  de  deux 
divisions  homographiques  de 
m^me  base  de  la  (2  +  1)®  classe 
sont  formés  par  un  point  de 
la  division  simple  confondu 
avec  ses  deux  homologuas  de  la 
division  multiple. 

Exemple  :  K  confondu  avec 
Kj  et  Kj  . 


Ce  cas  sera  réalisé  dans  la  première  construction  (fig.  i) 
quand  la  transversale  issue  de  a^  et  passant  par  un  des  points 
de  coupe  de  la  conique  avec  le  cercle  sera  en  même  temps 
une  tangente  de  la  conique.  Les  points  conjugués  kk^  et  kk^ 
des  divisions  circulaires  seront  tous  confondus  au  point  de 
coupe  X  des  deux  courbes.  La  droite  Sx.  donnera  ainsi  le 
rayon  triple.  On  peut  avoir  0,  1  ou  2  rayons  triples  suivant 
que  les  tangentes  de  laconique  issues  du  point  a^  ,  ne  passent 
pas,  passent  par  un  point  de  coupe  des  deux  courbes  ou 
passent  par  deux  points  de  coupe  de  ces  courbes. 

Dans  la  fig.  3.  le  rayon  triple  sera  donné  par  une  trans- 
versale issue  de  P  passant  par  un  des  points  de  coupe  des 
deux  courbes  et  en  même  temps  tangente  au  cercle. 
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4.  Rayons  rectangulaires  conjugués. 

Etant  donné  deux  faisceaux  homographiques  concentriques 
du  (2  +  1)"  degré,  nous  appellerons  rayons  rectangulaires  con- 
jugués des  rayons  tels  que  S/n  et  S/Wi  qui  sont  homologues 
tout  en  étant  perpendiculaires  Tun  à  l'autre.  Le  deuxième 
rayon  conjugué  de  Sni  soit  Smj  dépend  des  deux  autres  sans 
présenter  de  propriétés  spéciales. 

Pour  obtenir  ces  rayons  par  la  première  méthode  de  cons- 
truction nous  observons  que  lés  solutions  cherchées  S///  et 
Si»i  dépendent  de  rayons  «,  m  et  am^  passant  par  les  extré- 
mités d'un  diamètre  mm^  .  Leur  recherche  dépend  mainte- 
nant du  problème  suivant: 

Problème:  Etant  donné  deux  points  fixes  d'un  cercle  a  et  a^ 
et  un  diamètre  mobile  de  celui-ci,  déterminer  le  lieu  géomé- 
trique des  points  de  coupe  des  rayons  joignant  les  extré- 
mités du  diamètre  aux  points  fixes  donnés. 

Solution:  Dans  la  fig.  4  considérons  le  diamètre  xy\  il 
donne  les  droites  a;ai  ^lya  ;  après  une  demi-révolution  y  vient 
en  X  et  vice-versa  ;  le  rayon  y  a  donne  xa  et  xa^  donne  ya^. 
Dans  ce  cas  les  rayons  ya^  et  ax  ne  sont  pas  à  considérer 
sur  le  diamètre  xy  mais  bien  sur  un  nouveau  diamètre  obtenu 
après  une  demi-révolution. 

Dans  ces  conditions  à  tout  diamètre  xy  ne  correspondent 
que  deux  droites  conjuguées  .r«,  et  ya.  Si  xy  tourne  autour 
du  centre  rfe  manière  à  ce  que  x décrive  toute  la  circonférence 
xa^elya  engendreront  deux  faisceaux  homographiques  sim- 
ples de  sommet  aai  et  les  points  de  coupe  de  ces  rayons  se  trou- 
veront sur  une  conique  passant  par  a  et  a^.  Nous  déterminons 
la  nature  de  cette  conique  en  observant  que  deux  rayons  du 
faisceau  a  comme  ax  et  rï/;/,  correspondent  dans  le  faisceau 
^i  ^  ^1  y  ^t  ^1  '^^  ®l  donnent  : 

1  1 

<5  T«  m,  1=  -  arc  jr/Wj  =:  —  <^  jrowi, 

£  ù 

<)  rflj  m  =  -  arc  y  m  =       <)  yom 
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Ces  angles  sont  égaux  ;  donc  les  angles  compris  entre  les 
rayons  homologues  correspondants  des  deux  faisceaux  sont 
égaux.  Nous  avons  des  faisceaux  homographiques  égaux; 
donc  la  conique  qu'ils  engendrent  est  un  cercle  passant  par 
«  et  «1  .  D'un  autre  côté  il  est  aisé  de  voir  que  ce  cercle  est 
tangent  aux  rayons  oa^  et  oa  .  Il  en  résulte  maintenant  que, 
ce  cercle  est  complètement  déterminé. 


Fio.  4. 


Si  nous  considérons  de  nouveau  les  faisceaux  du  (2  +  Vf 
degré  en  a  et  a^  ils  donneront  des  rayons  homologues  pas- 
sant par  les  extrémités  d'un  même  diamètre  quand  les  points 
de  coupe  de  ceux-ci  seront  à  la  fois  sur  le  cercle  nouveau 
et  sur  la  conique  auxiliaire. 

Les  rayons  a^  ni  et  am^  correspondant  aux  rayons  cherchés 
Sm  et  S/7/i  ,  sont  à  la  fois  des  rayons  homologues  des  fais- 
ceaux homolographiques  égaux  qui  engendrent  le  deuxième 
cercle,  et  des  rayons  homologues  des  faisceaux  du  (2  -|-  1/ 
degré  engendrant  la  conique.    Il  faut   donc  que  leur  point 
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d*intersection  soit  un  point  de  coupe  de  ces  deux  courbes. 
En  dehors  de  a  ces  courbes  ont  trois  points  de  coupe  dont 
deux  peuvent  être  imaginaires.  A  ces  trois  points  corres- 
pondent donc  trois  paires  de  points  conjugués  des  divisions 
circulaires  tels  que  les  deux  points  d'une  même  paire  sont 
sur  un  même  diamètre.  Ces  points  donnent  à  leur  tour  avec 
S  les  paires  de  rayons  homologues  rectangulaires  des  fais- 
ceaux concentriques  en  S, 

Les  faisceaux  homographiques  concentriques  du  (2  +  1)® 
degré  ont  donc  trois  paires  de  rayons  rectangulaires  con- 
jugués dont  deux  peuvent  être  imaginaires, 

Constructivement  on  joint  le  point  de  coupe  jeaj  des  courbes 
avec  a  el  a^  ,  On  a  aiy.^  el  a^x^  .  La  première  droite  donne 
fi"  sur  la  conique  et  ni  sur  le  premier  cercle.  La  seconde 
droite  donne  m^  sur  le  même  cercle  ;  m  et  m^  sont  conjugués 
dans  les  divisions  circulaires  et  appartiennent  à  un  même 
diamètre.  Us  donnent  évidemment  S/n  perpendiculaire  à 
S/Wi  .   Le  deuxième  rayon   conjugué  de  Sm  soit  de  SWg   se 

déduit  de  u"  avec  a^j."  (fig.  4). 

Avec  la  deuxième  méthode  de  construction,  les  paires  de 
rayons  rectangulaires  conjugués  étant  liées  à  un  diamètre 
du  cercle  primitif,  nous  pouvons  voir  que  les  extrémités  d'un 
diamètre,  jointes  à  S  et  P  engendrent  deux  faisceaux  homo- 
graphiques de  sommets  S  et  Pet  forment  un  groupe  du  (2  +  1)® 
degré.  Le  faisceau  multiple  a  comme  sommet  S  et  le  faisceau 
simple  P.  La  courbe  correspondante  est  une  courbe  du  3® 
degré  avec  S  comme  point  double  et  P  comme  point  simple. 
Cette  courbe  aura  encore  trois  points  de  coupe  différents 
de  S  et  de  P  avec  la  conique.  De  chacun  de  ces  points  on 
pourra  donc  en  déduire  une  paire  de  rayons  homologues 
rectangulaires  des  faisceaux  concentriques  en  S  .  On  arrive 
donc  à  la  même  conclusion  qu'avec  la  méthode   précédente. 

5.  Points  limites. 

Nous  appellerons  points  limites  de  deux  divisions  homo- 
graphiques de  même  base  et  de  la  (2  +  ^f  classe  les  points 
conjugués   du   point    à  Tinfini   de    la   division  simple  ou  le 
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point  conjugué  et  le  point  lié  du  point  de  la  division  multiple 
situé  à  Too . 

Pour  obtenir  ces  points,  considérons  les  divisions  détermi- 
nées suivant  la  méthode  de  la  figure  1.  (Voir  fig.  5). 

Nous  prenons  S/  parallèle  à  la  base.  Le  rayon  a,  /  donne 
X  et  X"  ,  sur  la  conique,  auxquels  correspondent  tf,  l^  et  a^l^ . 


Fio.  5. 


Les  rayons  S/j  et  S/^  donnent  Lj  et  L,    sur    la   base   comme 
points  conjugués  de  Lo© . 

Lj  et  La  forment  un  premier  groupe  de  points  limites.  La 
parallèle  précédente  peut  s'appeler  Sh\  ;  le  rayon  ak^  donne 
J7,  sur  la  conique,  puis  o^x^  donne  x^  ,  sur  la  conique  égale- 
ment et  k  sur  le  cercle  ;  la  droite  ax^ ,  donne  k^  sur  le  cercle. 
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Les  rayon  SA:  et  SK\  puis  SAr  et  /c,  sont  conjugués.  Ils  donnent 
sur  la  base  : 

K  conjugué  de  Ki^q 
Ks        »         de  K  et  lié  à  Ki^o 
K  et  K2  forment  le  1^  groupe  de  points  limites. 


C.  Remarque  sur  les  divmcMis  du  (2  +  l)*"  degré, 

de  mdiue  base. 

On  peut  cependant  développer  les  divisions  homogra- 
phiques  du  (2  +  1)*  degré  situées  sur  une  même  base,  sans 
avoir  besoin  des  faisceaux  de  même  nature.  Ce  développe- 
ment constitue  la  dualité  du  précédent  et  nous  le  résumons 
ici  pour  éviter  d'allonger  ce  travail  tout  en  voulant  être 
aussi  complet  que  possible.  Chaque  construction  suppose 
évidemment  une  dualité. 

Première  construction.  Nous  donnerons  les  divisions  au 
moyen  des  cinq  paires  d'éléments  conjugués,  aa^  ;  aa^  ;  bby^  ; 
cCj  et  dd^  .  Nous  construirons  ensuite  un  cercle  quelconque 
tangent  à  la  base  xy  ,  et  par  chaque  point  donné  nous  trace- 
rons les  tangentes  de  cercle.  Toutes  ces  tangentes  couperont 
d'abord  la  tangente  b  suivant  une  division  double,  puis  la 
tangente  conjuguée  ôj  suivant  une  division  simple,  homogra- 
phique  avec  la  première.  Les  tangentes  issues  de  ^i^^b^c^  ... 
coupent  b  et  celles  issues  de  abcd  ...  coupent  b^  .  Ces  deux 
nouvelles  divisions;  a,i9,y,d  ...  et  aiaa/3iy,  ...  forment  un 
groupe  de  (2  -f-  if  classe  avec  un  point  homologue  commun 
/3/Si  .  Elles  engendrent  donc  une  conique  que  nous  pouvons 
construire  et  qui  est  déterminée,  par  cinq  tangentes.  Par 
tout  point  IL  de  6^  on  a  deux  tangentes  de  la  conique  don- 
nant les  points  homologues  j^ij  et  /u,  sur  6.  Par  ces  trois 
points,  les  tangentes  du  cercle  donneront  les  trois  points  ho- 
mologues des  deux  divisions  sur  xy  ,  soient  /;/,  tn^  et  m,. 

Les  points  doubles  du  deuxième  degré  seront  évidemment 
donnés  par  les  points  de  coupe  de  la  base  simple  b^  avec  la 
conique  auxiliaire.  Ils  peuvent  être  imaginaires. 
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Les  points  doubles  du  troisième  degré  proviendront  des 
tangentes  communes  des  deux  courbes.  Il  y  en  a  trois  en 
en  dehors  de  b  .  Deux  peuvent  être  imaginaires.  Toutes  les 
coniques  auxiliaires  admettent  ces  trois  tangentes  du  pre- 
mier cercle  comme  tangentes  communes. 

On  obtiendra  un  point  triple  quand  une  tangente  com- 
mune des  courbes  sera  tangente  à  la  conique  par  son  point 
de  coupe  avec  la  base  b^  . 

Les  points  limites  conjugués  du  point  de  l'infini  de  la  di- 
vision simple  proviendront  de  la  tangente  du  cercle  parallèle 


Fia.  6. 


à  xy  et  de  son  point  de  coupe  avec  b^  .  Le  point  de  coupe 
de  celte  même  tangente  avec  b  entraînera  les  points  conjugués 
du  point  de  Tinfini  sur  la  base  double.  (Voir  fig.  6). 

Deuxième  construction.  Celle-ci  correspond  au  cas  spécial 
où  les  éléments  donnés  peuvent  se  représenter  par  aa^^  ; 
aa^  ;  bb^  ;  bb^  ;  cc^  .  On  prend  un  cercle  langent  à  la  base 
xy  .  Les  tangentes  issues  par  les  paires  a^a^  ;  b^b^  se 
coupent  en  a  et  /3  sur  une  droite  qui  contiendra  les  points  de 
coupe  des  paires  de  tangentes  analogues.  La  ponctuelle 
a/3y  sur  cette  droite  est  homographique  avec  abc  et  elle  dé- 
termine  une    conique    également   tangente  à  xy  .  On    peut 
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déduire  les  points  des  divisions  sur-ry  au  moyen  des  tan- 
gentes de  cette  conique.  (Voir  fig.  7j. 

Les  points  doubles  du  deuxième  degré  proviennent  ici  des 
points  de  coupe  de  a/3  avec  le  cercle.  Ceux  du  troisième  de- 
gré sont  donnés  par  les  tangentes  communes  en  dehors  de 


4   <  'tiP' 


X    /.^ 
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.ry.  Toutes  les  coniques  auxiliaires  admettent  quatre  tangentes 
communes.  Ce  sont  les  trois  sus-indiquées  et  la  ligne  a/3. 

Les  points  triples  et  les  points  limites  se  trouvent  d'une 
manière  analogue  à  celle  de  la  construction  précédente. 


Il 


TANGENTES  ET  SÉCANTES 


Nous  considérons  une  courbe 
du  3*  degré  donnée  par  un  fais- 
ceau multiple  S,  et  un  faisceau 
simple  S|  constituant  un  groupe 
du  (2  +  1)"  degré. 

Pour  construire  la  courbe 
nous  nous  reportons  à  ce  que 
nous  avons  écrit  précédemment 
{Ens.  math,  y  15  nov.  06).  Les 
faisceaux  sont  donnés  par  cinq 


Nous  prenons  également  une 
courbe  de  la  3"  classe  formée 
par  une  division  double  et 
une  division  simple  constituant 
ensemble  un  groupe  de  la 
(2  +  l;r  classe. 

Pour  construire  cette  courbe 
suivant  la  méthode  que  nous 
avons  déjà  exposée,  nouseonsi- 
déi-erons    les    cinq    paires    de 
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paires  de  rayons  homologues 
quelconques  aa^  ;  aa^  ;  bh^  cc^  ; 
rfrf|  ;  ceux-ci  déterminent  sur 
les  rayons  homologues  d  et  d^ 
les  ponctuelles  : 

</j  ;       «  jS  7  0 
les  points  rf,  et  e^  sont  confondus 


points     homologues     quelcon- 
ques : 

AA,  ;  AA,;  BB,  ;  CC,  ;  DD,  qui 
déterminent  la  courbe  et  nous 
joindrons  les  points  de  la  divi- 
sion simple  ABCD  avec  le  point 
D,  de  Tautre  division,  puis  ceux 
de  cette  division  A^A^BiC,  et 
D^  avec  D  Fhomologue  de  D,  . 
Nous  formerons  ainsi  deux  fais- 


Fio  8. 


avec  le  point  de  coupe  des  bases 
d  et  d^  ,  Ces  ponctuelles  en- 
gendrent une  conique  donnée 
par  cinq  tangentes.  Celles-ci 
sont  : 

Toute  tangente  de  la  conique 
donne  une  paire  de  points  homo- 
logues sur  les  bases.  D'un  autre 
côté,  par  tout  point  de  d^  nous 
pouvons  mener  deux  tangentes 
et  par  chaque  point  de  d  une 
tangente  à  cette  courbe;  donc 


ceaux  homologues  détermi- 
nant un  groupe  du  (2  -{-  1)*  de- 
gré. Le  rayon  DD,  ou  D,  D  sera 
un  rayon  homologue  commun 
des  deux  faisceaux.  Ils  en- 
gendreront une  conique  déter- 
minée par  cinq  points  :  D  ;  a,  ; 

^8  >  1^1  î  ^1  •  C^^  derniers  sont 
les  points  de  coupe  des  rayons 
comme  D^A  et  DA,  ou  D^A  et 
DA,  ,  etc. 

Toute  transversale  de  cette 
courbe  menée  par  D,  donne  deux 
rayons  homologues  passant  par 
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tout  point  de  d^  correspond  à 
deux  points  de  ^  .  En  joignant 
ces  points  respectivement  à  S, 
et  S,  on  obtient  trois  rayons 
appartenant  au  même  groupe- 
ment et  formant  deux  paires  de 
rayons  homologues  des  divi- 
sions. Ils  donnent  deux  points  de 
la  courbe  du  3*  degré.  (Voir 
fig.  8). 


D  et  par  les  points  de  coupe. 
Ces  rayons  déterminent,  les 
derniers  deux  points  sur  la  base 
double  et  le  premier  un  point 
sur  la  base  simple.  Ces  trois 
points  forment  deux  paires  de 
points  homologues  et  donnent 
ainsi  deux  tangentes  de  la 
courbe  de  3*  classe  (Voir  fig.  9). 


Tangentes  par  le  point  double. 

Considérons  S,  sur  d^  et  me- 
nons les  deux  tangentes  de  laco- 


Points  de  tangence  sur  la  tan- 
gente double. 

Pour  obtenir   les   points  de 
tangence  de  la  tangente  double 


FlO.  9. 


nique  auxiliaire  par  ce  point; 
elles  donnent  ff^ir^^nrdy  comme 
conjuguées  de  S,  sur  d^  .  Ces 
tangentes  sont  les  rayons  con- 
jugués du  faisceau  double  cor- 
respondant au  rayon  S^S,  du 
faisceau  simple.  Le  point  de 
coupe  de  chaque  rayon  du  fais- 
ceau double  avec  son  homo- 
logue S|S,  est  en  S,  ;  donc 
chaque  rayon  est  une  tangente 

L'BBMigB«m«Bt  mathém.,  10*  «onée;  1908. 


considérons-là,  comme  une 
transversale  de  la  conique  auxi- 
liaire; issue  de  D,  elle  donne  M 
sur  la  tangente  base  de  la  division 
simple;  les  rayons  homologues 
par  D  sont  DM,  et  DM,  menée  par 
les  points  de  coupe  et  donnant 
ces  points  de  coupe  comme  con- 
jugués de  M.  Nous  aurons  les  tan- 
gentes MMf  et  MM,  infiniment 
voisines  de  la  base  double,  cou- 


130 


/..     C  RE  LIER 


à  la  courbe  en  S,  .  On  en  con- 
clut : 

Les  tangentes  de  la  conique 
auxiliaire  menées  par  le  sont" 
met  du  faisceau  double  sont 
donc  les  tangentes  de  la  courbe 
du  3*  degré  menée  par  le  point 
double  (fîg.  8). 


pant  celles-ci  en  M^  et  M^  donc 
ces  points  sont  les  points  de 
tangence  de  la  base  double.  On 
en  conclut  : 

Les  points  de  tangence  de  la 
tangente  double  d'une  courbe  de 
3*  classe  sont  les  points  de  coupe 
de  cette  tangente  a^ec  la  conique 
auxiliaire  (voir  fig.  9). 


Tangentes  par  le  sommet  du 
faisceau  simple. 

La  tangente  à  la  conique  auxi- 
liaire menée  par  S^  en  dehors 
de  d  y  soit  S^  /u  donne  /u  sur  d^  . 
Par  fi  on  mène  encore  une  tan- 
gente /u/u, .  Le  point  correspon- 
dant de  S|  fiA  sur  d  est  /u^  confon- 
du avec  S^  . 

Les  rayons  S^S^  et  Sj/u,  sont 
donc  comme  homologues  S,/u  . 

Ils  donnent  les  points  S^  et 
M  de  la  courbe.  Dans  ces  con- 
ditions SfM  a  deux  points  con- 
fondus avec  la  courbe  S^  et  un 
point  de  coupe  en  M  . 

D'autre  part  les  points  de 
coupe  J  et  H  de  rf,  avec  la  co- 
nique ne  donnent  plus  qu'une 
tangente  par  chacun  de  ces 
points.  Ces  tangentes  donnent 
les  points  doubles  delà  division 
aurd;  en  menant  ainsi  les  rayons 
doubles  du  faisceau  S^  on  voit 
de  suite  que  leurs  points  de 
coupe  avec  S,  J  et  S^  H  donnent 
deux  points  confondus  de  la 
courbe  du  3*  degré  sur  ces  droi- 
tes. D'où  il  en  résulte  que  S,  J  et 
Sf  H  sont  encore  deux  tangentes 
de  la  courbe  du  3*  degré  passant 
par  S,  mais  dont  les  points  de 


Point  de  tangence  et  points  de 
coupe  de  la  base  de  la  division 
simple. 

,  Le  point  de  coupe  P  de  la  base 
de  la  division  simple  avec  la 
conique  auxiliaire  donne  la 
transversale  ttj  n^  D^ .  Il  en  ré- 
sulte les  points  P,  et  P,  sur  la 
base  double  comme  conjugués 
de  P.  Le  point  P^  est  l'intersec- 
tion des  deux  bases  et  le  point 
jTj  est  confondu  avec  P.  La  tan- 
gente P,  P  infiniment  voisine 
de  la  base  simple,  coupe  celle-ci 
en  P  donc  ce  point  P  est  le 
point  de  tangence  de  la  base 
de  la  division  simple  avec  la 
courbe  du  3®  degré.  La  tangente 
PP,  est  l'autre  tangente  de  cette 
courbe  que  l'on  peut  mener  par 
P. 

Par  le  point  D^  on  peut  mener 
également  deux  tangentes  à  la 
conique  auxiliaire.  Celles-ci 
déterminent  avec  D  les  points 
doubles  de  la  division  multiple. 
En  joignant  ces  points  doubles 
avec  le  point  de  coupe  de  la 
fangente  respective  de  la  conique 
issue  de  D^  on  trouve  une  nou- 
velle tangente  delà  courbe  de 3* 
classe  représentant  deux  tangen- 
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tangeoce    sont    en    dehors    de 

s., 

De  ce  qui  précède,  il  en  ré- 
sulte donc  : 

La  tangente  de  la  conique  auxi- 
liaire menée  par  S^  est  en 
même  temps  tangente  de  la 
courbe  du  3*  degré.  Son  dernier 
point  de  coupe  ai^ec  cette  courbe 
est  différent  de  S^  . 

Les  rayons  du  faisceau  simple 
conjugués  respectivement  aux 
rayons  doubles  du  faisceau  mul- 
tiple S,  sont  encore  deux  tan- 
gentes de  la  courbe  du  3*  degré 
passant  par  S^  et  dont  les  points 
de  tangence  sont  leurs  points  de 
coupe  açec  lés  rayons  doubles 
correspondants.  (Voirfig.  8). 


D'après  ce  qui  précède,  si 
nous  connaissons  dans  une 
courbe  du  3*  degré  à  point  dou- 
ble, six  points  de  cette  courbe 
et  le  point  double,  cette  courbe 
est  complètement  déterminée, 
car  nous  pouvons  prendre  un 
des  points  simples  comme  som- 
met d'un  faisceau  simple  et'  le 
point  double  comme  sommet 
d'iin  faisceau  double  et  former 
avec  ces  deux  faisceaux  un 
groupe  du  (2  -|-"  ^Y  degré  avec 
lequel  nous  pouvons  construire 
toute  la  courbe.  Ces  observa- 
lions  jointes  aux  lois  importan- 
tes des  tangentes  peuvent  se  ré- 
sumer comme  suit  : 


tes  confondues  dont  le  point  de 
coupe  est  en  h^  ou  A,  ou  les  tan- 
gentes de  la  conique  par  D,  cou- 
pent la  base  simple  ;  h^  et  A, 
sont  donc  les  autres  points  de 
coupe  de  la  base  simple  avec  la 
courbe  de  3*  classe  et  les  tan- 
gentes à  la  courbe  menée  par 
ces  points  sont  ces  tangentes 
confondues. 

On  en  conclut  donc  : 

Le  point  de  coupe  de  la  base 
de  la  diifision  simple  avec  la  co~ 
nique  auxiliaire  est  le  point  de 
tangence  de  cette  base  avec  la 
courbe  de  3*  classe.  Ses  deux 
autres  points  dé  coupe  ai^ec  elle 
sont  les  points  conjugués  des 
points  doubles  de  la  base  multi- 
pie. 

Les  tangentes  par  ces  points 

de  coupe    sont  les  droites  qui 

joignent  les  points  doubles  a\fec 

leurs     homologues      respectifs. 

(Voir  fig.  9). 

Dualistiquement  nous  pou- 
vons dire  qu'une  courbe  de  la 
3"  classe  à  tangente  double  est 
complètement  déterminée  avec 
la  tangente  double  et  six  tan- 
gentes simples,  car  nous  pou- 
vons prendre  une  des  tangentes 
simples  comme  base  d'une  divi- 
sion simple  et  la  tangente  mul- 
tiple comme  base  d'une  division 
double,  puis  former  un  groupe 
de  la  (2  -|-  1)*  classe  avec  ces 
deux  ponctuelles.  Le  groupe 
permet  de  déterminer  toutes  les 
autres  tangentes  de  la  courbe. 
De  ceci,  et  des  lois  importantes 
des  points  de  tangence  nous 
pouvons  dire  : 
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Tangentes  par  un  point  quel- 
conque d'une  courbe  du  3«  degré 
à  point  double  : 

Par  un  point  quelconque 
d'une  courbe  du  3*  degré  à 
point  double  on  peut  mener 
trois  tangentes  à  cette  courbe. 


i^  La  tangente  dont  le  point 
de  tangence  est  le  point  donné. 
On  l'obtient  en  considérant  le 
point  donné  comme  sommet 
d'un  faisceau  simple  homogra- 
phique  avec  le  faisceau  double 
du  point  double  et  en  menant 
de  ce  point  la  tangente  encore 
possible  à  la  conique  auxiliaire. 
Cette  tangente  est  toujours 
réelle  et  son  dernier  point  de 
coupe  avec  la  courbe  facilement 
déterminable. 


2^  Les  deux  tangentes  passant 
par  le  point  considéré  mais  dont 
les  points  de  tangence  sont  dif- 
férents de  lui.  On.les  obtient  en 
joignant  ce  point  aux  points  de 
coupe  de  la  conique  auxiliaire 
avec  la  seconde  base  qui  a  servi 
à  l'établir.  Le  point  de  tangence 
de  ces  droites  est  sur  les  rayons 
doubles  du  deuxième  faisceau. 
Il  est  à  remarquer  que  ces  deux 
tangentes  peuvent  être  réelles 
ou  imaginaires  ou  confondues. 

Nous  pouvons  donc  ajouter, 
puisque  par  chaque  point  de  la 
courbe  on  peut  lui  mener  trois 
tangentes  : 


Points  de  coupe  d'une  tan- 
gente quelconque  d'une  courbe 
de  3*  classe  à  tangente  double 
avec  cette  courbe  : 

Une  tangente  simple  quelcon- 
que d'une  courbe  de  3*'  classe  à 
tangente  double  possède  trois 
points  de  coupe  avec  celle-ci. 
Ce  sont  : 

1**  Son  point  de  tangence  avec 
la  courbe.  On  l'obtient  en  con- 
sidérant la  tangente  donnée 
comme  base  d'une  ponctuelle 
simple  ho  m  o  graphique  avec 
celle  de  la  tangente  double  et 
qui  est  une  ponctuelle  double. 
Le  point  de  coupe  de  cette  droite 
avec  la  conique  auxiliaire,  dif- 
fèrent du  point  de  départ  donne 
ce  point  de  tangence. 

Ce  point  est  toujours  réel,  et 
par  ce  même  point  il  existe  une 
seconde  tangente  que  l'on  sait 
déterminer. 

2°  Les  autres  points  communs 
à  la  courbe  de  3*^  classe  et  à  la 
tangente  considérée  sont  les 
points  de  coupe  de  cette  tan- 
gente avec  les  deux  tangentes 
de  la  conique  auxiliaire  menée 
par  le  sommet  du  faisceau  dou- 
ble relatif  à  celle-ci. 

Les  tangentes  en  ces  points 
sont  les  droites  qui  les  joignent 
aux  points  doubles  de  la  ponc- 
tuelle sur  la  tangente  double. 
Il  est  à  remarquer  que  ces  deux 
derniers  points  de  coupe  de  la 
tangente  simple  avec  la  courbe 
peuvent  être  réels  ou  imaginai- 
res et  dans  un  cas  limite  con- 
fondus. 

Nous  pouvons  donc  dire  ^ue 
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La  courbe  du  troisième  degré 
à  point  double  est  une  courbe  de 
la  quatrième  classe. 


chaque  tangente  simple  a  qua* 
tre  points  communs  déterminés 
avec  la  courbe  : 

Une  courbe  de  la  troisième 
clause  à  tangente  double  est  une 
courbe  du  quatrième  degré. 


Conique$  auxiliaires. 

La  conique  auxiliaire  dépend 
comme  on  Ta  vu  des  deux  rayons 
homologues  sur  lesquels  on 
prend  les  bases. 

Toutes  les  coniques  auxiliaires 
ont  donc  trois  tangentes  com^ 
munes  avec  la  courbe  du  troi- 
sième degré.  Ce  sont  les  deux 
tangentes  par  le  point  double  et 
la  tangente  avec  son  point  de 
tangence  au  sommet  du  faisceau 
simple. 

Le  rayon  du  faisceau  simple 
sur  lequel  on  prend  la  division 
double  auxiliaire  est  également 
une  tangente  de  cette  conique. 
Son  point  de  tangence  est  aussi 
son  point  de  coupe  avec  son 
second  rayon  conjugué.  C'est 
donc  un  point  de  la  courbe  du 
troisième  degré.  La  conique 
auxiliaire  correspondant  à  ce 
même  rayon  et  à  son  autre  rayon 
conjugué  aura  comme  point  de 
tangence  sur  le  rayon  dont  nous 
causons,  le  point  de  coupe  avec 
le  premier  rayon  conjugué.  Il 
est  à  remarquer  que  cette  co- 
nique et  la  précédente  auraient 
alors  quatre  tangentes  commu- 
nes. 


Coniques  auxiliaires. 

La  conique  auxiliaire  rela- 
tive aux  courbes  de  classe  dé- 
pend des  faisceaux  construits 
par  les  points  homologues  D^ 
et  D. 

Toutes  les  coniques  auxiliai- 
res auront  donc  trois  points 
communs  ai^ec  la  courbe  de  la 
troisième  classe.  Ce  sont  les 
deux  points  de  tangence  de  la 
tangente  double  et  le  point  de 
tangence  de  la  tangente  utilisée 
comme  ba^e  simple. 

Le  sommet  D  du  faisceau 
double  auxiliaire  est  également 
sur  la  conique.  La  tangente  me- 
née par  ce  point  donne  son 
deuxième  conjugué  D,  sur  la 
base  double.  C'est  donc  une 
tangente  de  la  courbe  de  troi- 
sième classe. 

La  conique  auxiliaire  corres- 
pondant aux  faisceaux  de  som- 
mets D  et  D,  passera  également 
par  D,  mais  cette  conique  aurait 
comme  tangente  en  D  la  droite 
DD,  tangente  de  la  courbe  de 
troisième  classe.  Comme  précé- 
demment nous  pouvons  dire  que 
ces  deux  coniques  auxiliaires 
ont  alors  quatre  points  com- 
muns. 
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Intersection  d'une  droite  quel- 
conque avec  une  courbe  du  3* 
degré  à  point  double. 

Toute  droite  coupant  les  deux 
faisceaux  d'un  groupe  du  (2  +  1)* 
degré  dont  dépend  la  courbe 
considérée  du  troisième  degré 
à  point  double,  rencontre  ces 
faisceaux  suivant  deux  divisions 
du  (2  +  1)"  degré  situées  sur  la 
même  base  et  homographiques 
Tune  à  Tautre. 

Les  points  de  coupe  avec  les 
cinq  paires  de  rayons  homolo- 
gues donne  cinq  paires  de 
points,  également  homologues 
et  suffisants  pour  déterminer 
les  ponctuelles. 

Chaque  point  de  coupe  de  la 
transversale  avec  la  courbe  cor- 
respond évidemment  à  deux 
points  homologues  confondus 
des  divisions  de  même  base. 
Ces  points  homologues  sont  les 
points  doubles  du  troisième  de- 
gré des  ponctuelles  à  base  com- 
mune. Comme  elles  ont  trois  de 
ces  points  possibles,  nous  en 
concluons  que  toute  droite  à 
trois  points  de  coupe  avec  la 
courbe  du  troisième  degré  à 
point  double,  et  ceux-ci  peuvent 
être  déduits  des  cinq  paires  de 
points  homologues  fondamen- 
taux d'après  les  méthodes  que 
nous  avons  indiquées. 


Autres  constructions. 
La  courbe  du  troisième  degré 


Tangentes  d'une  courbe  de  3* 
classe  à  tangente  double  menées 
par  un  point  quelconque. 

En  joignant  tous  les  points 
des  deux  ponctuelles  form^ant 
un  groupe  de  la  (2  +  1)*  classe 
dont  dépend  la  courbe  considé- 
rée, de  la  3®  classe  à  tangente 
double,  avec  un  point  quel- 
conque, on  forme  évidemment 
deux  faisceaux  concentriques 
du  (2  +  i)*  degré,  homographi- 
ques  l'un  à  l'autre. 

Les  cinq  paires  de  points  ho- 
mologues donnés  entraînent 
cinq  paires  de  rayons  homolo- 
gues des  faisceaux,  au  moyen 
desquelles  on  peut  complète- 
ment déterminer  ceux-ci. 

Toute  tangente  de  la  courbe 
passant  par  le  point  considéré 
correspond  évidemment  à  deux 
rayons  homologues  confondus 
des  faisceaux  concentriques. 
Ces  rayons  sont  les  rayons  dou- 
bles du  troisième  degré  des 
faisceaux.  Ceux-ci  ont  trois  de 
ces  rayons  possibles,  d'où  nous 
en  concluons  que  par  un  point 
quelconque  on  peut  mener  trois 
tangentes  à  une  courbe  de  la 
3*  classe  à  tangente  double  et 
ces  tangentes  peuvent  être  dé- 
duites des  cinq  paires  de  rayons 
fondamentaux  des  faisceaux 
concentriques.  Il  est  bon  de  re- 
marquer que  deux  tangentes 
peuvent  être  imaginaires  et  dua- 
listiquement  deux  points  de 
coupe  dans  l'autre  courbe  aussi. 

Autres  constructions. 
Les  ponctuelles    qui    engen- 
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et  les  tangentes  dont  nous  cau- 
sons peuvent  être  construites 
encore  d'une  autre  manière. 

Si  les  éléments  donnés  sont  : 
S^a  —  Sj^j  ;  S^a  —  Sjûj  ;  S|i  — 
S,^4  ;  S^b  —  Sj^,  ;  et  S^c  —  S,f| 
le  faisceau  double  en  S,  contient 
deux  paires  de  rayons  et  comme 
il  forme  une  invoiution,  on  peut 
le  couper  par  une  circonférence 
arbitraire  passant  par  S,.  Les 


drent  la  courbe  de  3^  classe  que 
nous  considérons,  peuvent  être 
données  par  les  points  : 

aAïaAt  ;     6Bi6B|    et    cQ  . 

La  ponctuelle  A^  A^B^B,  dont 
chaque  paire  est  homologue  des 

points    abc  forme    comme 

nous  le  savons  une  involution« 
Cette  involution  peut  être  cons- 
truite avec  un  cercle  auxiliaire 


Fio.  10. 


points  de  coupe  des  rayons, 
soient  a^ a, ;  b^b^;  ...  donnent 
un  faisceau  de  sommet  P,  dont 
chaque  rayon  correspond  à  une 
paire  de  Finvolution  en  S,.  Le 
faisceau  simple  de  sommet  S^ 
devient  ainsi  homographique 
avec  le  faisceau  simple  de  som- 
met P  et  ils  engendrent  une  co- 
nique. Cette  courbe  est  donnée 
par  cinq  points. 

On  peut  construire  toutes  les 
autres  paires  d'éléments  homo- 
logues  des   faisceaux  primitifs 


tangent  de  la  base  double.  Les 
tangentes  de  ce  cercle  par  les 
points  correspondants  de  Tin- 
volution  donnent  d'autres  points 
de  coupe  ctfiy  ...  situés  sur  une 
même  droite  et  forment  une 
ponctuelle  sur  celle-ci.  Cette 
ponctuelle  est  homographique 
avec  la  ponctuelle  simple  abc  ... 
Elles  engendrent  donc  ensemble 
une  conique  dont  elles  donnent 
les  cinq  tangentes  fondamen- 
tales. 

Toute  tangente  à  la  conique 
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au  moyen  de  transversales  me- 
nées par  P.  Chaque  transversale 
donne  trois  points  dont  deux 
x^  et  x^  sur  le  cercle  et  un  sur 
la  «conique  x .  Les  premiers 
joints  à  S,  et  le  dernier  à  S^  for- 
ment les  rayons  S,j:,  et  S^x, 
homologues  de  S^x,  (Voir  fig. 
10.) 


auxiliaire  menée  par  un  point  ^ 
de  a/}  donne  x  sur  la  base  sim- 
ple. Les  tangentes  au  cercle  me- 
nées par  ^  donnent  X^  et  X,  sur 
la  base  double  comme  points 
conjugués  de  x.  Les  droites  x\^ 
et  x\^  sont  ainsi  de  nouvelles 
tangentes  de  notre  courbe  de  la 
troisième  classe  à  tangente  dou- 
ble. (Voir  fig.  11.) 


Fio.  11. 


Pour  obtenir  les  tangentes 
par  le  point  double,  considérons 
Sf  S,  du  faisceau  simple  donnant 
q  sur  la  conique,  P^  sera  Thomo- 
logue  dans  le  faisceau  P.  Celui- 
ci  donnera  q^  et  q^  sur  le  cercle  ; 
donc  S,^(  et  S^^,  seront  les 
rayons  homologues  de  S^S, 
dans  le  faisceau  S,. 

Ce  seront  les  tangentes  de  la 


Les  points  de  tangence  de  la 
tangente  double  seront  ses 
points  de  coupe  avec  les  tan- 
gentes infiniment  voisines  ou 
autrement  dit  les  points  conju- 
gués sur  la  base  double  du 
point  de  coupe /?  des  deux  bases. 
Ce  seront  P,  et  P,.  C'est  la  tan- 
gente/7;r  de  la  conique  qui  donne 
n  sur  a/S,  duquel  on  mène  deux 
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courbe  du  troisième  degré  par 
le  point  double. 

On  obtient  la  tangente  en  S4 
tu  moyen  du  rayon  S,S|  don- 
nant (T,  sur  le  cercle  ;  P^,  donne 
encore  «r^  et  cr.  Le  rayon  S^  9  est 
ainsi  Thomologue  des  rayons 
S|Sf  et  Sf^f.  C'est  la  tangente 
de  la  courbe  en  S^ . 

Les  rayons  doubles  de  Tinvo- 
lution  en  S,  résultent  des  tan- 
gentes du  cercle  par  P  ;  —  P^ 
est  une  de  ces  tangentes.  Elle 
donne  d  sur  la  conique  ;  S^  d  est 
son  rayon  conjugué  en  S^  ou  le 
rayon  homologue  des  rayons 
doubles  du  faisceau  S, .  Le  point 
de  coupe  de  ces  rayons,  soit  D^ 
montre  que  S,âf  ou  S,  D^  a  deux 
points  de  coupe  avec  la  courbe 
confondus  en  D^ .  C'est  donc 
une  tangente  de  cette  courbe  en 
Df  et  passant  par  S| .  L'autre 
tangente  par  S,  correspond  au 
point  de  tangence  D, . 


Le  cercle  et  la  conique  auxi- 
liaire ont  quatre  points  de  coupe 
pouvant  être  imaginaires  deux 
à  deux.  Ces  points  sont  aussi  les 
points  de  coupe  de  deux  rayons 
homologues  comme  S|/>  et  S,/?,. 
Ils  sont  donc  des  points »de  la 
courbe  du  troisième  degré. 
Cette  courbe  peut  avoir  six 
points  communs  avec  la  coni- 
que. Le  cinquième  est  S^  puis 
le  sixième  qui  .doit  toujours 
être  réel  est  donné  par  le  point 
de  coupe  du  rayon  S,  P  avec  son 
homologue  S,7r.  Le  rayon  S^tt 
a  encore  un  point  sur  la  courbe, 
c'est  son  intersection  avec  la  tan- 


tangentes    au    cercle  :    nrP^    et 
jrP,. 

Le  point  de  tangence  de  la 
base  simple  est  un  point  s  con- 
jugué des  points  S^  et  S,  de  la 
base  double.  S^  étant  le  point 
de  coupe  des  deux  bases.  La 
tangente  du  cercle  par  S|  soit 
S^<r  donne  <r  sur  a/î.  De  ce  point 
on  mène  une  tangente  au  cercle 
pour  avoir  S^  et  une  à  la  conique 
pour  obtenir  s. 

Les  points  doubles  de  l'invo- 
lution  A,A,Bf  B^ ...  proviennent 
des  points  de  coupe  de  0^  avec 
le  cercle.  Leurs  homologues  sur 
la  base  simple  sont  les  points 
de  coupe  de  celle-ci  avec  la 
courbe  de  la  troisième  classe. 
En  outre  la  tangente  menée  par 
un  point  double  et  son  homolo- 
gue représente  deux  tangentes 
confondues  se  coupant  dans  le 
point  de  la  base  simple.  11  en 
résulte  donc  que  ce  point  de  la 
base  simple  est  le  point  de  con- 
tact de  cette  tangente. 

Le  cercle  et  la  conique  auxi- 
liaire ont  quatre  tangentes  com- 
munes pouvant  être  imaginaires 
deux  à  deux.  Ces  tangentes  sont 
également  des  tangentes  de  la 
courbe  de  3*  classe.  Celle-ci 
peut  en  avoir  six  qui  lui  sont 
communes  avec  la  conique  auxi- 
liaire. La  base  simple  abc  ...  est 
une  cinquième  tangente  com- 
mune. La  sixième  sera  donc 
toujours  réelle.  Si  nous  consi- 
dérons la  droite  a§^  elle  coupe 
la  base  double  en  m^  ou  fi  le 
conjugué  sur  cette  base  est  m, 
le  point  de  tangence  du  cercle 
auxiliaire  et  le  conjugué  sur  la 
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gente  du    cercle   en   S,.    (Voir 
fig.  10). 

La  conique  auxiliaire  dépend 
du  cercle  primitivement  tracé. 
Si  on  laisse  le  sommet  S^  du 
faisceau  simple  se  déplacer  sur 
la  courbe  du  3*  degré  la  conique 
auxiliaire  change,  mais  passe 
toujours  par  les  quatre  points 
de  coupe  du  cercle  avec  la 
courbe,  autres  que  S, . 


base  simple  est  m,  La  tangente 
mm^  de  la  conique  est  en  même 
temps  tangente  de  la  courbe  de 
3*  classe.  C'est  la  sixième  tan- 
gente considérée.  (Voir  fîg.  11.) 
La  conique  auxiliaire  dépend 
du  cercle.  Si  on  choisit  une  au- 
tre tangente  simple  que  celle 
qu'on  a  prise  la  conique  change 
aussi  mais  conserve  toujours  les 
quatre  mêmes  tangentes  com- 
munes avec  le  cercle  et  la  courbe 
de  3*  classe. 


m 


ASYMPTOTES  ET  TANGENTES  PARALLÈLES 


Asymptotes  des  courbes  du  3* 
degré  à  point  double. 


Le  problème  des  asymptotes 
de  ces  courbes  comprendra 
deux  parties.  D'abord  on  éta- 
blira la  direction  des  points  à 
l'infini,  et  en  second  lieu  on  dé- 
terminera les  tangentes  par  ces 
points. 

Les  points  à  l'infini  provien- 
dront de  rayons  homologues 
parallèles.  Pour  avoir  leur  di- 
rection, menons  en  S,  des  rayons 
parallèles  à  ceux  de  S, .  Nous 
formerons  ainsi  deux  faisceaux 
concentriques^  hdmôgràphiques 
du  (2  4"  1)*  degré.  Les  rayons 
doubles  du  3®  degré  de  ces 
faisceaux  correspondront  aux 
rayons   homologues  parallèles. 


Tangentes  et  points  de  tan- 
gence  des  courbes  de  3*  dusse 
parallèlement  à  une  direction 
donnée. 

Ce  problème  se  compose  éga- 
lement de  deux  pailies.  Il  faut 
en  premier  lieu  trouver  les  tan- 
gentes en  direction  puis  en  se- 
cond lieu  déterminer  les  points 
de  tangence. 

La  courbe  sera  donnée  dans 
la  fîg.  12,  par  les  cinq  paires  de 
tangentes  A, a  —  B^i  —  C^c  — 

La  direction  de  la  ou  des  tan- 
gentes parallèles  est  donnée  par 
xx' .  Nous  en  sommes  ramenés 
à  chercher  les  tangentes  de  la 
courbe  pour  le  point  à  l'infini 
sur  cette  direction.  On  joint  les 
points  des  deux  ponctuelles  avec 
ce   point.   On   forme  ainsi  des 
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Dans  la  fig.  12  la  courbe  est 
donnée  par  les  faisceaux  en  S, 
et  S^  -correspondant  aux  cinq 
points  ABCDE. 

Les  parallèlies  en  S,  aux 
rayons  de  S^  sont  désignées 
par  1,  2,  3,  4  et  5.  Les  faisceaux 
concentriques  en  S,  ont  donné 
un  rayon  double  du  3*  degré  kk. 
Celui-ci  donne  donc  une  direc- 
tion asymptotique  de  la  courbe. 

Nous  obtiendrons  maintenant 
Tasymptote  correspondante  en 
formant  un  nouveau  faisceau 
simple  dont  le  sommet  est  à 
rinfini  sur  la  direction  kk  et 
dont  les  rayons  passent  par  les 
points  de  la  courbe  ABCDE. 

Le  rayon  V  par  E  de  ce  fais- 
ceau coupera  les  rayons  du  fais- 
ceau S,  .  en  cinq  points.  Le 
rayon  e^  du  faisceau  S,  coupera 
les  parallèles  en  cinq  autres 
points  homologues  des  pre- 
miers. La  ponctuelle  sur  V.  E 
sera  une  ponctuelle  double  ; 
celle  sur  e^  une  ponctuelle  sim- 
ple homographique  avec  la  pre- 
mière. Ensemble  elles  engen- 
drent une  conique  qui  peut 
servir  de  conique  auxiliaire 
pour  la  courbe  du  3*  degré. 


La  tangente  de  cette  conique 
menée  par  le  sommet  M«o  du 
faisceau  simple  sera  comme  nous 
Façons  vu  antérieurement  la 
tangente  de  la  courbe  du  3^  de^ 
gré  par  M» .  Ce  sera  donc  une 


faisceaux  homographiques  con- 
centriques du  (2  -f-  1)"  degré  ou 
sur  la  base  double,  des  divisions 
homographiques  formant  un 
groupe  de  la  (2  +  !)•  classe.  Les 
points  doubles  du  3*  degré  de 
ces  divisions  correspondent  aux 
rayons  de  même  nature  des  fais- 
caux  de  rayons  parallèles  et 
donnent  ainsi  les  tangentes  pa- 
rallèles à  la  direction  considé- 
rée. 

Par  M  dans  la  fig.  12,  nous 
avons  une  de  ces  tangentes.  Sa 
construction  étant  développée 
par  des  méthodes  connues. 

Nous  considérons  ensuite  la 
division  simple  déterminée  sur 
la  nouvelle  tangente  par  les  tan- 
gentes de  la  courbe  de  3*^  classe 
issues  des  points  de  la  ponc- 
tuelle double.  Ce  sont  1,  II,  III, 
IV  etV.  En  prenant  deux  points 
homologues  C,  et  III  comme 
sommets  de  deux  faisceaux 
auxiliaires 


et 


III (Ai.  B,.  Q,  Di.  E,;  ...) 


Ci(I,  II.  III,  IV,  V  ...) 


formés  avec  les  ponctuelles, 
nous  obtenons  une  conique 
donnée  par  cinq  points  1,  2,  3, 
4  et  5.  Cette  conique  auxiliaire 
peut  servir  à  la  construction  de 
la  courbe  de  3*  classe. 

Le  point  de  cette  conique  avec 
la  tangente  simple  (Tg)  menée 
parallèlement  à  la  direction  xx' 
sera  comme  nous  le  savons  le 
point  de  tangence  de  la  droite 
avec  la  courbe  de  3*  classe. 
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asymptote.    Elle    est    marquée 
(A.|. 

Comme  on  connaît  cinq  tan- 
gentes de  la  conique  auxiliaire 
considérée  et  la  direction  de  la 
sixième,  on  peut  construire 
celle-ci    par    le    théorème    de 


Ce  point  est  marqué  P.  Nous 
avions  donc  cinq  points  de  la 
conique  et  la  direction  passant 
par  le  sixième.  Nous  avons  cher- 
ché celui-ci  par  le  théorème  de 


Brianchon  sans  tracer  la  coni-  Pascal   sans  construire  la   co- 
que, nique. 

Il  ressort  de  ce  qui  précède  II  est  donc  évident  d'après  ces 

que   la  courbe  du   3°  degré  à  observations  qu'iY  y  a  iroja  (an- 

point  double  a  trois  asymptotes  gentes  de  la  courbe  de  la  troi- 

dont  deux  peuvent  être  imagi-  sième  classe  parallèles  à  la  di- 

naires.  rection    donnée.    Deux    d'entre 
elles  peuvent  être  imaginaires. 


L.  Crelieb  (Bienne). 


SUR  LES  PROJECTIONS 
DES  DROITES  PERPENDICULAIRES 


Il  y  a  des  questions  de  Géométrie  descriptive  qui  peuvent 
se  résoudre  d'une  seule  manière  et  par  un  procédé  simple, 
lorsque  on  emploie  une  certaine  méthode  de  représentation, 
tandis  que,  si  on  se  sert  d'autres  méthodes,  on  n'en  vient  à 
bout  qu'en  ayant  recours  à  des  artifices  très  variés.  C'est 
dans  cette  condition  particulière  que  se  trouve  la  question 
traitée  récemment  dans  cette  Revue  par  MM.  Lehr  (T.  IX, 
1907,  p.  119)  et  Majgen  (Id.,  p.  460);  elle  se  résoud  en  deux 
niots,  si  on  se  sert  de  la  méthode  de  la  projection  centrale, 
tandis  que,  dans  la  méthode  de  Monge,  elle  n'a  aucune  de 
ces  solutions  qu'on  dirait  nécessaires.  Qu'il  me  soit  donc 
permis  d'ajouter  une  troisième  solution  aux  deux  solutions 
découvertes  par  les  géomètres  cités.  Elle  est  basée  sur  un 
raisonnement  analogue  à  celui  qui  m'a  fourni  {Periodico  di 
matematica  per  l'insegnamento  secondario^  III  Série,  T.  2, 
1904-1905,  p.  41;  Vorlesungen  liber  darsiellende  Géométrie^ 
I.  Band,  Leipzig  1907,  p.  54)  la  détermination  des  droites 
bissectrices  des  angles  formés  par  deux  droites  données  ou 
des  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  formés  par  deux 
plans  donnés. 

Comme  cela  est  permis,  je  suppose  que  les  droites  r,  /\ 
dont  on  cherche  la  condition  de  perpendicularité  se  coupent 
en  un  point  O  et  je  m'appuierai  sur  les  deux  propositions 
suivantes,  que  tout  le  monde  connaît  : 

a)  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  angle 
droit  se  projette  orthogonalement  sur  un  plan  suivant  un 
angle  droit  est  que  le  plan  de  projection  soit  parallèle  à  un 
des  côtés  de  l'angle. 

b)  Deux  droites  concourantes  r,  /^  sont  perpendiculaires 
entre  elles  lorsque  elles  se  correspondent  dans  l'involution 
circulaire  (ou  orthogonale)  ù  existant  dans  le  faisceau  de 
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rayons  situé  dans  le  plan  u  ^  r  r^  et  dont  le  centre  est  le 
point  O  =  rr^. 

Gela  posé,  soit  (voyez  ia  figure)  r  (r' ,  r")  et  r^  (r"  ,  r"^  les 
deux  droites  données;  si  on  joint  par  une  droite  les  points 


Fia.  1. 


r'  r"  =  R  et  r/  r/'  =  Rf ,  on  obtient  V  «  axe  d'aflinité  »  du 
plan  &>,  c^est-à-dire  le  lieu  des  points  où  se  coupent  les  cou- 
ples de  projections  des  droites  de  ce  plan. 

Dans  le  faisceau  (O ,  (ù)  considérons  les  deux  droites  /?,  p^ 
qui  sont  perpendiculaires  entre  elles  et  dont  la  première  est 
parallèle  au  pian  horizontal;  on  sait  que  p''  est  parallèle  à  la 
ligne  de  terre,  ou  bien  (pour  éviter  le  tracé  de  cette  droite) 
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perpendiculaire  à  la  droite  O'  O'' ,  tandis  que  p'  est  la  droite 
qui  joint  O'  au  point  P  ou  p"  coupe  Taxe  d'affinité  du  plan 
donné.  A  cause  du  théorème  a)  p\  sera  la  normale  menée 
par  O'  à  p'  et  on  obtiendra/?'',  en  joignant  O''  au  point  P,  ou 
p\  coupe  Taxe  d^affinité  du  plan  &>. 

D'une  manière  tout  à  fait  analogue,  on  irouve  les  projec- 
tions horizontales  et  verticales  des  deux  droites  q^  q^  menées 
parle  point  O  dans  le  plan  ai,  qui  sont  perpendiculaires  en- 
tre elles  et  dont  la  première  est  parallèle  au  plan  vertical  de 
projection. 

Les  deux  couples  de  droites  p' p\^  q'  q\  déterminent  une 
involution  (elliptique)  qui  est  la  projection  Q!  de  Tinvolution 
circulaire^;  et  les  deux  couples /?"/>",  q" q'' \  en  déterminent 
une  autre  û"  qui  est  la  projection  verticale  de  la  même  in- 
volution û.  Or,  si  on  applique  le  théorème  h)^  on  voit  de 
suite  que  /•  etr^  seront  perpendiculaires  entre  elles  lorque  r" 
et  r\  seront  des  rayons  correspondants  dans  Tinvolution  Q! 
(ou  bien  si  /•''  et  r" ^  se  correspondent  en  û")  et  alors  seule- 
ment. 

Cette  condition  peut  s'énoncer  d'une  autre  façon.  En  effet, 
si  on  appelle  Q  et  Q,  les  points  q'q"^  et  q\q" x  ^  *'  ©^^  évident 
que  pour  la  perpendicularité  des  droites  /*  et  r^  il  est  néces- 
saire et  suffisant  que  les  points  R,  R,  se  correspondent  dans 
Tinvolution  (elliptique)  déterminée  par  les  couples  PP, ,  QQ,  ; 
si,  donc,  le  couple  RR,  ne  sépare  pas  le  couple  PP,  (ou  le 
couple  QQi)  on  peut  tout  de  suite  affirmer  que  les  droites  n\ 
ne  sont  pas  perpendiculaires  entre  elles.  Mais  si  cela  n'a  pas 
lieu,  comme  les  segments  PP, ,  QQ,  se  séparent,  les  cercles 
dont  ils  sont  les  diamètres  se  coupent  en  deux  points  réels; 

soit  G  un  de  ces  points;  les  angles  PCP,  et  QCQ^  étant  droits, 
il  s'ensuit  que  les  droites  r  et  t\  seront  perpendiculaires  entre 

elles  lorsque  l'angle  RCR,  est  lui-même  droite  et  seulement 
alors. 

Cette    condition  et    les   constructions    nécessaires    pour 

s'en  servir  ne  me  semblent  pas  plus  compliquées  que  celles 

proposées  par  MM.  Lehr  et  Majcen  et  les  principes  que  j'ai 

appliqués  ne  me  paraissent  pas  plus  difficiles  et  moins  connus 

que  ceux  sur  lesquels  ils  se  sont  appuyés;  c'est  ce  qui  me 
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décide  à  publier  cette  courte  note.  Pour  terminer  je  crois 
utile  de  faire  remarquer  qu^elle  semble  confirmer  l'opinion 
que  les  solutions  les  plus  naturelles  dans  la  base  et  les  plus 
siînples  dans  l'exécution  de  questions  de  Géométrie  descriptive 
(élémentaire)  s'obtiennent  par  l'emploi  des  théories  de  la  Géo- 
métrie  de  position. 

Gino  LoRiA  (Gênes). 


SUR  LE  CHANGEMENT  DE  VARIABLE 
DANS  LES  DÉRIVÉES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 


La  détermination  directe  de  la  m****  dérivée,  si  importante 
dans  les  applications  de  la  série  de  Taylor,  spécialement 
pour  la  discussion  du  reste,  se  heurte  à  des  difficultés  sé- 
rieuses qui  ne  peuvent  guère  être  vaincues  que  dans  quel- 
ques cas  particuliers.  On  me  permettra  de  citer  ici,  comme 
pouvant  quelquefois  rendre  de  bons  services  dans  ce  genre 
de  question,  une  formule  aussi  simple  que  peu  connue. 

Soient  une  fonction  y  =  f{x)  de  la  variable  a?,  F  (y)  une 
fonction  de  fonction^  suivant  la  terminologie  en  usage  dans 
les  éléments  du  Calcul  diflférentiel.  On  demande  d'exprimer 

la  m'*^  dérivée  par  rapport  à  x,  — -  F  (y)  7  P«r  des  dérivées 

relatives  à  la  variable  y.  La  réponse  à  ce  problème  est  con- 
tenue dans  la  formule 

dont  voici  la  signification.  La  fonction  inverse  de /"est  dési- 
gnée par  f ,  de  sorte  que  l'équation  y  =  f(x)  se  résout  ainsi 
X  =  y(y);  en  outre,  il  faut  au  second  membre  de  (1),  calculer 
d'abord  les  dérivées  en  y,  sans  toucher  à  x^  puis  remplacer 
dans  le  résultat  y  par  f{x\  ou  x  par  y  (y). 
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(^oiniuençons  par  donner  quelques  exemples  de  la  formule 
dont  il  s'agit;  nous  re|)résentons  constamnienl  par /3  le  quo- 
tient 

f   —  X 

r*  Exemple.  —  y  étant  liée  à  .r  par  la  relation 

V  —  jnft  [y]  z=  a  . 

on  demande  de  déterminer  le  terme  général  de  la  série  de 
Lagrange  par  laquelle   V(y)  est  développée  suivant  les  puis- 

sdnces  de  x  ;  autrement  dit  on  ehenthe  l'expression  —  F  (?/) 

pour  la  valeur  particulière  j:  =  0. 

Ici  ^,y)  =*— --  ^(fy)  = -jt ;  f^r)  "«  saurait  être 

obtenu  explicitement,  mais  comme  il  sullît  d'avoir  /3  quand 
.r  =  0,  fix)  se  remplacera  par  a^  et  ^  par  ^^y).  On  a  alors  en 
vertu  de  (1;,  pour  x  =^  0, 


m—\ 


V[y)  =:  —  F(r)f"-'(v)[*  -  ir  -  a]^'\  . 


étant  bien  entendu  que  la  lettre  y  sera  remplacée,  après  dé 
rivation,  par  sa  valeur  a.  Le  second  membre  s'écrit  évidem- 
ment 

V[a)V\a)  —  m V  {a\V''-^  \a\^' [a]  . 

da'"  da'"-' 

puis 


^m-l 


da"* 

et  enfin 


c'est  le  résultat  connu. 

2*  Exemple, 

1  1         fl  > 

j  =  ~.      -**=-.     p  —  —  '-  . 
X  y  '^ 

L'Enseigtieineut  mathém.,  10<-  annôc  ;  1908.  10 
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On  a 

immédiateineiit 

(    1  r 

'::;:  2  G)  '■-  - 

-  i)  ... 

(m  — 

F(r)/"-^  = 


et  dans  la  somme,  il  faut  prendre  pour  p  et  q  toutes  les  solu 
lions  entières  et  positives  de  l'équation  p  -\-  (/  =  m.  Le  ré- 
sultat définitif  se  lira  plutôt 


d 
d 


7-  '■  (y = '^  2  (;-)  '-"<«-') ..  H  -  ,i''K"'  (i) . 


3®  Exemple. 


^  y  c  ^  y  ^  ^ 

X  —  1  r  —  1  1  —  X 


On  a  de  même 


dx'" 


■"^'2  (-)<"'  —  1  M"»-  -21  ...  {m  -q)iy-  ir-'-n''^Nj)  = 


)  (m  —  2)  . . .  (wi  —  q) 


V  'P'  (y) 
(.r  -  1)^ 

4"  Exemple. 


/-        . 2         fi  _   r  -  /.!■ L 


y'^  —  X  y  -\-  \/  X 

Ainsi,  par  un  calcul  des  plus  simples. 


dx"'  ~\r^ 


z=ni 


9,_  n'»  X!  i^\,P  (/»-/>+  l)(m-/?-f-2i...(2m-/>)        V^P\\/ x) 

et  Ton  aurait  de  même  pour  le  cas  ij  =  \/ x 


(2  {/  xy 


d"'      F<^.r)         ,d'"  Vir)  8/- 

— -~ —  =  A  • -—        avec        t/  x  =  a   , 

dx         X  '  dy      {)■«  -f  ay  -\-  a^)    ^ 
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5*  Exemple.   —    Prenions   ^iy)  =   ^  ,    égal    au     quotient 

<le  deux  polynoiiïes  quadratiques  Ai  =  a^y^  +  b^y  +  (\  ,  et 
//,  =::  û,y*  +  b^y  +  ^î-  Oans  le  faisceau  A,  —  xA^  existent,  on 
le  sait,  deux  carrés  parfaits  correspondant  aux  racines  de 
l'équation 

En  même  temps  les  points  doubles  de  Tinvolution,  autre- 
ment dit  les  valeurs  de  y  correspondant  à  ces  racines  sont 
données  directement  par  Téquation  H  =  A,A',  —  A^A',  =  0  ; 

H  H 

on  sait  que  \/g  fr)  =  Yx  '  ^^'    ^^  P'"^'  ?'^^  —  ^'    ^'   ^*  '  ^* 

sont  les  deux  solutions  tirées  pour  y  de  la  relation 
Aj  —  xh^  =  0,  on  a  évidemment 

h  —  /i  — 


flj    —   fllX 


Ainsi 


^  *  A,  —  h^x         [Ot  —  axx)  (r  —  f^ 


à""    y^^^^  1  ^'^    Fl.riHC"' 


^a-'"  [a,  -  a,xr-^'  ôr"»  (j  -  /;)'"+^  ' 


par  suite,  si  Ton  pose  pour  abréger  Flî/jHA^"'— ^  =  i^y),  on 
aura  en  exécutant  les  dérivations  et  remplaçant  y  par /,'(jr), 

dx 


m 


^  1.2.3...^  *      ^-'^^V     ^^n^     ) 

Si,  par  exemple,  on  prend  ^iy)  =  1,  on  obtient  la  formule 
remarquable 

^  '  -  ,       i.m  (^/>  +  l)(m  +  2)...  2m  „ 

dx^hT^gix)  ,n  +  l. 


Démonstration.  —  Venons  maintenant  à  la  démonstration 
de  la  formule  (1);  elle  s'obtient  d'abord  comme  une  consé- 
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queiice  iiumédiale  de  l'intégrale  de  Caiichy  envisagée  dans 
la  théorie  des  fonelions.  La  démonstralion  (|ue  voici,  plus 
générale  et  ponr  le  moins  aussi  simple,  n<*  réclame  que  les 
éléments  du  calcul  différenliel. 

Soit,  comme  plus  haut,  j8  le  rapport  •  _  dont  la  limite 
est  OL  =  f'.x),  quand  y  s'approche  de  ,x.  On  a 

'2?  —  y  —  /'—  «'y  —  -^^  _  P  -  «  g 

identité  (|ui  peut  s'écrire  aussi 

multiplions-en  les  deux  nuMuhres  par  le  produit  ^' F,  puis 
.difl'érentions  m  l'ois  par  rapport  à  //,  il  vient 

t-  ,F>'iS'"+''  =  «  -  ^^ — r  '•>r'  +  (v  -  /•(  ^  —  (yy  P-  )  + 

,„  il  ^-ïTlL  (,y  t 

Si  Ton  l'ait  maintenant  y  =  /,  ce  qui  donne 

T  ^^ h  «  —  . 

(IJ-  tSX  01- 

le  second  terme  disparait  et  il  vient 

Donc,  si  Téquation  l  est  satis['ait<*  pour  m  =rz  (),  elle  de- 
meure exacte  pour  toute  valeur  de  m  ;  il  en  est  bien  ainsi, 
puisque  Fy'/S  tend  vers  Fy'a  =  F. 

(]omme  on  le  voit,  la  démonstration  repose  en  définitive 
sur    rhypothèse    que    les    diiïérentes    quantités    telles    que 

—  ^Ë"']  ou i/3'"'  admettent   d(»s    limites    (inies    quand  y 

tend  vers  /(D;  voici  sur  ce  point  quelques  rf»inarques  presque 

évidentes." 

.    Si  les  fonctions /.r.';  et  y  .r  sont  tout(»s  les  deux  (inies,  avec 
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leurs  dérivées  d'ordre  quelconque,  dans  un  inlervalle  com- 
prenant les  points  a  et  6,  et  que  de  plus  ^'iV/i  soit  différent 
de  zéro,  les  expressions 

où  s  est  un  entier  positif,  atteignent  chacune  une  limite  finie 
<|uand  h  tend  vers  a.  Cela  résulte  simplement  du  fait  que  le 
rapport 

/  /•</»  -  fia]  V 

étant  ordonné  suivant  l(\s  puissances  de  b  —  a,   commence 

parle  ternie  fini  (-,-,)    ;    les   coefficients  seront   d'ailleurs 

évidemment  des  fonctions  entières  de  f'{u}^  /"i«),  f*^ici),,,  ; 
^"(7^  ,  (f"a^  ...  et  conliendroni  en  diviseur  la  seule  qtian- 
tite  (f   a  . 

Pour  calculer  les  diverses  quantités  telles  que  2^,  on  em- 
ploiera le  moyen  suivant.  Soient  B,„, «  l'expression  ;'2)  et 
A;n,„  sa  limite;  puisqu'on  doit   faire  finalement  /;  =  r/,  on  a 

j-  =  -7  4-  —  ,  donc 

da  i\h     '     da 

"^An.n  ...  .  d 


—  -^   -,«+1   +  ^//i+I,«         ^"         -"^«,«4-1  —   T:  \/i, /i  ""  ^m  +  l.w 


formule  récurrente  par  laquelle  la  délermination  de  A,„,„  est 
ramenée  à  celle  de  A,„,o  ou  A,„. 

(^)uanl  à  cette  dernière,  remarquons  ((ue,  quelle  que  soit  la 
foncticm  /'•('}, 

a  pour  limite  la  quantité,  où  I)  désigne  le  symbole  de  déri- 
vation. 


■     ■     • 


et  il  est  clair  que,  le  dévelopj)ement  de  i/T?)  —  Z^^;/  cominen- 
vant  par  le  terme  f'ib  —  ar\  ou  aura  en  particulier  A'"/=  0 
quand  m   est  inférieur  à  .9,  et  AV=<^!(/'  '^O*  pour  m  =  s. 
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Or  en  écrivant  B,„,o,  ou  B,rt,  sous  la  forme 

et  dérivant  par  la  règle  des  facteurs,  on  a,  après  avoir  fait 

b  =  a, 

iP) 

Cette  formule  se  réduit  à  l'identité  0  ::=  0  pour  tout  /n  <C  s; 
en  donnant  à  m  les  valeurs  successives  5,  s  '\-  1,  s  -\-  2,  ... 
et  supprimant  les  termes  A^y  nuls  parce  (|ue  r/  <  ^,  on  ob- 
tient le  tableau 

{s  +  1)A,  A>  +  AoA*+^y  =  A"+V'  / 

'^^^y'^'  +  ^^  A.A>  4-  '^^'  A.A^+^  +  AoA-^  +  ^  =  A-^-^V.    i 
/ 


(:*) 


qui  donnera  Aq,  A^,  A,,  ...  par  des  formules  où  apparaît 
comme  seul  diviseur  la  quantité  A'y  =:  5!  (y'r/  )%  ou  Tune  de 
ses  puissances.  Si,  par  exeni|)l(\  f  .r  =  .r,  et  qu'il  s'agisse  de 
trouver 


tous  les  A'^^  sont  nuls  à  l'exception  de  A'y  =  5! ,  et  par  suite 


(      . 


résultat  facile  à  obtenir  directement. 

Dans  le  cas  de  la  formule  :l   qu'on  mettra  également  sous 
la  forme 

on  a 

5  =  m  +  I  .       A';+'  =  lim  —  |3'"  +  *  .        à'"  + V'=  C"  +   »)! 


1 

-I 

j 

1 
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el  pour  toute  autre  valeur  de  n^  A"/=  0  ;  comme  ou  a  d'autre 
part  A''^  =  \\ïïiy=f  —  9  —  •'^/"■'"S  le  tableau  [W]  devient 

A;"  +  ^A'"  +  ^y==  1/1/  +  1)! 


En  différeutiant  d'ailleurs  la  formult*  4' par  rapport  à  .r-, 
on  obtient  pour  déterminer  les  coeflicienls  A^'  une  nouvelle 
loi  de  récurrence 

m,'A™  +  '  =  (m  -  ;.  _  1)  a;  +p±  A;'_,  , 


ou,  si  Ton  veut, 

,«a;+'  =  ,,«  -  ;,  -  x)r\;  +p±^  a;_, 


J'ajoute  que  la  formule  (1)  s'étend  aisément  au  cas  du 
changement  de  plusieurs  variables  indépendantes.  S'il  y  en 
a  deux 

donnant  inversement 
on  aura  par  exemple 


F(rx.  V,)  z=z  -: Kjp;"*'^»^; 

"  •  .      Wl  V  -./Wl  '1  '* 


avec 


A       yi -— fi        Q       yt  —  ft        ,      ,      «M^i..»ii 

^1  —  j-i  y,  —  .»a  t^|rl,  j,J 

(L  (iAiLi.KH  ('Genève  . 


ENQUÊTE  SUR  LA  MÉTHODE  DE  TRAVAIL 

DES  MATHÉMATICIENS 


LES  RESULTATS»  —  XI 

(Fin.f 

Questions  relatives  au  mode  de  vie  du  mathématicien^. 

Question  24. 

Le  travail  du  mathématicien  dans  une  journée  doit^il  être 
coupéy  selon  vous,  par  d'autres  occupations^  ou  par  des 
exercices  physiques  proportionnés  à  l'âge  et  aux  forces  de 
chacun. 

On  ne  saurait  être  trop  explicite  dans  la  rédaction  des 
questions  d^ine  «  en(|uéte.  »  Mais  ce  n'est  malheureusement, 
le  plus  souvent,  qu'une  fois  les  réponses  reçues,  que  Ton  se 
rend  compte  de  la  façon  dont  il  eût  fallu  rédiger  certaines 
questions,  pour  bannir  toute  équivoque. 

c(  Le  travail  du  mathématicien  doit-il  être  coupé...  ?».  Ce 
que  Ton  désirait  savoir,  (t'est  si  et  comment  les  mathémati- 
ciens, de  fait ^  coupent  leur  travail.  Ces  deux  questions,  bien 
entendu,  se  confondraient,  dans  un  monde  idéal  où  serait 
fait  tout  ce  qui  devrait  être  fait.  Mais,  hélas,  il  n'en  est  guère 
ainsi,  à  notre  époque  surchargée  où  le  Possible,  plus  que  le 
Bien  et  le  Beau,  est  le  seul  maître  que,  le  plus  souvent,  il 
nous  soit  donné  de  suivre.  Les  semaines,  les  journées  sont 
hachées  par  les  circonstances  contingentes,  les  nécessités 
de   renseignement...    notre    travail   est  trop  souvent  coupé 


*  Voir  VEns.  math,,  '*>  anoùe,  n»  5,  p.  38T-39."J  ;  n»  6,  p.  473-478,  1905.  —  8«  annce,  n«  1, 
p.  43.W  ;  n»  3.  p.  217-225  ;  n»  4,  p.  293-310  ;  n"  .">,  p.  383-385  ;  n»  6,  p.  463-475,  1906.  — 
9»  année,  n»  2,  p.  123-135,  n»  3,  p.  20^-217  :  n»  4,  p.  306-312.  1907;  n»  6.  p.  473-479. 

*  L'ctude  de  celte  derniéro  partie  a  été  faite  par  M.  le  D'  Ed.  Ci.aparki>k,  Directeur  du 
Laboratoire  de  Psychologie  de  ITiiiverBilé  de  Oenéve. 
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<|uand  il  ne  le  faudrail  pas,  pour  que  nous  soyons  disposés, 
de  gaîté  de  cœur,  à  le  eouper  volontairement,  quand,  d'aven- 
ture, il  nous  arrive  d'avoir  devant  nous  un  long  chapelet 
d'heures  à  égrener. 

Il  eût  don<!  fallu  poser  ainsi  la  (|ueslion24  :  «  Coupez-vous 
votre  travail...  ;  si  les  eiroonstances  ne  vous  permettent  pas 
de  le  faire,  le  regrettez-vous,  et  pourquoi  ?  » 

Sur  cinquante-huit  correspondants  qui  ont  envisagé  la 
question  24,  deux  seidement  ont  clairement  séparé,  dans 
leur  réponse,  les  deux  points  de  vue  de   l'idéal  et  du  réel  : 

Rép.  XVMI  (Italie;.  —  .le  crois  qu'il  doit  être  utile  d'interrompre 
le  travail  quotidien  par  quelque  exercice  physique.  Mais  je  l'ai 
rarement  fait.  (...) 

Rép.  LU  (France'.  —  (le  serait  désirable,  mais  je  n'ai  jamais  pu 
m'v  astreindre.  IIatox  dk  la  Gocpillikkk 

Parmi  les  autres,  quarante-six  ont  répondu  alfirmative- 
ment,  la  plupart  |)ar  un  oui,  ou  certainement  oui,  ou  il  le 
faudrail  tout  au  moins  (rép.  XLII,  1^X11).  Quelques-uns  seu- 
lement ont  été  un  peu  moins  brefs  : 

Rép.  XI  Russie).  —  Pour  moi,  les  exercices  physiques  donnent 
de  la  force  à  Tesprit-  X.  Dki.aunav. 

Rép.  XII  Alleniajxne''.  —  Le  développement  physique  doit  être 
recommandé  sans  aucun  doute.  (...; 

Rép.  XX  (France  .  —  Je  suis  d'avis  que  le  travail  doit  être  mor- 
<'elë.  IL  BnocAHi). 

Rép.  XXI  (Allemagne  ,  --  Pour  la  moyenne  des  écoliers,  même 
pour  les  mieux  doués,  lexécution  de  travaux  expérimentaux  entre 
les  travaux  purement  mathématiques  est  à  recommander  vivement. 
Pour  le  t^énie,  il  n'y  a  pas  de  règle.  L.  Botzmaxn. 

Rép.  XXIX  (Hollande,.  —  Travailler  au  plus  trois  heures  de 
suite,  et  puis  chang<*r.  J.  de  Vriks. 

Rép.  XLin  Francei.  — S'arrêter  dans  son  travail  dès  que  l'on 
est  fatigué.  K.  Mauj.rt. 

Rép.  LX\  II  .Allemagne  .  —  Je  considère  comme  très  avanta- 
geux si  le  travail  peut  être  coupé  par  d'autres  occupations  ou  par 
des  exercices  physiques.  ...i 

Rép.  LXXXIV  (Suisse.  On  ne  peut  pas  toujours  travailler; 
l'exercice  est  très  nécessaire.  Ci.  Olthamark. 

l'n  correspondant  (XXXII    répond   «  douteux  »  à   la  (|ues- 
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tion  24.  Trois  (XXXVI,  XLV  el  XLVII)  déclarent  que  «  c'est 
individuel.  ». 

Rcp.  XIjV  (France).  —  Kien  de  général.  Cela  dépend  de  la  toiii- 
nure  d'esprit.  R.  de  Montes  sis. 

Deux  malhémati(*iens  établissent  un  judicieux  distinguo, 
auquel  souscriront  certainement  la  plu[)art  des  travailleurs  : 

Uép.  XXm  (France).  —  Couper  le  travail  vaut  mieux  en  prin- 
cipe. Toutefois,  lorsqu'on  est  bien  entraîne  par  son  sujet,  une 
journée  entière  de  travail  continu  peut  être  profitable.  Mais  de  tels 
efforts  doivent  rester  des  exceptions.  C.-A.  Laisant. 

Kép.  XXIV  ;France).  —  Quand  on  se  sent  bien  disposé  sur  une 
(juestion,  il  ne  faut  pas  s'arrêter;  quand  ou  n'est  pas  en  train,  il 
faut  s'arrêter.  A.  Boltix. 

Quant  à  la  nature  de  l'occupation  (|ui  doit  couper  le  tra- 
vail, c'est  à  Ve.vercice  physique  que  les  quelques  rares  per- 
sonnes qui  ont  répondu  à  cette  partie  de  la  question  24,  don- 
nent la  préférence.  Boitzmann,  on  l'a  vu,  propose  d'entre- 
couper d'expériences  de  physique,  le  travail  théorique. 

Rép.  L  (Ktats-Unis).  —  Continu  si  possible  pendant  les  heures 
de  la  matinée.  Kn  tout  cas,  une  continuité  de  plusieurs  heures, 
quel  que  soit  le  moment  de  la  journée.  F.-W.  Davis. 

Rép.  LI  (Ktats-lnisi. —  Il  doit  être  continu.  ...• 

Rép.  LX    Suisse U  —  Pas  nécessaire.  A.  Kmch. 

Rép.  LX\  111  (Ktats  Unis:,  —  Le  travail  mathémati<|ue  doit  être 
concentré,  non  interrom|)u.  L.-L.  Coxant. 

Rép.  LXXXl  Hollande).  —  Je  n'aime  pas  à  couper  une  journée, 
mais  à  étudier  de  jour  en  jour,  jusqu'au  moment  où  je  vois  que  je 
n'avance  plus.  Alors  je  cherche  une  autre  occupation. 

F.-  J.  Vaks. 

H  ressort  de  toutes  ces  réponses  ({ue  la  fatigue  produite 
par  le  travail  mathématique  varie  tort  d'un  individu  à  l'autre. 
Comparez  ces  deux  réponses,  dues  à  deux  jeunes  corres- 
pondants, presque  du  même  âge  : 

Rép.  XXXI V  Francei.  —  Oui,  le  travail  de  mathématique  con- 
tinu étant  d'une  grande  fatigue  pour  Tesprit  et  pour  le  corps. 

,1.  Azaïs. 

Rép.  LUI  'Belgique).  —  Il  me  semble  que  les  mathématiques  ne 
fatiguent  point.  M.  Lkcat. 
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Question  25. 

Les  réponses  aux  diverses  questions  romprises  sous  ce 
rhiUVe  ne  font  que  mettre  en  relief  les  fortes  différences 
individuelles  existant  parmi  les  travailleurs. 

25  (a).  —  AveZ'Vous  la  tendance  ou  l'habitude  de  travailler 
pendant  des  semaines  ou  des  mois  d'une  façon  irrégulirre^ 
continue^  égale,  ou  au  contraire  par  bourrées^  et  comme  par 
à-coups  ? 

Sur  une  soixantaine  de  réponses,  cinquante,  tout  au  plus, 
sont  utilisables.  Plusieurs  personnes  ont  en  effet  répondu  sim- 
plement oui  ou  non  à  la  question  2,V/  ;  celle  question  conte- 
nant une  alternative,  on  ne  sait  comment  interpréler  des 
réponses  de  ce  genre.  Les  partisans  du  travail  continu  et  du 
travail  par  à-coups  sont  en  force  égale  :  vingt -Irois  contre 
ving-trois.  Quatre  personnes  manifestent  I  un  ou  l'autre  type 
de  travail  suivant  la  nature  de  roccuipation. 

Citons  quelques  réponses  de  la  première  catégorie  travail 
continu)  : 

Rép.  IX  (Krancci.  —  Il  faut  de  la  continuité  et  de  la  discipline 
dans  le  travail  pour  m'amorcer  à  un  sujet  ;  une  fois  qiu\j'ai  mordu, 
je  travaille  malgré  moi  et  il  faut  nrarracherpar  mesure  d'hygiène, 
c'est  la  période  de  production  <|ui  anièfie  ensuite  une  certaine 
inertie  intellectuelle.  Les  circonstances  extérieures  agissent,  mais 
d'une  façon  secondaire  (Mi  comparaison  de  l'évolution  que  je  viens 
de  dire.  ...) 

Rép.  LXXIV  iltalie;.  —  Quand  il  m'est  possible,  j'aime  travail- 
ler pendant  des  scmain<»s  et  aussi  des  mois  réi^-idièrement. 

P.  (Ikmimano. 

Rép.  XVII  Allema^nei.  —  Jadis  je  travaillais  par  à-coups.  — 
Maintenant,  ayant  un  but  bien  iléteiniiné,  je  travaille  tout  à  fait 
régulièrement,  mais  je  dois  coîitinuellemenl   changer  de   travail. 

■  •  • 

Rép.  LXXXIIÏ  i France).  —  Je  travaille  de  façon  ré«rulièn\  mais 
(fuand  j'ai  commencé  un  sujet  je  n'aime  pas  à  passer  immédiate- 
ment à  un  autre  avant  d'efi  avoir  tiré  tout  ce  cju'il  m'est  possible. 
Alors  je  passe  à  un  autre,  puis  en  revenant  assez  longtemps  après 
au  premier  (peut-être  un  mois  après  ,  il  m'arrive,  si  je  puis  dire, 
de  trouver  un  nouveau  filon.  i...  i 
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Réponses  de  la  seconde  catégoi'ie  (travail  par  à-coups)  : 

Hép.  II  (France).  —  Je  recherche,  le  phis  possible,  le  travail 
régulier,  ce  qui  n'empêche  pas  que  ma  courbe  de  Tintensité  du 
travail  en  fonction  du  temps  ne  présente  un  aspect  vaguement 
sinussoïdal  !  En  général  je  travaille  d'autant  mieux  que  je  suis  plus 
libre  et  comme  méthode  et  comme  échéance  à  laquelle  donner  le 
résultat.  A.  Audebrand. 

Rép.  VI  ^Allemagne).  — ^  Ma  faculté  de  travail  varie  selon  une  loi 
à  moi  inconnue.  F.  Schur. 

Rép.  \  Il  (Allemagne).  —  Le  travail  régulier  m'est  impossible. 

M.  Cantor. 

Rép.  XXII  i  Ktats-Unis).  —  J'ai  l'habitude  de  travailler  queUfue 
peu  spasmodiquement,  mais  je  ne  pense  pas  que  ce  soit  une  bonne 
méthode.  Edm.  Escott. 

Rép.  XXlll  (Fiance).  —  Le  système  des  à-coups  a  prévalu  chez 
moi,  souvent  contre  ma  volonté,  parfois  aussi  parce  que  je  ne  me 
sentais  plus  en  train.  ('.  A.  Laisant. 

Rép.  XXIV  (France).  —  Je  ne  travaille  que  par  à-coups,  sans 
p;iriodicilé  régulière.  A.  Boutix. 

Rép.  XXXII  ^Autriche).  — -  Une  fois  en  bonne  force,  je  travaille 
plusieurs  journées,  douze  heures  par  jour,  où  j'aime  un  repas  fort, 
mais  vite.  Le  travail  achevé,  je  me  donne  un  repos  de  plus  d'une 
semaine.  M.  Lerch. 

Rép.  LXX  (Etats-Unis).  —  Personnellement,  je  travaille  par 
à-coups,  fortement  pendant  quelques  semaines,  et  très  faible- 
ment entre  temps.  Je  ne  suis  pas  sùj-,  cependant,  que  ce  soit  la 
meilleur  méthode.  J.-\V.  Youni:. 

Rép.  LA'XVII  ^Etats-Unis;.  —  Mon  bon  travail  est  tout  à  fait 
irrégulier.  Pendant  quelques  semaines,  je  travaille  très  fortement, 
puis  moins  pendant  un  certain  temps.  Les  intervalles  sont  très 
irréguliers,  et  ne  paraissent  pas  dépendre  des  conditions  météo- 
rologiques et  physiques.  F.-R.  Moulton. 

Rép.  LXXXIl  (Suisse).  — Par  à-coups.  H.  Fehr. 

Rép.  LXXXIV  (Suisse,.  —  Par  bourrées.  G.  Oltramare. 

Quelques  personnes,  avons-nous  dit,  changent  de  type 
suivant  la  nature  du  travail  :  le  travail  de  recherche  serait 
plus  continu  dans  deux  cas  ;  dans  deux  autres  cas,  ce  serait 
rinverse,  le  travail  de  recherche  étant  celui  qui  est  elVectué 
par  à-coups  r 

Rép.  I  Franco  1.  —  Quand  je  rédige,  c'est  avec  une  assiduité 
continue  ;  quand  je  cherche  c'est  par  à-coups.  Ch.  Méray. 

Rép.  L  ;  Etats-Unis  I.  —  Je  travaille  par  à-coups  lors((ue  je  suis 
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occupé  à  un  travail  de  production.  Pour  le  travail  d'assimilation, 
je  suis  plus  réjfulier.  K.-W.   Davis. 

Rép.  XVIll  (Italiej.  —  Je  travaille  pendant  des  semaines  d'une 
manière  régulière  et  continue  si  j'ai  (fuelque  recherche  qui  m'in- 
téresse; autrement  par  bourrées. 

Rép.  XXXVI 1  !  France,.  —  Cela  dépend  des  résultats  que  jVn- 
Irevois.  Quand  une  question  me  parait  devoir  donner  des  résul- 
tats je  travaille  sans  interruption.  Lorsque  je  cherche  un  5,ujet 
d'étude,  le  travail  est  plus  lent  et  plus  diflicile.  K.  Fabiiy. 

25  (b).  —  Avez-votis  des  phases  marquées  de  dépression  ou 
d'entrain^  puis  de  dépression  et  d'incapacité  de  travail  ? 

(c). —  AveZ'Vous  remarqué  si  ces  alternances  présentent  une 
périodicité  régulière,  et,  dans  ce  cas,  quel  est  approj-imati- 
ventent  le  nombre  de  Jours  de  la  phase  d'activité  et  de  la 
phase  d'inertie  ? 

On  a  peu  répondu  à  ces  questions.  Ceci  semble  indiquer 
que  ces  phases  de  dépression  et  crexcitation  sont  en  général 
assez  peu  marquées  pour  attirer  Tattention. 

Sur  trente-neuf  personnes  qui  ont  répondu  à  la  question 
25A,  vingt-sept  accusent  des  phases  plus  ou  moins  pronon- 
cées, douze  déclarent  n'en  pas  avoir  constaté. 

Rép.  XIJI  'Italie).  —  Aune  période  de  forte  excitation  et  d'étude 
succède  toujours  une  période  de  dépression  et  d'incapacité  plus 
ou  moins  courte.  F.  Amodko. 

Rép,  XLVl  Kspagnej.  —  Quand  j'ai  écrit  quelques  travaux,  jai 
une  période  d'excitation  suivie  de  dépression. 

G.    de    (lALDKANO. 

Rép.  LVIl  Ktats-Unis).  —  .l'ai  quelques  bonnes  périodes  de 
travail,    et  ([uel([ues    périodes    improductives. 

K.'P.  Thompson. 
Rép.  liXVI    Ktats-L'nis).  —  Oui,  variations  très  prononcées. 

V.  Snydkr. 
Rép.    LXXX     Norvège  .    —    Après    un    travail   achevé  j'ai    une 
période  de  dépression.  A  If.  GrLUREiic. 

Kxemples  de  réponses  négatives  : 

Rép.  XLIII    France  .  —  Inconnu.  K.  Maii.i.kt. 

Rép.  LIX  (Allemagne;.  —  .le  suis  toute  la  journ<'e  en  état  d'en- 
train, sauf  après  le  repas.  A.  Tafki  .machkh. 

Rép.  LXVIII  Ktats-Unis^.  — Aucune  phasi»,  sauf  celles  provo- 
quées par  les  conditions  physiques.  L.  Coxant. 
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Rép.  LXXII  (Ktats-Unis).  —  Jamais  je  n'ai  rien  observe  de  ces 

olioses.  (...) 

Pour  ce  qui  est  de  \^  périodicité  de  ces  phases,  deux  cor- 
respondants seulement  sur  trente  ont  noté  une  certaine  ré- 
gularité : 

Rép.  XXXIV  (France).  —  Par  «bourrées»,  par  boutades  et 
aussi  selon  les  saisons  :  l'été  plutôt  que  l'hiver,  le  printemps  plu- 
tôt que  l'automne  et  que  l'été,  la  plus  grande  phase  d'activité 
étant  environ  du  15  février  à  la  fin  de  mai  ou  au  commencement 
de  juin,  la  moindre,  de  novembre  au  commencement  de  janvier. 

J.  AzAïs. 

Rép.  XLY  (France).  —  Phase  d'activité  :  15  jours  ;  phase  d'iner- 
tie :  variable.  R.  de  Montkssus. 

D'autres  n'ont  pas  observé  de  périodicité  régulière  :  M. 
Mabletta  explique  ainsi  ces  phases  de  dépression  et  d'en- 
train : 

Rép.XUV  (Italie). — Je  crois  que  [cette  périodicité]  doit  être  pro- 
duite par  une  sorte  d'autosuggestion.  Dès  que  j'ai  terminé  une 
recherche,  il  m'est  impossible  de  m'appliquer  à  quelque  autre 
chose. 

25  (d).  — Les  circonstances  ambiantes,  physiques  et  météo- 
rologiques (température,  lumière  ou  obscurité,  saisons,  etc.) 
ont-elles  une  influence  appréciable  sur  nos  facultés  de  tra- 
vail ? 

46  réponses,  dont  il  négatives.  Le  nombre  de  ces  der- 
nières eut  augmenté  de  quelques  unités  si  Ton  avait  compté 
comme  négatifs  les  cas  dans  lesquels  la  forte  chaleur  est  la 
seule  circonstance  notée  comme  ayant  une  influence  sur  le 
travail. 

Les  diverses  saisons  n'ont  rallié  chacune  que  2  suffrages. 
Le  temps  et  la  température  ont  plus  d'importance  pour  l'ap- 
titude au  travail.  On  remarque  cependant  que  le  beau  ou  le 
mauvais  temps  ont  parfois  une  action  différente  selon  qu'ils 
surviennent  en  été  ou  en  hiver. 

Rép.  I^XIX  (Italie).  —  Je  ne  puis  absolument  pas  travailler  en 
été  lorsque  le  temps  est  orageux  ;  au  contraire,  en  hiver  je  tra- 
vaille sans  entrain  lorsque  le  temps  est  beau.  (...) 
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La  température  paraît  avoir  une  influence  1res  niarqué<^ 
sur  certaines  personnes  :  une  setile  fois  il  est  expressément 
noté  qu'elle  est  sans  influence.  Le  froid,  ou  tout  au  moins 
«  le  t^!mps  froid  »  est  préféré  6  fois,  la  chaleur  2  fois  seule- 
ment. A  noter  cependant  que  Tun  des  amis  du  froid  (Rép.  IV) 
iTaime  celui-ci  que  s'il  se  trouve  lui-même  dans  une  chambre 
chaude  (kuhles  Wetter,  aber  nicht  kûhles  Zimmer).  Celte  re- 
marque nous  fait  supposer  que,  dans  le  temps  froid,  ce  n'est 
pas  tant  l'abaissement  de  température,  en  lui-même,  qui  favo- 
rise le  travail  intellectuel,  que  Vélévation  barométrique  à 
l:K|uelle  il  correspond  le  plus  souvent.  Le  même  correspon- 
dant ajoute  que  le  vent  du  midi  abaisse  sa  puissance  de  tra- 
vail ;  cela  confirme  notre  interprétation. 

Le  beau  temps  n'est  cependant  pas  toujours  préféré,  au 
point  de  vue  du  travail,  s'entend.  11  est  accusé  cinp  fois 
de  «  distraire  du  travail.  » 

Rép.  X\'l  (Belgi(|ue).  —  Le  beau  temps  m'engage  à  la  prome- 
nade et  me  distrait  du  travail.  M.  Stuyvaert. 

Rép.  XXXI  (Allemagne).  —  Oui  ;  —  en  été,  ça  me  dégoûte  de 
travailler,  lorsqu'il  fait  beau  temps.  A.  von  Oettingen. 

he  temps  pluvieu,Tf  couvert  ou  lourd,  détesté  parles  uns, 
est  signalé  trois  fois  (rép.  XXXIV,  LVll,  LX),  comme  favo- 
rable au  travail. 

Rép.  XV 11  (Allemagne).  —  Je  suis  mal  entrain  et  incapable  de 
travailler  lorsque  règne  un  temps  couvert  sans  pluie.  (...) 

Rép.  XXXII  (Autriche).  —  Les  jours  obscurs  on  de  pluie  me 
sont  pénibles  et  me  prennent  le  goût  au  travail.  M.  Lerch. 

Bép.  XXXIV  (France). —  Le  temps  pluvieux  ou  lourd  me  fatigue 
mais  prédispose  au  travail.  Un  temps  chaud  et  beau  est  assez  fa vo  • 
rable.  Un  temps  froid  et  beau  est  complètement  défavorable. 

J.  AZAÏS. 

Rép.  XXXV  (France).  —  Le  temps  gris  et  l'humidité  sont  défa- 
vorables à  mon  travail.  (...) 

Rép.  LVII  (Etats-Unis).  —  J'aime  le  beau  temps  ;  mais  le  temps 
sombre  et  nuageux  est  délicieux  pour  travailler. 

E.-P.  Thompson. 

Rép.  LX  (Suisse).  —  Je  puis  mieux  travailler  lorsque  le  temps 
est  mauvais.  A.  I^mch. 
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L'influence  excitante  favorable  de  la  lumière,  soit  du  soleil 
soit  de  la  lampe,  est  notée  par  plusieurs  correspondanls. 

Rép.  X  ilrlande).  —  Oui,  surtout  ta  lumitM-o.  R.  (îenksk. 

Rép.  XVII  (Allemagne).  —  l.a  lunnèn»  du  soleil  ou  de  la  lampe 
est  ce  qui  me  stimule  le  plus.  ;...< 

Rép.  XXFI  (Ktats-Uuis).  —  Je  puis  beaucoup  mieux  travailler 
par  le  temps  froid.  Je  suis  facilement  dérangé  par  les  bruits  légers. 
J'aime  ralxuuiance  de  lumière.  li.-B.  Escott. 

Rép.  XLIU  f France! .  —  Il  faut  (jue  mes  papiers  soient  bien 
éclairés  et  que  la  lumière  des  lampes  ne  me  frappe  pas  les  yeux. 
Je  ne  travaille  guère  dans  Tobscurité,  sauf  (|ucl<]uefois  au  point 
de  vue  de  Timagination  mathématique.  E.  Maii.lkt. 

Rép.  LXXXIV  (Suissci.  —  Beaucoup  de  Inmière  m'a  toujours 
été  absolument  nécessaire.  G.  Olthamaiik. 

Question  26. 

Quels  exercices  physiques  pratiquez-vous  ou  avcz-vous 
pratiqués^  comme  diversion  aux  travaux  intellectuels  ?  Aux- 
quels donnez-vous  la  préférence  ? 

Presque  tout  le  monde  a  répondu  à  celte  question.  Deux 
correspondants  seulement  (le  n*"  41,  Ecossais  de  44  ans,  cl  le 
n**  81,  Hollandais  de  38  ans)  déclarent  ne  se  livrer  à  aucun 
exercice  physique. 

Impossible  de  classilier  ici  les  exercices  et  les  sports  indi- 
qués :  chacun  en  cite  plusieurs,  parfois  même  beaucoup.  El 
le  pourrait-on,  serait-il  sage  de  le  faire  ?  Il  va  sans  dire  que 
le  choix  du  sport  aiujuel  se  livre  un  individu  est  dicté  bien 
plus  par  les  circonstances,  par  les  habitudes  de  son  milieu, 
que  par  ses  aptitudes  intellectuelles  particulières  :  pour  être 
mathématicien,  on  n'en  est  pas  moins  homme  î  Aussi  verra- 
t-on  les  septentrionaux  s'adonner  au  patinage  plus  souvent 
que  leurs  collègues  du  Midi,  les  Anglos-Saxons  préconiser  le 
tennis  ou  le  football,  les  Suisses  l'alpinisme,  les  Français  la 
chasse,  la  pêche  ou  rescrime,  les  riverains  d'une  mer  ou 
d'un  lac,  le  canotage  et  la  natation... 

Il  est  cependant,  au-dessus  de  toute  celte  diversité,  un 
exercice  qui  recueille  la  quasi-unanimité  des  suffrages  :  c'est 
la  marche,  la  promenade.  Faut-il  lui  attribuer  une  vertu  res- 
tauratrice spécifique,  ou  la  fré(|uence  avec  laquelle  on  la  re- 
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commande  est-elle  due  simplement  à  la  facilité  et  au  bon 
marché  de  son  emploi  ?  —  Certains  préfèrent  la  promenade 
c<  en  agréable  compagnie  »  ;  d'autres  seuls  «  parce  qu'on  jouit 
ainsi  mieux  de  la  nature.  » 

Parmi  les  exercices  auxquels  les  mathématiciens  se  livrent, 
citons,  pour  être  complet,  la  bicyclette  (très  souvent),  X^jar- 
dinage^  Véquitation^  la  gymnastique^  Vescrime,  le  sciage  du 
bois, 

Tant(U  on  a  protesté  contre  les  exercices  trop  violents. 

Kép.  XXlll  (France],  —  La  marche  est  le  meilleur  des  exercices  ; 
elle  a  le  défaut  de  prendre  beaucoup  de  temps  ;  j'ai  beaucoup  pra- 
tiqué la  bicyclette  à  un  âge  déjà  avancé,  et  je  la  recommande  par- 
ticulièrement. Je  n'ai  guère  eu  l'occasion  de  faire  de  Tescrime,  de 
la  natation,  de  l'équitation,  du  canotage  ;  tous  ces  exercices  me 
paraissent  cependant  une  excellente  chose  au  point  de  vue  de 
l'hygiène  intellectuelle,  pourvu  que  jamais  on  ne  se  laisse  envahir 
par  ridée  sportive  qui  gâte  tout.  (].-A.  Laisant. 

Rép.  XXXI V  France).  -  La  marche  uniquement.  Je  crois  l'es- 
crime et  l'équitation  aussi  très  favorable,  mais  désapprouve  tout 
exercice  par  trop  violent.  J.  AzaÏs. 

Tantôt  au  contraire  on  les  recommande  : 

Rép.  LXIH  (Suisse).  —  Sports  violents  en  général  skis,  escrime, 
voile,  luge,  tennis,  football,  etc.;.  Jamais  je  n'ai  aimé  les  jeux  de 
patience.  J'aime  beaucoup  le  jeu  d'échecs.  G.  Fkrhikhe. 

La  conclusion  de  tout  cela,  c'est  que  les  mathématiciens 
—  contrairement  peut-être  à  ce  que  d'aucuns  pensent  —  ne 
le  cèdent  en  rien,  sous  le  rapport  de  la  vigueur  et  de  l'entraî- 
nement physiques,  au  reste  des  mortels! 


Question  27 . 

Donnez-vous  la   préférence  au   travail  du   matin   ou  du 
soir  ? 

On  a  répondu   de  façon  très  catégorique  à  cette  question. 
Sur  64  réponses  : 

L'Enseignement  nruithém..  10*  ann<''P  :  190K.  11 
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Matin  :  30  suffrages. 

^   .     {  Après-midi:  3  » 

Soir         ^ 

(  Soir  :  24  » 

Matin  et  soir  :        4  » 

Matin  ou  soir  (suivant  les  cas)  :  3  suilVages. 

Comme  on  le  voit,  les  types  matinal  et  vespéral  comptent 
à  peu  près  le  même  nombre  de  représentants.  4  personnes 
présentent  le  type  indifférent.  2  correspondants  préfèrent  le 
matin  ou  le  soir  selon  le  genre  de  travail  qu'ils  ont  à  accom- 
plir, mais  pour  des  raisons  exactement  opposées,  Tun  se 
sentant  ip\v\^  productif  ie  soir  ou  plus  r^Cé/?/// le  matin,  l'autre 
vice-versa  : 

Rép.  XV  (Allemagne).  —  Le  matin  je  nie  sens  plus  réceptif  et 
le  soir  plus  disposé  à  la  production.  (...) 

Rép.  XXXIX  (Grèce).  —  A  celui  du  matin  quant  aux  recherches  ; 
à  celui  du  soir  quant  à  lire  les  journaux,  etc. 

i\.-J.  Hatzidakis. 

Enfin,  un  correspondant  a  constaté  (|ue  sa  préférence  avait 
changé  avec  Tâge  : 

Rép.  LXXV  (France)*.  —  Autrefois,  le  soir,  maintenant,  après 
45  ans,  le  matin.  G.  de  Lonc^champs. 

Plusieurs  se  lèvent,  pour  travailler,  de  très  bon  matin  ; 
d'autres  veillent  très  tard  dans  la  nuit  : 

Rép.  Vil  (Allemagne).  —  Je  n*ai  jamais  travaillé  le  soir.  Mes 
meilleurs  travaux  ont  été  exécutés  en  été,  le  matin,  dès  4  heures. 

Moritz  Cantok. 

Rép.  XL  Vil  (Suisse).  —  Le  travail  du  matin,  de  5  heures  à  10 
heures,  est  le  plus  avantageux.  E.  Gubler. 

Rép.  LIX  (Allemagne).  —  Je  me  résorve  chaque  semaine  deux 
matinées  pour  le  travail  personnel  et  je  me  lève  à  5  heures,  été  et 
hiver.  —  Le  soir  je  ne  puis,  en  général,  pas  travailler. 

A.  Tafelmachkk. 

Rép.  XI  ;Russie).  —  Je  puis  travailler  dans  toutes  les  circons- 
tances, mais  je  travaille  le  mieux  entre  10  heures  du  soir  et  2 
heures  après  minuit.  N.  Dklaunay. 

Rép.  XXXIV  (France).  —  Le  travail  du  matin  est  une  utopie.  Le 
soir,  par  entraînement,  surtout  à  partir  de  4  heures  et  environ, 
jusque  vers  1  heure  ou  2  heures  de  la  nuil.  J.  Azaïs. 
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A  plusieurs  reprises,  il  est  noté  que  le  travail  du  soir  trou- 
ble le  sommeil;  malgré  cela,  il  est  préféré  par  ceux  appar- 
tenant au  type  vespéral  : 

Rép.  IV  (Autriche).  —  Je  travaille  plus  facilomeiil  le  soir;  mais 
ça  compromet  le  sommeil.  K.  Zindler. 

Rép.  IX  (France).  —  Je  préfère  le  travail  du  matin  moins  nui- 
sible à  ma  santé.  Le  soir  les  idées  sont  très  nettes,  mais  Texcita- 
lion  me  prive  de  sommeil  et  ma  santé  s'altère.  (...^ 

Rép.  IJÏ  (France).  —  Je  crois  le  travail  du  matin  beaucoup  plus 
fructueux.  Celui  du  soir  excite  et  trouble  le  sommeil.  Mais  j'ai 
toujours  été  obligé  de  les  pratiquer  tous  les  deux  pour  aboutir. 

HaTON  DK  la  GoUPiLLiÈRE. 

Rép.  LIV  iFltats-Unis).  -  -  Je  puis  mieux  travailler  la  nuit,  mais 
après  trop  de  travail  nocturne  je  ne  puis  pas  dormir.  Lorsque  je 
travaille  dans  la  journée  à  un  certain  problême,  j'er.  prends  un 
iiutre  la  nuit.  J.  Coolid(;k. 

Ces  réponses  nous  montrent  combien  sont  tranchées  les 
différences  individuelles  sous  le  rapport  du  type  de  travail, 
et  Ton  voit  combien  il  est  naïf  de  vouloir  impossr  de  force 
à  un  travailleur  un  régime  pour  lequel  il  ne  se  sent  pas  fait. 
Cette  disposition  à  réaliser  le  type  vespéral  ou  le  type  mati- 
nal tient  sans  doute  à  des  raisons  biologiques  profondes,  à 
la  constitution  même  de  notre  système  nerveux,  en  d'autres 
termes  à  notre  forme  d'activité,  à  notre  personnalité.  C'est 
pour  cela  que  nous  sommes  facilement  portés  à  dogmatiser 
sur  ce  point  :  il  nous  est  désagréable  que  les  autres  soient 
faits  d'une  façon  différente  que  nous-mêmes,  aient  d'autres 
habitudes,  un  autre  genre  de  vie.  C'est  une  conséquence  de 
la  loi  biologique  de  la  conservation  et  de  la  lutte  pour  l'exis- 
tence, que  chacun  cherche  toujours  à  aflirmer  son  moi,  à 
propager  les  laçons  de  se  comporter  qui  sont  l'expression  de 
sa  personnalité.  Aussi  avons-nous  une  tendance  instinctive 
à  vouloir  imposer  aux  autres  notre  manière  de  penser  et  de 
sentir,  non  seulement  dans  les  sphères  élevées  de  l'esthé- 
tique, de  la  philosophie,  de  la  politique  ou  de  la  religion, 
mais  souvent  aussi  dans  le  domaine  plus  terre  à  terre  du  ré- 
gime du  travail.  Celui  qui  veille  tard  dans  la  nuit  ou  fait 
grasse  matinée  a  une  sorte  de  sourde  antipathie  ou  de  nié- 
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pris  pour  celui  qui  se  lève  à  l'aube;  et  au  matinal  invétéré 
son  collègue  le  vespéral  parait  un  malheureux  qui  s'égare. 
Les  types  matinal  et  vespéral  correspondent-ils  à  des  types 
ethnologiques  ? —  Une  statistique  portant  sur  ce  point  n'au- 
rait de  valeur  que  si  tous  les  correspondants  avaient  à  peu 
près  le  même  âge  ;  car  on  sait  que  le  type  de  travail  change 
avec  Tâge  (voir  rép.  75).  Voici  cependant,  à  titre  de  curiosité, 
le  nombre  de  représentants  de  chacun  des  types  rencontrés 
chez  les  correspondants  latins  d'une  part  et  chez  les  corres- 
pondants germaniques  d'autre  part  : 

Matin.     Soir. 
Latins  (F^rançais,  Suisses  romands,  Belges, 

Italiens,  Grecs,  Espagnols) 17  8 

Germains  (Allemands,  Suisses  allem.,  Au- 
trichiens, Hollandais,  Anglais,  Américains)         12         16 

Question  28. 

Les  périodes  de  vacances j  si  vous  en  prenez.,  sont-elles  uti- 
lisées par  vous  à  des  travaux  mathématiques  [et  dans  quelle 
mesure?)  ou  bien  consacrées  eniièrement  à  la  distraction  ou 
au  repos  ? 

55  réponses  :  Deux  collègues  ayant  répondu,  non  sans 
quelque  mélancolie,  qu'ils  n'avaient  pas  de  vacances,  il  ne 
nous  en  reste  que  53  à  considérer.  Sur  ces  53,  27  oui^  22  non^ 
4  réponses  mitigées  («  quelquefois  non  »  [Boltzmann]  ou  «  il 
m'est  arrivé  de  travailler  aussi  dansles  vacances  [rép.  XII]», 
ou  «oui  dans  les  vacances  d'hiver,  non  dans  celle  d'été» 
[rép.  VI  el  XXXI]). 

Les  27  répondants  afiirmatifs  comprennent  sans  doute 
deux  catégories  bien  distinctes  au  point  de  vue  psycholo- 
gique :  ceux  qui  travaillent  pendant  leurs  vacances  à  regret, 
parce  qu'ils  y  sont  obligés,  et  ceux  qui  le  font  parce  qu'ils  y 
trouvent  du  plaisir. 

Voici  quelques  exemples  de  la  première  catégorie  : 

Rép.  lll  (Angleterre  L  —  Je  ne  puis  malheureusement  pas  échap- 
per complètement  à  tout  travail  pendant  les  vacances. 

G. -H.  Bryan. 
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Rép.  IX  (France).  —  Souvent  j'ai  profite  des  vacances  pour 
travailler;  mais  je  ne  recommande  pas  cela.   Il  faut  du   repos. 

\  •  •  •  I 
Rép.  XXIII  (France).   —  J'ai  souvent  travaillé  pendant  les  va- 
cances. En  principe,  le  contraire  me  parait  préférable. 

C.-A.  Laisant. 

Et  en  voici  un  de  la  seconde  : 

Rép.  LXXIV  (Italie;.  —  Les  périodes  des  vacances  sont  pour 
moi  les  plus  fécondes  pour  les  travaux  scientifiques. 

G.    PlHOXDlM. 

Parmi  les  ouiW  en  est  de  très  catégoriques  : 

Rép.  VU  (AUemaf/ne).  —  Pendant  les  vacances  je  ne  me  suis 
jamais  reposé  que  très  peu  de  jours,  après  lesquels  j'ai  travaillé 
d'une  façon  d'autant  plus  intense  que  je  n'étais  pas  dérangé  par 
mes  leçons.  M.  Cantor. 

Rép.  XXVI  (France:.  —  Les  vacances  sont  pour  moi  le  moment 
où,  mes  occupations  professionnelles  ayant  cessé,  je  puis  travailler 
davantage  pour  moi  personnellement.  J.  Richard. 

Rép.  XLIV  (Italie I.  —  Il  n'y  a  pas  de  vacances  pour  la  science. 

G.  Marletta. 

Rép.  LUI  (Belgique;.  —  Vacances  consacrées,  autant  que  le  per- 
met la  santé,  aux  recherches  mathémathiques.  M.  Lecat. 

Rép.  LXXVII  (Etats-Unis).  —  Je  travaille  pendant  les  vacances 
comme  à  l'ordinaire.  F.-R.  Moulton. 

Rép.  LXXXIV  (Suisse).  —  J'ai  toujours  travaillé  sans  distinction 
de  temps  ou  de  lieu.  G.  Oltramare. 

D'autres  mathématiciens,  que  nous  avons  compté  avec  les 
allirmatifs,  ne  consacrent  cependant,  pendant  les  vacances, 
que  peu  de  temps  au  travail  : 

Rép.  LX  (Suisse).  —  Pendant  les  vacances,  je  ne  travaille  que 
dans  la  matinée,  l'après-midi  étant  consacré  à  la  récréation. 

A.  Emch. 

Rép.  LXIV  (Etats-Unis).  —  Je  travaille  une  à  deux  heures  par 
jour  pendant  les  vacances.  H.-L.  Rietz. 

Rép.  LXVI  (Etats-Unis).  —  Je  ne  travaille  qu'une  partie  de  la 
journée  (là  2  heures)  pendant  les  vacances.  V.  Snydkr. 

Rép.  LXX  (Etats-Unisi.  —  Pendant  les  vacances  je  tache  de  ne 
faire  que  juste  assez  de  travail  mathématique  pour  conserver  leur 
souplesse  à  mes  facultés.  J.-W.  Younc. 

S'il  est  des  mathématiciens  qui  rejçrellent  d'être   obligés 
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de  travailler  pendant  leurs  vacances  (v.  plus  haut  la  rép.  lil; 
il  en  est  d'autres  qui  regrettent  au  contraire  d'en  être  empê- 
chés, —  même  chez  les  mathématiciens  se  vérifie  le  dicton 
que  «  nul  n'est  content  de  son  sort  »  —  : 

Kép.  I  (France  .  —  Je  travaillerais  volontiers  pendant  les  va- 
cances si  mes  habitudes  familiales  ne  m'en  ùtaient  en  fait  la  pos- 
sibilité, ce  que  je  regrette  infiniment.  C.  Mkkav. 

Deux  personnes  remarquent  qu'elles  travaillent  mieux  lors- 
qu'elles sont  préoccupées  : 

Rép.  XI  (^Russie*.  —  Pendant  les  vacances,  j'écris  mes  ouvrages 
pédagogiques,  et  pendant  le  reste  du  temps,  je  fais  mes  recher- 
ches. Plus  je  suis  préoccupé,  mieux  vont  mes  recherches;  c'est 
étrange,  mais  c'est  un  fait  bien  constaté.  \.  Dklaunay. 

Rép.  XXIX  l'Hollando).  —  Lorsque  je  travaille  pendant  les  va- 
cances, je  me  prépare  pour  mes  cours.  Le  travail  personnel  me 
réussit  mieux  lorsque  je  suis  très  occupé.  J.  dk  Vhiks. 

Voici  encore  quelques  réponses  négatives  : 

Rép.  XLIX  France  .  —  Jamais  le  moindre  travail  intellectuel 
en  vacances  où  je  n'emporte  aucun  livre  en  fait  de  géométrie,  pas 
d'autre  ligne  droite  que  celle  qui  sert  à  «  amort^er  en  badinant  le 
goujon  trop  avide  >».  P.  Bakbarix. 

Rép.  XLV  (Krance-.  —  Pendant  au  moins  deux  mois  par  an,  et 
de  suite,  je  ne  fais  (iiicun  travail  intellectuel. 

R.    OK    MONTESSIS. 

Rép.  LVll  (Ktats-Unis  .  --  Beaucoup  de  mes  vacances  ont  été 
vouées  au  repos  pour  la  plus  grande  part.  E.  Tuompsox. 

Rép.  i^XVIIl  (Ktats-lînisi.  —  Mes  vacances  sont  vouées  presque 
entièrement  au  repos.  L.  Coxaxt. 

Rép.  LXXII    Ktals-Unis  .  —  Repos  complet  ou  récréation. 

D.  Kelloc;. 

Rép.  LXX\  tKrance,.  —  Je  n'ai  jamais  distrait,  pour  le  travail, 
le  temps  des  vacances  ;  on  ne  saurait  trop  conseiller  aux  jeunes 
travailleurs  ce  repos  indispensable  à  ceux  qui  ne  veulent  pas  se 
surmener  et  tombei-  avant  l'heure  ;  ou  qui  ne  sont  pas,  comme 
quelques-uns  que  j'ai  connus  et  enviés,  spécialement  doués  à  tous 
les  points  de  vue  :  santé  parfaite,  force  cérébrale  inépuisable  !  Je 
crois  que,  à  ce  double  point  de  vue,  on  peut  citer  comme  exemple 
mon  ancien  camarade  Tisserand.  Je  n'ai  jamais  vu  un  autre 
exemple  d'une  pareille  puissance  du  travail.  11  est  vrai  que,  mal- 
heureusement pour  la  science  et  pour  tous  ceux  qui  l'ont  connu. 
Tisserand  est  mort  bien  jeune  :  il  n'avait  pas  50  ans. 

(i.   DR  LoNfiCHAMPS. 
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Rép.  [. XXVIII  (Italie'.  —   Je  voue  les   vacances  au  divertisse- 
ment. (.  •) 
Rép.  LXXIX  ;  Norvège).    —  Hejios  et  distraction. 

A. -S.   GrLDBERG. 

Rép.  LXXX  i.Xorvèfjfe).  —  A  la  distraction  et  au  repos. 

Alf  GULDBERG. 


Questions  29. 

(a)  Travail  debout  ou  assis  ;  —  (b)  à  la  planche  noire  ou 
sur  le  papier;  —  (c)  distraction  par  les  bruits  extérieurs  ; 
—  (d)  faculté  de  poursuivre  un  problème  en  promenade^  en 
chemin  de  fer  ;  —  te)  influence  des  excitants  ou  des  calmants: 
tabac,  café^  alcool,  etc.,  sur  la  quantité  et  la  qualité  du 
travail. 

a.  —  La  question  de  rinfluence  de  la  position  du  corps 
sur  l'activité  mentale  a  un  certain  intérêt  théorique  et  pra- 
tique. L'état  de  la  circulation  cérébrale,  la  pression  sanguine, 
le  rythme  cardiaque  varient  suivant  la  position  verticale  ou 
horizontale.  Divers  penseurs  ont  constaté  que  Tune  de  ces 
positions  leur  était  plus  favorable  que  l'autre,  et  c'est  en  gé- 
néral la  position  couchée  ou  demi-couchée  qui  est  dan?  ce 
cas. 

Un  psychologue  américain,  E.  Jones,  a  soumis  récemment 
celte  question  à  l'expérimentation  '.  Il  a  constaté  que,  sui- 
vant l'activité  mentale  en  jeu  (discrimination,  mémorisation, 
addition,  travail  musculaire)  la  position  horizontale  était  pré- 
férable ou  au  contraire  moins  avantageuse.  Le  travail  de  mé- 
morisation et  celui  d'addition  bénéficient  de  la  position  cou- 
chée. Le  même  auteur  rapporte  de  nombreuses  déclarations 
de  savants,  de  politiciens,  de  romanciers,  racontant  que,  pour 
composer  leurs  œuvres,  ils  se  couchent  sur  un  divan;  c'est 
étendu  à  plat  ventre  sur  son  plancher  que  l'un  d'eux  a  l'ha- 
bitude de  rédiger  ses  livres,  qu'il  dicte  à  un  sténographe. 

Il  n'était  donc  pas  sans  intérêt  de  questionner  les  mathé- 


*  M.  Jones.   The  influence  of  hodily  posture  on  mental  activities.  Arch.  ol 
Psychol.,  New- York,  oct.   1907. 
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maticiens  sur  ce  point.  Malheiireusemenl,  les  réponses  four- 
nies, peu  détaillées  et  difficiles  à  classer,  sont  peu  instruc- 
tives : 

La  plupart  (37)  des  mathématiciens  qui  ont  répondu  sur  le 
point  a  travaillent  assis;  5  travaillent  debout  exclusivement 
ou  alternativement  avec  la  position  assise  ;  3  seulement  (soit 
le  8^/o)  mentionnent  la  position  étendue  comme  favorisant  la 
réflexion.  Pour  beaucoup,  la  position  assise  est  celle  qui  est 
préférée  pour  le  travail  écrit,  tandis  que  la  marche  favorise 
le  travail  mental  et  l'inspiration. 

Kép.  II  (Krancei.  -  Je  travaille  facilement  debout  ou  assis  ;  je 
réfléchis  bien  couché.  Une  marche  en  terrain  plat,  par  temps 
frais,  et  à  alluie  soutenue,  fait  en  j^^énéral  affluer  les  réflexions 
dans  mon  esprit.  Il  en  est  de  même  d'un  long-  temps  de  trot, 
avec  un  bon  cheval,  sûr  et  bien  dressé.  A.  Audebkand. 

Rép.  tll  (Angleterre).  —  Je  remue  ordinairement  de  nouvelles 
idées  lorsque  je  me  promène,  rarement  en  étant  assis  devant  une 
table.  G. -11.  Bryan. 

Rép.  XIJV  'Italie:.  —  Les  meilleures  idées  me  viennent  lorsque 
je  suis  couché  ou  lorsque  je  me  promène,  parlant  à  voix  basse  et 
faisant  des  gestes  ;  jamais  lorsque  je  suis  assis.  Je  cultive  la  géo- 
métrie pure  ;  j'écris  donc  très  peu.  G.  Mari.etta. 

Rép.  XL  Vil  (Suisse  .  —  Jadis  debout,  maintenant  assis.  (Mon 
maître  Schlafli,  de  Berne,  n'a  jamais  travaillé  qite  debout.; 

E.   GUBLER. 

Rép.  LXXV  (France)  (a^hj.  —  Debout  et  en  marchant,  avec  arrêt 
devant  la  planche  noire.  G.  de  Lon(;champs. 

b.  —  A  une  ou  deux  exceptions  près  en  faveur  de  la  plan- 
che noire,  tous  nos  répondants  préfèrent  le  papier  pour  tra- 
vailler par  écrit. 

C.  —  Par  contre,  on  difl'ère  beaucoup  sous  le  rapport  de 
la  distraction  par  les  bruits  extérieurs.  Sur  42  mathémati- 
ciens, 16  seulement,  soit  38  ®/o,  déclarent  que  les  bruits  les 
dérangent.  Quelques-uns  assurent  même  que  les  bruits  du 
dehors  leur  sont  en  aide  : 

Rép.  XXXI  (Allemag-ne).  —  Les  bruits  me  sont  plutôt  agréables, 
sauf  les  cas  où  les  problèmes  sont  très  difficiles. 

A.  vox  Oettixgen. 

Rép.  XXXIV  (France).  —  Les  bruits  extérieurs  sont  le  plus  sou- 
vent une  aide.  J.  Azaïs. 


ENQUÊTE    SUR    LA    MÉTHODE    DE    TRAVAIL        16*.» 

Parfois  ce  sont  les  bruits  inaccoutumés  ou  variables,  par- 
fois les  bruits  familiers,  parfois  les  bruits  monotones,  qui 
sont  notés  comme  les  plus  dérangeants. 

Rép.  XXXV  (France).  —  Beaucoup,  surtout  par  les- bruits  va- 
riables (enfants,  conversations,  musique  i,  ou  par  les  bruits  mono- 
tones (maçons),  .sv  mon  attention  s'y  porte,  (...) 

Rép.  LXl  (Ecosse).  —  Les  bruits  dont  j'ignore  la  source  me  dé- 
rangent passablement  ;  les  bruits  familiers,  s'ils  ne  sont  pas  trop 
forts,  pas  du  tout.  .l.-E.-A.  Stegai.l. 

Rép.  XXVlll  (France).  —  Je  ne  puis  rien  faire  en  entendant  un 
bruit  monotone.  G.  I'^ontexé.     . 

Les  bruits  de  conversation  sont  S[)écialement  désagréables 
au  travailleur,  mais  pas  toujours,  preuve  en  soit  la  réponse 
suivante  : 

Rép.  LXXXIV  (Suisse).  —  Je  pouvais  travailler  au  milieu  d'une 
nombreuse  assistance,  sans  être  troublé  par  le  bruit  des  conver- 
sations. '  G.  Oltramahr. 

Les  bruits,  encore,  dérangent  moins  lorsqu'on  est  absorbé 
par  son  travail  : 

Rép.  LXXV  (France).  —  Le  travail,  chez  moi  et  chez  les  autres, 
je  suppose,  quand  il  touche  à  un  point  intéressant,  est  complète- 
ment ignorant  de  l'heure  et  des  bruits  extérieurs.  J'en  sais  person- 
nellement quelque  chose,  ayant  été  entouré  d'un  milieu  familial 
très  musicien.  G.  de  Longchamps. 

Rép.  LXXXIII  (France).  —  Les  bruits  extérieurs  sont  très  gê- 
nants pour  se  mettre  au  travail  ;  mais  une  fois  absorbé  dans  ma 
recherche  ils  me  sont  indifférents.  '... 

Rép.  XVIII  (Italie.  —  Quand  je  suis  absorbé,  les  bruits  exté- 
rieurs ne  me  distrayent  pas. 

d.  —  A  peu  près  tous  les  répondants  à  celte  question  dé- 
clarent que  La  promenade  est  favorable  à  la  pensée,  à  l'inspi- 
ration, à  l'organisation  mentale  des  plans  de  travail.  Bien  en- 
tendu, les  travaux  réclamant  des  calculs  ou  des  figures  faites 
avec  minutie  ne  sont  pas  exécutés  dans  cette  circonstance. 

6.  —  Sur  30  réponses  relatives  à  l'alcool,  27  (90^0  1^  con- 
damnent, sans  phrase.  Les  trois  personnes  qui  se  montrent 
plutôt  favorables  à  ce  toxique  le  font  dans  les  termes  sui- 
vants : 
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liép.  Il  I  France;.  —  Je  no  fume  plus  depuis  cinq  ans.  Le  café 
accélère  eu  général  ma  pensée,  de  même  le  bon  vin  ;  mais  les  li- 
queurs ne  me  produisent  que  rarement  cet  effet. 

A.   AUDKBRAND. 

Rép.  XXI  (Alleniai^ne).  — Je  ne  fais  aucun  usap^e  de  tabac  ;  je 
n'ai  jamais  remarqué  que  le  café  ait  sur  moi  une  action  notable  ; 
par  contre,  l'usage  modéré  de  l'alcool  m'excite,  et  je  n'ai  jamais 
trouvé  fondé,  quant  à  moi,  TalTirmation  de  Ilelmoltz  qu'il  empêche 
toute  pensée  valable.  L.  Boltzmann. 

Rép.  XXXIV  (France).  —  Le  café  est  excellent  pour  aider  au  tra- 
vail, l'alcool  moins,  le  tabac  pas  du  tout.  J.  Azaïs. 

Le  tabac  et  le  thé  ont  plus  de  partisans. 

Sur  32  mathématiciens  mentionnant  le  tabac,  12  déclarent 
fumer,  et  s'en  trouver  bien.  Sur  ce  nombre,  trois  spécifient 
qu'ils  fument  en  travaillant,  un,  au  contraire,  qu'il  fume 
beaucoup,  mais  jamais  en  travaillant. 

Parmi  les  20  adversaires  du  tabac,  la  plupart  déclarent  n'en 
faire  aucun  usage,  deux  o\\  trois  en  font  un  usage  très  mo- 
déré, et  l'un,  tout  en  reconnaissant  que  le  tabac  à  priser 
«  l'anime  au  travail,  »  n'en  aflirme  pas  moins  que  c'est  une 
habitude  détestable. 

Les  réponses  concernant  le  café  et  le  thé  sont  peu  nom- 
breuses et  n'offrent  pas  d'intérêt  particulier.  Nos  répondants 
se  montrent  en  général  hostiles  aux  excitants. 

Question  30. 

A  quelles  images  internes^  de  quelle  forme  de  ii  parole  in- 
térieure »  vous  servez-vous  ? 

Peu  de  réponses  :  seulement  26,  et,  sur  ces  26,  4  négatives. 
Un  mathématicien  (LXXVIII)  déclare  qu'il  «  ne  comprend 
pas  »  ce  qu'on  demande.  —  M.  Maillet  répond  ceci  : 

Rép.  XLIIl  (France).  —  Je  crois  que  ces  distinctions  sont,  pour 
moi,  un  peu  subtiles.  D'après  moi,  toutes  les  images  concourent 
au  but  final  chez  les  mathématiciens  qui  ont  un  peu  écrit  (au  moins 
chez  les  professionnels),  nen  eussenf~ils  pas  conscience.  Je  nie 
la  possibilité,  chez  eux,  d'une  observation  complète  à  cet  égard. 
Chez  eux  plus  que  chez  d'autres,  les  images  doivent  être  extrême- 
ment complexes  et  synthétiques  (v.  Saint  Paul,  Le  langage  inté- 
rieur, 1904,  p.  53).  K.  Maillet. 
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Citons  aussi  la 

Rép.  LXVIll  ^Amérique).  —  Pour  moi,  la  mathématique  est 
pensée  pure.  Ainsi  je  n'ai  aucune  visualisation,  à  part  les  cas  de 
travail  comportant  des  constructions  géométriques.         (conant) 

Sur  les  12  positifs  restants,  nous  avons  : 
12  nettement  visuels^  soit  54®/o. 

2  auditifs,  »       9  » 

1  graphique,  »    4,5  » 

1  verbal-moteur,  »    4,5  » 

6  mixtes,  >>     27   »   • 

Les  mixtes  sont  «  moteurs,  auditifs  ou  visuels  selon  les 
cas,»  ou  «visuels  avec  parole  intérieure,»  ou  «visuels  et 
auditifs,  »  etc. 

Cette  question  du  langage  intérieur  ne  paraît  pas  avoir 
beaucoup  captivé  nos  correspondants,  qui  n'ont  répondu 
que  très  laconiquement,  ce  qui  est  fort  excusable,  ils  avaient 
le  droit  d'être  fatigués  de  ce  long  questionnaire. 

Je  n'ai  pas  trouvé  que  la  nationalité  jouât  un  rôle  dans  la 
forme  du  type  d'imagerie  mentale.  On  sait  que  M.  Duhem  a 
fait  la  remarque  très  intéressante  que  les  physiciens  anglais 
élaboraient  de  préférence  des  théories  répondante  un  schéma 
visuel  et  concret,  tandis  que  les  Français  étaient  plus  abs- 
traits, que,  pour  eux,  la  visualisation  était  plutôt  un  obs- 
tacle au  raisonnement  mathématique.  Le  trop  petit  nombre 
des  réponses  présentes  nous  empêche  de  trouver  ici  une 
confirmation  de  la  remarque  de  M.  Duhem. 

Sur  les  6  Anglais  ou  Américains  qui  ont  répondu  à  la  ques- 
tion 30,  3  sont  visuels,  un  est  mixte,  deux  ne  pratiquent  que 
la  «  pensée  pure.  » 


NOTE    FINALE. 

Nous  avons  étudié  les  résultats  de  l'enquête,  question  par 
question.  Il  n'y  pas  lieu,  croyons-nous,  de  chercher  de  con- 
clusions générales  sur  l'ensemble  des  réponses.  La  diversité 
des  questions  et  leur  grand  nombre  ne  le  permettent  guère, 
pas  plus  que  la  variété  des  réponses.  Sans  doute  on  devait 
s'attendre  à  ce  que  les  méthodes  et  les  habitudes  de  travail 
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varient  avec  le  tempérament  et  le  milieu  ;  il  est  évident 
qu'elles  dépendent  aussi  des  circonstances  d'ordre  profes- 
sionnel. Notre  enquête  avait  précisément  pour  but  de  faire 
connaître  les  principaux  types  de  travailleurs,  et,  sous  ce 
rapport,  les  résultats  que  nous  avons  publiés  fournissent 
des  indications  d'un  grand  intérêt.  En  étudiant  ces  résultats, 
et  surtout  en  s'inspirant  des  réponses  que  chacun  triera 
selon  les  préférences  de  son  tempérament,  les  jeunes  ma- 
thématiciens trouveront  dans  cette  enquête  des  renseigne- 
ments et  des  conseils  qui  leur  seront  d'un  grand  profit. 

Pour  les  questions  d'ordre  psychologique,  MM.  Th.  Flouh- 
NOY  et  Ed.  Claparkde  nous  ont  apporté  leur  précieuse  colla- 
boration. Nous  nous  faisons  un  devoir  de  leur  exprimer  nos 

plus  vifs  remerciements. 

Février  1908.  H.  Fehr. 
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IV*  Congrès  international  de  mathématiciens. 

Rome,  6-11  avril  1908. 

Le  Conjrrès  de  Rome  s'annonce  sous  les  plus  heureux  auspices. 
De  nombreuses  communications  sont  inscrites  au  projframme  des 
sections  et  les  séances  générales  ne  compteront  pas  moins  de  onze 
conférences,  qui  à  elles  seulement  formeront  un  des  grands  attraits 
de  la  réunion.  Si  Ton  ajoute  à  cela  l'attraction  que  présentée  Tltalie 
et  ses  principales  villes  à  ce  moment  de  Tannée,  on  peut  prévoir 
une  forte  affluence  de  mathématiciens  à  Rome  pendant  la  première 
quinzaine  d'avril^ 

Les  séances  générales,  les  séances  de  sections  et  les  réceptions 
seront  réparties  conformément  au  programme  ci-après  : 

Dimanche  5  as^rily  9  h.  'M)  du  soir.  Réception  des  Congressistes  à 
TAula  de  ri'niversité  par  M.  le  Recteur. 

Lundi  t]^  10  h.  du  matin.  Inauguration  du  Congrès  dans  la  Salle 
des  Horaces  et  des  Curiaces,  au  Capitole.  Discours  d'ouverture  de 
M.  Volterra. —  3  h.  du  soir.  Séance  générale.  Election  du  Bureau. 
Rapport  sur  le  Concours  pour  la  «  Medaglia  Ouccia».  r*^  et  2™** 
Conférences. 

Mardi  7,  9  h.  du  matin.  Constitution  et  séances  des  Sections.  — 
\\  h.  30  du  soir.  Séance  générale.  S'"**  et  4™''  Conférences. 

Mercredi  H^  9  h.  du  matin.  Séances  de  Sections.  —  3  h.  'M)  du 
soir.  Séance  générale.  ;V"''  et  0'"**  Conférences. 

Jeudi  9y  9  h.  du  matin.  Séances  de  Sections.  —  3  h.  du  soir. 
Visite  au  Palatin  sur  invitation  de  M.  le  Ministre  de  Tlnstruction 
publique. 

Vendredi  UK  9  h.  du  matin.  Séance  de  Sections.  —  3  h.  30  du 
soir.  Séance  générale.  7""'  et  8'"'*  Conférences. 

Samedi  ii^  9  h.  du  matin.  Séance  de  Sections.  —  3  h.  du  soir. 
Séance  générale.  9'"''  et  lO""*  Conférences.  —  Clôture  du  Congrès 


^  Nous  avons  publi<*,  dans  le  précèdent  numéro,  U>s  renseignements  concornaut  la  carte  dp 
membre  ut  les  focilités  accordées  par  les  compagnies  de  transport.  Les  chemins  de  fer  ita- 
liens, la  Navigazione  générale  italiana  et  les  chemins  de  fer  français  accordent  aux  congres- 
sistes use  réduction  de  ôO'^/q. 
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et  désignation  du  Siège  et  de  la  date  du  V"**  Congrès  Internatio- 
nal des  Mathématiciens. 

Dimanche  12.  Visite  de  la  Villa  d'Adrien,  et  déjeuner  à  Tivoli. 

Une  réception,  oflerte  par  la  Municipalité  de  la  ville  de  Rome 
aura  lieu  un  soir,  pendant  le  Congrès,  dans  les  Musées  du 
Capitole. 

Conférences  générales.  —  Kn  voici  la  liste  :  M.  Darroux  traitera 
<le  la  Géométrie  infinitésimale.  —  M.  W.  v.  Dyck  [en  remplace- 
ment de  M.  F.  Klein  empêché).  Ueber  die  mathematische  Ency- 
klopâdie.  —  M.  Forsyth.  On  the  présent  condition  of  partial  difFe- 
rential  équations  of  the  second  order,  as  regards  formai  intégra- 
tion. —  M.  D.  iliLBËRT.  Die  Méthode  der  unendlich  vielen  unab- 
hangigen  Variabeln.  —  M.  I.orentz.  f.e  partage  de  Ténergie  entre 
la  matière  pondérable  et  Téther.  —  M.  Mittac-Leffler.  Sur  la 
représentation  arithmétique  des  fonctions  analytiques  générales 
d'une  variable  complexe.  —  M.  Nevvcomb.  La  théorie  du  mouve- 
ment de  la  Lune;  son  progrès  et  son  état  actuel.  —  M.  Picard. 
I/Analyse  dans  ses  rapports  avec  la  Physique  mathématique.  — 
M.  PoiNCARÉ.  L'avenir  des  mathématiques.  —  M.  Veronkse.  La 
Geometria  non  archimedea.  —  Dans  la  séance  d'ouverture  M. 
VoLTERRA  fera  un  discours  intitulé  :  Le  Matematiche  in  Italia 
nella  seconda  meta  del  secolo  XfX. 

Sections.  —  Elles  seront  au  nombre  de  quatre  et  pourront 
<railleurs  être  à  leur  tour  subdivisées  ultérieurement,  si  le  nom- 
bre des  communications  l'exige. 

l.  —  Arithmétique,  Algèbre^  Analyse.  Introducteurs  :  MM.  Akzela, 
Capklij,  Pascal,  Pincherle.  —  Communications  de  MM.  Baguera, 
Bendixson,  Boggio,  Borel,  Boutroux,  Burkhardt,  Capelli,  DeDon- 
der,  Drach,  Fredholm,  l^'rizell,  Fubini,  Gordan,  Hocevar,  Kœbe, 
Lebesgue,  Lowey  (A.),  Moore  (E.  H.),  Nicoletti,  Pascal,  Pick,  Pin- 
cherle,  Pringshcim,  Kemoundos,  Riesz,  Schlesinger,  Teixeira, 
Weber  ill.i,  Young  fW.-H.j,  Zermclo.  iTotal  29. 

IL  —  Géométrie.  Introducteurs  :  MM.  Bianchi,  Segre.  —  Com- 
munications de  MM.  Andrade,  Bianchi,  Bruckner,  Dehn,  Drach, 
De  Franchis,  Finsterbusch,  Liebmann,  Montesano,  Pund,  Schœn- 
nies,  Schubert,  Severi,  Simon,  Varicak,  Zeuthen.  (Total  16.) 

III  —  A.  Mécanique,  Physiqiie-mathématiquey  Géodésie.  —  B. 
Science  des  Actuaires,  Mathématiques  appliquées.  Indroducteurs: 
MM.  CiviTA,  LurG(;i,  Pizzetti,  Toja.  —  Communications  de  MM. 
Abraham  M.),  Andoyer;  Andrade,  Bail,  Blondel,  Boccardi,  Boggio, 
Bohlmann,    Brillouîn,   Brvan,    Claxton-Fidler,   Czuber,  Darwin, 
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Elderton,  Forchheimer,  Garbasso.  Genève,  Greenhill,  Hadamard, 
Hardy,  Kîng,  Korn,  Lanih,  I.evi-(]ivita,  Manville,  Marcusr,  Michel, 
Poyntinjr,  Quiquet,  Somigliana,  Sommorfeld,  Slâckcl,  Stftrmer, 
Thiele,  Toja.  Total  38.)  Parmi  les  Mathématiques  appliquées 
comprises  dans  la  3'"''  Section  se  trouve  la  Science  dos  Actuaires 
l'Introducteur  M.  Toja),  qui,  pour  la  première  fois,  figure  ofliciel- 
lement  dans  un  Congrès  de  Mathématiciens. 

IV.  —  Questions  philosophiques^  historiques^  didactiques.  Intro- 
ducteurs :  MM.  Enriqiies,  Loria,  Vailati.  —  Communinations  de 
MM.  Amodeo,  Andrade,  Bernstein  (F.),  Borel,  Boutroux  (P.., 
Braunmûhl,  Broggi,  Duhem,  Rinriques,  Favaro,  Fehr,  Feldhaus, 
Godfrey,  Gfinther,  Gutzmer,  ïlessenberg,  Itelsen,  Loria,  Nelson, 
d'Ocagne,  Ostwald,  Pittarelli,  Smith  .1).  K.),  Stackel,  Stephanos, 
Suppantschitsch,  Vailati,  Wiedemann,  Zeuthen. 

Siège  du  Congrès.  —  Toutes  les  Séances,  après  celle  d'inaugu- 
ration, auront  lieu  dans  les  salles  de  l'Académie  desLincei  (Palais 
Corsini,  Via  délia  Lungara,  lOi.  (/est  là  aussi  que  se  trouvera  le 
Secrétariat  du  Congrès,  du  r**  au  15  avril. 

V Enseignement  mathématique  publiera  un  compte  rendu  détaillé 
du  Congrès.  H.  F. 

3'"'  Congrès  international  de  Philosophie. 

Les  philo.sophes  se  réuniront  cette  année  en  un  3"'*  congrès  inter- 
national qui  aura  lieu  à  Heidelberg  du  31  aoiit  au  5  septembre, 
sous  la  présidence  de  M.  le  prof.  Windrlband. 

Pour  tous  les  renseignements  concernant  le  congrès,  s'adresser 
au  secrétaire  général  du  comité  d'organisation  M.  le  0''  Klsknhans, 
PlOck  70,  Heidelberg. 


Commission  allemande  pour  Tavancement  de  l'enseignement 
des  sciences  mathématiques  et  naturelles. 

Le  mandat  de  la  Commission  d'enseignement  nommée  par  les 
médecins  et  naturalistes  allemands  a  pris  lin  avec  un  remarquable 
rapport  sur  la  préparation  des  candidats  à  Tenseigenment  scien- 
tifique. Il  s'agit  maintenant  de  développer  les  réformes  proposées 
et  surtout  d'obtenir  leur  réalisation.  A  cet  effet  une  nouvelle  com- 
mission a  été  constituée  sous  le  nom  de  Deutscher  Ausschuss  fur 
den  mathematischen  w.  naturwissensvhaftlichen  Unterrirht;  elle 
comprend  des  représentants  des  principales  sociétés  qui  ont  inté- 
rêt à  voir  progresser    renseignement  <les  sciences  dans  les  éta- 
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biissemeiits  secondaÎFes  supérieurs.  Nous  indiquons  ci-après  les 
sociétés  qui  sont  représentées  dans  cette  commission  avec  les 
noms  des  délégués  : 

Gesellschaft  Deutscher  Xaturforscher  und  Aerzte(C]HUN,  Schot- 
TKN,  Gutzmkr);  Deutsche  Mathematiker-Vereinigung  (Klein,  Sïa- 
CKRL)  ;  Deutsche  Physikalische  Gesellschaft  (H allwachs,  Poskb)  ; 
Verein  Deutscher  Ingenieure  (Peters,  Taaks)  ;  Verein  Deutscher 
Chemiker  (Duisberc,  Rassowj  ;  Deutsche  Botanische  Gesellschaft 

Vertreter  noch  nicht  ernannti;  Deutsche  Zoologische  Gesell- 
schaft (HKRTwr<;,  Kraepelin)  ;  Deutsche  Geologische  Gesellschaft 

Kricke,  Raukk)  :  Verein  zur  Forderung  des  mathematischen  und 
uaturwissenschaftlichen  Unterrichts  (Pietzker,  Schmid)  ;  Gftttin- 
ger  Vereinigung  zur  Forderung  der  angewandten  Mathematik 
und  Physik  (v.  Bôttinger);  Anatomische  Gesellschaft  !v.  Barde- 
leben)  ;  Physiologische  Gesellschaft  (v.  Frey,  Vkrworn);  Deut- 
scher Medizinalbeamten-Verein  ( Cramer i. 

Cette  Commission  est  présidée  par  M.  le  prof.  A.  Gutzmer -Halle). 

Fédération  américaine  des  professeurs  de  mathématiques 

et  de  sciences  naturelles. 

Un  groupement  qui  peut  être  rapproché  de  la  Commission  ci- 
dessus  vient  de  se  former  aux  Etats-Unis.  Les  principales  sociétés 
de  professeurs  de  l'enseignement  scientifique  viennent  de  fonder 
une  Fédération  destinée  à  coordonner  leurs  efforts  en  vue  des  pro- 
grès à  réaliser  dans  les  différentes  branches.  Cette  Fédération, 
qui  porte  le  nom  de  The  american  Fédération  of  Teachers  ofthe 
mathematical  and  the  na  tu  rai  sciences^  comprend,  à  Theure  actuelle, 
les  associations  suivantes  :  The  Association  ofteachersofmathema- 
tics  ofthe  Middle  States  and  Maryland;  The  New  York  State  science 
leachers  association  ;TheCentralAssociation  of  science  and  mathe- 
matics  teachers;  The  association  of  teachers  of  mathematics  of 
New  England;  The  physics  teachers  association  of  Washington 
City;  The  Missouri  Society  of  teachers  of  mathematics  and  science; 
The  New  Jersey  State  science  teachers  association;  The  Michigan 
schoolmasters  club;  The  New  Kngland  association  of  chemistry 
teachers;  The  New  York  physics  club;  The  Indiana  association 
of  science  and  mathematics  teachers;  The  association  of  Ohio 
teachers  of  mathematics  and  science. 

Prix  de  Géométrie  de  T Académie  royale  de  Belgique. 

I/Académie  royale  de  Belgique  a  conféré  le  prix  de  Géométrie 
pour  1907  (700  fr.)  à  M.  E.  Bordk^a,  professeur  à  TUniversité  de 
Padoue;  elle  a  accordé  un  prix  de  600  i\\  à  M.  U.  Pkrazzo,  de 
TAcadémie  militaire  de  Turin. 
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H.  Laurent. 

I.a  science  franvaise  vient  i\^  faire  une  grande  perle  en  la  per- 
sonne de  M.  Hermann  Laurent,  répétiteur  à  TEcole  polytechnique 
et  professeur  à  l'Institut  agronomique,  décédé  le  19  février  1908. 
Fils  du  célèbre  chimiste  f-.aurent,  Tun  des  principaux  créateurs 
de  la  chimie  organique,  Hermann  Laurent  était  né  le  2  septem- 
bre 1841,  à  Echternach  iLuxembourgi.  Il  entra  à  i'Kcole  polytech- 
nique en  18H0,  et  cinq  ans  plus  tard  il  fut  déjà  reçu  docteur  es 
sciences  à  la  Sorbonne,  avec  deux  thèses  intitulées  De  la  conti- 
nuité dans  les  séries  et  Sur  les  lignes  isothermes.  I/analyse  Tattira 
tout  particulièrement,  et  surtout  les  théories  de  Cauchy  dont  il 
devint  un  fervent  disciple.  Ce  fut  le  point  de  départ  d'une  pro- 
duction scientifique  considérable  sur  toutes  les  parties  des  mathé- 
matiques. On  lui  doit  notamment  des  travaux  importants  sur 
Télimination,  les  séries,  la  théorie  des  résidus,  les  imaginaires. 
H.  Laurent  a  écrit  beaucoup  d'ouvrages  didactiques  très  remar- 
quables, parmi  lesquels  nous  nous  bornerons  à  rappeler  son 
Traité  d'Algèbre,  sa  Théorie  des  Séries,  sa  Mécanique  rationnelle 
et  surtout  son  remarquable  Traité  d'Analyse  (en  7  volumes),  qui 
semble  être  son  œuvre  capitale. 

Il  laisse  aussi  un  Traité  des  Assurances.  Lintérét  qu'il  témoi- 
gnait à  ce  domaine  des  mathématiques  apf)liquées  le  fit  nommer 
vice-président  de  Tlnstitut  des  Actuaires  français. 

Marié  en  1874,  il  était  le  gendre  de  Moutard.  Le  célèbre  géo- 
mètre exerça  également  sur  lui  une  grande  iniluence. 

Henri  Laurent  était  attaché  à  TKcole  polytechnique  depuis  qua- 
rante ans  en  qualité  de  répétiteur  d*analyse,  et  il  fonctionna  long- 
temps comme  examinateur  d'admission.  Il  professa  également 
depuis  de  nombr<»uses  années  à  Tlnstitut  agronomique. 

Portraits  de  Steiner. 

A  la  dernière  réunion  de  TAssociation  suisse  des  professeurs 
de  mathémati(|ues,  M.  Bi;tzbbr(;er  avait  accompagné  sa  confé- 
rence sur  J.  Steiner  d'une  exposition  de  manuscrits,  livres  et  por- 
traits du  savant  géomètre.  Répondant  h  un  vœu  général  de  l'as- 
semblée, M.  Bulzberger  vient  de  faire  reproduire  deux  des  por- 
traits de  Steiner.  L'une  des  reproductions  a  été  faite  d'après  la 
lithographie  signée  Hermann  Êichens,  Paris  1841;  elle  est  mise 
en  vente  au  prix  de  1  fr.  50;  s'adr.  à  M.  le  prof.  Butzberger,  Kan- 
tonsschule,  Zurich. 

D'autre  part,  il  a  été  fait  une  reproduction  d'un  excellent  por- 
trait à  l'huile  du  grand  géomètre  suisse  iprix  :  3  fr.) 

Nous  signalons  ces  deux  portraits  à  l'attention  des  mathémati- 
ciens et  des  bibliothécaires.  H.  F. 

L'EnKeigoement  mathém.,  lO'annro;  190H.  12 
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Nominations  et  distinctions. 

M.  Baillaud  est  nommé  membre  de  TAcadémie  des  sciences, 
en  remplacement  de  M.  Lœwy,  décédé. 

M.  BuRGATTï,  privat-docent  à  TUniversité  de  Kome,  est  nommé 
professeur  extraordinaire  de  mécanique  rationnelle  à  TUniversité 
de  Messine. 

M.  F.  V.  Dalwigk,  privat-docent,  est  nommé  professeur  à  TTui- 
versité  de  Marbourjç. 

M.  Rod.  FuETBR,  privat-docent  à  l'Université  de  Marbourg,  est 
nommé  professeur  ordinaire  de  mathématiques  à  l'Université  de 
Baie. 

M.  S.  Newcomb,  professeur  émérite  de  l'Université  John  Hop- 
kins  (Baltimore),  est  nommé  membre  associé  de  TAcadémie  des 
sciences  de  Gœttingue. 

M.  H.  PoiNCARÉ  est  nommé  membre  de  l'Académie  française  au 
fauteuil  de  Sully-Prudhomme. 

M.  V.  VoLTBRRA,  professeur  à  l'Université  de  Rome,  est  nommé 
membre  étranger  de  l'Académie  royale  de  Stockholm  (Kongl. 
S.venska  Velenskaps-Akademien). 


NOTES  ET  DOCl'MEN  rS 


Faculté  des  sciences  de  Paris. 

CouKS  DE  Mathématiques  du  2^  Semestre  1907-1908.  (Ouverture  :  mer- 
credi 4  mars  1908).  —  Analyse  supérieure  et  algèbre  supérieure ,  E.  Picard: 
Quelques  types  de  problèmes  posés  par  la  physique  mathématique  dans  la 
théorie  des  équations  dinërentielles  (2  h.).  —  Calcul  différentiel  et  calcul 
intéf^ral.  Goursat  :  Des  équations  difTércntielIes  et  des  équations  aux  dérivées 
partielles  (2  h).  —  Application  de  l'analyse  à  la  Géométrie.  L.  Rakfy  : 
Théorie  des  courbes  gauches  et  des  propriétés  des  lignes  tracées  sur  les 
surfaces  (1  h.).  —  Mécanique  rationnelle.  P.  Painlevé  :  Les  lois  générales 
du  mouvement  des  systèmes  ;  La  mécanique  analytique  :  l'hydrostatique  et 
l'hydrodynamique  (2  h.).  —  A>'Doyf.r  :  Astronomie  physique  (programme  du 
certificat  d'Etudes  supérieures  d'Astronomie).  (2  h.) —  M.  Boussinesq:  Physi' 
que  mathématique  (2  h).  —  Mécanique  physique  et  expérimentale.  Koenios  : 
Des  applications  de  l'élasticité  et  de  la  résistance  des  matériaux.  Etude 
descriptive  des  mécanismes  (2  h.). 

Conférences.  —  L.  Raffy  ;  Conférences  sur  le  calcul  intégral  et  ses  appli- 
cations géométriques  (2).  — Aisdoyer  :  Conférences  d'Astronomie  (I).  -^  P. 
PuisEUx  :  Conférences  sur  la  Mécanique  (2|.  —  Servant:  Conférences  de 
mécanique  physique  (1). 
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Cours  de  vacances  de  TUniversité  de  Goettingue. 

L'Université  organise  ,une  série  de  conférences  de  mathématiques  et  de 
physique  destinées  aux  professeurs  de  renseignement  secondaire  supérieur. 
Ces  cours  auront  lieu  à  Toccassion  des  vacances  de  Pâques,  du  21  avril  au 
2  mai  1908,  conformément  au  programme  ci-après  : 

Maihematik  und  Astronomie.  —  Prof.  Behkendsen  :  Uber  die  Gestaltung 
des  mathematischen  Unterrichts  im  Sinne  der  neueren  Reformideen.  —  Prof. 
Klein  :  Besprechungen  ûber  den  elemenlaren  Unterricht  in  der  Differential- 
und  Integrairechnung.  —  Prof.  Minkowski  :  Neuere  Ideen  iiber  die  Grund- 
gesetze  der  Mechanik. — ,Prof.  Schwarzschild  :  Astro-physikalische  Fragen. 

Physik.  Prof.  Riecke  :  Uber  die  Erscheinungen  der  Radioaktivitat.  — 
Prof.  Simon  :  Ëlektrische,  magnetische,  dielektrische  Krcise.  Wechselstrôme, 
elektrische  Schwingungen  und  drahtlose  Télégraphie.  —  Prof.  Prandtl  : 
Problème  der  MotorluftschifTahrt  und  der  Flugtechnik.  —  Prof.  Wiechert  : 
Die  neueren  Ergebnisse  ûber  die  Beschaflcnheit  des  Erdinuern,  mit  beson- 
derer  Beriicksichtigung  der  Erdbebenforschung.  —  br.'GERDiEN  :  Luftelekt- 
rizitât  und  luftelektrische  Messungen.  —  Prof.  Behrexdsen  :  Uber  Resonanz- 
erscheinungen.  —  Dr.  Kruger  :  Demonslrationen  ans  dem  Kursus  fur  physi- 
kalische  Handfertigkeit.  —  Dr.  Bkstelmeyer  :  Denionstrationen  aus  dem 
Praktikum  fur  Radioaktivitat. 
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R.  d' Aduém AR .  --  Les  Equations  aux  dériyées  partielles  à  caractéristiques 

réelles.  —  i  vol.  Collection  Scientia  ;  2  fr.  Gauthier-Villars,  Paris. 

M.  d'Âdhémar  a  réuni,  dans  ce  volume,  un  très  grand  nombre  de  résul- 
tats intéressants  et  tout  récents.  Au  point  de  vue  du  Calcul  des  Limites  de 
Cauchy,  MM.  Goursat  et  Riquier  ont  établi  des  théorèmes  fondamentaux 
pour  les  équations  du  second  ordre  : 

F  (jr,  V,  3.  p,  q,  r.  s,  t]  —i  0  . 

Dans  le  domaine  réel,  la  méthode  de  Riemann  et  les  approximations 
successives  de  -M.  Picard  ne  laissent  rien  à  désirer  pour  les  équations  de 
la  forme  : 

s  ^  f(x,  y,  z,  p,  q)  . 

Si  nous  avons  plus  de  2  variables  indépendantes,  M.  d'ÂdhémUr  esquisse 
d'abord  la  théorie  des  Caractéristiques,  commencée  par  Beudon.  Puis  il 
nous  montre  l'intégration  par  M.  Volterra  de  V équation  des  onde^  : 

ô'w        (>'«<        l^'tf  

Ici,  des  résultats  fondamentaux  ont  été  obtenus  par  l'auteur  lui-même,  cl 
M.  Hadamard  a  fait  une  extension  très  intéressante  de  la  méthode. 

L'on  regrette  que  la  trop  petite  dimcnsiou  du  volume  ait  empêché  l'au- 
teur de  traiter,  avec  plus  de  détail,  le  dernier  chapitre,  relatif  aux  travaux 
de  MM.  Coulon,  Hadamard,  Delassus,  le  Roux 

Tel  qu'il  est,  ce  livre  permet,  en  tous  cas,  de  saisir  rapidement  l'esprit 
de  toute  une  catégorie  de  méthodes  nouvelles  et  fécondes. 

R.  DE  MoNTESsrs  (L  il  loi. 
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P.  Bachmann.  —  Gnmdlehren  derneneren  Zahlentheorie  (Sanunlung  Schu- 
bert LUI).  —  1  vol.,  217  p.  ;  Mk.  6,50;  Gftsrlien,  Leip/ig 

Le  nouvel  ouvrage  de  M.  Bachmann,  paru  il  y  a  quelques  mois  dans  la 
collection  Schubert,  n'est  ni  un  cours  de  théorie  des  nombres,  comme  les 
«  Vorlesungen  ûher  Zahlentheorie  n  de  Dirichlet-Dedekind,  ni  un  exposé 
systématique  des  théories  modernes  des  a  Zalhkôrper,  »  comme  le  n  Zahl- 
bericht  »  de  Hilbert  ou  1'  «  Allgemeine  Arithmetik  der  Zalhenkôrper  u  de 
M.  Bachmann.  Il  s'adresse  à  des  débutants  et  se  borne  aux  éléments  de  la 
théorie  des  nombres  :  propriétés  fondamentales  des  nombres  entiers  et  des 
formes  quadratiques  d'une  part,  éléments  de  la  théorie  des  corps  quadrati- 
tiques  d'autre  part.  Mais  si  le  fond  en  est  élémentaire,  la  manière  dont  sont 
traités  ces  principes  en  fait  un  livre  moderne  au  même  titre  que  les  ou- 
vrages plus  complets  de  l'auteur  des  <(  Grundlehren.  )) 

Ce  petit  volume  est.  comme  nous  venons  de  le  dire,  divisé  en  deux  parties  : 
dans  la  première  nous  ne  sortons  pas  du  domaine  des  nombres  rationnels, 
dans  la  seconde  le  domaine  de  rationalité  est  élargi  par  l'adjonction  d'une 
racine  carrée  d'un  nombre  ordinaire  ;  ce  n'est  plus  la  théorie  des  nombres 
classique  d'Euler  et  de  Legendre,  mais  un  chapitre  de  l'Arithmélique  nouvelle 
des  corps  algébriques,  œuvre  de  Kuramer,  de  Dedekind,  de  Kronccker.  Un 
même  esprit  anime  ces  deux  parties,  et  des  notions  nouvelles  qui  sont  à  la 
base  de  la  théorie  des  corps  apparaissent  déjà  dans  la  première  partie, 
dès  la  première  page. 

Le  livre  débute  par  l'algorithme  d'Euclide  et  les  élémenls  de  la  théorie 
des  congruences.  Un  long  chapitre  est  consacré  aux  congruences  binômes 
et  à  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre-Jacobi.  Nous  abordons  ensuite  l'étude 
des  formes,  en  commençant  par  les  formes  linéaires  et  les  équations  indé- 
terminées du  premier  degré  (si  deux  inconnues).  Des  notions  nouvelles,  dues 
aux  géomètres  contemporains,  permettent  de  donner  une  forme  élégante  à 
quelques-uns  des  résultats  établis  dans  cette  première  partie  des  n  Grund- 
lehren. »  J'en  signalerai  deux,  que  nous  retrouverons  dans  la  théorie  des 
corps  ((uadratiques  :  ^i  notion  de  module  de  Dedekind  et  celle  de  réseau 
des  nombres  ou  «  Zahleugitter.  u  L'utilité  des  réseaux  apparaît  surtout  dans 
la  théorie  des  formes  quadratiques  et  l'on  sait  le  parti  qu'en  a  tiré  M.  F. 
Klein  dans  ses  «  Ausgewiihlte  Kapitel  der  Zahlentheorie.  o  Ces  réseaux  de 
Klein  peuvent  être  considérés  comme  des  images  géométriques  des  formes 
quadratiques,  car  à  toute  forme  correspond  un  réseau  déterminé  et  ce  qui 
est  bien  plus  important,  un  même  réseau  correspond  à  toutes  les  formes 
d'une  classe  ;  on  peut  donc  dire  qu'un  réseau  représente  une  classe.  Tout 
cela  est  très  bien  expliqué  par  M.  Bachmann  dans  un  chapitre  assez  long 
consacré  à  la  théorie  des  formes  quadratiques.  Les  réseaux  permettent  à 
M.  Bachmann  de  donner  une  forme  palpable  aux  résultats  qu'il  établit  d'une 
manière  directe,  à  l'aide  de  méthodes  classiques  due  en  grande  partie  A 
Gauss.  Bien  des  questions  n'ont  pu  trouver  place  dans  ce  chapitre,  mais 
les  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  formes  quadratiques  sont 
traités  à  fond. 

Nous  avons  pourtant  à  signaler  une  lacune,  du  reste  volontaire  :  M.  Bach- 
mann s'est  borné  à  l'étude  des  formes  dont  le  discriminant  D  n'est  pas  di- 
visible par  un  carré,  à  l'exception  du  cas  où  /)  =  4<i,  le  nombre  d  étant  de 
la  forme  kk  -|-  2  ou  ^k  -|-  of.  De  cette  manière  le  passage  de  la  théorie  clas- 
sique à  la  théorie  moderne  basée  sur  les  propriétés  des  corps  quadratiques 
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est  rendu  plus  facile.  Eu  effet,  comme  M.  Baclimann  1  explique  dans  la 
deuxième  partie,  une  correspondance  peul  être  établie  entre  les  idéaux  des 
corps  et  les  formes  quadratiques.  Mais  cette  correspondance  n'est  pas  par- 
faite, on  n'obtient  ainsi  que  les  formes  considérées  par  M.  Bachmann  dans 
la  première  partie.  Pour  les  avoir  toutes,  il  faudrait,  à  côté  des  idéaux  du 
corps,  considérer  les  modules  et  les  idéaux  des  différents  ordres  ou  a  Riu^  » 
des  corps  quadratiques.  On  comprend  que  M.  Bachmann  n'ait  pas  cru  né- 
cessaire de  consacrer  un  chapitre  spécial  à  l'étude  des  «  Ringidcale  d,  mais 
peut  être  n'aurait-il  pas  été  inutile  de  donner  quelques  indications  sur  la 
théorie  de  ces  formes  et  de  ces  idéaux,  lîst-il  besoin  de  rappeler  le  rôle 
que  ces  idéaux  jouent  dans  l'étude  des  problèmes  relatifs  à  la  multiplica- 
tion complexe  dans  les  fonctions  elliptiques  ? 

A  la  fin  de  la  deuxième  partie  nous*  retrouvons  les  réseaux  de  Klein.  La 
considération  de  ces  réseaux  conduit  ici  à  la  notion  importante  de  nombres 
idéaux.  Une  correspondance  curieuse  a  pu  être  établie  entre  ces  nombres, 
les  idéaux  de  Dedekind  et  les  formes  quadratiques,  grâce  a  laquelle  des  pro- 
priétés abstraites  des  idéaux  et  des  formes  reçoivent  une  interprétation 
géométrique  élégante  qui  sera  particulièrement  appréciée  par  les   intuitifs. 

On  voit  que  le  livre  de  M.  Bachmann  rendra  des  services  réels.  11  per- 
mettra aux  débutants  de  s'initier,  sans  trop  de  peine,  aux  idées  fécondes 
qui  dominent  aujourd'hui  la  théorie  des  nombres. 

D.  MiRLMANOFF  (Gcnève). 

G.  H.  Bhyan  and  R.  H.  Pinkerton.  —  Geometry  of  Conics.  —  1  vol.  in- 16, 
270  p.  (Dent's   séries  of  matfiematical  text  books).    Dent  et  Qo,   Londres. 

L'enseignement  des  coniques  suivant  la  mélhode  euclidienne  est  encore 
eu  vogue  en  Angleterre  et  dans  quelques  parties  de  l'Amérique.  Considérées 
comme  un  complément  de  géométrie  plane,  les  coniques  offrent  à  l'étudiant, 
le  plus  grand  intérêt  :  elles  lui  permettent  en  effet  de  se  rendre  compte  de 
l'application  de  propositions  de  géométrie  qui  primitivement  lui  avaient  paru 
arides.  Lorsqu'on  en  a  le  temps,  une  étude  des  coniques  à  ce  point  de 
vue-là  a  beaucoup  de  valeur,  spécialement  si  l'on  traite  ensuite  le  point  de 
vue  analytique. 

MM.  Bryan  and  Pinkerton  commencent  leur  traité  en  donnant  pour  les 
coniques  la  définition  de  Pappus.  Vient  ensuite  l'étude  des  tangentes,  des 
normales  et  des  coniques  homofocales,  ainsi  que  des  diamètres. 

Un  chapitre  important,  que  l'on  néglige  généralement  dans  les  traités  de 
ce  genre,  s'occupe  de  la  projection  orthogonale  et  de  ses  applications  à 
l'ellipse.  Pour  montrer  la  puissance  des  méthodes  projeclives  dans  d'autres 
problèmes,  on  aurait  pu  ajouter  l'étude  de  l'ellipse  d'après  Steiner  ;  aux 
p.  198-200,  le  principe  de  l'afBnité  pourrait  être  traité  d'une  façon  explicite. 

Les  deux  dernières  parties  sont  consacrées  à  l'étude  des  propriétés  par- 
ticulières de  l'hyperbole  et  à  la  géométrie  de  certaines  courbes  que  l'on 
rencontre  dans  les  mathématiques  appliquées. 

Le  traité,  faisant  partie  des  «  Dent's  séries  «  est  écrit  dune  façon  claire; 
il  est  également  bien  imprimé  à  l'exception  de  quelques  dessins.  Des  figures 
bien  exécutées  ajoutent  de  l'élégance  à  un  livre.  C'est  un  fait  qui  n  est  pas 
toujours  reconnu  à  sa  juste  valeur  par  plus  d'un  auteur. 

A.  E.MCH  (Soleurc). 
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Paul  Crantz.  —  Arithmetik  and  Algebra  zum  Selbstonlerricht.  Erster 
Teil.  —  1  vol.  cart.  N"  120  de  la  collection  :  Aus  Natur  und  GeisteswelU 
128  p.  ;  1  Mk  25.  B.  G.  Teubncr,  Leipzig. 

Ce  petit  volume,  destiné  aux  autodidactes,  rendra  aussi  d'utiles  services 
à  tous  ceux  qui  enseignent  les  mathcmatiquen  élémentaires  ;  ils  y  trouve- 
ront un  exposé  élégant,  simple  et  clair. 

L'auteur  insiste  tout  particulièrement  sur  les  extensions  successives  du 
domaine  des  nombres.  Les  nombres  négatifs  interviennent  dès  le  début,  à 
propos  de  la  soustraction,  ce  qui  permet  d'appliquer  les  opérations  fonda- 
mentales à  In  l'ois  aux  nombres  et  aux  polynômes  ;  il  en  résulte  une  fusion 
intéressante  des  éléments  d'Arithmétique  et  d'Algèbre.  La  division  introduit 
les  fractions  ;  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels,  la  résolution  des 
équations  du  !«''  degré,  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  est  toujours  pos-' 
sible  ;  l'auteur  en  donne  de  nombreux  exemples. 

Le  chapitre  II  est  consacré  aux  puissances,  au  calcul  des  radicaux,  à 
l'équation  du  2™^  degré  et  aux  logarithmes. 

L'élévation  à  une  puissance  (//"^zal  ne  jouit  pas  de  la  propriété  coni- 
mutative  ;  il  y  aura  donc  2  opérations  inverses  :  !<>  on  peut  se  donner  n  et 
ff,  et  chercher  h  ;  c'est  l'extraction  de  la  racine.  2®  on  peut  chercher  n.  con- 
naissant a  ei  b  ;  c  est  le  logarithme  de  a  dans  un  système  dont  la  base  est  h. 

Les  nombres  incommensurables  apparaissent  avec  la  racine  carrée  ;  l'au- 
teur les  définit  simplement  comme  fractions  décimales  indéfinies  et  non 
périodiques.  Lorsque  la  quantité  sous  le  radical  est  négative,  l'extraction 
ne  devient  possible  que  si  l'on  étend  une  quatrième  fois  le  domaine  des 
nombres  en  créant  les  imaginaires.  Ces  nombres  se  rencontrent  dans  la 
résolution  des  équations  du  2'"«  degré,  dont  la  théorie  est  rattachée  à  la 
représentation  graphique  de  la  fonction  :  y  irz  Xi  -\-  ax  -{-  b . 

Le  petit  ouvrage  de  M.  Crantz  intéressera  tous  les  pédagogues  ;  nous 
souhaitons  à  cette  œuvre  de  vulgarisation  tout  le  succès  qu'elle  mérite. 

L.  KoLLHOs  (Chaux-de-Fonds). 


Kug.  Xetto.  —  filementare  Algebra.   Akademische  Vorlesungen  fur  Sludi- 
rende.  1  vol.  VIII-200  p.,  6  Mk.  :  B.  G.  Teubner.  Leipzig. 

Ce  livre  se  propose  de  servir  d'intermédiaire  entre  l'enseignement  secon- 
daire et  les  cours  d'Algèbre  supérieure  à  l'Université.  Mais  il  se  propose 
également  d'être  utile  à  celui  qui  n'étudie  pas  les  mathématiques  d'une  façon 
spéciale  en  lui  permettant  une  récapitulation  générale  des  problèmes  et 
méthodes  de  résolution  les  plus  importantes  de  l'Algèbre  élémentaire.  Pour 
ce  qui  concerne  le  premier  but  à  atteindre,  le  livre  est  parfaitement  réussi. 
L'auteur  étend  et  approfondit  d'une  façon  rigoureusement  scientifique  le 
champ  d'Algèbre  de  l'école  secondaire  et  initie  ainsi  les  étudiants  des  pre- 
miers semestres  à  la  méthode  de  l'enseignement  universitaire.  Mais  ceci 
constitue  précisément  un  ccueil,  me  semble-t-il,  pour  celui  qui  n'est  pas 
spécialiste  en  mathématiques  :  plus  d'un  développement,  présentant  un  grand 
intérêt  au  point  de  vue  scientifique,  lui  paraîtra  quelque  peu  aride.  Cepen- 
dant, les  «  Vorlesungen  i»  seront  d'un  grand  intérêt  et  rendront  d'excellents 
services  aux  maîtres  qui  se  proposent  de  compléter  leur  instruction  mathé- 
matique. 
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Le  livre  est  divisé  en  huit  chapitres  qui  comprennent  dans  l'ordre  sui- 
vant :  1.  Les  équations  du  premier  degré.  —  2  et  3.  Les  équations  du  8e> 
cond  degré.  —  4.  Analyse  combinatoire.  Binôme  :  Puissance  d'un  polynôme. 
—  5.  Déterminants.  Equations  linéaires  à  plusieurs  inconnues.  —  6.  Les 
équations  binômes  'du  /i™*  degré.  —  7.  Les  équations  du  troisième  degré. — 
8.  Les  équations  du  quatrîèitie  degré.  Dans  ces  deux  derniers  chapitres 
l'auteur  utilise  des  formes  réduites  bien  appropriées.  C'est  |un  point  im- 
portant sur  lequel  nous  attirons  l'attention  des  maîtres  de  renseignement 
secondaire.  Au  point  de  vue  pédagogique  il  est  indispensable  que  la  réso- 
lution d'une  équation  soit  présentée  sous  la  forme  la  plus  simple  possible, 
ce  qui  permettra  de  simplifier  également  la  discussion  sur  la  nature  des 
racines.  On  atteindra  ce  but  en  donnant  ù  l'équation  une  forme  réduite 
convenable.  Ces  formes  réduites  sont,  pour  les  équations  du  deuxième  et 
troisième  degré,  respectivement  : 

X*  —  2  flx  +  A  ~  o  ;  a"  —  3  fljr  —  2  6  z=  o  . 

Il  faut  louer  l'auteur  d'avoir  utilisé  ces  formes  réduites.  La  résolvante 
d'une  équation  du  quatrième  degré  se  présente  le  plus  simplement,  à  l'aide 
des  deux  invariants,  sous  la  forme 

a»  _  y,/  -|_  2  A  —  o  . 
L'auteur  emploie  : 

4  tf*  s*  —  a  y^  -|-  A  m  o  , 

qui  offre  Tavantage  d'avoir  de»  coefricient.s  homogènes  du  même  degré. 

K.  GuBLER  (Zurich). 
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INTRODUCTION 

Dans  ses  «  Lettres  à  Françoise  »,  Marcel  Prévost^  avec 
infiniment  de  bon  sens^  observe  que  les  choses  essentielles 
dont  on  impose  la  connaissance  à  nos  bacheliers  peuvent 
être  dites  avec  beaucoup  moins  de  grosses  pages  que  les 
«  Manuels  »  le  laissent  croire, 

A  quel  point  ce  charmant  conteur  s*est  ici  montré  bien 
informé  des  choses  de  l'éducation,  J'ai  eu  l'occasion  de 
le  reconnaître  lorsque  je  me  suis  trouvé  moi-même  en  pré- 
sence d'un  problème  nouveau  de  l'enseignement  public. 

Chargé  de  l'enseignement  de  la  Chronométrie  à  l'Université 
de  Besançon  et  ayant  à  soutenir  notre  école  pratique  de 
Réglage  par  cette  éducation  mathématique  simple^  rapide  et 
solide  qui  convient  à  l'enseignement  technique,  j'ai  organisé 
pour  nos  étudiants  horlogers  un  cours  complémentaire  des 
Mathématiques  de  Cingénieur  qui,  par  son  objet  même,  de- 
vait être  à  la  fois  un  enseignement  d'initiation  et  un  instru- 
ment propre  à  éclairer  les  délicates  théories  du  réglage, 

Marcel  Prévost  avait  raison  ;  dix  leçons  de  géométrie  suf 
fisent  pour  des  esprits  déjà  mûris  par  un  travail  vécu  pour 
comprendre  à  fond  la  géométrie  exigée  par  ces  jeunes  artistes 
appelés  h  sirivre  non  seulement  les  lois  des  mouvements 
pendulaires  mais  encore  le  sens  de  leurs  principales  pertur- 
bations, 

L'Ensoigoemeiit  matht'in.,  9"  aon<'*(>  ;  1<J07.  VA 
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Les  cinq  conférences  ici  reproduites  résume  ni  la  première 
partie  de  cet  enseignement  géométrique  d'initiation,  celle  qui 
forme  la  géométrie  de  V enfant,  celle  qui  est  véritablement  le 
premier  livre  de  la  géométrie  naturelle. 

D'ailleurs,  je  nHnnove  plus  aujourd'hui  ;  quelques-unes  des 
méthodes  d'exposition  que  j'ai  ici  employées  ont  été  préco- 
nisées aussi  par  d'autres  auteurs,  particulièrement  en  Italie. 

Pour  n'en  citer  qu'une,  la  nécessité  de  placer  de  suite  le 
débutant  dans  l'espace  réel  à  trois  dimensions,  en  présence 
de  la  notion  expérimentale  du  déplacement  d'un  solide^  cette 
nécessité  pédagogique  est  de  première  importance  ;  elle  me 
fut  révélée  jadis,  de  la  manière  la  plus  naïve,  par  un  enfant, 
dans  l'une  des  petites  classes  de  l'Ecole  alsacienne,  à  Paris. 

—  Je  porte  le  triangle  A'B'C  vers  le  triangle  ABC, 
disais^je  un  jour,  avec  Legendre, 

L'enfant  objecta  : 

—  Et,  si  le  triangle  A'  IV  C  cassait  en  route  ? 

Cet  enfant  avait  raison,  ses  sens  lui  révélaient  une  chose 
essentielle  et  que  le  bon  Legendre  n'avait  pas  assez  remar- 
quée. 

Il  me  plait  de  reporter  ici^  sur  ce  souvenir  de  ma  première 
leçon,  ce  que  j'ai  appris  de  mon  petit  élève  et  l'origine  de  mes 
premiers  travaiuc  sur  la  géométrie  nouvelle,  domaine  où  je 
me  suis  d'ailleurs  rencontré  avec  bien  d'autres. 

Le  premier  livre  de  la  géométrie  réaliste  est  depuis  long- 
temps mûr  pour  l'enseignement  élémentaire  ;  le  voici. 

Jules  Andrade. 


CHAPITRE  PREMIER 

Les  bases  expérimentales  de  La  géométrie;  cas  d* égalité  de 
deux  triangles;  Droites  perpendiculaires  ;  Droite  perpendi- 
culaire à  un  plan. 

1 

La  géoniélrie  est  l'ensemble  des  propriétés  que  nous  at- 
tribuons à  Tespaie  pour  nous  rendre  compte  du  mouvement 
des  corps  ;  la  notion  même  du  mouvement  n'actjuiert  pour 
notre  esprit  une  signification  précise  que  si  le  mouvement 
est  rap.|)orté  à  un  corps  solide,  incassable  choisi  comme 
repère. 

Les  faits  primitifs  de  la  géométrie  sont  des  faits  de  dépla- 
cement d'une  espèce  toujours  comparable  à  elle  même  ;  ces 
laits  adirmés  par  les  expériences  vécues  par  nos  ancêtres 
et  revécues  par  nous,  nous  apparaissent  comme  les  faits  les 
plus  simples  du  monde  physique. 

Nous  allons  d'abord  examiner  quels  ils  sont. 

Si  nous  palpons  ou  regardons  un  corps  rigide  comme,  un 
ensemble  de  points^  nous  concevons  d'abord  qu'un  pareil 
ensemble  peut  être  complété  par  d'autres  points  invariable- 
ment liés  aux  premiers,  en  sorte  qu'un  ensemble  solide  n'a 
pas  de  forme  assignée  à  Tavance. 


II 

Si  nous  clouons  un  solide  sur  un  autre  solide  fixe  nous 
constatons  qu'un  seul  clou  ne  suffit  pas  pour  empêcher  tout 
mouvement  du  premier  solide  par  rapport  au  second,  ni 
même  pour  préciser  complètement  le  déplacement  possible 
<lu  premier  solide;  si  nous  venons  à  clouer  le  corps  mobile 
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par  deux  clous  différents,  sa  position  n'est  pas  encore  coni 
plètement  déterminée,  mais  il  ne  peut  plus  prendre  qu'une 
sorte  de  déplacement  dans  lequel  une  infinité  d'autres 
points  demeurent  communs  au  solide  mobile  et  au  solide  fixe, 
en  sorte  qu'on  peut  dire  que  si  un  corps  est  cloué  par  deux 
points  A  et  B,  (sans  figure),  touts  epasse  comme  si  on  clouait 
une  paire  de  deux  autres  points  C  et  D  choisis  quelconques 
sur  une  certaine  ligne  LL  afppartenant  au  solide  fixe  et  au 
solide  mobile.  Celle  ligne  ne  bouge  pas  pendant  ce  mouve- 
ment défini  nommé  rotation. 

Cette  ligne  LIj  ou  axe  de  rotation  est  ce  que  nous  appel- 
lerons une  ligne  droite  ou  simplement  une  droite. 

Tout  point  M  du  solide  qui  n'appartient  pas  à  la  droite  se 
déplace  si  le  solide  lui  même  se  déplace. 

Nous  supposons  que  la  droite  est  une  ligne  d'une  espèce 
unique  et  que  toute  portion  AB,  (sans  figure),  d'une  droite 
peut  être  déplacée^  dans  un  déplacement  convenable  de  solide, 
de  manière  à  recouvrir  une  portion  (convenable  de  toute  autre 
droite  OX,  par  exemple  la  portion  OM  ;  et  nous  admettons  même 
qu'il  existe  deux  manières  de  superposer  ces  deux  portions: 
une  manière  dans  laquelle,  A  coïncidant  avec  O,  B  coïncide 
avec  M;  l'autre  manière,  dans  laquelle  A  coïncidant  avec  M, 
B  coïncide  avec  0. 

Enfin,  nous  admettons  qu'une  droite  ou  portion  de  droite 
OM  n'est  prolongeable  au  delà  d'un  quelconque  M  de  ses 
points  que  d'une  seule  manière. 

En  d'autres  termes,  étant  donnée  une  droite  CAB  il  ne  peut 
exister  aucune  branche  nouvelle  de  la  même  droite  émanée  de 
A,  ce  qui  revient  à  dire  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  suites 
continues  distinctes  de  points  demeurant  voisins  de  A  el 
demeurant  immobiles  pendant  une  même  rotation. 

Enfin  nous  admettons  que  deux  points  distincts  sont  tou- 
jours joignables  par  une  droite;  et  de  plus,  sauf  à  revenir 
plus  tard  sur  ce  point,  qu'ils  ne  sont  joignables  que  par  une 
seule  droite. 

Nous  pourrons  dès  lors  désigner  une  droite  par  deux  de 
ses  points,  Tne  portion  continue  et  déterminée  de  droite 
parcourue  dans  un  sens  s'appelle  segment. 
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m.  —  La  trame  triangulaire  et  le  plan. 

Soient  '  Fig.  1 1  3  points  A,  B,  O  dont  h»  troisième  nVst  pas 
sur  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  ;  il  résulte  des  faits 
précédents  qu'aucun  des  trois  points  ne  sera  sur  la  droite 
qui  joint  les  deux  autres. 

Considérons  alors  un  point  M  mobile  sur  la  droite  AB  et 
la  droite  variable  obtenue  en  joignant  le  point  M  au  troi- 
sième point,  considérons  même  les  segments  limités  tels 
que  OM; 

considérons  de  même  un  point  P  mobile  sur  A  O,  puis  la 
droite  variable  obtenue  en  joignant'le  point  P  au  point  B; 

considérons  enfin  un  point  Q  mobile  sur  O  B,  puis  la  droite 
variable  obtenue  en  joignant  le  point  Q  au  point  A. 

Nous  avons  ainsi  formé  3  trames  de  droites. 

Nous  admettrons  que  ces  3  trames  n'en  forment  qu'une  seule. 

En  d'autres  termes  nous 
admettrons  qu'un  segment 
OM  coupe  un  segment  BP 
en  un  point  L 

L'ensemble  de  ces  trois 
trames  fondues  en  une 
seule  sera  ce  que  nous  ap- 
pelons une  trame  triangu- 
laire, ou  encore  un  triangle 
plan  ou  simplement,  un 
triangle. 

Remarques,  i""  si  deux  points  M'  et  N  Fig.  1)  appartiennent 
à  une  trame  triangulaire  le  segment  M'N  qui  les  joint  appar- 
tient tout  entier  à  la  trame.  Cette  remarque  se  justifie  immé- 
diatement en  appliquant  4  fois  la  propriété  essentielle  de  la 
trame  triangulaire  à  4  trames  successives  dont  chacune  ro//- 
tient  la  précédente. 

2"  La  trame  triangulaire  contient  donc  tout  segment  qui  y 
a  ses  deux  extrémités. 

En  prolongeant  indéfiniment  les  droites  de  la  trame  on  voit, 
par  cheminement,    qu'il  existe  une  surface  telle   que   toute 


Fig.  1, 
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droite  qui  y  a  déjà  deux  points  y  sera  contenue  tout  entière, 
cette  surface  est  le  plan. 

On  voit  aussi,  toujours  comme  conséquence  de  la  triple 
trame  triangulaire,  que  toute  droite  XY  (Fig.  2)  partage  le 
plan  en  deux  régions  a)  et   ai  telles  que  le  ^eg^/newZ  joignant 


^ v-. t 


J/ 


Fig.  2. 


deux  points  quelcon(|ue' d'une  même  région  ne  traverse  pas 
la  droite  XY,  tandis  que  le  segment  joignant  2  points  apparte- 
nant à  2  régions  différentes  traverse  X  Y. 
nous  admettrons  encore  le  fait  suivant  : 

IV 

La  position  d'une  trame  qui  fait  partie  d'un  solide  suffit 
pour  définir  complètement  la  position  du  solide;  il  résulte  de 
là  que  nous  pouvons  nous  représenter  le  mouvement  d'un 
solide  tournant  autour  d'un  axe  par  la  rotation  d'un  plan  du 
solide  passant  [)ar  le  même  axe. 

Autre  fait  : 

V 

Lorsqu'un  plan  solide  tourne  autour  d'un  axe  qui  le  con- 
tient, ce  plan  dans  son  mouvement  continu  pourra  être 
amené  en  coïncidence  avec  tel  plan  de  l'espace  (|ue  Ton  vou- 
dra, passant  par  l'axe;  et  si  on  considère  au  lieu  des  plans 
complets  les  demi-plans  bordés  par  l'axe  de  rotation,  la  rota- 
tion s'exécutant  toujours  dans  le  même  sens,  il  arrivera  un  mo- 
ment et  un  seul  où  le  demi-plan  mobile  solide  coïncidera 
avec  le  demi-plan  fixe  désigné  à  l'avance  par  quelque  portion 
de  celui-ci. 

De  là  découle  en  particulier  le  principe  du  rabattement  : 
Tout  demi-plan  peut  être  rabattu  sur  son  prolongement  par 
rapport  à  une  droite  AB  de  ce  plan. 
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De  là  résulte  aussi  la  notion  de  l'angle  plan  et  de  l'égalité 
des  angles  plans,  insistons  sur  ce  point  quelque  peu  délicat. 

Donnons  à  ce  sujet  une  définition  de  Tégalité  de  deux  fi- 
gures entre  lesquelles  est  définie  une  correspondance  de 
leurs  éléments  constituants. 

Deux  figures  sont  dites  égales  si,  à  tout  élément  de  Tune 
correspond  un  élément  de  l'autre,  les  ensembles  de  ces  élé- 
ments étant  deux  parties  correspondantes  de  deux  solides  ca- 
pables d'être  amenés  en  coïncidence  l'un  sur  l'autre  par  un 
déplacement  convenable. 

Deux  figures  égales  à  une  même  figure  sont  alors  égales  en- 
tre elles. 

Cette  définition  ne  donne  lieu  à  aucune  difficulté  lorsque 
les  points  constituant  les  figures  sont  en  nombre  fini;  lors- 
que très  éléments  au  contraire  sont  en  nombre  infini  il  faut 
avoir  bien  soin,  toutes  les  fois  qu'on  veut  se  servir  de  la  no- 
tion des  figures  égales  de  spécifier  le  mode  de  correspon- 
dance entre  les  éléments  de  l'une  des  figures  et  de  leurs  ho- 
mologues dans  l'autre. 

Considéi'ons  par  exemple  deux  faisceaux  de  droites  for- 
mant deux  portions  de  plan,  supposons  que  ces  ensembles 
que  nous  nommons  deux  angles  soient  supperposables  O  A 
iFig.  3;  venant  en  O'  A',  O  B  venant  en  O'  B'  après  un  dépla- 
cement convenable  du  solide,  et  les  éléments  inlermédinires 
du  faisceau  coïncidant  aussi;  nous  pourrons  dire  que  ces  an- 
gles sont  égaux,  mais  celte  définition  serait  stérile  pour  la 
suite  si  nous  n'étions  pas  assurés  qu'un  angle  plan  est  com- 
plètement défini  par  les  positions  de  ses  côtés  extrêmes 

En  d'autres  termes  si  deux  angles  plans  A  O  B  sans  figure  , 
AOC  sont  à  un  moment  dans  une  situation  telle  que  l'un  est 
portion  de  l'autre,  il  n'existera  aucun  déplacement  capable 
d'amener  Tun  sur  l'autre. 

Cela  résulte  immédiatement  des  faits  que  nous  avons  admis 
concernant  la  rotation  d'un  demi-planautour  d'une  droite  A  B. 

Cette  remarque  est  très  importante  et  elle  joue  un  rôle 
analogue  à  celui  joué  par  le  principe  qu'une  droite  est  déter- 
minée par  deux  de  ses  points.  Vu  angle  est  défini  par  ses 
deux  côtés  et  par  le  sens  de  sa  génération. 
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De  mèiiie  aussi  qu'un  segment  est  orienté,  si  le  sens  du 
parcours  du  point  qui  l'eugendre  osl  lioiiiié.  de  même  un 
angle  est  orienté  si  le  sens  de  l'apparition  des  droites  du 


l'aisceau  qui  le  forme  esl  déterminé;  et  de  même  qu'on  défî- 
nit  te  sens  d'un  segment  par  l'ordre  dans  lequel  on  appelle 
ses  extn'mités,  de  même  on  définira  le  sens  d'un  angle 
orienté  par  l'ordre  dans  lequel  en  énonce  les  noms  de  ses 
lôtés  supposés  tracés  au  préalable  avec  une  restriction, 
toutefois. 

Ceci  suppose  que  l'angle  considéré  soit  choisi  le  plus 
petit  des  deux  qui  ont  mêmes  côtés  extrêmes. 

Rappel  et  conséquences  des  deux  modes  de  superposition 
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des  angles  égaux.  Si  on  peint  les  deux  faces  d'un  plan  on 
peut  reproduire  un  angte  par  glissement:  XOY  (lig.  3)  venu 
à  droite  en  X'O'Y'  de  manière  que  les  faces  Je  même  couleur 
soient  superposées. 

C'est  la  reproduction  pRv  glissement. 

On  peut  au  contraire  renverser  l'angle  dans  son  plan  et 
reproduire  l'angle  obtenu  par  glissement  la  face  bleue  recou- 
vrira alors  le  côté  rouge  primitif  du  plan,  XOY  venu,  en 
dessous  en  'Y'O'X. 

Nous  allons  voir  de  ce  fait  des  conséquences  très  impor- 
tantes. 

VI.  —  Propriétés  du  triangle  isocèle. 

Si  sur  les  deux  côtés  d'un  angle  BAC  (fig.  4)  on  prend  deux 
longueurs  égales  à  partir  du  sommet  A  :  soit  AB  =  AC  on 
forme  un  triangle  isocèle. 

Ce  triangle  est  superposable  sur  son  envers,  et  lorsqu'on 
superpose  l'angle  BAC  sur  son  envers  C'A'B'  le  milieu  I  de 


fi 


A' 


Fig.   V 


la  droite  BC  reste  le  milieu  de  la  droite  C'B'  d'où  Ton  voit 
que  l'envers  de  l'angle  AlC  recouvre  l'angle  AIB,  rabattons 
alors  la  figure  autour  de  B  C  (Fig.  5%  lA  vient  en  lA';  les 
4  angles  AIB,  BIA',  A'I(],  CIA  sont  égaux  soit  par  glisse- 
ment soil  par  retouinement  effectuons  alors  un  mouvement 
de  glissement  autour  du  point  I  de  manière  que  CIA  prenant 
la  place  de  AIB,  IB  prolongement  de  IC  devra  venir  en  lA" 
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prolongeiueut  de  lA,  les  angles  BIA'  et  BIA"  seraient  alors 
égaux,  donc  d'après  une  remarque  essentielle  faite  tout  à 
rheure  lA'  coïncide  avec  lA"  d'où  le  théorème  suivant  que 
nous  énonçons  après  l'avoir  démontré  : 

Théorème.  Dans  un  plan^ 
étant  donnée  une  droite  AB 
(sans  figure}  et  un  point  O  de 
cette  droite  il  existe  une  se- 
conde droite  du  plan  CD  pas- 
sant par  O  et  formant  avec  la 
première  4  angles  contigus 
égaux;  et  chacune  des  droites 
ainsi  obtenues  vient  coïncider 
avec  son  prolongement  lors- 
qu'on  rabat  leur  plan  autour 
de  Vautre  droite. 
Définition,  On  dit  alors  que  les  droites  AK  et  CD  soii{ per- 
pendiculaires entre  elles,  cette  relation  est  réciproque. 

Autre  (orme  donnée  aux  résultats  précédents.  On  peut  en- 
core dire  : 

Dans  un  triangle  isocèle  la  droite  qui  joint  le  sommet 
principal  (point  de  croisement  des  côtés  égaux)  au  milieu  de 
la  base  principale  (côté  opposé  à  ce  sommet)  est  perpendicu- 
laire sur  cette  base  et  réciproquement  : 

Si  dans  un  triangle  la  droite  qui  joint  un  sommet  au  milieu 
1  du  côté  opposé  est  perpendiculaire  à  ce  côté,  les  deux  autres 
côtés  du  triangle  sont  égaux. 

La  démonstration  est  immédiate  par  un  rabattement  autour 
(le  Al  Fig.  4  ,  ce  rabattement  amenant  C  en  B  on  a  AB  =  AC. 
L'angle  de  deux  droites  perpendiculaires  enlre  elles  s'appelle 
angle  droit. 

Vil.  —  Les  trois  cas  d'égalité  des  triangles. 

Thkorkme.  Deur  triangles  sont  égaux. 

1°  Lorsqu*iLs  ont  un  côté  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun  ; 

2**  Lorsqu*ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun  ; 
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3*  Lorsqu'ils  ont  Les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun, 
pour    1®,   essai    de   superposition   directe    par   Tangle   égal 

A'  =  A(Fig.  6,; 

Le  cas  2**  se  démontre  immédiatement  en  commençant 
l'essai  de  superposition  directe  par  le  côlé  égal  B'C  =  BC 
rFig.  7;. 

Dans  les  deux  cas  la  super- 
position essayée  s'achève 
d'elle  même. 

Pour  démontrer  le  troi- 
sième cas  d'égalilé  portons 
(Fig.  8j  le  triangle  A'  B'  C 
vers  ABC,  C  sur  C  et  B'  sur 
B  ce  qui  est  possible  puisque 
B'C  =  BC;  puis  rabattons  le 
triangle  ainsi  transporté  du 
côté  de  BC  où  se  trouve  le 
triangle  ACB,  A'  vient  alors 
en  A".  Admettons  pour  un 
instant  que  les  sommets  A  et 
A"  ne  coïncident  pas. 

Par  hypothèse  AC  =  A"C; 
AB  = /VB. 

Les  triangles  ACA"  et  ABA"  seraient  donc  isocèles  sur  une 
base  commune  AA";  soit  alors  I  le  milieu  de  cette  base.  Joi- 


B 


B' 


C' 


Fig  .6. 


Fig.  7. 
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gnons  AI  et  IB,  ces  deux  droites  seraient  toutes  deux  per- 
pendiculaires à  A  A"  en  I.  elles  croïncideraient  donc  entre 
elles  et  par  suite  avec  la  droite  AB  le  point  I  serait  donc  sur 
iVB,  mais  ceci  est  impossible  puisque  A  et  A"  sont  du  même 
coté  de  AB  et  que  tout  point  intérieur  au  segment  A  A"  reste 


B 


Fig.  8. 


du  même  côté  de  BC  que  ses  extrémités;  il  y  a  donc  une 
contradiction  qui  ne  peut  être  évitée  que  si  A  et  A''  se  con- 
fondent. 

Renjarque  utile  à  retenir:  dans  deux  triangles  égaux  aux 
côtés  égaux  sont  opposés  des  angles  égaux  et  réciproque- 
ment. 

VIII.  —  Droite  perpendiculaire  à  un  plan. 

Théorème.  Si  une  droite  OA  (Fig,  9)  est  perpendiculaire  à 
deux  droites  distinctes  AB,  AC  d'un  plan  P  elle  est  perpendi- 
culaire  à  une  troisième  droite  quelconque  du    même  plan. 

En  joignant  deux 
points  autres  que 
A  pris  surdeuxdes 
droites  qui  com- 
prennent la  troi- 
sième dans  leur 
angle  on  obtient 
une  droite  qui 
cou  pelés  I  rois  droi- 
tes issues  de  A  aux 
trois  points  res- 
pectifs B,  U,  C  soit 
0  un  autre  point 
que  A  pris  sur  la 
droite  AO,  soit  sur 
^'  OA. 


Fig.  9. 


cette  droite  un  autre  point  O'  tel  que  O' A 
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Les  deux  triangles  OBO'  et  OCO'  seront  alors  tels  que 
les  droites  joignant  le  milieu  A  de  leurs  bases  à  leurs  som- 
mets respectifs  seront  perpendiculaires  à  cette  base  ces  deux 
triangles  seront  donc  isocèles  et  OB  :l=:  O'B  ;  OC  ::=  O'C. 

On  conclut  de  là  que  les  deux  triangles  OBC,  O'BG  réunis 
en  talus  par  leur  côté  commun  BC  sont  égaux,  comme  ayant 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  nous  concluons  de 
là  l'égalité  des  angles  OBC  et  0'B(],  puis  ensuite  Tégalité 
des  triangles  OBD,  O'BD  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entré  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ;  d'où  nous 
concluons  OD  =  DO';  si  enfin,  nous  considérons  le  triangle 
isocèle  ODO'  nous  voyons  que  la  droite  qui  joint  le  sojnmet 
[)rincipal  D  au  milieu  A  de  la  base  est  perpendiculaire  à  cette 
base. 

DéfinUion,  Quand  une  droite  OA  est  perpendiculaire  à 
toutes  les  droites  d'un  plan  P  passant  par  A  on  dit  que  la 
droite  est  perpendiculaire  au  plan;  cette  droite  est  né<îessai- 
rement  hors  du  plan  P.  Le  point  A  se  nomme  la  projection 
de  O  sur  le  plan  P. 

CHAPITRE  II 

Les  deux  motwements  fondamentaux  d'un  solide 
et  la  nouvelle  théorie  du  dièdre. 

En  prenant  comme  éléments  des  figures  les  droites  et  les 
trames  de  droites  ou  plans  et  en  prenant  comme  données 
fondamentales  :. la  droite  ou  axe  de  rotation,  et  l'angle  plan 
superposable  sur  lui-même  par  retournement  nous  avons 
déjà  acquis  un  [)remier  résultat  important;  nous  avons  ob- 
tenu les  trois  cas  d'égalité  des  triangles  et  la  notion  des 
droites  perpendiculaires  et  celle  d'une  droite  perpendicu- 
laire à  un  plan,  rappelons  cette  dernière  notion. 

Ktant  donnée  une  droite  OX  (sans  figure;,  iaisoiis  passer 
par  celte  droite  un  premier  plan  dans  lequel  nous  traçons  OA 
perpendiculaire  à  OX,  faisons  passer  par  OX  un  second  plan 
dans  lequel  nous  menons  OB  perpendiculaire  à  OX,  nous 
avons  vu  qu'irne  troisième  droite  (|uelconque  tirée  de  O  dans 
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le  plan  P  formé  par  les  deux  droites  OA  et  OB  est  perpendi- 
culaire à  OX.  On  a  dit  alors  que  la  droite  OX  est  perpendicu- 
laire au  plan  P. 

Il  existe  donc,  par  un  point  O  de  OX,  un  plan  P  perpendi- 
culaire à  OX,  et  comme  tout  plan  peut  être  porté  sur  un  autre 
plan  on  voit  qu'aussi  bien,  étant  donné  un  plan  Q^  on  peut 
|)ar  un  point  O  lui  mener  une  droite  OX  perpendiculaire. 

Mais  il  est  nécessaire  d'aller  plus  loin,  et  de  nous  assurer 
que  par  un  point  O  d'un  plan  Q  on  ne  peut  mener  qu'une  seule 
'perpendi(!ulaire  à  ce  plan. 

Remarquons  d'abord  que  par  un  point  I  situé  hors  d'un 
plan  il  ne  peut  passer  deux  droites  distinctes  IH  et  IK  per- 
pendiculaires à  un  plan  Q. 

En  ellet  s'il  en  passait  deux  (Fig.  10;,  le  triangle  IHK  ayant 
les  deux  sommets  H  et  K  communs  avec  le  plan  Q  aurait  la 
base  HK  commune  avec  lui  dans  le  plan  de  ce  triangle  on 

aurait  donc   dans   un    même 
^  plan  deux  droites  distinctes, 

perpendiculaires  à  une  même 
droite  et  passant  par  un  même 
point  [,  mais  alors,  comme  on 
Ta  vu  (propriété  des  perpen- 
diculaires) le  rabattement  du 
plan  sur  lui-même  autour  de 
HK  devrait  amener  le  point 
I  en  un  même  point  J  situé 
sur  les  prolongements  de  Hl 
et  de  IK,  on  aurait  donc  deux 
droites  distinctes  passant  par    I   et  J   ce  qui,  nous   l'avons 
vu,  n'est  pas  possible  (propriétés  fondamentales  de  la  droite). 
Cette  remarque  va  nous  permettre  de  démontrer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorîîme  1.  —  /Z  est  impossible  que  par  un  point  O  d'un 
plan  Q  puissent  passer  deux  droites  perpendiculaires  à  ce 
plan. 

En  effet,  soient  deux  de  ces  perpendiculaires  sur  lesquel- 
les (Fig.  11;  nous  prendrons  deux  longueurs  égales  OM=ON, 
une  droite  qiudconque  tirée  de  O  dans  le  plan  Q,  soit  O  S,  est 
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perpendic.iilaire  à  une  troisième  droite  qiielcon(|iie  dans  le 
plan  OMN;  d'où  on  conclut,  en  faisant  varier  OS,  que  cette 
troisième  droite  quelconque  du  plan  MON  est  aussi  perpen- 
diculaire au  plan  Q. 

Considérons  en  particulier  le  point  I  milieu  du  segment 
MN;  01  en  particulier,  sera  perpendiculaire  au  plan  Q. 

Joignons  SM  et  SN  les  deux  triangles  SOM  et  SOiN  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle  égal  /'comme  droit]  compris 
entre  2  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  d'où  on  conclut  que 
SM=SN,  et,  par  suile,  que  IS  est  perpendiculaire  à  MN  au 
point  1  (propriété  du  triangle  isocèle). 

Mais  alors,  en  joignant  un  point  S  du  plan  au  point  1  (Fig. 
12)  et  prenant  sur  cette  droite  un  segment  de  longueur  cons- 
tante I L,  l'ensemble  des  points  L  ainsi  obtenu  devrait  puisque 


I 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


e  LI  est  perpendiculaire  à  NM  représenter  Tensemble  des 
positions  que  peut  occuper  dans  Tespace  un  point  particu- 
lier d'un  solide  qui  tourne  autour  de  Taxe  MN;  or  nous 
avons  admis  que  Tensemble  des  points  L  est  une  ligne,  et 
que  le  déplacement  de  rotation  d'un  solide  est  parfaitement 
déterminé,  tandis  qu'ici  nous  voyons  que  ce  déplacement 
est  complètement  indéterminé  puisqu'il  peut  s'effectuer  à  par- 
tir de  la  position  L  dans  tous  les  plans  passant  par  10. 

Remarque  additionnelle,  La  démonstration  est  achevée, 
mais  pour  rendre  ceci  encore  plus  net  nous  pourrons  achever 
de  préciser  la  complète  indétermination  du  mouvement  de  L  ; 
les  deux  mouvements  possibles  pour  le  solide  peuvent  avoir 
lieu  dans  deux  sens  différents  mais  pour  chacun  de  ces  sens 
soit  L'  une  position  vo\9>iue  postérieure  à  la  position  actuelle 
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du  point  considéré  dans  le  solide  en  rotation  ;  il  existe  sur  la 
trajectoire  de  L  des  points  de  plus  en  plus  voisins  de  L,  et 
lorsque  la  distance  LL'  tend  vers  zéro  la  position  de  LL' 
tend,  on  le  voit  aisément,  vers  une  position  limite  perpendi- 
culaire à  10,  laquelle  ne  peut  appartenir  à  tous  les  plans 
passant  par  la  droite  ILO  comme  cela  devrait  avoir  lieu  en 
conséquence  de  la  supposition  faite  plus  haut  qu'il  existe 
2  droites  perpendiculaires  à  un  plan.  Cette  supposition  est 
donc  une  fois  de  plus  inadmissible. 

Conséquence,  Nous  savons  déjà  que  la  situation  d'un  corps 
solide  peut  être  complètement  définie  par  la  position  de  Tune 
de  ses  trames,  par  exemple  par  celle  qui  se  confond  actuel- 
lement avec  l'angle  AOB  de  l'espace  ;  d'autre  part  nous  ve- 
nons de  voir  qu'il  n'existe  qu'une  droite  OZ  perpendiculaire 
iv  l'angle  AOB;  si  donc  on  considère  une  barre  rigide  et  si 
on  l'oblige  à  rester  perpendiculaire  à  une  trame  d'un  solide, 
on  peut  être  assuré  que  la  barre  sera  du  même  coup  inva- 
riablement liée  au. solide  tout  enlier. 

Théorème  II.  Les  diverses  droites  perpendiculaires  à  une 
même  droite  OZ  menées  par  un  même  point  O  sont  dané  un 
seul  et  même  plan.  Soit  iFig.  13)  OA  une  première  perpendi- 
culaire à  OZ  et  soient  OH  et  OK  deux  autres  perpendicu- 
laires à  OZ,  également  tirées  de  O. 

Admettons  provisoirement 
que  les  plans  AOH  et  AOK 
puissent  être  différents  ;  alors 
traçons  dans  l'un  et  l'autn? 
plan  et  à  partir  de  OA  comme 
origine,  deux  angles  égaux 
AOB  et  AOB\ 

La  droite  OZ  esl  perpendi- 
culaire à    chacune   des   deux 
trames  égales  AOB  et  AOB'. 
Les    deux  trames   AOB  et 
^.     ..  AOB'   étant   éffales,   peuvent 

être  regardées  comme  deux 
positions  extrêmes  d'une  même  trame  d'un  solide  qui  serait  en- 
trainéedans  lemouvementdece  solide  toiirnantautourde  AO. 
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Hegarduns  OZ  comme  la  première  position  d'une  droitu 
du  solide  et  considérons  la  positions  OZ'  oceiipée  par  cette 
dernière  lorsqne  la  trame  AOB  sera  venue  se  coucher  sur 
AOB'  ;  il  est  clair  (|ue  OZ'  sera  distinct  de  OZ,  sans  quoi  le 
solide  aurait  eu  une  trame  ZOA  non  déplacée  et  n'aurait  pas 
subi  de  déplacement  ce  qui  est  faux  puisque  la  trame  AOIt 
s'est  déplacée. 

Or  pendant  le  déplacement,  la  perpendiculaire  à  la  trame 
lui  reste  perpendiculaire;  les  droites  OZ  et  OZ'  distinctes 
seraient  donc  toutes  deux  perpendiculaires  à  la  même  trame 
AOB'  ;  mais  nous  avons  déjà  démontré  que  cela  est  impos- 
sible. 

Donc  enlin  les  plans  HOA  et  KOA  ne  sauraient  être  dis- 
tincts. 

Conséquence  :  Tout  plan  pouvant  être  superposé  sur  un 
autre  plan  oti  conservant  sa  perpendiculaire  rigide,  on  voit  de 
suite  que  par  im  point  d'un  |)lan  on  peut  toujours  tirer  une 
droite  perpendiculaire  â  ce  plan. 

Défini/ions.  La  courbe  <lécrîte  par  un  point  d'iiii  solide 
tournant  autour  d'un  axe,  et  qui,  nous  venons  de  le  démon- 
trer est  contenue  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  s'a|i- 
pelle  une  circonférence  de  cercle  ;  OZ  ou  l'axe  de  ce  cercle 
coupe  le  plan  du  cercle  en  un  point  O.  appelé  centre  du 
ceiele. 

Dans  son  plan  la  cireonl'é- 
reiu-e  <le  cercle  est  délinie 
(■oinme  l'ensemble  des  points 
du  plan  qui  sont  à  une  mi^me 
distance  d'un  point  lixe.  Le 
segment  OM  est  un  rayon  du 
cende. 

Corollaire.  Si  •>  plans  dis-, 
lincls  ont  déjà  un  point  corn-  ' 
inun  ils  ont  en  commun  toute 
une  droite  commune  passant 
par  ce  point,  soit  O  le  point  r» 

-Menons  | 
AOli; 


.Kig.  1'.: 
1"  la  droite  OZ   perpeudicule 
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Fig.  15. 


2**  La  droite  OT  perpendiculaire  au  plan  (30D; 

3*  Une  droite  OU  perpendiculaire  an  plan  des  deux  droites 
OZ  et  OT  ;  celte  droite  OU  étant  perpendiculaire  à  OZ  appar- 
tient au  plan  AOB,  et  étant  perpendiculaire  à  OT  elle  appar- 
tient au  plan  OCD  elle  est  donc  commune  aux  deux  plans 
AOB,  COD. 

Thkohème  III.  Pour  0 

projeter  un  point  0 
sur  une  droite  XY 
d'un  plan  P  il  suffit 
1^  de  projeter  le  point 
O  sur  le  plan  P,  en  A; 
2*  de  projeter  le  point 
A  en  I  sur  X  Y, 

Il  s'agit  de  démon- 
trer qu'en  joignant  I 
à  O  la  droite  obtenue 
sera  perpendiculaire  à  XY  ;  à  cet  eflet  porlons  sur  XY  de 
part  et  d'autre  de  I  les  longueurs  égales  IB  et  IC,  joignons 
les  points  B  et  C  d'abord  à  A  puis  à  O.  On  aura  d'abord 
AC  =  AB,  puis  par  la  considération  des  triangles  rectangles 
égaux  OAB  et  OAC,  nous  trouvons  OB  =  OC;  et  enfin, 
dans  le  triangle  isocèle  OBC,  la  droite  qui  joint  le  sommet 
O  au  milieu  I  de  la  base  sera   perpendiculaire  à  cette  base. 

Théoheme  réciproque  lll  bis.  Si  par  la  projection  I  d'un 
point  O  extérieur  à  un  plan  P  sur  une  droite  XY  du  plan 
on  mène,  dans  ce  f)lan,  une  droite  lU  perpendiculaire  à  Xl\ 
la  projection  A  du  point  O  sur  lU  sera  aussi  la  projection  de 
O  sur  le  plan  P  (figure  15). 

En  effet  la  projection  d'un  point  sur  une  droite  ou  sur  un 
plan  étant  unique,  le  tracé  précédent  pourra  être  repris  en 
ordre  inverse  de  l'ordre  précédent.  Une  démonstration  di- 
recte serait  d'ailleurs  Facile. 

Corollaire.  Tous  les  plans  menés  par  un  même  point  O 
perpendiculairement  aux  différentes  droites  XY  d'un  plan 
passent  par  une  droite  fixe  OA. 

Théorème  IV  :  Si  une  droite  01  (Pig.  16)  coupant  un  plan  P 
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en  I  n  est  pas  perpendiculaire  à  ce  plan  ^  les  projections  de  ses 
différents  points  sur  P,  cest-a-dire  Les  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  ses  différents  points  sur  P,  forment  une 
droite  du  plan  P. 

Démonstration.  En  effet  soit  H  la  projection  de  O,  menons 
m  et  IX  dans  P  perpendiculaire  à  HI;  cette  droite  IX  est 
|)erpendiculaire  à  01  ;  d'après  les  théorèmes  précédents,  un 
point  quelconque  O'  de  01  se  projètera  dans  le  plan  P  sur 
la  perpendiculaire  à  IX  menée  par  I,  c'est-à-dire  sur  IM  en 
<|uelque  point  H'  de  I  H. 

Autre  énoncé:  si  on  observe  que  IX  est  perpendiculaire  au 
plan  OUI  on  voit  par  le  même  raisonnement  qu'un  poini  M 
quelconque  intérieur  au  triangle  OHI  se  projètera  encore  sur 
le  plan  P  en  quelque  point  M'  de  111. 

Autre  conséquence  : 
soit  K  un  point  de  HI 
situé  sur  le  prolon- 
gement de  HI  au  delà 
de  I  ;  joignons  KO.  et 
dans  le  plan  du  trian< 
gle  OKH  traçons  IT 
perpendiculaire  à  HI  : 
cette  droite  devra, 
d'après  une  remarque 
déjà  laite  [III,  cliap.  I],  couper  le  contour  du  triangle  OHK, 
mais  elle  ne  peut  couper  OH  qui  est  comme  elle  per- 
pendiculaire à  HK;  donc  t;lle  coupera  OK  en  un  certain 
point  S. 

La  droite  OK  n'étant  pas  perpendiculaire  à  HK  ,  la  per- 
pendiculaire menée  de  S  au  plan  P  d'après  le  théorème  pré- 
cédent est  contenue  dans  le  plan  OHK  elle  se  confond  donc 
avec  SI. 

Ainsi  l'ensemble  des  projetantes  des  différents  points  de 
Ol  forme  un  plan  qui  contient  aussi  une  perpendiculaire  au 
plan  P  élevée  par  /  ,  nous  savons  d'ailleurs  que  c'est  la  seule 
qui  passe  par  I  . 


Fig.   16. 


Définitions.  On  appelle  angle  dièdre  la  portion  d'un  solide 
comitrise  entre  deux  demi-plans  réunis  par  leur  Ironlière 
rectiligne  commune  ;  cette  droite  se  nomme  V arête  Avt  dièdre: 

Les  deux  demi-plans  se  nomment  les  faces  du  diè(tre  ;  si 
par  iMi  point  A  iFig.  17j  de  l'arèle  on  traie  des  droites  \a-. 
ky  perpendiculaires  à  l'arête  e(  dans  rhacune  des  f'ares,  on 
obtient  un  angle  y.A\'  qui  est  dit  ■  tiii  angle  rectiligne  du 
dièdre. 


THbOHBMK  KoNUAMENTAL  V.  Tous  Us  (inglcs  lectiUgnes  d'un 
dièdre  sont  égaux,  quel  que  soit  le  point  de  l'arête  d'oii  Ir 
rectiligne  est  tracé. 

Etablissons  d'abord  qne  si  deux  dièdres  ont  même  aréle,  el 
(jue  si  leurs  deux  rectiiigiies  d'un  même  sommet  A  Kig.  18 
sont  égaux;  il  en  sera  de  même  de  leurs  deux  rectilignes  d'un 

/\  /\ 

autre  sommet  H  en  eiïet  si  ,rAy  --  zAT  on  peut  amener  par 
une  relation  autour  de  AB  la  trame  rAj/  sur  la  trame  ZAT 
mais,  quand  <-e  déplacement  a  été  obtenu  les  plans  BA.i:  , 
UAy  étant  venu  coïncider  respectivement  avec  les  plans 
HAs  ,  UAI  ;  les  droites  \ix'  ,  liy'  ,  viendront  respectivement 
sur  BZ'  el  RT'  puisqu'elles  sont  perpendiculaires  sur  AB  . 

On  conclu!  de  là  (|uc  :  si  l'angle  .^A,^  est  la  moitié,  le  quart, 
le  liuitième  etc;  de  deux  droits,  l'angle  x'By'  sera  égal  en 
même  temps  que  le  précédent  égal  à  la  moitié,  an  quart,  au 
huitième  etc:  de  2  angles  droits. 
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Les  angles  x'^y'  et  xky  seront  donc  égaux  toutes  les  fois 
que  le  second  est  une  iraction  de  2  angles  droits  dont  le  dé 
nominateur  est  une  puissance  de  2. 

Or,  A;  et  n  désignant  deux  nombres  entiers  convena- 
bles, tout  angle  x\y  est  toujours  compris  entre  deux  angles 
égaux  respectivement    aux  fractionj^  suivantes  de  2  angles 

droits  savoir  —  et  — ^^  ;  or  d'après  ce  qui  précède  Tansfle 

.r'By'  sera  alors  compris  entre  les  mêmes  deux  angles,  qui 
diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  le  voudra;  il  est  donc  impossible 
que  ces  angles  xAy  et  x'  By'  soient  différents. 

Remarque.  L'égalité  des  angles  x\y  et  .r'By'  dans  le 
<'as  où  le  premier  serait  un  angle  droit  résulte  d'ailleurs 
évidemment  du  théorème  sur  la  projection  d'une  droite  établi 
tout  à  l'heure. 

Ce  théorème  Fondamental  nous  conduit  à  la  notion  du 
mouvement  de  translation  d'un  solide  le  long  d'une  droite 
donnée  qu'il  nous  reste  à  définir  : 

la  translation  au  guidage  plan. 

Théorkme  VI.  Si  dans  le  mouvement  d'un  solide^  une  droite 
glisse  sur  elle-même  et  si  un  point  du  solide  qui  n'appartient 
pas  à  la  droite  reste  dans  un  plan  passant  par  cette  droite, 
tous  les  autres  points  respectifs  du  solide  restent  dans  des 
plans  passant  par  la  même  droite  à  laquelle  on  peut  donner 
le  nom  d'axe  central  de  glissement. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  Tégalilédes  angles 
rectilignes  d'un  même  dièdre. 

Remarques.  Ainsi  la  droite  se  présente  maintenant  à  nous 
soit  conmie  un  axe  de  rotation^  soit  connue  un  axe  de  trans- 
lation avec  guidage  du  mouvement  du  solide  par  le  main- 
tien d'un  autre  point  dans  un  plan  (ixe  passant  [)ar  l'axe  du 
glissement,  auquel  cas  tous  les  points  du  solide  se  meuvent 
dans  les  plans  passant  par  le  même  axe  de  glissement. 

On  remarquera  encore  comme  conséquence  de  la  théorie 
du  dièdre  et  de  la  notion  de  l'angle  de  rotation  celte  propo- 
sition. 

Théorème  VII.  Quand  un  solide  se  déplace  de  manière 
qu'une  trame   du  solide  accomplisse   un   demi  tour  autour 
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d'une  droite  de  la  trame ^  toutes  les  trames  du  solide  qui  pas- 
sent par  cet  axe,  accomplissent  également  un  demi  tour  au- 
tour  du  même  axe. 

Remarque.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  ce  dernier  lait, 
pourrait  aussi  bien  que  l'existence  de  l'intersection  recti- 
ligne  de  2  plans  ayant  un  point  commun,  servir  de  fait  pri- 
mitif, et  remplacer  le  fait  que  nous  avons  pris  comme  point 
(le  départ  savoir  :  la  continuité  du  mouvement  de  rotation. 

Seconde  démonstration  : 

Le  théorème  établi  plus  haut  sur  la  projection  d'une  droite 
sur  un  plan  peut  évidemment  s'énoncer  ainsi  :  Si  un  angle 
dièdre  possède  un  angle  rectiligne  « 

droit  tous  ses  rectilignes  seront  ' 
aussi  égaux  à  un  droit;  dès  lors  la 
démonstration  que  nous  avons 
esquissée  pour  passer  du  cas  d'un 
dièdre  dont  tous  les  rectilignes 
valent  2  droits  au  cas  d'un  dièdre 
quelconque  pourra  se  reproduire 
et  nous  permettra  de  passer  d'un 
dièdre  dont  tous  les  rectilignes 
valent  un  angle  droit  à  un  dièdre 
quelcon(|ue. 

Si  l'on  veut  enfin  unç^  démons- 
tration exempte  de  toute  considé- 
ration arithmétique  nous  expose- 
rons la  suivante  :  f»ïç  tî» 

Troisième  démonstration  :  (Fig.  19). 

Pour  démontrer  que  les  deux  angles  rectilignes  X  A  Y  et 
Z  BU  sont  égaux,  nous  considérons  le  milieu  O  de  la  droite 
qui  joint  les  sommets  A  et  B  de  ces  deux  angles  rectilignes, 
puis  nous  traçons  Tangle  rectiligne  du  dièdre  dont  le  sommet 
est  en  O  soit  l'angle  EOH  et  nous  allons  constater  qu'un 
rabattement  du  plan  EOH  exécuté  autour  de  la  droite  OS, 
bissectrice^  de  l'angle  EOH,  va  faire  coïncider  l* angle  X AY 

sur  l'angle  UBZ  envers  de  l'angle  ZfiU. 


THÉORÈME    SUR  LA    DROITE    DE    SIMSON  207 

En  effet,  par  ce  rabattement  O  E  vient  en  O  E'  recouvrir  O  H 
landis  que  OH  vient  en  OH'  recouvrir  OE;  le  segment  O  A 
perpendiculaire  à  la  trame  EO  H  comme  à  la  trame  E'OH' 
devra  donc,  ou  bien  se  retrouver  sur  lui-même,  soit  recou- 
vrir le  segment  O  B  ;  le  premier  est  inadmissible,  car  la  fixité 
finale  de  la  trame  AOS  fixerait  le  solide  et  par  conséquent 
serait  inconciliable  avec  le  rabattement  précédent;  donc  OA 
recouvre  O  B  ;  AX  vient  alors  en  A'X'  recouvrir  B  U,  tandis 
que  A  Y  vient  alors  en  A' Y'  recouvrir  BZ  donc  enfin  l'angle 
XAY  égal  à  Tenvers  de  Tangle  Z  B  U  est  aussi  égal  à  ce  der- 
nier. 

J.  Aî^DHADE  (Besançon). 
(À  suivre). 


GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  SUR  LA  DROITE 

DE  SIMSON 

Théorème  /.  —  Soient  une  conique  K  de  centre  O  et  un 
triangle  inscrit  ABC;  «,  ô,  c,  les  milieux  des  côtés  BC, 
AC,  AB.  Joignons  0^5,  Oè,  Oc*.  Par  un  point  quelconque  D 
(le  la  conique  menons  des  parallèles  à  0«,  06,  Oc  coupant 
les  côtés  du  triangle  en  a\,  èi,  ci  respectivement:  Ces  trois 
points  «1,  b\  c\  seront  en  ligne  droite  ifig,  1).  Si  la  conique 
est  un  cercle,  ce  théorème  devient  le  théorème  de  Simson  : 
Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  d'un 
cercle  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  sont  en  ligne  droite. 

Théorème  II.  —  Par  un  point  quelconque  S  d'une  conique 
menons  des  parallèles  aux  côtés  AB,  BC.  CA  du  triangle 
inscrit  ABC  ;  elles  donnent  sur  la  conique  des  points  r,  r/,  b. 
Soit  D  un  point  quelconque  de  la   courbe,   menons  Dr,  Dr/, 


^  La  biftsertrice  d'un  angio  est  la  demi-droite  qui  partage  cet  angle  en  deux  portionn  égale». 
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Dé  coupant  respectivement  les  côtés  AB,  BC,  CA  du  triangle 
aux  points  Ci.  fli,  bi  :  Ces  trois  points  seront  en  ligne  droite 
(fig.  2). 

Si  la  conique  est  un 
cercle  el  si  les  points 
S  et  D  sont  pris  aux 
extrémités  d'un 
même  diamètre,  on 
retrouve  le  théorème 
de  Simson. 

Ces  deux  théorè- 
mes ne  sont  qu'un  cas 
particulier  du  théo- 
rème  général  suivant  : 
Soient  une  conique 
K  et  un  triangle  ins- 
crit A,  B,  C.  Soit  M 
une  droite  quel- 
conque prise  dans  le 
plan  de  la  conique  ; 
déterminons  sur  cette  droite  deux  divisions  homographiques 
telles  que  les  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  coni- 
que en  soient  les  points  doubles  [fig.  3).  Nous  prendrons 
pour  les  points  de  la  première  division  les  intersections  c, 
a,  b,  de  la  droite  M  avec  les  côtés  AB,  BG,  GA  du  triangle  ; 

«ri,  6i,  Ci  sont  les 
points  correspon- 
dants de  Tautre 
division.  Soit  D  un 
point  quelconque 
de  la  conique  :  Le 
s  droites  Dai,  Dôi, 
Dci  couperont  les 
côtés  BG,  GA,  AB 
du  triangle  en  trois 
points  a,  /3,  y,  si- 
tués sur  la  même 
droite. 


Fig.  1 
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La  démonstration  en  est  facile.  Considérons  le  côté  AB 
du  triangle  comme  fixe  et  le  point  C  comme  point  variable 
pouvant  se  déplacer  sur  la  conique.  Le  rayon  variable  AC 
coupe  la  droite  M  en  6,  point  auquel  correspond  ii.  Les 
rayons  AC  et  DJi  sont  les  rayons  de  deux  faisceaux  homo- 
graphiques,  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  deux  rayons 


Fig.  3. 


homologues  sera  une  conique  Ki,  passant  par  les  centres  A 
et  D  des  deux  faisceaux,  par  les  points  m  et  w,  intersection 
de  la  droite  M  et  de  la  conique  K,  et  par  le  point  y. 

De  même,  le  rayon  variable  BC  coupe  la  droite  M  en  a, 
point  auquel  correspond  a\.  Les  rayons  BC  et  Dfli  sont  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  liomographiques  ;  le 
lieu  de  leur  point  d'intersection  sera  une  nouvelle  conique 
Ks  passant  par  les  centres  B  et  D  des  faisceaux,  par  les  points 
m  et/?  et  également  parle  point  y.  Supposons  que  le  point 
G  décrive  la  conique  K  et  considérons  les  rayons  yjS  et  y«. 
Ces  rayons^  ayant  un  centre  commun  y  appartenant  aux  deux 
<*oniques  Ki  et  Ka,sont  homographiques.  V\\  rayon  y/3  du  pre- 
mier faisceau  coupe  la  conique  Ki  en  un  seul  point  /5,  la 
droite  Aj8  coupe  également  la  conique  K  en  un  seul  point  C. 
Au  point  C  correspondra  un  seul  point  a  et  par  suite  un  seul 


210  PLESKOT 

rayon  ya.  Ainsi,  à  tout  rayon  y/5  correspond  un  seul  rayon 
yen  et  réciproquement. 

Si  nous  pouvons  démontrer  que  les  faisceaux  yaet  y/S  sont 
tels  que  Ton  peut  trouver  trois  rayons  qui  sont  eux-mêmes 
leurs  homologues,  il  en  résultera  que  la  propriété  est  géné- 
rale, c'est-à-dire  que  chaque  rayon  est  son  propre  homologue, 
ou  encore  que  a/Sy  sont  en  ligne  droite.  Or  il  est  facile  de 
trouver  les  trois  rayons  en  question.  En  effet,  si  C  se  trouve 
en  m  ou  /i,  «  et  j8  se  trouvent  en  m  ou  /i,  et  si  C  est  en  D  «  et 
/5  coïncident  avec  ce  même  point  D.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

Les  deux  divisions  homographiques  <7,  6,  c,  ...  rzi,  Ai,  ci, ... 
ayant  pour  points  doubles  les  points  d'intersection  de  la 
droite  M  avec  la  conique  K,  peuvent  s'obtenir  en  projetant 
les  points  de  la  conique  sur  la  droite  M,  en  prenant  comme 
point  de  vue  deux  points  quelconques  S  et  Si  de  cette  co- 
nique. Par  conséquent,  le  théorème  précédent  peut  s'énon- 
cer comme  suit  :  Soit  une  droite  M  coupant  les  côtés  BC, 
(]A,  AB  d'un  triangle  inscrit  à  une  conique  en  «,  6,  c  faisons 
correspondre  à  ces  points  trois  autres  points  /7i,  6i,  ci  de  la 
droite  M,  tels  que  S  et  Si  étant  deux  points  quelconques  de 
la  conique,  les  couples  de  droites  Sa  et  Si^i,  SA  et  Sièi,  Se  et 
Sici  se  coupent  respectivement  en  des  points  de  la  même  co- 
nique, il  en  résulte  (|ue  les  droites  Dtzi,  D6i,  Dci  couperont 
les  côtés  BC,  CA,  AB  en  des  points  a,  /3,  y  situés  sur  une 
même  droite  ;  D  étant  un  point  quelconque  de  la  conique. 

Dans  le  cas  on  la  droite  M  est  la  droite  de  fuite  et  où  le 
point  D  coïncide  avec  le  point  Si,  on  obtient  le  théorème  IL 

Si  nous  prenons  pour  divisions  homographiques  les  divi- 
sions en  involution,  c'est-à-dire  si  aux  points  «,  i,  c,  on  fait 
correspondre  les  points  conjugués  «i,  6i,  C\  par  rapport  à  la 
conique,  et  si  nous  prenons  pour  la  droite  M  la  droite  de 
fuite,  on  obtient  le  théorème  1. 

Nous  pouvons  obtenir  maintenant  des  théorèmes  corres- 
pondant par  dualité  aux  précédents.  Soient  une  conique  et 
un  triangle  circonscrit  ABC.  Soit  0  un  point  que  nous  pre- 
nons comme  centre  de  deux  faisceaux  homographiques  ayant 
pour  rayons  doubles  les  tangentes  menées  de  O  à  cette  co- 
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nique.  Soient  les  trois  rayons  OA,  OB,  OC;  déterminons  leurs 
correspondants  et  soient  «,  6,  c  les  points  où  ces  rayons  cor- 
respondants coupent  une  tangente  quelconque  à  la  conique  ; 
les  droites  A«,  B6,  Ce  seront  concourantes.  On  peut  déduire 
de  ce  théorème  plusieurs  théorèmes  particuliers  qui  corres- 
pondent aux  précédents  par  dualité. 

Nous  citerons  seulement  le  cas  particulier  où  le  point  O 
est  le  centre  de  la  conique  et  où  les  faisceaux  homographir 
ques  sont  en  involution.  Nous  obtenons  alors  le  théorème 
suivant  : 

Soit  un  triangle  ARC  circonscrit  à  une  conique  de  centre  O. 
Soient  les  trois  rayons  OA,  OB,  OC,  construisons  leurs  con- 
jugués coupant  une  tangente  queTconque  à  la  conique  aux 
points  a,  b,  c  les  droites  A«,  Bb,  Ce  seront  concourantes. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  nous  obtenons  un  théorème 
(|ui  correspond  par  dualité  au  théorème  de  Simson  : 

Soit  un  triangle  ABC  circonscrit  à  un  cercle  de  cenire  O. 
Elevons  en  O  des  perpendiculaires  aux  droites  OA,  OB,  0(^ 
respectivement;  soient  a.  fr,  e,  les  intersections  de  ces  per- 
pendiculaires avec  une  tangente  quelconque  au  cercle,  les 
droites  Aa,  Rb,  Ce  sont  concourantes.  Ce  point  de  concours 
se  nomme  pour  cette  raison  le  point  corrélatif  de  la  droite  de 
Simson. 

An  t.  Pleskot  (Pilsen). 


SUR  LA  DÉFINITION  DE  L  AIRE  DES  SURFACES 


1.  —  Qn  définissait  autrefois  Taire  d'une  surface  S  romme 
étant  la  limite  des  aires  d'une  suite  de  surfaces  polyédrales 
inscrites  dans  la  surface  S  et  tendant  vers  elle.  M.  Schwarz' 
a  montré  que  cette  définition  est  inacceptable.  Depuis  cette 
remarque  de  M.  Schwarz,  bien  des  définitions  ont  été  pro- 
posées. 

Olle  de  M.  Minkowski  *mise  à  part,  toutes  ces  définitions 
l'ont  dériver  la  notion  d'aire  d'une  surface  S  de  la  considéra- 
lion  de  surfaces  polyédrales  voisines  de  S.  Quelques  auteurs 
ont  employé  des  surfaces  polyédrales  discontinues,  voir  par 
exemple  les  définitions  proposées  par  Hermite"  et  M.  Peano\ 
ce  qui  a  l'inconvénient  de  ne  pas  faire  ressortir  l'analogie 
des  sens  mathématique  et  vulgaire  du  mot  aire.  La  plupart 
des  auteurs  ont  considéré  des  suites  de  surfaces  polyédrales 
inscrites  dans  la  surface  à  mesurer  mais,  pour  que  les  aires 
de  (^es  surfaces  aient  une  limite,  ils  les  assujettissaient  à  des 
conditions  supplémentaires  :  que  les  angles  des  faces  ne  ten- 
dent pas  vers  zéro,  que  les  angles  des  plans  des  faces  avec 
les  plans  tangents  tendent  vers  zéro,  etc  *.  Ces  définitions 
sont  très  artificielles,  les  restrictions  qu'on  s'impose  ne  se 
justifient  que  parce  qu'elles  conduisent  bien  à  un  nombre 
limite;  de  plus  il  n'est  nullement  évident  que  d'autres  restric- 
tions ne  conduiraient  pas  à  un  autre  nombre  limite  tout  aussi 


^  Voir  une  lottre  de  M.  Schwarz  à  Genoechi  reproduite  dans  le  cours  d'Analyse  lithographie 
d'Hermite,  1882.  Uno  observation  identique  a  été  faite  par  M.  Peano  (Atti  dei  Lineei.  1890). 

*  Jahrb.  der  Deutsch.  Math.  Verein.,  1901. 

*  Voir  le  cours  cité  d'Hermite.  La  définition  d'Hermite  est  reproduite  dans  de  nombreux 
ouvrages. 

*  Voir  la  note  citée  de  M.  Pcuno.  En  réalité  la  définition  de  M.  Peano  ne  fait  pas  intervenir 
dos  surfaces  polyédrales  voisines  de  la  surface  à  mesurer,mais  des  surfaces  formées  d'aires  planes. 

*  Au  sujet  de  ces  définitions,  voir  la  note  de  M.  Peano.  Tout  récemment  M.  Cartan  vient  de 
proposer  une  définition  du  môme  genre  (Comptes  Rendus,  1907). 
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intéressant.  Mais  en  réalité,  tant  qu'on  se  limite  aux  surfaces 
définies  par  des  fonctions  à  dérivées  partielles  continues,  ce 
que  Ton  lait  toujours,  on  sait  à  Tavance  la  valeur  de  Taire, 
car  on  n'accepterait  pas  comme  valable  une  définition  qui  ne 
fournirait  pas  pour  aire  Tintégrale  double  classique.  Aussi, 
i_  si  Ton  a  pas  de  définition  naturelle  à  proposer,  serail-il  plus 

^i  franc  de  prendre   Tintégrale  pour  définition    de  Taire  et  de 

chercher  ensuite  une  propriété  géométrique  de  cette  inté- 
grale en  reprenant  en  sens  inverse  Tun  des  raisonnements 
qui  permet  d'arriver  à  cette  intégrale  en  partant  dune  des 
définitions  géométriques  précédemment  indiquées. 

Dans  ses  leçons  sur  les  théories  générales  de  Tanalyse,  M. 
Baire  emploie  une  méthode  analogue  à  celle  dont  je  viens 
de  parler.  Après  avoir  attaché  à  une  surface  le  nombre  aire 
par  Tintégrale  double  classique,  il  montre  que  cette  aire  jouit 
de  la  propriété  suivante  :  c'est  la  plus  petite  limite  que  puis- 
sent atteindre  les  aires  d'une  suite  de  surfaces  polyédrales 
tendant  vers  la  surface  à  mesurer. 

Cette  propriété,  qui  ne  particularise  pas  les  surfaces  polyé- 
drales voisines  de  la  surface  donnée,  me  parait  as^sez  impor- 
tante pour  pouvoir  être  posée  comme  définition  de  Taire. 
C'est  la  méthode  que  j'avais  employée  dans  ma  thèse  *;  elle 
me  parait  présenter  différents  avantages  sur  la  méthode  de 
vérification  de  M.  Baire  et  les  autres  méthodes  indiquées,  en 
particulier  celui-ci.  11  n'est  peut-être  pas  suffisant  de  donner 
dans  les  cours  d'analvse  une  définition  de  Taire;  il  faut  en- 
core  faire  le  raccord  entre  celte  définition  et  les  évaluations 
d'aires  faites  en  géométrie  élémentaire  ;  sans  doute  on  pourra 
toujours  faire  ce  raccord  par  des  calculs  de  vérification, 
mais  il  vaut  mieux,  il  me  semble,  que  la  même  définition 
soit  adoptée  en  géométrie  élémentaire  et  en  analyse.  En 
reprenant  ici  la  méthode  que  j'ai  indiquée  je  veux  surtout 
faire  voir  qu'elle  peut  être  employée  dès  la  géométrie  élé- 
mentaire ;  je  ne  m'astreindrai  pas  cependant  à  employer 
le  langage  qui  conviendrait  pour  être  compris  des  débu- 
tants. 


\ 


'  Intégrale,  Longtieur,  Airo;  Annali  di  Matematica,  1902. 
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M.  Zoard  de  Geôcze  *  a  proposé  une  définition  qui  diffère 
de  la  mienne  seulement  en  ce  qu'if  assujettit  les  surfaces 
polyédrales  qu'il  considère  à  être  inscrites  dans  la  surface 
donnée  ;  cette  définition  peut  aussi  être  employée  dès  la  géo- 
métrie élémentaire,  un  peu  moins  simplement  que  la  mienne 
il  me  semble. 

J'essaierai  d'abord  de  justifier  la  définition  que  je  pro- 
prose, j'en  déduirai  ensuite  des  conséquences  en  géométrie 

élémentaire  et  en  analyse. 

•/ 

2.  —  Dans  la  pratique,  pour  mesurer  Taire  d'une  surface 
matérialisée  non  décomposable  en  surfaces  connues,  on  me- 
sure Taire  d'une  surface  polyédrale  voisine.  Pour  imiter 
cela,  ayant  à  mesurer  une  surface  S,  il  nous  faudra  considé- 
rer des  surfaces  polyédrales  Si,  Ss correspondant  point 

à  point  d'une  façon  bunivoque  et  continue  à  S,  et  tendant 
vers  S.  Les  surfaces  S,  devront  être  choisies  de  manière  que 
leurs  aires  A,  tendent  vers  une  limite  A. 

On  pourra  toujours  supposer  que  les  faces  de  S,  sont  divi- 
sées en  triangles  acutangles  T»  de  côté  plus  petit  que  -  .  B 

étant  alors  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  A,  rem- 
plaçons chaque  triangle  T/  par  la  surface  latérale  d'un  tétraè- 
dre à  dièdres  aigus,  dont  le  triangle  Tj  considéré  soit  la 
base  et  tel  que  la  surface  latérale  soit  à  la  base  dans  le  rap- 
port -  .  Il  est  évident  que  la  hauteur  du  tétraèdre  est  infé- 
rieure à  r-x  -  ,  donc  la  surface  2,,  formée  par  ces  surfaces 

latérales,  tend  vers  S  en  même  temps  que  S*;  elle  corres- 
pond d'ailleurs  évidemment  point  à  point  (je  crois  inutile 
ici  et  dans  la  suite  d'expliciter  les  correspondances)  à  S«donc 


^  Comptes  Rendus,  1907;  voir  aussi  1h  note  cité»  de  M.  Carlan.  —  Dans  ma  thèso  je  n'ai  pas 
choisi  la  définition  do  M.  Zoard  de  Geôcze,  d'une  part,  parce  que,  lorsqu'on  mesure  pratiqua- 
mont  une  courbe  ou  une  surface,  on  mesure  des  lignes  polygonales  ou  des  surfaces  polyédrales 
voisines  et  non  inscrites  et  d'autre  part,  parce  que  ma  définition  rendait  plus  facile  certaines 
démonstrations,  par  exemple  celle  de  la  proposition  :  l'aire  de  la  surface  somme  de  deux 
autres  est  la  sommt>  des  aires  de  ces  deux  autres.  M.  Z.  de  Geôcze  a  d'ailleurs  démontré  que, 
dans  des  c«is  tn'-s  étendus,  il  y  avait  identité  entre  sa  définition,  celle  do  M.  Peano  et  la 
définition  par  l'intégrale  double. 
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à  S,  donc  B  est,  loutromme  A,  une  limite  d'aires  de  surfaces 
polyédrales  tendant  vers  S*. 

L'ensemble  de  ces  nombres  limites  d'aire  est  donc  formé 
de  tous  les  nombres  égaux  ou  supérieurs  à  un  certain  nom- 
bre a  qui  définit  Tensemble  et  qui  est  le  seul  qui  "soit  atta- 
ché simplement  et  naturellement  à  cet  ensemble.  C/est  donc 
a  qu'on  doit  prendre  pour  aire. 

Ainsi,  on  appellera  aUe  d'une  surface  S  la  plus  petite  des 
limites  des  aires  des  surfaces  polyédrales  tendant  vers  S.  Cette 
définition  est  acceptable  parce  qu'elle  est  d'accord  avec  les 
définitions  antérieurement  données  des  aires  des  surfaces 
polyédrales  et  des  domaines  plans.  D'ailleurs,  en  ce  qui  con- 
cerne ces  domaines,  du  moins  ceux  qui  sont  limités  par  des 
courbes  de  longueur  finie  (et  je  suppose  qu'on  n'en  consi- 
dère pas  d'autres),  on  peut  admettre  que  l'aire  est  précisé- 
ment donnée  par  la  définition  précédente.  Quoiqu'il  en  soit, 
je  supposerai  dans  la  suite  que  l'étude  de  ces  domaines 
plans  a  été  faite. 

La  définition  proposée  ici.  est  entièrement  analogue  à  Tune 
de  celles  que  l'on  peut  proposer  pour  la  longueur  d'une 
courbe.  D'autre  part,  une  définition  analogue  peut  être  pro- 
posée pour  les  volumes  des  domaines  quarrables;  sans  doute 
dans  cette  dernière  définition  la  considération  d'une  plus  pe- 
tite limite  est  inutile,  mais  il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt 
de  proposer,  pour  les  trois  principales  grandeurs  de  la  géo- 
métrie élémentaires  des  définitions  entièrement  semblables. 

De  la  définition  il  résulte  que  :  l'aire  d'une  surface  est  la 
plus  petite  des  limites  des  aires  des  surfaces  tendant  vers 
elle;  les  aires  de  deux  surfaces  égales  ou  symétriques  sont 
égales  ;  les  aires  de  deux  surfaces  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  dimensions  homologues. 


^  Le«  collégiens  do  iiin  gi*n<!ratîon  8*amiisai<*nt  au  raisonnoincnt  suivant  :  soil  AB(1  un 
triangIe,divi»ons  In  baso  AB  en  un  nombre  quelrontiue  do  parties  ct.Rur  chacune  d'elles  comme 
base,  construisons  un  triangle  semblable  à  AB(-.  Les  cntf^s  de  ces  triangles  forment  uni*  ligne 
polygonale  égale  à  ABC  et  tendant  vers  AB  quand  le  nombre  des  divisions  augmente  indéfi- 
niment, donc  AB  =  AC  -{-  (^B.  Nous  démontrions  de  même  que  r:  =  2. 

L41  plus  grosse  critique  qu'on  puisse  faire  en  ces  matières  aux  ouvrages  de  g<^om<^trie  que 
nous  avions  est  de  constater  qu'ils  ne  nous  permettaient  pas  d'apercevoir  une  diflerence  quel- 
conqfue  entre  ce  raisonnement  et  ceux  qu'on  nous  faisait  pour  avoir  la  longueur  d'une  circon- 
férence, la  surface  d'un  cylindre  ou  le  volume  d'une  sphère,  puisqu'on  ne  nous  dôfinissait  ni 
une  longueur,  ni  une  aire,  ni  un  volume. 
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3.  —  Voici  comment,  en  géométrie  élémentaire,  on  peut 
faire  usage  de  cette  défînitiorï  pour  la  mesure  des  surfaces 
classiques  qui  sont  convexes. 

Je  suppose  établi  ce  théorème  :  toute  surface  polyédrale 
convexe  tfermée  a  une  aire  plus  petite  que  toute  surface  po- 
lyédrale enveloppante;  proposition  dont  la  démonstration  est 
entièrement  analogue  à  celle  de  la  proposition  correspon- 
dante de  la  géométrie  plane.  De  là  il  résulte  que  toute  sur- 
face fermée  convexe  a  une  aire  au  plus  égale  à  celle  de  toute 
surface  enveloppante. 

Ceci  posé  soient  S  une  surface  fermée  convexe,  Si,  Si,  ... 
des  surfaces  polyédrales  *  convexes  tendant  vers  S;  je  dis 
que  leurs  aires  tendent  vers  celle  de  S.  En  effet,  O  étant  un 
point  intérieur  à  S,  je  prends  les  homothétiques  2i,  2«,  ... 
de  Si,  S2  ...  par  rapport  à  0,  les  rapports  d'homothétie  Ki, 
Ka,  ...  tendant  vers  1  et  étant  choisis  de  telle  manière  que 
2i,  22,  ...  soient  intérieures  à  S. 

L'aire  de  S  est  supérieure  à  celle  de  1p  quel  que  soit  /;,  donc 
au  moins  égale  à  la  plus  grande  des  limites  des  aires  de  2^; 
d'autre  part,  d'après  la  définition,  Taire  de  S  est  au  plus  égale 
à  la  plus  petite  des  limites  des  aires  des  Ip.  Donc  les  aires 
des  1p  tendent  vers  Taire  de  S  et  il  en  est  par  suite  de  même 
des  aires  des  S^. 

Soient  maintenant  S',  S';,  les  parties  de  S  et  S^  situées  d'un 
certain  côté  d'un  plan  P,  D  et  D^  les  domaines  plans  décou- 
pés par  S  et  S;,  sur  P,  T  et  T^  les  surfaces  convexes  formées 
par  S'  et  D,  S'^  et  1)^.  Soient,  d'autre  part,  Sp  des  surfaces 
polyéd raies  tendant  vers  S'  et  dont  les  aires  tendent  vers 
celle  de  S',  Pp  un  plan  parallèle  à  1^,  tendant  vers  P  quand  // 
croît,  et  tel  que  Sp  découpe  sur  lui  un  domaine  plan  rf^,  s'p  la 
partie  de  ^^  situé  du  côté  considéré  de  P^,  /^la  surface  polyé- 
drale fermée  formée  de  s'p  et  tp,  La  limite  des  aires  des  s'p  est 
au  plus  celle  des  aires  de  ,ç^,  donc  c'est  Taire  de  S';  la  liniile 
des  aires  des  S';,  est  au  moins  Taire  de  S'.  Mais  d'autre  part  les 
aires  des  tp  tendent  au  plus  vers  Taire  de  T  qui  est  la  limite 
(les  aires  des  T^  et  comme  les  aires  des  Dp  et  des  dp  tendeiU 


*  \ai  mot  «  polyédrales  •  pourrait,  être  supprimé. 
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vers  l'aire  de  D,  la  limite  des  aires  des  S';,  est  au  plus 
égale  à  celle  des  aires  des^'p. 

En  définitive  les  aires  des  Sp^  s'p^  S'p  ont  la  même  limite 
Taire  de  S',  c'est-à-dire  que  le  théorème  précédent  s'étend 
aux  surfaces  telles  que  S'.  Naturellement  il  s'étendra  aux  sur- 
faces S"  formées  de  la  partie  de  S'  situé  d'un  certain  côté  d'un 
plan  Q,  etc. 

Du  théorème  ainsi  complété  il  résulte  immédiatement  que 
la  surface  latérale  d'un  cône  convexe,  d'un  cylindre  convexe, 
d'un  tronc  de  cône  convexe  est  la  limite  des  surfaces  polyé- 
drales  convexes  inscrites,  d'oii  les  formules  classiques.  D'où 
aussi  la  formule  qui  donne  l'aire  engendrée  par  une  ligne 
polygonale  régulière  tournant  autour  d'un  de  ces  dia- 
mètres. 

Mais  l'aire  d'une  zone  est  la  limite  des  aires  décrites  par 
les  lignes  polygonales  inscrites  dans  l'arc  de  grand  cercle 
méridien,  d'où  Faire  d'une  zone,  d'une  sphère. 

Je  reviendrai  plus  loin  sur  ces  démonstrations  pour  mettre 
bien  en  évidence  ce  qui  les  complique  et  comment  on  peut 
les  simplifier. 

4.  En  analyse,  on  pourra  raisonner  ainsi  :  soit  z  = /"(x,  y) 
une  surface  S,  /est  définie  pour  un  domaine  quarrable  D  du 
plan  des  (.r,  y)  et  y  admet  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  finies  et  continues. 

Divisons  le  plan  des  .ry,  par  des  parallèles  aux  axes,  en 
carrés  de  côté  X.  Soient  «  un  de  ces  carrés  entièrement  inté- 
rieur à  D,  Cq  le  centre  de  a,  M^,  le  point  correspondant  de  S, 
P^  le  plan  tangent  en  M^,  a^  le  quadrilatère  contenu  dans  P^^ 
et  qui  se  projette  sur  a.  Soient  d'autre  part  des  surfaces  po- 
lyédrales  S/  tendant  vers  S  et  dont  les  aires  tendent  vers 
celles  de  S  ;  il  est  évident  qu'on  peut  toujours  supposer  que 
ces  surfaces  ne  traversent  pas  plus  d'une  fois  toute  parallèle 
à  oz.  Soit  ai  la  partie  de  Sj-  qui  se  projette  sur  «  et  soit  jS*  la 
surface  latérale  du  cylindre  projetant  les  contours  de  ocq  et  a 
qui  est  comprise  entre  ces  contours.  On  a  évidemment  : 

aire  «^  <^  aire  ai  +  aire  /5t  . 

D'autre  part  faisons  tendre  simultanément  X  vers  0,  l  versx 

L'Enteignement  mathém.,  10*  année  ;  1908.  15 
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et  désignons  par  2  une  somme  étendue  à  tous  les  carrés  a. 
2  aire  ai  tend  vers  l'aire  de  S,  on  ne  doit  donc  pas  diminuer 
sa  limite  en  remplaçant  le  morceau  ««•  par  olq  +  /3«,  donc  on  a  : 

lîm  2  aire  ou  ^  lira  iof.  2  aire  a^  -|-  lim  inf.  Z  aire  pi  . 

Si  donc  on  fait  en  sorte  que  2  aire  /3/  tend  vers  zéro,  on 
aura  : 

aire  S  ==  lim  Z  aire  ai  •=.  lim  Z  aire  «^  . 

Or  Taire  /S,-  est  le  produit  du  périmètre  4X  de  a  par  un 
nombre  inférieur  à  si  +  ijj^X,  €i  désignant  le  maximum  de  la 
différence  parallèle  à  02  de  S  et  S/,  >j^  étant  la  limite  supé- 

rieure  de  l'oscillation  de  4-  ©t  -^  dans  un  carré  X.  Donc  on  a, 
n  étant  le  nombre  des  carrés  «, 

z  aire  |3*  ^  'uiït^  -|-  4w>'«n  : 

/iX*  est  inférieur  à  Taire  de  D  donc  borné,  i  et  X  peuvent,  être 
associés  de  telle  manière  que  iiiktt  tend  vers  zéro  et  alors 
2  aire  j8;  tend  vers  0^ 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  la  définition  d'Hermite, 
c'est-à-dire  au  calcul  de  2  aire  a^.  Or,  j?^,  y^  étant  les  coor- 
données de  Cft ,  on  a  : 


lire  a^  —  >»  4/    ■ 


aire-    - '^''- .rd 


+ 


5r 


2 

+  1 . 


d'où  Ton  conclut  de  suite 

Soit  maintenant  une  surface  2  décomposable  en  deux  sur- 
faces S  et  S',  analogues  à  la  précédente,  relatives  aux  do- 
maines D  et  D'  qui  se  recouvrent  partiellement  et  ont  un  arc 
Im  de  frontière  en  commun.  Je  suppose  cet  arc  de  longueur 
finie  ;  soient  linii  des  lignes  polygonales  dont  les  longueurs 
sont  bornées  qui  tendent  vers  Im  et  découpent  dans  D  et  D' 


1  Un  calcul  entièrement  semblable  permettrait  de  comparer  Z  aiire  «o  à  l'aire  d'un  polyèdre 
inscrit  à  S  et  dont  les  sommets  se  projettent  aux  sommets  des  carrés  a.  On  ferait  ainsi  le 
raccord  avec  la  déflnition  de  M.  Zoard  de  Geôcze. 
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des  domaines  D,- et  D',-  ne  contenant  pas  Im.  Soit  S,-,  S'*  des 
surfaces  polyédrales  de  la  nature  de  celles  précédemment 

considérées  distantes  de  S  et  S'  dans  Dj  et  D'/  de  moins  de  — 

et  dont  les  aires  diffèrent  des  parties  correspondantes  de  S 

et  S'  de  moins  de  -r-.  La  surface  Jormée  de  St  de  s't  et  d'une 

partie  du  cylindre  de  section  droite  l'iini  a  une  aire  qui  tend 
évidemment  vers  celle  de  2  car  Taire  de  la  portion  de  cylin- 
dre tend  vers  zéro.  Donc  Taire  de  2  est  la  somme  des  aires 
de  S  et  de  S'  et  Ton  peut  maintenant  démontrer  dans  toute 
sa  généralité  la  formule  qui  donne  Taire  en  coordonnées 
curvilignes. 

De  cette  formule  il  résulte  que,  si  une  surface  est  donnée 
en  fonctions  des  cordonnées  curvilignes  w,  v  par  des  fonc- 
tions à  dérivées  premières  continues,  Taire  de  la  partie  de 
cette  surface,  correspondant  à  un  domaine  quarrable  D  du 
plan  des  (w,  c)  somme  de  deux  domaines  quarrables  Di  et  Da, 
est  la  somme  des  aires  des  parties  de  surface  correspondant 
à  ces  deux  morceaux. 

5.  —  Ce  qui  a  compliqué  les  raisonnements  des  deux  der- 
niers paragraphes  c'est  que  je  me  suis  astreint  à  ne  pas  ad- 
mettre, sans  les  démontrer,  de  cas  particuliers  de  cette  pro- 
position :  Taire  de  la  surface  somme  de  plusieurs  autres  est 
la  somme  des  aires  de  ces  surfaces  composantes.  Je  n'ai  pas 
voulu  admettre  ces  cas  particuliers  parce  que,  comme  Ton 
sait,  Ténoncé  précédent  n'est  pas  exact  dans  toute  sa  géné- 
ralité. Il  me  semble  d'ailleurs  que  Ténoncé  qui  termine  le 
paragraphe  4  n'est  pas  satisfaisant  en  ce  sens  qu'il  fait  inter- 
venir la  représentation  paramétique  de  la  surface  considérée 
et  non  pas  seulement  une  propriété  géométrique  de  la  sur- 
face et  des  courbes  employées;  c'est  pourquoi,  qu'on  ait  ou 
non  l'intention  de  s'en  servir  pour  simplifier  les  raisonne- 
ments ultérieurs,  on  devrait,  à  mon  avis,  aussi  bien  en  géo- 
métrie élémentaire  qu'en  analyse,  affirmer  qu'on  démontre  la 
proposition  ci-dessus  énoncée  dans  le  cas  où  les  arcs  le  long 
desquels  se  soudent  les  surfaces  composantes  sont  de  lon- 
gueur finie. 

La  démonstration  que  j'ai  donnée  dans  ma  thèse  pour  cet 
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énoncé  repose  d'ailleurs  sur  un  principe  très  simple,  immé- 
diatement compréhensible  même  aux  élèves  qui  étudient  la 
géométrie  élémentaire  seulement;  mais,  si  Ton  veut  exposer 
ce  raisonnement  complètement,  on  est  nécessairement  con- 
duit à  ce  qu'il  m'a  semblé  à  des  longueurs  devant  lesquelles 
j'ai  reculé  dans  ma  thèse. 

En  tous  cas  il  n'y  a  aucune  difRculté  à  examiner  le  cas  où 
l'arc  le  long  duquel  on  soude  les  deux  surfaces  composantes 
est  plan;  la  démonstration  devient  particulièrement  sinjple 
lorsque  les  deux  surfaces  partielles  sont  tout  entières  d'un 
même  côté  du  plan  considéré  (voir  le  raisonnement  de  la  fin 
du  paragraphe  4)  ou  lorsque  les  deux  surfaces  sont  tout  en- 
tières de  côtés  différents  de  ce  plan. 

H.  Lebesgue  (Poitiers). 


UN  NOUVEAU  THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE 


1.  —  Cette  qualification  de  «  nouveau  m,  que  nous  donnons 
au  théorème  en  question,  paraît  véritablement  justifiée,  à  la 
suite  de  recherches  assez  attentives  et  multipliées  faites  par 
plusieurs  personnes.  En  raison  même  de  Textrème  simpli- 
cité du  sujet,  on  s'expliquerait  difficilement  un  silence  com- 
plet, aussi  bien  dans  les  traités  classiques  que  dans  les 
recueils  d'exercices  les  plus  répandus. 

L'un  des  côtés  originaux  de  cette  proposition,  c'est  qu'elle 
a  été  découverte  et  démontrée,  sans  avoir  été  énoncée  ;  tan- 
dis que  celui  qui  l'a  énoncée  est  le  premier  à  déclarer  qu'il 
n'en  est  pas  l'inventeur. 

A  propos  des  tables  de  numération  inverses,  dans  son 
Inlroduction  à  l'étude  des  fondions  arithmétiques  (p.  29-31) 
M.  Gabriel  Arnoux  a  en  effet  établi  implicitement  le  théorème 
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en  question,  par  une  constatation  faite  sur  les  figures,  la- 
quelle est  une  véritable  démonstration.  En  examinant  cette 
partie  intéressante  du  livre  dont  il  s'agit,  M.  Gaston  Tarry, 
dont  j'avais  attiré  Tattentionsur  ce  point,  a  formulé  l'énoncé, 
et  en  a  déduit  certaines  applications  qu'il  m'a  fait  connaître, 
soit  par  correspondance,  soit  dans  d'assez  nombreuses  con- 
versations. Nousjcroyons,  lui  et  moi,  que  le  théorème  mérite 
de  devenir  classique,  qu'il  fait  ressortir  les  avantages  de  la 
méthode  graphique  en  matière  d'invention  et  qu'il  est  de 
toute  équité  de  lui  attribuer  le  nom  du  créateur  de  cette  mé- 
thode. 

2.  —  Ces  explications  préliminaires  produites,  arrivons 
maintenant  à  l'énoncé. 

Théorème  d'Arnoux.  —  SoU  M  =  m^  m,  ...  m„  m/i  nombre 
composé,  dont  les  facteurs  m^ ,  m,,  ...  m^  sont  premiers 
entre  eux  deux  à  deux  ;  appelons  fx^  ,  u, ,  ...  les  quotients 

—  =  m,  ma  ...  mn ,  Si  a^ ,  a,,   ...  an  sont  des  nombres 

tels  que  L'on  ait 

<2îf*i  •=.  iniilt.  mx  -("  '*  .         ^af*t  =  mult.  Wg  +  '* .  •  .  •  tfnf*«  =  mull.  m,i  ■\-  r  , 

il  s'ensuit  qu'on  aura  aussi 

fl,  pij  -|-  a,  ^j  H-  ..  ..  H-  fl/i^/i  =  mull.  M  H-  r. 

La  démonstration  est   d'une  extrême  facilité.  Il  suffit   en 

effet  d'établir  que  a^  ui  +  a^^K^-t  +  ^^^^n  —  ''  ^^^    "'^ 

multiple  de  M.  Or  cette  expression  peut  s'écrire 

(«1  fAj  —  /•)  -f   ûTj  ^^  -f     ....   -(-   an  \Xn 

* 

Le  premier  terme  a^  [Xi  —  r ,  en  vertu  de   l'énoncé,    est 

divisible  par  /Wj  ;  chacun  des  termes  [Xs,  fx^  t  f*„,  par  sa 

définition  même,  est  aussi  divisible  par /Wj .  Donc  l'expression 
considérée 

«1  f*i  -h  f^tUf  -h  .  . .  H-  a„  a^  —  /• 

est  divisible  par  m^  .    On   établirait    de    même    qu'elle    est 
divisible  par  w, ,/??,,  ...    m^;  elle  l'est  donc  par  le  produit 
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m^m^  ...   m^  =  M,  puisque  ces  facteurs /?Zi ,  Wj,  ...  m^  sont 

premiers  entre  eux  deux  à  deux,  ce  qui  démontre  le  théorème 
d'Arnoux. 

3.  —  Quelques  observations  supplémentaires  peuvent 
trouver  place.  Reprenons  les  relations  figurant  dans  Ténoncé, 
mais  en  mettant  en  évidence  les  multiplicateurs  è, ,  6j,  ..  b^^ 
des  facteurs  w, ,  Wj,  ...  m^  : 

flj  juij  =  h^  m^-\-r,  ^1  =^  f*2  '''j  '"f  -!-''»•••  «n  fA»ï  =  hn  nin  -\-  r  . 

En  les  ajoutant,  on  a 
et,  en  vertu  du  théorème  d'Arnoux, 

la^fjL.=:  LM  -f-  r. 
Donc  lb.m.:=i'lM  —  [n  —  V)  r. 

Cette  remarque  constitue  en  quelque  sorte  un  corollaire. 

M 


2fl  •UL  •  r 

Le  multiplicateur  6  s'exprime  par  — ^  — ^  ,   c'est-à-dire 


par 


—  "i r  •  •  •  —  T* 

m,         Wj  M 


Dire  que  cette  expression  se  réduit  à  un  nombre  entier, 
c'est  sous  une  forme  nouvelle  énoncer  encore  le  théorème 
d'Arnoux.  Ce  nombre  entier  b  a  encore  pour  expression, 
d'après  ce  qui  précède, 

i:i  +  ^'l  +  ...  +  'I^iL^  . 

/Al        f*.  M 

-  4.  —  Si  M  est  un  produit  de  deux  facteurs  seulement, 
/w, ,  /w,,  premiers  entre  eux,  le  théorème  prend  un  caractère 
remarquablement  simple.  On  a  alors,  |a,  =  ^n^,  ijl^,  =  m^ ,  et 

Oi  /«i  =  hi  /Ml  +  r ,  fli  nii  =z  h^  ni%  -\-  r  y  a^  tn%  -\-  0%  nix  =  />/;*i  m%  -f-  r. 

En  outre 

bi  mi  -j-  61  «Il  3z  />/«!  m«  —  r  ; 
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et  le  nombre  entier  b  s'exprime  par 

ai         at             r                          b^     ,    ''■     ,        ** 
-|-  —  —  ou  par        —  -h h 


Enfin  ce  nombre,  comme  on  le  voit  immédiatement,  est 
égal  à 

fh  4-  ''«                   ûi  -h  ''i 
ou  a      

//(t  "ia 

Les  vérifications  numériques  de  ces  diverses  propriétés  se- 
ront faciles  sur  un  exemple  numérique  quelconque. 

5.  —  Il  est  à  noter,  pour  revenir  au  théorème  lui-même, 
qu'on  peut  supposer  r=  1,  pour  ainsi  dire  sans  rien  ',parti- 
culariser.  En  efîet.  si  Ton  a  les  relations  a^(i^  =  b^m^  +  1, ... 
on  en  déduit  2rtif/i  =  èM  +  1.  Et  il  suffit  de  multiplier  tous 
les  Ui  et  tous  les  bi  par  (^,  pour  que  1  se  trouve  remplacé  par 
r,  en  même  temps  que  b  Test  par  br. 

Le  théorème  est  ainsi  établi  pour  r  quelconque,  dès  qu'il 
Ta  été  pour  /•  =  1.  Naturellement,  on  pourra  ensuite,  de 
a^r  et  è,r,  enlever  m,  autant  de  fois  qu'on  voudra,  pour  avoir 
les  nouveaux  multiplicateurs  a\  et  b\  ;  et  ainsi  des  autres. 

6.  —  Parmi  les  applications  possibles  du  théorème  d'Ar- 
noux,  on  peut  signaler  le  problème  que  voici  :  une  fraction 
irréductible  étant  donnée,  dont  le  dénominateur  est  composé 
des  facteurs  m^,  m,...  /w„  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
l'écrire  sous  la  forme  d'une  somme  de  fractions  dont  les  dé- 
nominateurs sont  /7z^,  Wj,  ...,  somme  augmentée  ou  dimi- 
nuée d'un  nombre  entier. 

Les  considérations  du  n**  3  ci-dessus  permettront  d'avoir 
immédiatement  la  solution.  En  conservant  les  mêmes  nota- 
tions que  plus  haut,  appelant  ^  la  fraction  donnée,  nous 
avons 

—  ==  -    H 4-  •••  H o  . 

M  iHi         fitm  mn 


Comme  certaines  des  fractions  -*    .    "',...,  ou  toutes,  peu- 
vent  avoir  des  valeurs  plus  grandes  que  Tunité,  on  pourra  faire 
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la  somme  des  entiers  qu'elles  contiennent,  laquelle  ajoutée  à 
—  b  donnera  un  entier  positif  ou  négatif. 

On  peut  aussi  mettre  la  fraction      ~  '      sous  la  forme  de  la 

différence  entre  un  nombre  entier  et  une  somme  de  fractions 
ayant  pour  dénominateurs  /lApiw,^  ...  ,  en  nous  servant  de  la 
relation 

Nous  engageons  le  lecteur  à  vérifier  tout  ceci  sur  des  exem- 
ples numériques  simples.  Pour  abréger,  nous  ne  donnons 
pas  ici  ces  exemples  faciles.  Qu'il  nous  suffise  de  remarquer 
que  ces  questions  seront  toujours  ramenées  à  la  résolution 
d'équations  indéterminées  de  la  forme  a^^^  =  ô^m^  +  ''i  ou 
ce  qui  revient  au  même,  de  congruences  a^fx^  =  r  (mod.  mj, 
où  <2^,  b^  sont  les  inconnues. 

7.  —  Les  personnes  qui  ne  connaîtraient  pas  l'ouvrage 
précité  de  M.  Arnoux  seront  peut-être  curieuses  de  savoir  ce 
que  sont  ces  tables  de  numération  dont  nous  avons  parlé  au 
n°  1,  Nous  allons  l'indiquer  sur  un  exemple  très  simple, 
celui  d'un  produit  M  =  28  de  deux  facteurs  7  et  4  (en  général 
TW,,  TwJ  premiers  entre  eux.  En  écrivant  les  28  nombres,  0, 
1,  2,  ...  27,  chacun  d'eux,  divisé  par  7,  donnerait  un  certain 
reste  r^,  et  divisé  par  4,  un  certain  reste  /*,.  En  formant  un  ta- 
bleau de  trois  colonnes  (Nombres,  r^,  r\)  on  aurait  une  table  de 
numération  directe.  La  table  de  numération  inverse  a  pour 
objet  de  trouver  le  nombre,  inférieur  à  28,  qui  correspond 
aux  deux  restes  r^,  r^,  respectivement  inférieurs  à  7  et  à  4. 
Voici  cette  table  de  numération  inverse  : 


0 
1 
2 

3 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

8 

16 

24 

4 

12 

20 

21 

1 

9 

17 

25 

5 

13 

14 

22 

2 

10 

18 

26 

6 

7 

15 

23 

3 

11 

19 

27 
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Pour  savoir  par  exemple  quel  nombre,  divisé  par  7,  donne 
pour  reste  5  et,  divisé  par. 4,  donne  pour  reste  2,  il  suffit  de 
prendre  la  colonne  et  la  ligne  marquées  respectivement  5  et 
2  ;  à  leur  intersection,  on  trouve  26,  qui  est  le  nombre  cher- 
ché. 

La  construction  de  cette  table  se  fait  en  écrivant  0  dans  la 
première  case,  à  gauche  en  haut,  et  en  écrivant  tous  les 
nombres  0,  1,  2,  ...  dans  la  ligne  bissectrice  de  la  verticale 
et  de  rhorizontale.  Chaque  fois  qu'on  sortirait  du  tableau  de 
28  cases,  on  y  ramène  le  nombre  à  écrire  en  le  plaçant  dans 
la  case  homologue  à  celle  qu'il  occuperait,  si  la  figure  était 
indéfiniment  reproduite  sur  toute  Tétendue  du  plan. 

Ces  figures  présentent  de  nombreuses  propriétés  sur  les- 
quelles nous  n'avons  pas  à  insister  ici.  Pour  un  nombre  M 
de  la  forme  m^m^m^,  la  table  serait  parallélépipédique,  au  lieu 
d'être  rectangulaire.  Pour  plus  de  trois  facteurs,  elle  affecte- 
rait la  forme  d'espaces  à  plus  de  trois  dimensions,  d'une  réa- 
lisation pénible,  mais  dont  la  considération  est  utile  pour 
la  recherche  et  Tétude  de  certaines  propriétés  arithmé- 
tiques. 

C.-A.  Laisant. 
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Le  4*  Congrès  international  des  mathématiciens,  Rome,  1908. 

Compte  rendu  sommaire. 

Près  de  cinq  cents  mathématiciens  avaient  répondu  à  Tappel 
du  Comité  d'organisation.  Ce  fut  un  beau  succès,  entièrement 
justifié  du  reste  par  Tensemble  très  remarquable  des  conférences 
générales  annoncées  au  programme.  Il  est  vrai  que  l'Italie  elle- 
même  a  exercé  une  grande  attraction  et  que  bien  des  congressis- 
tes préféraient  parfois  le  Forum,  le  Palatin  ou  les  galeries  artis- 
tiques au  siège  un  peu  excentrique  du  Congrès.  La  fréquentation 
effective  aux  séances  de  sections  et  aux  séances  générales  a  cepen- 
dant été  supérieure  à  celle  des  précédents  congrès  (Zurich,  209; 
Paris,  262;  Heidelberg,  336).  Le  nombre  des  travaux  présentés  a 
augmenté  dans  le  même  rapport.  Dans  la  suite  on  sera  nécessai- 
rement amené  à  le  limiter  afin  de  laisser  plus  de  temps  aux  con- 
férences et  discussions  sur  les  questions  d'un  intérêt  général 
pour  la  Science.  On  se  rapprochera  davantage  du  but  que  Ton 
s'est  tracé  au  premier  Congrès.  De  nouveaux  pas  ont  précisément 
été  faits  dans  ce  sens  par  l'adoption  des  résolutions  adoptées  par 
le  Congrès  dans  sa  dernière  séance  générale  et  sur  lesquelles 
nous  attirons  l'attention  des  lecteurs. 

Suivant  la  décision  prise  à  Heidelberg,  le  Congrès  a  été  organisé 
par  la  «  R.  Âccademia  dei  Lincei  »  avec  le  concours  du  «  Circolo 
matematico  di  Palermo».  Le  Comité  local  était  composé  comme 
suit:  MM.  P.  Blasbbna,  président;  G.  Castelnuovo  secrétaire-gé- 
néral; V.  Reina,  trésorier  ;V.  Cerruti,  A.  Di  Legge,  G.  Pitta- 
RELLi,  A.  Sella,  A.  Torrelli,  V.  Volterra.  Grâce  au  bienveillant 
concours  de  l'Etat,  de  la  Ville  de  Rome,  et  aussi  de  la  municipa- 
lité de  Tivoli,  il  a  pu  organiser  de  belles  réceptions  :  tout  d'abord, 
le  dimanche  soir  5  avril,  la  réception  familière  des  congressistes 
à  TAula  de  l'Université  par  le  Recteur  M.  Torrelli,  puis  le  mer- 
credi soir  très  belle  réception  au  Musée  du  Capitole  par  M.  le 
Syndic  Nathan,  au  nom  de  la  municipalité  de  la  ville  de  Rome;  le 
mercredi  après  midi  visite  du  Palatin  sur  l'invitation  de  M.  le  Mi- 
nistre de  l'Instruction  publique  Rava,  et  le  soir  grand  concert  or- 
chestral à  l'Amphithéâtre  Corea  (mausolée  d'Auguste)  et  enfin. 
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comme  clôture  du  congrès,  excursion  à  Tivoli  avec  visite  à  la  villa 
d'Adrien  et  à  la  villa  d'Esté.  Ce  furent  des  fêtes  brillantes  et  des 
réceptions  empreintes  d'une  grande  cordialité  qui  laisseront  un 
souvenir  durable  chez  tous  les  participants  ! 

SÉANCES  GÉNÉRALES 

Séance  d'oui^erCure.  —  Le  4*  Congrès  international  des  mathé- 
maticiens a  été  ouvert  solennellement,  le  lundi  6  avril  1908,  à 
10  h.  du  matin,  au  Capitole,  dans  la  belle  salle  des  Horaces  et  des 
Curiaces,  en  présence  S.  M.  le  Roi  d'Italie.  De  beaux  discours, 
vivement  applaudis,  furent  prononcés  par  M.  Nathan,  Syndic  de 
la  ville  de  Rome,  M.  Blaserna,  Président  du  Comité  d'organisa- 
tion et  M.  Rava,  Ministre  de  l'Instruction  publique.  Puis  dans  sa 
conférence  sur  les  mathématiques  en  Italie  pendant  la  seconde 
moitié  du  19'^  siècle.  M.  Volterra  rappela  la  part  importante  que 
les  mathématiciens  italiens  prirent  au  mouvement  scientifique 
grâce  aux  travaux  de  Cremona,  Betti,  Brioschi,  Pergola,  Batta- 
glini  et  d'autres. 

Première  séance  générale 
Lundi  6  avril,  présidence  :  M.  Blaserna. 

Les  séances  générales  et  les  séances  de  section  eurent  lieu  dans 
les  salles  de  l'Accademia  dei  Lincei,  au  Palais  Corsini.  Dans  la 
première  séance  générale,  qui  eut  lieu  le  lundi  après  midi  à  3  h., 
le  Congrès  confirma  par  acclamation  le  comité  d'organisation 
comme  comité  du  Congrès. 

M.  Sëgre  (Turin)  donne  ensuite  lecture  du  rapport  de  la  Com- 
mission chargée  d'examiner  les  mémoires  présentés  au  concours 
de  la  médaille  Guccia  et  composée  de  MM.  Poincaré,  Noethbr  et 
du  rapporteur.  On  sait  qu'un  prix  de  3000  fr.  et  une  médaille  en 
or  avaient  été  mis  à  la  disposition  du  Circolo  matematico  di  Pa- 
lermo,  sur  la  gracieuse  offre  de  M.  Guccia,  au  mémoire  qui  fera 
faire  un  progrès  essentiel  à  la  théorie  des  courbes  gauches  algé- 
briques, ou  encore  à  la  théorie  des  surfaces  ou  autres  variétés 
algébriques.  Trois  mémoires  furent  présentés.  La  Commission 
décerna,  à  l'unanimité,  le  prix  à  M.  Fr.  Severi,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Padoue,  pour  ses  travaux  sur  les  surfaces  algébriques. 
Tous  les  savants  sauront  gré  à  M.  Guccia  de  sa  généreuse  initia- 
tive qui  a  provoqué  d'intéressants  travaux  dans  un  important  do- 
maine des  mathématiques. 

Puis  vinrent  les  conférences  de  MM.  Mittag-Leffler  et  Forsyth. 

Conférence  de  M.  Mittag-Lbffler  sur  la  représentation  arith- 
métique des  fonctions  analytiques  générales  d'une  i^ariable  com- 
plexe. —  M.  Mittag-Lefïler  commence  par  rappeler  que  le  point 
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de  départ  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  chez  Weierstrass 
est  la  série  de  puissances 

(1)  p  (;r)  ^r^  +  Ci^'  +  ^'ï-^^+'- 

Cettesérieest  lasourced'où  jaillit  successivement  et  en  entier,  par 
transformation  et  continuation,  la  théorie  de  la  fonction  analytique 
dans  sa  totalité.  Il  rappela  ce  théorème  de  Weierstrass  à  savoir  que 
si  un  lien  analytique  quelque  général  ou  quelque  spécial  qu'il 
soit,  existe  entre  plusieurs  différentes  séries  de  puissances  ou 
leurs  dérivées,  ce  même  lien  subsiste  encore  pour  les  fonctions 
dans  leur  totalité. 

La  conférence  avait  pour  objet  d'exposer  les  solutions  princi- 
pales obtenues  pendant  les  dix  dernières  années  du  problème 
suivant  :  former  des  expressions  arithmétiques  d'une  variable  .r 
et  d'une  suite  infinie  de  constantes /7Ôc"rf,  ...  qui  sont  linéaires 
par  rapport  à  ces  constantes  et  qui  ont  simultanément  la  pro- 
priété de  représenter,  si  Ton  introduit  dans  «,  b^  c,  flf,  ...  les  c^^ 
c\,c^^  ...  la  fonction  F  [x]  correspondante  dans  un  domaine  dans 
lequel  lesç^r^  r, .: .  une  fois  fixés,  est  définie  d'une  manière  univoque. 
Les  premiers  efforts  vers  la  solution  de  ce  problème  consistaient 
à  rechercher  des  expressions  qui  représentent  F  {j;)  non  seule- 
ment à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  C  de  P  (.r),  mais  en- 
core sur  la  périphérie  de  C,  dans  de  tels  points  où  F  (jt),  est  régu- 
lier. M.  Borel  est  le  premier  qui  est  arrivé  à  une  solution  plus 
générale  en  ayant  obtenu  une  expression  valable  à  Tintérieur 
d'un  domaine  B  qui  entoure  en  général  le  domaine  C.  L'idée  de 
M.  Borel  consistant  à  former  une  expression  permettant  de  som- 
mer une  série  (1)  hors  du  cercle  de  convergence  (il  n'y  a  là  qu'un 
jeu  de  mots)  donne  l'impression  qu'il  soit  arrivé  à  reculer  les 
limites  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  autrement  que  ne 
l'avait  fait  Weierstrass.  En  fait  si  l'expression  Borel  converge 
hors  du  cercle  et  si  l'on  peut  lui  appliquer  les  mêmes  opérations 
qu'à  la  série  primitive  (1),  c'est  uniquement  en  vertu  du  théorème 
de  Weierstrass  allégué  tout  à  l'heure. 

La  solution  complète  du  problème  de  la  conférence  a  été  ob- 
tenue finalement  et  de  plusieurs  manières  différentes  depuis  que 
la  nouvelle  conception  de  l'étoile  a  été  d'abord  introduite  par 
M.  Mittag-Lefïler  en  l'année  1898.  A  une  de  ces  solutions  qui  est 
obtenue  par  une  généralisation  de  l'intégrale  de  Laplace  se  rat- 
tache l'étude  importante  des  fonctions  Ea  (a:)  de  M,  Mittag-Lefïler 
ainsi  que  de  la  croissance  des  fonctions  entières  dans  des  angles 
où  le  long  de  demi-droites  diflerentes.  Le  conférencier  a  ter- 
miné en  rappelant  la  propriété  remarquable  de  sa  fonction 
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qui  tend  indéfiniment  et  uniformément  vers  zéro,  quand  la  va- 
riable X  augmente  au-dessus  de  toute  limite  à  Tintérieur  d'un 
domaine  entourant  un  angle  si  petit  qu'il  soit  et  .qui  embrasse  la 
partie  infinie  de  Taxe  réel  positif^  mais  qui  possède  encore  la  pro- 
priété inattendue  de  tendre  indéfiniment  et  uniformément  vers 
zéro  quand  la  variable  croit  vers  l'infini  le  long  de  l'axe  réel 
positif. 

Conférence  de  M,  Forsyth,  on  the  présent  condition  of  partiai 
diffère ntial  équations  of  the  second  order^  as  regards  formai  inte^ 
gration,  —  Le  savant  géomètre  de  Cambridge  a  examiné  la  ques- 
tion dans  son  ensemble  avec  des  considérations  sur  plusieurs 
points  connexes.  11  a  indiqué  des  restrictions  aux  deux  définitions 
de  l'intégrale  générale  d'équation  du  second  ordre  dues  res- 
pectivement à  Ampère  et  à  M.  Darboux  et  il  a  montré  qu'il  y  a 
des  difficultés  pour  la  discussion  de  l'intégrale  complète.  Ensuite 
il  a  discuté  les  trois  méthodes  les  plus  importantes  pour  l'inté- 
gration proprement  dite  des  équations  du  second  ordre  en  les 
groupant  sous  les  noms  de  Laplace,  Ampère  et  de  M.  Darboux  :  il  a 
établi  des  restrictions  à  leur  application  qui,  si  elles  ne  sont  pas 
satisfaites  dans  chaque  cas  particulier,  laisseront  comme  seule  in- 
tégrale générale  possible  l'intégrale  du  théorème  d'existence  de 
Cauchy.  Puis  il  a  mentionné  divers  problèmes,  les  uns  déjà  en 
partie  résolus,  d'autres  seulement  ébauchés  jusqu'ici;  parmi 
ceux-ci  : 

(IJ.  L'application  du  calcul  des  «  équations  intégrales  »  aux 
équations  avec  dérivées  partielles  linéaires. 

(II).  La  construction  de  classes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  qui  ont  des  intégrales  intermédiaires  qui 
ne  sont  pas  du  type  de  Monge. 

(III).  La  construction  de  classes  plus  étendues  d'équations  qui 
sans  avoir  d'intégrale  intermédiaire  ont  cependant  des  intégrales 
générales  du  type  traité  dans  la  conférence. 

M.  Forsyth  signale  à  la  réflexion  des  mathématiciens  plusieurs 
problèmes  dépendant  de  ces  résultats. 

Deuxième  séance  c;énéralë 

Mardi  7  avril,  présidence  :  M.  Newcomb. 

Conférence  de  M.  Darboux.  —  La  deuxième  séance  générale  a 
débuté  par  une  conférence  très  remarquable  de  M.  Darboux  «//r 
les  origines^  les  méthodes  et  les  problèmes  de  la  Géométrie  infi- 
nitésimale. C'est  précisément  un  domaine  dans  lequel  les  savants 
italiens  ont  apporté  d'importantes  contributions  et  cela  fournit  à 
M.  Darboux  l'occasion  de  rendre  hommage  au  beau  génie  de  l'Italie 
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où  la  Géométrie  a  donné  des  maîtres  illustres  tels  que  Bellavitis, 
Brioschi,  Cremona  et  Casorati. 

C'est  un  problème  posé  par  la  pratique,  celui  des  cartes  géographi- 
ques qui  a  donné  naissance  à  la  Géométrie  infinitésimale.  Etudié 
successivement  par  Lambert,  Euler  et  Lagrange,il  a  été  traité  pour 
kl  première  fois  dans  toute  sa  généralité  par  Gauss.  Puis  vinrent 
les  travaux  remarquables  des  géomètres  français,  Monge,  Dupin, 
Lamé  et  de  leurs  successeurs  dans  les  divers  pays.  M.  Darboux 
montre  ensuite  quelles  sont  les  méthodes  de  la  Géométrie  infini- 
tésimale et  quel  est  le  rôle  de  la  méthode  analytico-géométrique. 
Il  insiste  tout  particulièrement  sur  la  nécessité  d'introduire  fran- 
chement et  complètement  les  imaginaires  en  Géométrie  et  donne 
quelques  exemples  à  Tappui.  Abordant  ensuite  les  problèmes  de 
la  Géométrie  infinitésimale  le  savant  conférencier  passe  successi- 
vement aux  sujets  suivants  :  les  courbes  à  courbure  constante  ; 
les  surfaces  à  courbure  constante  et  leurs  transformations  ;  la 
notion  d'intégrale  générale  telle  qu'elle  a  été  donnée  parCauchy; 
l'application  aux  surfaces  minima,  le  problème  de  Plateau  ;  pro- 
grès et  problèmes  de  la  théorie  des  cartes  géographiques;  les 
surfaces  à  courbure  constante  et  la  Géométrie  non-euclidienne  ; 
réduction  des  problèmes  les  uns  aux  autres  ;  les  équations  linéai- 
res aux  dérivées  partielles  et  leur  rôle  en  Géométrie  infinitési- 
male; la  déformation  des  surfaces. 

Dans  son  élégant  exposé  M.  Darboux  a  montré  qu'il  reste  en- 
core bien  des  questions  à  résoudre  par  les  géomètres  et  les  ana- 
lystes et  il  a  attiré  tout  particulièrement  leur  attention  sur  la 
nécessité  d'obtenir  des  méthodes  générales  et  uniformes  permet- 
tant d'introduire  d'importantes  simplifications. 

Conférence  de  M.  von  Dyck  (Munich) ,  Ueber  die  mathemati- 
sche  Encycdopâdie,  —  La  question  devait  être  traitée  par  M.  F. 
Klein.  Empêché  de  prendre  part  au  Congrès,  le  savant  professeur 
de  Gœttingue  s'est  fait  remplacer  par  M.  v.  Dyck  qui  siège  avec 
lui  dans  la  commission  de  l'Encyclopédie.  Le  conférencier  donne 
un  aperçu  très  clair  de  Tétat  actuel  et  du  plan  d'ensemble  de  cette 
importante  publication.  On  sait  qu*à  Heidelberg  (1904)  M.  Klein 
déposa  les  deux  volumes  qui  forment  le  Tome  1  (Arithmétique  et 
Algèbre).  Cette  fois  le  rapporteur  remet  à  la  présidence  le  pre- 
mier volume  du  Tome  IV,  Mécanique  :  les  fondements  de  la  mé- 
canique, mécanique  du  point  et  des  systèmes  rigides.  11  a  paru 
en  outre  vingt-neuf  fascicules  des  autres  volumes  de  l'édition  al- 
lemande et  quatre  fascicules  de  l'édition  française  qui  se  publie 
sous  la  direction  de  M.  Molk. 
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Troisième  séance  générale 
Mercredi  8  avril,  présidence  :  M.  Gordart. 

Conférence  de  M.  S.  Newcomb,  La  théorie  du  mouvement  de 
la  lune,  son  histoire  et  son  ét-at  actuel,  —  Le  savant  astronome 
américain  présenta  un  intéressant  résumé  des  méthodes  fonda- 
mentales pour  déterminer  les  inégalités  dans  le  mouvement  de  la 
lune  produites  par  Taction  du  soleil  et  des  planètes.  Parmi  les 
travaux  importants  de  notre  temps  se  trouvent  ceux  de  Hansen  et 
de  Delaunay.  Cependant,  la  meilleure  méthode  a  été  esquissée 
par  Euler  dans  un  ouvrage  publié  en  1772.  Mais,  chose  curieuse, 
cent  ans  se  sont  écoulés  sans  qu*aucun  géomètre  n'ait  reconnu 
la  supériorité  de  cette  méthode.  Alors,  en  1878  et  1888,  George 
W.  Hill  publia  deux  mémoires  qui  forment  la  base  sur  laquelle 
Ernest  W.  Brown  a  construit  une  théorie  complète  des  inégalités 
lunaires.  Toutefois  les  observations  depuis  1650  révèlent  l'exis- 
tence des  inégalités  de  longue  période  dans  le  mouvement  moyen 
de  la  lune,  qui  n'existent  pas  dans  aucune  théorie,  et  dont  l'expli- 
cation forme  aujourd'hui  la  plus  grande  énigme  de  la  mécanique 
céleste. 

Conférence  de  M.  H.  A.  Lorentz  (Leyde).  Le  partage  de  l'énergie 
entre  la  matière  pondérable  et  Véther,  —  C'est  un  sujet  dont  les 
physiciens  se  sont  beaucoup  occupés  depuis  Kirchoff,  en  se  fon- 
dant sur  les  principes  généraux  de  la  thermodynamique,  et  plus 
tard,  en  introduisant  des  idées  empruntées  à  la  théorie  cinétique 
de  la  matière,  à  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière  et  à  la 
théorie  des  électrons.  Le  savant  professeur  de  Leyde  en  donne 
un  aperçu  qui  a  vivement  intéressé  les  auditeurs.  Après  avoir 
rappelé  les  résultats  relatifs  au  rayonnement  de  la  chaleur  qu'on 
doit  à  Kirchoff,  Boltzmann  et  W.  Wien,  il  montre  que  la  méthode 
développée  par  Gibbs  dans  ses  «  Principes  de  mécanique  statis- 
tique »  peut  être  appliquée  à  un  système  composé  de  matière 
pondérable  et  d'éther  ;  à  cet  effet,  il  fait  voir  que  les  phénomènes 
dans  un  tel  système  peuvent  être  décrits  à  l'aide  de  formules  qui 
sont  exactement  analogues  aux  équations  du  mouvement  de  Ha- 
milton.  La  considération  des  valeurs' moyennes  dans  un  ensemble 
canonique  de  Gibbs  conduit  ensuite  à  une  formule  pour  la  fonc- 
tion du  rayonnement  qui  a  été  trouvée  par  M.  Jeans  et  d'où  l'on 
tire  cette  conséquence,  qui  semble  assez  singulière  au  premier 
abord,  qu'un  véritable  état  d'équilibre  entre  la  matière  et  Téther 
serait  impossible,  l'énergie  s'accumulant  de  plus  en  plus  dans 
Téther  où,  à  la  longue,  elle  se  trouve  sous  forme  d'ondes  électro- 
magnétiques extrêmement  courtes.  La  conférence  se  termine  par 
une  comparaison  de  cette  théorie  avec  celle  qui  a  été  établie  par 
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M.  Planck,  et  d'après  laquelle,  grâce  à  une  idée  nouvelle  intro- 
duite par  ce  physicien,  l'énergie  se  partagerait  entre  la  matière 
et  Téther  daus  une  proportion  déterminée. 

Quatrième  séance  géî^éralb 
Vendredi  10  avril,  présidence  :  M.  Mittag-Leiïler. 

Conférence  de  M,  Poingaré.  Ua\>enir  des  mathématiques.  — 
Par  suite  d'une  indisposition  M.  Poincaré  n'a  pu  se  rendre  à  la 
séance,  au  grand  regret  de  tous  les  assistants  parmi  lesquels  on 
remarquait  le  Ministre  de  l'Instruction  publique  M.  Rava.  M.  Dar- 
boux  donna  lecture  du  Mémoire  de  son  illustre  collègfue.  C'est 
une  étude  substantielle  du  développement  des  idées  en  mathéma- 
tiques ;  elle  sera  lue  avec  le  plus  vif  intérêt  par  tous  les  mathé- 
maticiens. M.  Poincaré  reprend  et  développe  l'idée  du  célèbre 
philosophe  viennois  Mach,  qui  a  dit  que  le  rôle  de  la  science  est 
de  produire  l'économie  de  la  pensée,  de  même  que  la  machine 
produit  l'économie  de  l'effort;  il  montre,  entre  autres,  combien 
un  mot  bien  choisi  peut  parfois  économiser  la  pensée.  Avec  un  lan- 
gage bien  adapté  des  démonstrations  faites  pour  un  objet  connu 
s'appliquent  immédiatement  à  beaucoup  d'objets  nouveaux,  sans 
que  l'on  n'ait  rien  à  y  changer.  Parmi  les  mots  qui  ont  exercé  une 
influence  très  heureuse  il  y  a  ceux  de  groupe  et  d'invariant.  La 
nature  des  problèmes  nouveaux  contribue  aussi  au  développe- 
ment de  la  science.  Le  but  de  notre  science  est  double,  car  elle 
confine  à  la  fois  à  la  Philosophie  et  à  la  Physique.  C'est  du  côté 
de  la  nature  qu'il  faut  diriger  le  gros  de  notre  armée.  C'est  là 
que  nous  rencontrons  toujours  de  nouveaux  problèmes  que  nous 
posent  le  physicien  et  l'ingénieur.  «  Autrefois  on  ne  considérait 
une  équation  comme  résolue  que  quand  on  en  avait  exprimé  la 
solution  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  fonctions  connues,  mais  cela 
n'est  possible  qu'une  fois  sur  cent  à  peine.  Ce  que  nous  pouvons 
toujours  faire  ou  plutôt  ce  que  nous  devons  toujours  chercher  à 
faire,  c'est  de  résoudre  le  problème  qualitativement  pour  ainsi 
dire,  c'est-à-dire  de  chercher  à  connaître  la  forme  générale  de  la 
courbe  qui  représente  la  fonction  inconnue.  » 

L'auteur  passe  ensuite  en  revue  les  diverses  sciences  particu- 
lières dont  l'ensemble  forme  les  mathématiques.  Les  grands  pro- 
grès se  sont  produits  toutes  les  fois  que  deux  de  ces  sciences  se 
sont  rapprochées.  Des  Congrès  comme  celui-ci  favoriseront  ces 
rapprochements;  «  ils  nous  mettront  en  rapport  les  uns  avec  les 
autres,  nous  ouvriront  des  vues  sur  le  champ  du  voisin,  nous  obli- 
geront à  le  comparer  au  nôtre,  à  sortir  un  peu  de  notre  village  et 
seront  le  meilleur  remède  au  danger  que  je  viens  de  signaler  » 
(une  trop  grande  spécialisation). 

M.  Poincaré  examine  successivement  les  progrès  réalisés  dans 
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les  diverses  branches  et  montre  dans  quel  sens  elles  se  dévelop^ 
peront  dans  l'avenir.  Nous  devons  nous  borner  à  énuraérer  les 
principaux  points  abordés  par  Téminent  savant  :  TArithmétique, 
l'Algèbre,  les  équations  différentielles,  les  fonctions  abéliennes, 
la  théorie  des  fonctions,  la  théorie  des  groupes,  la  Géométrie,  le 
cantorisme^  la  recherche  des  postulats. 

Conférence  de  M.  E.  Picard.  La  Mathématique  dans  ses  rap- 
ports avec  la  Physique,  —  Dans  sa  très  belle  conférence  sur  la 
Mathématique  dan^  ses  rapports  avec  la  Physique,  M.  Picard  a 
d'abord  insisté  sur  le  fait  qu'il  y  a  toujours  eu  un  contact  très 
intime  entre  ces  deux  branches,  depuis  les  temps  les  plus  reculés 
où,  chez  les  Egyptiens  et  les  Chaldéens,  les  Mathématiques  pré- 
sentaient un  caractère  purement  utilitaire  et  expérimental. 

Au  XVll*'  siècle  le  développement  de  la  Cinématique  et  de  la 
Dynamique  donne  une  forte  impulsion  aux  Mathématiques  et  Ton 
peut  dire  que  l'Analyse  est  vraiment  sortie  de  la  Mécanique. 
a  L'origine  de  la  notion  de  dérivée  est  dans  le  sentiment  confus 
que  nous  avons  de  la  mobilité  des  choses  et  de  la  rapidité  plus 
ou  moins  grande  avec  laquelle  s'accomplissent  les  phénomènes.  » 
Pendant  cette  nouvelle  période  Thistoire  des  mathématiques,  dans 
ses  points  les  plus  essentiels,  se  confond  avec  celle  de  la  Méca- 
nique. 

M.  Picard  montre  ensuite,  par  des  exemples  particuliers,  les 
relations  réciproques  de  la  Mathématique  et  de  la  Physique.  A 
une  période  d'induction  vient  succéder  une  période  déductive  où 
l'on  s'efforce  de  donner  aux  principes  une  forme  définitive.  La 
Physique  pose  sans  cesse  de  nouveaux  problèmes  et  c'est  sous 
son  influence  que  se  sont  organisées  les  principales  disciplines 
des  sciences  mathématiques,  qui,  en  retour,  par  la  netteté  de  leur 
langage,  donnent  une  forme  précise  aux  notions  qui,  sans  elle, 
seraient  vagues  ;  de  plus,  par  leur  puissance  de  transformation 
elles  permettent  souvent  de  mettre  en  évidence  des  faits  nouveaux. 
C'est  donc  le  monde  extérieur  qui  nous  a  guidé  dans  nos  recher- 
ches analytiques  et  le  savant  conférencier  ne  craint  pas  d'affirmer 
qu'il  en  sera  toujours  de  même  dans  l'avenir  et  que  la  vraie  place 
du  mathématicien  est  à  côté  de  ceux  qui  s'occupent  des  sciences 
de  la  nature. 

Cinquième  et  dernière  séance  générale 

Samedi  11  avril,  présidence  :  M.  Blaserna. 

Le  programme  adressé  aux  congressistes  avait  encore  annoncé 
deux  conférences  générales,  celle  de  M.  Hilhert,  sur  la  méthode 
des  variables  indépendantes  en  nombre  infini,  et  celle  de  M.  Vé- 
ronèse.  A  la  suite  d'un  surmenage  le  distingué  géomètre  de  Gœt- 

L'Ensoignement  mathém.f  10«  annt-e  :  1908.  1<> 
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tingue  a  dû  renoncer  à  se  rendre  à  Rome,  et  les  congressistes 
Font  vivement  regretté.  Ils  ont  également  été  privés  du  plaisir  d'en- 
tendre le  savant  sénateur  M.  Yéronèse  qu'une  indisposition  a 
empêché  de  se  rendre  aux  séances.  Sa  conférence  sera  toutefois 
publiée  dans  les  comptes  rendus  du  Congrès.  Nous  sommes  heu- 
reux d'en  pouvoir  donner  ici  un  résumé. 

Conférence  de  M,  Véronèse.  La  Geo/ne  tria  non-archimedea.  — 
L'auteur  rappelle  d'abord  les  discussions  anciennes  sur  l'infini  et 
rinfiniment  petit  et  établit  une  distinction  entre  les  segments 
infinis  ou  infiniment  petits  actuels  et  les  autres  grandeurs  analo- 
gues. Il  fait  remarquer  que  ce  fût  le  continu  intuitif  qui  a  donné 
la  clef  permettant  de  répondre  à  la  demande  de  l'existence  des 
segments  susdits,  réponse  qui  semblait  déjà  donnée  négative- 
ment par  le  postulat  du  continu,  connu  sous  les  formes  de  Weier- 
strass,  Cantor  et  Dedekind.  Après  avoir  établi  la  validité  logique 
du  continu  rectiligne  non-archimédien  et  par  conséquent  de  la 
géométrie  non-archimédienne,  suivant  la  manière  dont  l'auteur  l'a 
exposée  dans  ses  Fondamenti  di  Geometria^  il  s'est  aussi  occupé 
des  relations  de  cette  géométrie  avec  les  recherches  de  M.  Hilbert 
et  d'autres.  Mais  le  but  principal  de  la  conférence  est  de  faire 
ressortir  la  nature  de  l'axiome  d'Archimède,  le  contenu  et  la  mé- 
thode de  cette  géométrie  eu  relation  avec  les  autres  axiomes,  le 
contenu  et  les  méthodes  de  la  Mathématique  pure  et  de  la  Géo- 
métrie en  général.  Il  soutient  la  nécessité  de  la  séparation  entre 
les  recherches  mathématiques  et  celles  qui  ont  un  caractère  phi- 
losophique proprement  dit.  Mais,  si  d'un  côté  la  Philosophie  doit 
accepter  les  nouvelles  idées  mathématiques  déjà  formées  défini- 
tivement sur  les  principes  de  la  Science,  de  l'autre  côté  la  Mathé- 
matique ne  peut  pas  négliger  le  contenu  des  objets  de  ses  recher- 
ches, qui  dans  les  questions  de  principe  est  un  élément  essentiel; 
de  même  aussi  que  la  méthode  que  peut  choisir  le  mathématicien 
doit  être  conforme  à  la  nature  du  contenu  des  objets  étudiés  ; 
elle  doit  être  philosophique.  Le  géomètre  doit  distinguer  l'espace 
physique  et  intuitif  de  l'espace  géométrique,  mais  il  ne  peut  pas 
se  désintéresser  de  la  possibilité  physique  et  de  celles  de  ses 
hypothèses  qui  ne  dérivent  pas  de  l'observation  directe  exté- 
rieure, et  par  conséquent  il  doit  s'opposer  aux  systèmes  philoso- 
phiques sur  la  théorie  de  la  connaissance  qui  contredisent  ses 
principes. 

Il  était  particulièrement  intéressant  de  voir  aborder  ce  sujet 
par  l'éminent  professeur  de  Padoue,  d'autant  plus  qu'il  n'existe 
pas  encore  d'opinion  commune  entre  les  géomètres  sur  ces  ques- 
tions qui  pourtant  appartiennent  à  la  Géométrie. 

Séance  administratwe.  —  Dans  sa  séance  de  clôture  le  Congrès 
a  tout  d'abord  été  appelé  à  se  prononcer  sur  les  propositions  des 
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sections  III  et  IV  concernant  la  création  de  deux  commissions  in^ 
ter  nationales.  Toutes  deux  ont  été  vivement  appuyées.  Elles  ont 
été  présentées  et  adoptées  dans  Tordre  suivant  : 

CoMMISSl(»N     INTERNATIONALE     DB     l'eNSEIGNEMENT     MATHEMATIQUE. 

—  «  Le  Congrès  ayant  reconnu  l'importance  d*un  examen  comparé 
des  méthodes  et  des  plans  d'études  de  l'enseignement  mathémati- 
que dans  les  écoles  secondaires  des  différentes  nations^  confie  à 
MM.  Klein,  Grbenhill  et  Fehr  le  mandat  de  constituer  une  Com- 
mission internationale  qui  étudiera  ces  questions  et  présentera  un 
rapport  d'ensemble  au  prochain  Congrès,  »  (Voir  plus  loin  le 
compte  rendu  de  la  section  IV.) 

Commission  internationale  pour  l'unification  des  notations 
vectorielles.  —  a  La  section  III  (Mécanique),  après  un  échange  de 
ifues  dans  lequel  a  été  reconnu  V importance  dune  unification  des 
notations  vectorielles^  propose  au  Congrès  la  nomination  d'une 
Commission  internationale  pour  l'étude  de  cette  question,  »  —  Le 
Comité  d'organisation  est  invité  à  constituer  cette  Commission 
en  faisant  un  choix  dans  la  liste  des  noms  proposés  dans  la  séance 
de  section  du  11  avril.  (Voir  le  compte  rendu  de  la  section  III  A.) 

M.  Conti  (Bologne)  attire  ensuite  l'attention  de  l'assemblée  sur 
le  rôle  utile  que  pourrait  jouer  une  Association  internationale  des 
mathématiciens.  Il  propose  que  la  question  soit  mise  à  l'ordre  du 
jour  de  la  prochaine  séance.  Cette  proposition  est  approuvée. 

Mathématiques  appliquées. — Le  Congrès  approuve  également  la 
proposition  suivante  présentée  par  M.  d'OcAGNS  au  nom  de  la  sec- 
tion III  B  :  «  //  résulte  de  l'échange  de  sfues  qui  a  eu  lieu  dans  la 
section  III  B  qu'il  serait  hautement  désirable  de  provoquer  une  en- 
tente de  plus  en  plus  étroite  entre  ceux  qui  s'occupent  de  perfec- 
tionner les  méthodes  mathématiques  et  ceux  qui  ont  besoin  de  les 
appliquer  à  un  objet  pratique.  A  cet  effet  la  section  émet  le  vœu 
que  les  mathématiques  appliquées  à  la  science  de  l'ingénieur  fas- 
sent^ au  prochain  Congrès,  l'objet  dune  section  spéciale. 

En  outre  la  section  III  B  propose  la  constitution  d'une  commis- 
sion internationale  chargée  de  préparer  les  travaux  de  cette  nou- 
velle section.  La  composition  de  cette  commission  internationale 
sera  fixée  par  le  bureau  du  IV''  Congrès. 

Œuvres  d'Euler.  —  Dans  sa  séance  consacrée  à  l'Histoire,  la 
section  IV  a  été  appelée  à  se  prononcer  de  nouveau  sur  la  ques- 
tion de  la  publication  des  œuvres  d'Euler.  Depuis  le  vœu  émis  à 
Heidelberg,  cette  question  a  en  elTet  fait  un  nouveau  pas  grâce  à 
l'initiative  de  la  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  et  de 
l'Association  internationale  des  Académies.  La  section  IV  émet  le 
vœu  suivant:  a  Reconnaissant  l'importance  pour  les  mathématiques 
pures  et  appliquées  de  la  publication  des  œuvres  d'Euler,  le  Con- 
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grès  salue  avec  reconnaissance  l'initiative  de  la  Société  helvétique 
des  sciences  naturelles  et  émet  le  vœu  qu'elle  obtienne  la  collabo- 
ration des  mathématiciens  des  diverses  nations  ;  il  prie  l'Associa- 
tion internationale  des  Académies  et  spécialement  les  Académies 
de  Berlin  et  de  St-Pétersbourg  qui  ont  compté  Euler  au  nombre 
de  leurs  membres  de  prêter  leur  appui  à  cette  publication,  » 

M.  le  président  Blasbrna  déclare  qu'il  transmettra  la  proposi- 
tion à  la  prochaine  réunion  de  l'Association  internationale  des 
Académies  qui  doit  se  tenir  à  Rome  Tannée  prochaine. 

M.  Darboux  fait  observer  que  la  question  a  été  examinée  par  la 
dite  Association  dans  sa  réunion  tenue  à  Vienne.  On  peut  donc 
être  assuré  dès  maintenant  que  ce  nouveau  vœu  d'un  Congrès  de 
mathématiciens  ne  trouve  un  accueil  très  favorable. 

La  proposition  de  la  section  IV  est  adoptée  à  Tunanimité. 

Lieu  et  époque  du  prochain  Congres.  —  On  sait  qu'à  Heidel- 
berg  M.  Greenhill  s'était  fait  l'interprète  des  mathématiciens 
anglais  pour  émettre  le  vœu  que  le  5"  Congrès  se  tienne  en  An- 
gleterre. M.  Forsyth  reprend  cette  invitation  au  nom  de  la  Cam- 
bridge Philosophical  Society^  avec  l'appui  de  la  London  mathe- 
matical  Society  et  de  nombreux  mathématiciens  anglais,  écossais 
et  irlandais.  La  proposition  de  tenir  le  5*^  Congrès  international 
des  mathématiciens  à  Cambridge  en  août  1912,  est  adoptée  par  ac- 
clamation. 

M.  Mittag-Leffler  annonce  qu'au  prochain  congrès  les  mathé- 
maticiens suédois  auront  l'honneur  d'inviter  le  Congrès  interna- 
tional à  se  réunir  à  Stockholm  en  1916  et  qu'ils  se  sont  déjà  assu- 
rés du  haut  patronage  de  S.  M.  le  F^oi  Gustave. 

M.  Hadamard  émet  le  vœu  que  l'on  favorise  le  plus  possible  le 
rapprochement  entre  les  mathématiciens  et  les  physiciens  en 
cherchant  à  faire  coïncider  le  lieu  et  la  date  d'un  prochain  con- 
grès avec  un  congrès  de  physiciens.  M.  Forsyth  espère  que  ce 
vœu  se  trouvera  déjà  partiellement  réalisé  à  Cambridge  où  vien- 
dront certainement  de  nombreux  physiciens. 

Pour  terminer  le  président  M.  Blaserna  fait  remarquer  combien 
ce  Congrès  a  été  important  par  ses  travaux  et  exprime  sa  recon- 
naissance à  tous  ceux  qui  ont  contribué  à  la  réussite  des  séances 
générales  et  des  séances  de  section.  Après  un  discours  vivement 
applaudi  dans  lequel  M.  Darboux  présente  les  remerciements  des 
congressistes  étrangers,  le  Président  déclare  clos  les  travaux  du 
Congrès. 
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SEANCES  DES  SECTIONS 


Section  I  :  Arithmétique,  Algèbre,  Analyse. 

Introducteurs  :  MM.  Arzelà,  Capeili,  Pascal,  Pincherie.  Ont  en 
outre  été  appelés  à  la  présidence  :  MM.  Jordan,  Gordan,  Forsyth, 
Mittag-Leffler,  Stephanos,  Moore. 

Secrétaires  :  MM.  Anialdi  et  Gai  van  i. 

37  communications,  réparties  sur  5  séances. 

1.  Gordan  (Erlangen),  Die  Auflôsung  der  allgemeinen  Gleich- 
nung  des  6^®"  Grades.  —  L'auteur  démontre  que  Téquation  du  pro- 
fesseur Gerbaldi  est  une  forme  normale  de  l'équation  générale  du 
6""^  degré. 

2.  T.  Zermelo  (Gottingen),  Ueber  die  Grundlagen  der  Arithmetik 
und  Analysis.  —  D'après  une  nouvelle  définition  d'un  ensemble 
infini  il  déduit  les  propriétés  fondamentales  des  n(»mbres  finis  et 
en  particulier  le  principe  de  l'induction  complète. 

3.  E.  BoREL  (Paris),  Sur  les  principes  de  la  théorie  des  ensem- 
bles. —  Nos  notions  exactes  sur  la  puissance  des  ensembles  ne 
vont  pas  plus  loin  que  l'observation  suivante  :  il  y  a  des  ensembles 
nombrables  et  des  ensembles  non  nombrables,  cette  dernière 
définition  étant  purement  négative. 

4.  F.  RiEsz  (GyOr,  Hongrie),  Stetigkeitsbegriff  und  abstrakte 
Mengenlehre.  —  L'auteur  introduit  les  concepts  de  type  de  con- 
densation et  de  type  d'enchaînement  qui  forment  le  fondement 
d'une  théorie  générale  des  variétés  continues. 

5.  A.  B.  Frizell  (Gottingen),  Die  Machtigkeit  des  Kontinuums. 
—  Il  considère  en  particulier  les  nombres  tels  que  dans  leur  déve- 
loppement en  fraction  continue  chaque  nombre  naturel  n'appa- 
raît qu'une  seule  fois. 

6.  P.  Koebe  (Gottingen),  Ueber  ein  allgemeines  Uniformisie- 
rungsprinzip.  —  L'auteur  cite  ses  plus  récents  travaux  dans  les 
«  Gôttinger  Nachrichten  »  sur  l'uniformisation  des  courbes  algé- 
briques ou  analytiques.  11  aborde  ensuite  le  mémoire  de  Poîncaré 
«  Sur  l'uniformisation  des  fonctions  analytiques.  » 

7.  BouTROux  (Paris),  Sur  l'inversion  des  fonctions  entières.  — 
L'auteur  traite  de  la  relation  de  ce  problème  avec  le  problème  gé- 
néral de  l'uniformisation  des  divers  mécanismes  de  permutations. 

8.  Petrovitch  (Belgrade),  Une  classe  remarquable  de  séries  en- 
tières. —   11  recherche  les  conditions  nécessaires  et   suffisantes 
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pour  qu'une  série  de  Maclaurin  jouisse  de  la  propriété  d'avoir  tous 
ses  zéros  réels,  afin  que  le  même  fait  subsiste  pour  chaque  poly- 
nôme formé  d'un  nombre  quelconque  de  termes  au  commence- 
ment de  la  série. 

9.  PiNCHERLE  (Bologne)  Alcune  spigolature  nel  campo  délie  fun- 
zioni  determinanti.  —  L'auteur  met  en  relation  l'ordre  infini  de 
la  génératrice  avec  les  singularités  de  la  déterminante  et  il  rap- 
pelle leur  application  à  la  série  de  Dirichlet. 

10.  YouNG  W.-H.  (Gôttingen),  On  some  applications  of  semi- 
continuous  Functions.  —  L'auteur  résume  les  applications  qu'il  a 
faites  des  fonctions  semi-continues  :  1°  aux  conditions  de  conti- 
nuité ;  2°  h  la  théorie  de  l'intégration  ;  3°  à  la  théorie  de  la  me- 
sure ;  4**  à  la  discussion  sur  la  distinction  entre  droite  et  gauche  ; 
5®  à  la  théorie  de  convergence  uniforme  et  de  la  divergence  des 
séries. 

11.  Hadamaro  (Paris),  Sur  l'application  d'une  méthode  de  Cal- 
cul des  variations.  —  La  méthode  indiquée  par  l'auteur  dans  son 
mémoire  des  6\  /?.  (Paris  1906,  décembre)  pour  la  résolution  d'un 
problème  du  Calcul  des  variations  présente  certaines  difficultés 
dans  le  cas  des  problèmes  isopérimétriques  et  dans  le  cas  où  l'in- 
tégrale est  prise  sous  forme  paramétrique.  D'autre  part  il  semble 
que  ces  difficultés  sont  inhérentes  à  la  nature  des  choses,  en  par- 
ticulier à  l'existence  de  singularités  dans  le  champ  fonctionnel. 

12.  ScHLESiNGER  (Kolozswar),  Sur  quelques  problèmes  paramé- 
triques de  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires.  — 
L'auteur  parle  de  quelques  problèmes  que  l'on  rencontre  dans 
l'étude  des  équations  différentielles  linéaires  lorsqu'on  examine 
les  relations  entre  les  substitutions  fondamentales  et  les  para- 
mètres dont  dépendent  les  coefficients.  Il  fait  hommage  au  Con- 
grès d'un  exemplaire  de  ses  «  Vorlesungen  ueber  lineare  DifFe- 
rentialgleichungen  »  (Leipzig,  1908). 

13.  Remoundos  (Athènes),  Sur  les  zéros  des  intégrales  d'une 
classe  d'équations  différentielles.  —  L'auteur  utilise  une  méthode 
d'élimination  dont  il  s'était  servi  dans  sa  thèse  et  établit  un  théo- 
rème analogue  concernant  les  intégrales  d'une  classe  beaucoup 
plus  étendue  d'équations  différentielles. 

14.  PicK  (Prag),  Ueber  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen  Funktion.  —  L'auteur  développe  suivant  un  nou- 
vel aspect  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  hyper- 
géométriques  en  considérant  d'une  façon  plus  détaillée  le  cas  des 
équations  d'ordre  inférieur  et  ayant  trois  points  singuliers. 

15.  Saltykow  (Kharkow),  Sur  l'existence  des  intégrales  de  S. 
Lie  et  le  perfectionnement  de  la  méthode  de  Jacobi  dans  la  théo- 
rie des  équations  aux  dérivées  partielles.  —  L'auteur  indique  entre 
autres  quelques  perfectionnements  à  la  méthode  Jacobi-Mayer  en 
montrant  comme  les  modifications  qui  sont  ainsi  introduites  ne 
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dérangent  pas  la  symétrie  des  calculs  de  Jacobî.  Chaque  sys- 
tème différentiel  des  caractéristiques  prend  la  forme  d'un  sys- 
tème canonique  dVquations  différentielles  totales. 

16.  I^ALEsco  (Bucarest»,  Sur  les  solutions  analytiques  de  l'équa- 
tion -^=:-^  •  —  I/auteur  fournit  une  étude  qui  permet  d'éta- 
blir la  formule  de  Fourier  pour  toutes  les  solutions  analytiques  de 
Téquation  considérée. 

17.  VoLTERRA  (Rome),  Sopra  il  metodo  délie  inimagini  nelle 
equazioni  del  tipo  iperbolico.  —  L'auteur  se  reporte  à  une  note 
publiée  dans  les  «  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society  »  (1904),  et  dans  les  «  Lezioni  di  Stocolma  »  et  montre  que 
le  principe  des  images  peut  s'appliquer  à  Téquation  fondamentale 
à  trois  variables  du  type  hyperbolique. 

18.  Zervos  (Athènes),  Sur  la  correspondance  entre  les  théories 
d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  et  l'intégration  des  systèmes  de  Monge.  —  L'auteur  fait 
observer  comment  dans  certains  cas  particuliers  on  peut  faire 
correspondre  aux  théories  d'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  des  théories  relatives  à  l'intégration  d'un  système 
de  Monge. 

19.  E.-G.  MooRE  {Chicago),  On  a  form  of  gênerai  Ânalysis  with 
application  to  differential  and  intégral  Equations.  —  Deux  prin- 
cipes de  généralisation,  dont  l'un  consiste  à  adjoindre  un  para- 
mètre. Application  aux  équations  intégrales  linéaires  et  aux  équa- 
tions différentielles  linéaires. 

20.  Fredholm  (Stockholm),  Les  intégrales  de  Fourier  et  la  théo- 
rie des  équations  intégrales  linéaires.  —  L'auteur  attire  l'attention 
sur  le  fait  qu'il  existe  une  classe  d'équations  intégrales  de  deuxième 
espèce  dont  la  solution  est  une  fonction  multiforme  de  laquelle 
dérivent  toutes  les  équations  intégrales  de  première  espèce  que 
l'on  peut  résoudre  avec  la  méthode  des  intégrales  de  Fourier. 

21.  AoHÉMAR  R.  d'  (Lille),  Sur  les  équations  intégrales  de  MM. 
Fredholm  et  Volterra.  —  L'auteur  montre  la  nécessité  d'intro- 
duire les  «  parties-finies  »  des  intégrales  infinies  dans  les  pro- 
blèmes de  Volterra.  11  traite  un  problème  un  peu  plus  général 
que  celui  de  Volterra  et  Lalesco  avec  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  et  il  étudie  la  nature  analytique  des  solutions. 

22.  Orlando  iRome\jSulla  risoluzione  délie  equazioni  integrali. 
—  L'auteur  expose  une  méthode  de  résolution  de  certaines  équa- 
tions intégrales,  puis  il  étudie  le  cas  général  à  l'aide  de  la  mé- 
thode des  approximations  successives. 

2.3.  De  Dondbr  (Bruxelles)  adresse  un  mémoire  sur  les  inva- 
riants intégraux. 

24.  Pascal  (\aples),  Sulla  nuova  teoria  délie  forme  differenziali 
di  ordine  e  grado  qualcunque.  —  M.  Pascal   présente   un  résumé 
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des    principaux    résultats    qu'il    a   obtenus    par   cette    nouvelle 
théorie. 

25.  Stéphanos  (Athènes),  Sur  une  extension  de  la  théorie  des 
covariants  et  invariants  de  formes  binaires.  —  L'auteur  expose 
diverses  propriétés  de  ces  expressions  et  montre  leur  importance 
dans  la  résolution  de  différents  problèmes  algébriques. 

26.  MoNTBssus  R.  de  (Lille),  Sur  les  relations  de  récurrence  à 
trois  termes.  —  L'auteur  cherche  à  démontrer  le  théorème  de 
Poincaré  en  substituant  une  relation  de  récurrence  à  coefficients 
constants  à  la  relation  de  récurrence  à  coefficients  variables  qu'il 
introduit  dans  la  question. 

27.  PucciAxo  (S.  Demetrio  Corone),  Contributo  alla  critica  di 
alcune  questioni  che  si  riattaccano  ail'  equazione  differenziale  di 
Laplace.  —  L'auteur  examine  entre  autres  les  conditions  suffi- 
santes auxquelles  est  soumise  l'intégration  de  l'équation  différen- 
tielles aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  qui  sont  suffi- 
santes pour  intégrer  l'équation  différentielle  de  Poisson. 

28.  Capelli  (Naples),  Sopra  i  coefficienti  degli  sviluppi  délie 
funzioni  algebriche.  —  L'auteur  donne  quelques  développements 
des  résultats  qu'il  a  obtenus  et  qui  se  trouvent  dans  les  «  Rendi- 
conti  de  TAcadémie  de  Naples  (1907). 

29.  NiccoLBTTi  (Pise),  Riduzione  a  forma  canonica  di  un  fascio 
di  forme  bilineari  e  quadratiche.  —  Exposé  des  lignes  fondamen- 
tales d'un  théorème  de  Weierstras  sur  l'équivalence  de  deux  fais- 
ceaux de  formes  bilinéaires  dont  le  déterminant  n'eSt  pas  identi- 
quement nul,  en  considérant  en  particulier  le  cas  des  faisceaux  de 
formes  symétriques. 

30.  F'uBiNi  (Gênes),  SuUa  teoria  dei  gruppi  discontinui.  —  L'au- 
teur donne  quelques  généralisations  concern;ant  les  groupes  qui 
transforment  en  elles-mêmes  une  région  quelconque  et  les  courbes 
de  transformations  conformes,  puis  il  assigne  une  méthode  qui 
dans  chaque  cas  peut  servir  à  reconnaître  la  discontinuité  propre 
des  groupes  linéaires  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

31.  Dickson  (Chicago,  adresse  une  Note  intitulée  :  On  the  last 
theorem  of  Fermât. 

32.  B.  Levi  (Cagliari),  Sopra  la  equazione  indeterminata  del  3® 
grado.  —  L'auteur  s'occupe  de  la  détermination  de  solutions  ra- 
tionnelles de  l'équation  indéterminée  du  3'""  degré  à  l'aide  des 
procédés  rationnels  et  en  partant  des  solutions  rationnelles  con- 
nues. 

33.  Frattini  (Rome),  La  nozione  di  indice  e  l'analisi  indeter- 
minata dei  polinomi  interi.  —  Après  une  courte  introduction  Fau- 
teur définit  Tindice  d'un  binôme  irrationnel  et  donne  une  règle 
pour  sa  détermination.  Il  termine  par  quelques  applications. 

34.  Severini  (Catania),  SuUe  successioni  infinité  di  funzioni 
analitiche.  —  L'auteur  rappelle  les  recherches  faites  dans  ce  do- 
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maine  suivant  la  direction  donnée  par  Cauchy  et  Riemann,  puis 
il  les  examine  ensuite  au  point  de  vue  de  la  théorie  de  Weier- 
strass. 

35.  Zaremba  (Cracovie),  Sur  le  principe  de  Dirichlet.  —  M. 
Zaremba  remplace  le  problème  de  Dirichlet  par  un  autre  plus 
général  qu'il  appelle /^ro^/è/Tt^  transformé  ^i  il  montre  que  la  théo- 
rie du  principe  de  Dirichlet  et  les  questions  qui  s'y  rattachent 
résultent  simplement  de  la  théorie  du  problème  transformé. 

36.  BoGGio  (Turin),  Suila  risoluzione  di  una  classe  di  equazioni 
algebriche  che  si  presentano  nella  matematica  fînanziaria  ed  attua- 
riale.  —  L'auteur  appelle  l'attention  des  analystes  sur  la  résolu- 
tion des  équations  algébriques  dans  lesquelles  tous  les  coefTicients 
sont  positifs,  sauf  le  terme  connu  qui  est  négatif. 

37.  AuTOXNB  (Lyon),  adresse  un  mémoire  sur  les  fonctions  homo- 
gènes d'une  variable  hypercomplexe. 


Section  II  :  Géométrie. 

Présidents  :  MM.  Bianchi  et  Segre.  —  Ont  en  outre  été  appelés 
à  la  présidence  :  MM.  Zeuthen,  Darboux,  Noether,  D'Ovidio, 
Schur. 

Secrétaires  :  MM.  De  Franchis  et  Amoroso. 

17  communications,  réparties  sur  4  séances. 

1.  Andradb  (Besançon),  Le  théorème  d'Ampère-Stokes  et  le  pos- 
tulatum  d'Euclide.  —  Le  théorème  d'Ampère-Stokes  sur  le  vec- 
teur tourbillon  est  susceptible  d'une  extension  non-euclidienne  ; 
après  avoir  justifié  cette  remarque  l'auteur  en  montre  l'applica- 
tion suivante  :  la  cinématique  des  vecteurs  caractérise  immédia- 
tement l'espace  euclidien  par  ta  forme  cartésienne  de  son  ds^  sa- 
voir rf«'  =:  dx^  +  dy^  -}-  rfz*. 

2.  Varicak  (Agrami,  Beitragzur  nicht-euklidischen  analytischen 
Géométrie.  —  Exposé  de  quelques  applications  à  la  Géométrie 
analytique  de  Lobatschefsky. 

3.  Zbuthen  (Copenhague),  Un  exemple  d'une  correspondance 
sans  «  Werthigkeit  ».  —  Etude  basée  sur  la  détermination  des 
«  points-pinces  »  d'une  certaine  surface  réglée. 

4.  MoNTESANo  (Naples),  Sui  complessi  bilineari  di  coniche  nello 
spazio.  —  L'auteur  fait  un  exposé  des  complexes  qu'il  a  étudiés 
et  montre  comment  ils  se  rattachent  à  ceux  de  Humbert. 

5.  Sevbri  (Tivoli),  Di  alcuni  recenti  résultat!  nella  geometria 
algebrica  e  di  qualche  problema  ad  essa  collcgato.  —  Après  avoir 
rappelé  les  résultats  concernant  les  intégrales  simples  apparte- 
nant à  une  surface  algébrique,  il  considère  la  cause  d'irrégularité 
d'un  système  linéaire  liée  à  l'irrégularité  de  la  surface. 

6.  Bagxbra  (Messine),  Sopra  le  equazioni  algebriche  f  (.r,  y^  z) 
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=  O  che  si  possono  risolvere  con  ,r,  y,  z,   funzioni  meromorfe 
quadruplamente  periodiche  de  due  parametri. 

7.  De  Franchis  (Parme),  Intorno  aile  superficie  regolari  di  gé- 
nère uno  che  ammettono  una  rappresentazione  parametrica  me- 
diante  funzioni  iperellittiche  di  due  argomenti.  —  Exposé  des 
méthodes  permettait  la  construction  des  surfaces  hyperelliptiques 
et  étude  d'un  cas  particulier. 

8.  Rados  (Budapest),  Ueber  Wendetangentenebenen  vonRaum- 
kurven.  —  L'auteur  expose  le  critère  de  l'existence  des  plans  tan- 
gents d'inflexion  pour  les  courbes  gauches  dans  l'espace  ordinaire 
et  dans  les  espaces  de  dimensions  supérieures. 

9.  BiANCHi  (Pise),  Sulle  trasformazioni  di  Darboux  délie  superfici 
di  area  minima.  —  C'est  une  étude  des  transformations  basée  sur 
les  travaux  de  MM.  Darboux  et  Guichard.  Les  transformations 
ainsi  obtenues  pour  la  démonstration  des  paraboloïdes  ne  sont 
qu'un  cas  particulier  des  transformations  des  surfaces  applicables 
sur  les  quadriques.  L'auteur  indique  un  problème  plus  général 
dont  la  solution  parait  désirable. 

M.  Darboux  ajoute  quelques  remarques  et  signale  quelques  ré- 
sultats nouveaux. 

10.  Pannelli  (Rome),  Sopra  un  carattere  délie  varieta  algebri- 
che  a  tre  dimension!.  —  L'auteur  montre  que  le  genre  Jacobien 
d'une  droite  donnée  ne  dépend  pas  du  choix  de  cette  droite  et 
qu'il  constitue  par  conséquent  un  invariant  relatif  à  la  variété. 

11.  DiNGELDEY  (Darmstadt),  Zur  Erzeugung  der  Kegelschnitte 
nach  Braikenridge  und  Maclaurin.  —  Le  conférencier  examine  le 
mode  de  classification  des  éléments  qui  servent  à  la  génération 
des  sections  coniques  selon  Braikenridge  et  Maclaurin. 

12.  FiNSTERBUscH  (Zwickau),  Ueber  Erweiterung  eines  Schlies- 
sungsproblems  von  J.  Steiner  und  ihre  Beziehungzur  Gauss'chen 
Théorie  Zentrierter  Linsensysteme.  —  L'auteur  donne  deux  ex- 
posés d'un  problème  de  Sterner  avec  une  application  à  la  théorie 
des  lentilles. 

13.  Gallucci  (Naples),  Su  la  configurazione  armonica. 

14.  Bruckner  (Bautzen),  Bemerkuugen  zur  Morphologie  der 
aussergewôhnlichen  Polyeder  erlâutert  durch  die  Sechsflache.  — 
Aperçu  des  principes  de  la  division  en  classes  des  polyèdres 
irréguliers  et  méthode  principale  pour  la  génération  de  ces 
formes. 

15.  Brouver  (Amsterdam),  Une  théorie  des  groupes  finis  et  con- 
tinus indépendante  des  axiomes  de  Lie.  —  Elle  est  basée  sur  la 
prépondérance  biuniforme  et  continue  des  courbes. 

16.  TziTZEicA  (Bucarest),  Sur  une  nouvelle  classe  de  surfaces. 

17.  Pfeiffer  (Kieff),  Du  développement  des  fonctions  algébri- 
ques de  deux  variables  indépendantes  en  séries  entières  des  va- 
riables indépendantes. 
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Section  III. 


Section  III  A  :  Mécanique  et  Physique  mathématique. 

Présidents  :  MM.  Pizzelli,  Levi-Civita,  Liiiggi.  —  Ont  en  outre 
été  appelés  à  la  présidence  :  MM.  Volterra,  G.-H.  Darwin,  Lia- 
pounoff,  Wangerin,  Hadainard. 

Secrétaires  :  MM.  Gianfranceschi,  E.  Levi,  Boggîo. 

25  communications,  réparties  sur  6  séances. 

1.  G.-H.  Darwin  (Cambridge),  The  rigidity  of  the  earth.  — 
Etude  historique  et  critique  des  principaux  travaux  sur  la  rigidité 
de  la  terre  en  rapport  avec  le  phénomène  des  marées  ;  Tauteur 
examine  tout  particulièrement  les  travaux  de  Laplace  et  de  Lord 
Kelvin. 

2.  Lamb  (Manchester),  The  flexure  of  narrow  Beams. 

3.  Lauricklla  (Catania),  SulF  equazione  J^"^  V  =  O  e  su  alcune 
estensioni  délie  equazioni  delF  elasticita.  —  L'auteur  part  de  sa 
récente  démonstration  de  Téquation  :  J^  Y  =  O  et  présente  une 
généralisation  pour  des  valeurs  données  au  contour  de  la  fonc- 
tion inconnue  et  de  ses  dérivées  normales  des  N —  i  premiers 
ordres.  Il  envisage  encore  d'autres  équations  plus  générales. 

4.  SoMiGLiANA  (Turin),  Sulle  deformazioni  elastiche  non  rego- 
lari.  —  L'auteur  commence  par  démontrer  l'existence  possible  de 
déformations  élastiques  satisfaisant  aux  conditions  établies  par 
Weingarten  et  non  pas  à  celles  de  Volterra  et  que  de  telles  défor- 
mations ne  sont  possibles  que  dans  les  corps  simplement  con- 
nexes. D'après  une  conception  du  professeur  Morera  il  énonce 
une  théorie  possible  de  la  tension  des  larmes  hataviques. 

5.  M.  Abraham  (Berlin),  Zur  Théorie  derWirbelstrombremsen. 
—  Etude  basée  sur  l'électrodynamique  de  Hertz.  L'auteur  cherche 
jusqu'à  quel  point  la  dépendance  de  la  force  freinante  à  la  vitesse 
peut  être  déterminée  théoriquement. 

6.  J.  Andrade  (Besançon),  Nouvelle  méthode  pour  la  mesure  du 
frottement.  —  L'auteur  construit  une  roue  pendule  de  grandes 
dimensions  qui  produit  par  une  même  pression  systématique  deux 
frottements  de  moments  différenls,  et  par  la  comparaison  de  deux 
expériences  il  déduit  des  extinctions  des  amplitudes  le  coefficient 
de  frottement  après  élimination  de  l'eflPet  de  roulement. 

7.  KoRN  (Munich),  Ueber  die  universellen  Schwingungen  der 
Materie  mit  Anvendungen  auf  die  Théorie  der  Gravitation  und 
der  întramolekularen  KrUfte.  —  Après  une  courte  exposition  des 
fondements  de  la  théorie  des  vibrations  universelles  (vibrations 
propres  aux  particules  faiblement  compressibles,  immergées  dans 
un  milieu  incompressible)  l'auteur  définit  la  vibration  de  puisa- 
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tion  nécessaire  pour  expliquer  la  gravitation  comme  étant  une 
vibration  fondamentale  des  vibrations  universelles. 

8.  Levi-Civita  (Padoue),  Sulla  espressîone  asintotica  dei  poten- 
ziali  ritardati.  —  L'auteur  étudie  le  caractère  de  dépendance  fonc- 
tionnelle qui  complique  singulièrement  le  maniement  des  poten- 
tiels retardés. 

9.  Garbasso  (Gênes),  La  luce  bianca.  —  Etude  du  spectre  nor- 
mal d'une  vibration  amortie.  D'accord  avec  les  expériences  de 
Zelinder  et  en  opposition  avec  la  théorie  de  Carvallo  il  cherche  à 
établir  que  ce  spectre  est  continu. 

10.  Greenhill  (Londres),  Geometry  of  motion  of  a  spinning 
top.  —  Méthode  pour  désigner  une  famille  de  courbes  hodogra- 
phes  de  l'herpolodie  de  Poinsot  en  employant  l'ellipse  focale  d'un 
hyperboloïde  déformable  et  une  tangente  génératrice  pour  la 
détermination  de  l'angle  absidal  et  des  inclinaisons  limites  des 
axes. 

11.  SoMMERFELD  (Munich),  adresse  une  Note  intitulée  :  Beitrâge 
zur  Erklârung  der  turbulenten  Flûssigkeitsbewegungen. 

12.  BocGio  (Turin),  Sopra  alcuni  teoremi  di  fisica  matematica. 
—  Etude  des  applications  aux  problèmes  de  la  Physique  mathé- 
matique des  intégrales  des  équations  indéfinies  aux  limites. 

13.  BoccARDi  (Turin),  Sur  une  nouvelle  équation  dans  les  obser- 
vations des  passages.  —  L'auteur  explique  les  observations  et  les 
faits  qui  l'ont  conduit  à  établir  une  table  qu'il  appelle  «  équation 
de  transparence.  » 

14.  J.  Andrade  (Besançon),  Synchronisation  par  le  fer  doux.  — 
La  méthode  d'approximations  successives  de  M.  Picard  a  permis 
à  l'auteur  d'affirmer  la  stabilité  du  phénomène  de  synchronisation 
et  de  l'étendre  à  des  mouvements  à  peu  près  pendulaires  amortis 
par  une  résistance  à  peu  prè$  proportionnelle  à  la  vitesse.  Dans  la 
synchronisation  par  le  fer  doux  il  n'y  a  plus  de  force  synchroni- 
sante périodique  à  proprement  parler  et  pourtant  la  méthode  de 
M.  Picard  et  la  notion  des  substitutions  répétées  combinées  per- 
mettent d'expliquer  encore  ici  le  phénomène  de  la  synchronisa- 
tion. 

15.  Genèse  (Aberyswyth),  The  Method  of  reciprocal  polars  ap- 
plied  to  Forces  in  Space.  —  Extension  à  l'espace  des  conclusions 
d'une  Note  précédente  sur  les  polaires  réciproques  en  statique 
publiée  dans  les  «  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society.  » 

10.  Macfarlane  (Chatham,  Canada)  adresse  un  mémoire  intitulé  : 
On  the  square  of  Hamiltons's  delta.  —  Etude  de  cette  expression 
en  coordonnées  polaires. 

17.  Tedone  (Gènes),  Sopra  il  problema  di  Lamé.  —  Détermina- 
tion de  certains  systèmes  triples  orthogonaux  de  surfaces  de 
rotation. 
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18.  G.-H.  Bryan  (N.  Wales),  Notes  on  the  sleering  of  automo- 
biles and  on  the  balancing  of  ships.  —  L'auteur  examine  les  con- 
ditions géométriques  qui  interviennent  dans  l'étude  du  glissement 
latéral. 

19.  PoYNTiNG  et  Barlow  (Angleterre),  The  momentum  of  a  beam 
of  light.  —  L'étude  de  la  pression  de  radiation  sur  un  plan  mo- 
bile révèle  l'existence  d'une  composante  tangentielle  lorsque  le 
faisceau  tombe  obliquement  sur  une  surface  absorbante. 

20.  KoLosoFF  (JurserfiF),  Sur  le  problème  plan  dans  la  théorie 
d'élasticité.  —  Etude  d'un  nouveau  moyen  permettant  d'obtenir 
diverses  solutions  du  problème  plan  de  la  théorie  d'élasticité. 
Elle  a  été  suivie  de  remarques  de  MM.  Runge,  Boggio,  Volterra 
et  Hadamard. 

21.  Marcolongo  (Naples),  Per  l'unifîcazione  délie  notazioni  vet- 
tororiali.  —  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  ont  publié  dans  les 
«  Rendiconti  di  Palermo  »  (1907-1908),  une  série  d'articles  sur 
cette  importante  question.  M.  Marcolongo  résume  leurs  proposi- 
tions qui  sont  basées  sur  les  deux  principes  suivants  : 

I.  Les  notations  fondamentales  du  système  minimum  vectoriel 
ne  doivent  pas  être  en  contradiction  avec  celles  des  systèmes  plus 
amples  de  Môbius,  Hamilton,  Grassmann. 

II.  Les  opérations  doivent  être  conformes,  autant  que  possible, 
à  des  lois  formelles  similaires  à  celles  qui  sont  universellement 
connues  des  analystes. 

Les  propositions  sont  au  nombre  de  cinq  : 

1**  Selon  Grassmann,  Hamilton,  Bellavitis,  Môbius  on  propose 
d'indiquer  le  secteur  de  A  à  B  par  B-A  (différence  de  deux  points). 
Dans  certains  cas  comme  cela  arrive  souvent  en  Physique  mathé- 
matique, on  peut  indiquer  un  vecteur  par  une  seule  lettre,  et 
selon  Heaviside,  se  servir  de  caractères  gras  a,  b,  etc. 

2°  La  grandeur  ou  module  du  vecteur  B-A  ou  a  est  indiquée  par 
mod,  a  suivant  Argand  et  Cauchy. 

3°  La  somme  d'un  point  et  d'un  vecteur,  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  deux  vecteurs,  le  produit  d'un  nombre  réel  par  un  vec- 
teur sont  indiqués,  selon  Grassmann  et  Hamilton,  respective- 
ment par 

A  +  a,    a  +  b,    ma. 

4°  Selon  Grassmann,  Somoff,  Resal,  le  produit  intérieur  ou  sca- 
laire  des  vecteurs  a  et  b  est  indiqué  par  a  X  b  (et  se  lit  a  sca- 
laire b)  ;  le  produit  extérieur  ou  i^ectoriel  serait  exprimé  par  la 
notation  nouvelle  a  A  b  (qui  se  lit  a  vecteur  b). 

5*^  D'après  Maxwell,  Riemann-Weber,  Clifford,  Lorentz,  Ferra- 
ris,  on  indiquera  le  gradient  d'un  nombre,  la  rotation  et  la  diver- 
gence d'un  vecteur  u  par  la  notation 

grad.  u,     rot.  u,     div.  u. 
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Les  auteurs  avaient  eu  soin  d'envoyer  leurs  propositions  à  tous 
ceux  qui  s'occupent  habituellement  de  calculs  vectoriels,  aussi 
s'attendait-on  à  une  discussion  immédiate.  Faute  de  temps  celle- 
ci  n'a  pu  avoir  lieu.  Il  eut  pourtant  été  intéressant  et  utile  d'avoir 
tout  au  moins  un  premier  échange  de  vues  sur  ce  projet  de  nota- 
tion. Sur  la  proposition  de  M.  Hadamard,  qui  présidait  la  séance, 
la  section  a  décidé  de  demander  au  Congrès  de  nommer  une  Com- 
mission internationale  pour  V unification  de  la  notation  vectorielle. 
On  a  vu  plus  haut  que  cette  proposition  a  été  adoptée  et  que  le  Co- 
mité du  Congrès  a  été  chargé  de  former  cette  Commission.  Celle- 
ci  sera  nécessairement  formée  des  représentants,  non  pas  des  dif- 
férentes nations,  mais  des  différentes  écoles,  kw  moment  où  le  cal- 
cul vectoriel  pénètre  de  plus  en  plus  dans  les  sciences  appliquées, 
le  besoin  d'une  unification  de  la  notation  s'impose  chaque  jour 
davantage. 

22.  PizzETTi(Pise),Sulla  riduzione  délie  latitudini  e  délie  longi- 
tudiniJal  livello  del  mare. 

9 

23.  Casazza  (Milan),  Nuove  deduzioni  nella  teoria  délia  compo- 
sizione  dei  noti.  —  L'auteur  expose  des  critiques  personnelles  sur 
la  théorie  physique  de  la  composition  des  mouvements. 

24.  Beljankin  (Kieff),  Exemple  d'une  force  centrale  telle  qu'un 
point  matériel  peut  décrire  unejcourbe  de  deuxième  ordre. 

25.  Stôrmer  (Christiania),  Sur  les  trajectoires  des  corpuscules 
électrisés  dans  le  champ  d'un  aimant  élémentaire,  avec  applica- 
tion aux  aurores  boréales.  —  Dans  cette  conférence  qui  a  eu  lieu  le 
soir,  vendredi  10  avril,  à  la  salle  de  la  Société  des  ingénieurs  et 
architectes,  l'auteur  donne  un  court  résumé  de  son  important 
mémoire  :  Sur  les  trajectoires  des  corpuscules  électrisés  dans  les- 
pace  sous  l'action  du  magnétisme  terrestre  as^ec  application  aux 
aurores  boréales^  paru^dans  les  «  Archives  de  Genève  »  (juillet- 
octobre  1908). 

Il  fait  voir  comment  on  est  conduit  tout  naturellement  à  l'étude 
des  trajectoires  en  question  quand  on  veut  déduire  par  l'analyse 
mathématique  les  conséquences  de  l'hypothèse  physique  de  M. 
Berkeland  que  les  aurores  boréales  et  les  perturbations  magnéti- 
ques sont  dues  à  des  corpuscules  électrisés  venant  de  l'espace 
cosmique  vers  la  terre.  La  solution  du  problème  de  trouver  les  tra- 
jectoires présente  de  très  grandes  difficultés,  mais  l'auteur  avait 
réussi  soit  théoriquement,  soit  par  des  intégrations  numériques 
d'une  grande  étendue  (plus  de  5000  heures  de  travail)  à  déduire 
les  propriétés  essentielles  des  trajectoires.  Comme  conséquences 
de  cette  analyse  on  retrouve  théoriquement  toute  une  série  de 
propriétés  caractéristiques  des  aurores  boréales,  comme  les 
zones  de  fréquence  maximum,  l'apparition  dans  la  nuit,  les  rayons 
auroraux  et  les  draperies  d'aurores. 

Cette  conférence  était  illustrée  de  projections  lumineuses. 
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Section  III  B  :  Sciences  de  l'actuaire  et  sciences  de  l'ingénieur. 

Sciences  de  l'Actuaire. 

Président  :  M.  G.  Toja.  M.  Quiquet  a  été  appelé  à  présider  la 
deuxième  séance. 

Secrétaires  :  MM.  P.  Michel  et  Insolera. 
12  communications,  réparties  sur  2  séances. 

1.  Toja  (Florence),  Alcune  considerazioni  sui  rapporti  traie Ma- 
tematiche  e  la  Scienza  Attuarîale.  —  Dans  ce  discours  d'ouver- 
ture, le  président  examine  les  rapports  entre  les  mathématiques 
et  la  science  de  l'ingénieur,  il  insiste  notamment  sur  le  concept 
et  la  détermination  de  la  probabilité  à  priori. 

2.  Quiquet  (Paris),  Sur  une  nouvelle  application  des  Jacobiens 
aux  probabilités  viagères.  —  L'auteur  apporte  un  complément  à 
sa  thèse  d'actuaire  (1892)  et  à  sa  communication  au  Congrès  d'ac- 
tuaires à  New-York  (1903).  Il  essaie  de  représenter  N  fonctions 
de  survie  d'ordre  «,  distinctes  ou  non,  par  un  groupe  de  n  fonc- 
tions seulement,  /i  <;  N,  celles-ci  étant  identiques  entre  elles.  Il 
étudie  aussi  le  cas  particulier  où  les  N  fonctions  présentent  le 
caractère  appelé  «  Gompertzien  ». 

3.  Poussin  (Paris),  Sur  Tapplication  du  graphicisme  aux  calculs 
d'assurances. 

4.  Elderton,  a  comparison  of  some  curves  usedfor  graduating. 

5.  BoHLMANN  (Berlin),  Ueber  die  Grundlagen  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Lebensversiche- 
rung.  —  Dans  la  première  partie,  la  partie  générale,  l'auteur  exa- 
mine les  hypothèses  et  les  théorèmes  du  calcul  des  probabilités 
sur  lesquels  se  basent  les  opérations  de  la  Théorie  des  assurances. 
L'analyse  de  la  notion  d'indépendance  des  événements  montre 
qu'il  ne  suffit  pas  pour  que  «événements  soient  indépendants  que 
l'indépendance  soit  vérifiée />ottr  detix  quelconques  de  ces  événe- 
ments ;  cette  étude  est  accompagnée  d'un  exemple.  La  seconde 
partie  est  consacrée  aux  applications  à  la  Théorie  des  assurances. 
Ici  l'auteur  montre  qu'en  raison  des  hypothèses  faites,  l'indépen- 
dance des  probabilités  de  décès  de  n  individus  a  lieu  dès  qu'elle 
est  vérifiée   pour  deux  quelconques  individus. 

6.  BoREL  (Paris),  Sur  les  applications  du  Calcul  des  Probabili- 
tés aux  sciences  biologiques. 

7.  March  (Paris),  Une  nouvelle  statistique  internationale  de  la 
population.  Observation  sur  la  comparaison  et  sur  la  terminologie 
des  statistiques. 

8.  De  Helguero  (Asti),  SuUa  rappresentazioneanaliticadi  alcune 
statistiche. 
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9.  Lembourg  (Bruxelles),  L'actuaire,  sa  fonction  et  les  deux 
aspects  de  celle-ci. 

10.  GiNi,  La  regolarità  dei  fenomeni  rari. 

11.  Dawson  (New-York),  Necessary  cautions  in  Dealing  with 
Âctuarial  Problems. 

12.  Castelli  (Rome),  Suirinsegnamento  délia  matematica  attua- 
riale  e  fînanziaria  nelle  scuole  professionali  inferiori,  medie,  e 
superiori. 

Sciences  de  l'Ingénieur. 

Président:  M.  Luiggi.  —  M.  d'Ocagne  a  été  appelé  à  présider  la 
seconde  partie  de  la  séance. 
Secrétaire  :  M.  Parvopassu. 
6  communications,  1  séance. 

1.  LuiGGi  L.  (Rome),  Considérations  sur  les  rapports  entre  les 
sciences  mathématiques  et  l'art  de  bâtir. 

2.  Canevazzi  s.  (Bologne),  La  matematica  e  l'arte  del  costruttore 
in  Italia. 

3.  D'Ocagne  (Paris),  La  technique  du  calcul  dans  la  science  de 
l'ingénieur.  —  Importance,  au  point  de  vue  des  applications 
techniques,  des  tables  de  calculs  tout  faits.  Avantages  qu'il  y  a  à 
leur  donner  la  forme  graphique  et  plus  particulièrement  celle  de 
monogrammes  à  points  alignés. 

4.  D'Ocagne  (Paris),  Sur  la  rectification  graphique  approchée 
des  arcs  de  cercle.  —  Comparaison  d'un  certain  nombre  de 
constructions  dues  à  Snellius,  Huygens,  Macquorn  Rankine,  Van 
den  Berg,  d'Ocagne,  qui,  toutes,  fournissent  une  approximation 
du  S"'**  ordre,  ce  qui,  pratiquement,  équivaut  à  une  construction 
rigoureuse.  Seules,  la  première  et  la  dernière  sont  réversibles^ 
c'est-à-dire  permettent  de  porter  une  longueur  donnée  sur  un 
cercle  donné,  problème  non  moins  utile  à  résoudre  que  le  pro- 
blème direct  pour  les  applications  à  la  Géométrie  descriptive. 
Comparaison  des  approximations  fournies  par  ces  deux  construc- 
tions, toute  à  l'avantage  de  la  seconde  qui  ne  le  cède  d'ailleurs 
pas  à  la  première  sous  le  rapport  de  la  simplicité  du  tracé. 

5.  Claxton-Fidler,  On  the  Applications  of  Mathematics  to  the 
Theory  of  Construction. 

G.  SwAiN,  The  teaching  and  use  of  Mathematics  in  the  civil 
Engineering  profession. 

Le  président  exprime  le  vœu  qu'aux  prochains  congrès  on 
donne  plus  de  développement  à  cette  section. 

Section  IV  :  Philosophie,  Histoire,  Enseignement. 

Présidents  :  MM.  Enriques,  Loria,  Vailatî.  —  Ont  en  outre  été 
appelés  à  la  présidence  :  MM.  Fehr,  E.  Picard  et  Simon. 
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Secrétaires  :  MM.  Lazzeri  et  Conti. 

39  communications,  réparties  sur  5  séances. 

Publications  déposées  à  la  présidence  :  En  ouvrant  la  séance  du 
8  avril,  M.  Loria,  président,  annonce  que  la  rédaction  de  YEn- 
seignement  mathématique  met  à  la  disposition  des  membres  de  la 
section  des  exemplaires  des  numéros  1  et  2  de  Tannée  courante, 
dont  le  premier  contient,  entre  autres  documents  importants,  le 
rapport  de  MM.  Kieinet  Gutzmer  sur  la  préparation  des  candidats 
à  l'enseignement  scientifique.  —  A  cette  même  séance,  M.  Gutzmer 
dépose  le  volume  :  Die  Tâtigkeit  der  Unterrichskommission  der 
Gesellschaft  Deutscher  Naturforscher  u.  Aertzte  (Leipzig,  1908). 
—  A  la  séance  du  10  avril  M.  Loria  présente  au  Congrès  le  pre- 
mier exemplaire  du  4"**  volume  des  Vorlesungen  ûber  die  Ge- 
schivhte  der  Mathematiky  par  M.  Cantor,  et  propose  qu'a  cette 
occasion  le  Congrès  adresse  un  télégramme  de  sympathie  au  sa- 
vant historien  des  mathématiques  (adopté  par  acclamation).  —  A 
la  seconde  séance  de  la  sous-section  d'Histoire,  M.  Gubler  (Zurich) 
dépose  deux  nouvelles  reproductions  de  portraits  de  Steiner, 
adressées  au  Congrès  par  M.  Bûtzberger  (Zurich)  ;  il  annonce  qu'on 
a  retrouvé  des  travaux  inédits.du  grand  géomètre  suisse.  Ils  seront 
publiés,  probablement  sous  forme  d'un  supplément  aux  œuvres  de 
Steiner,  par  les  soins  de  M.  Bûtzberger  qui  les  accompagnera 
d'une  étude  biographique  ^  très  complète. 

Philosophie. 

1.  Enriques  (Bologne),  Matematiche  e  Filosofîa,  discours  d'ou- 
verture. —  M.  Enriques,  en  ouvrant  la  sous-section  de  Philoso- 
phie du  Congrès,  exprime  le  vœu  que  la  discussion  amène  à 
éclaircir  les  raisons  d'ordre  sentimental,  esthétique  ou  pratique, 
qui  séparent  les  vues  des  mathématiciens.  Il  retrace  à  grands 
traits  le  développement  des  mathématiques  depuis  Torigine  de  la 
science  moderne  jusqu'à  nos  jours,  en  faisant  ressortir  le  paral- 
lélisme entre  la  conception  dominante  des  mathématiques  et  les 
traits  généraux  de  la  pensée  chez  les  philosophes  mathémati- 
ciens. C'est  ainsi  que  le  problème  cosmologîque,  le  problème 
de  la  connaissance,  et  de  nos  jours  le  problème  logique  corres- 
pondent à  un  développement  de  notre  science,  où  Ton  voit  se 
séparer  successivement  les  éléments  d'expérience,  d'intuition  et 
de  logique,  qui  se  trouvaient  englobés  d'une  façon  confuse  dans 
la  conception  des  mathématiques  chez  Descartes. 

La  préoccupation  logique  actuelle  correspond  à  une  conception 


*  Suivant  une  coniinuni cation  de  M.  Billxborger,  Sleiner  a  pa«sti  l'hiver  lH43-'t'f  à  Homp. 
en  compagnie  de  Diricholet,  Jacobî,  Borchardt  et  Schliifli.  En  mai  1844,  il  a  visite  Naples  on 
compagnie  do  Jacobi.  —  H.  F. 

L'Enseignement  malhém.,  10*  année;  1908.  17 
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statique  des  mathématiques  pures,  dont  on  veut  ordonner  les  pro- 
positions en  satisfaisant  certaines  exigences  esthétiques  et  écono- 
miques de  hi  pensée.  Cependant,  M.  Flnriques  fait  remarquer  que 
le  développement  des  mathématiques  dans  le  dernier  siècle  ne  se 
borne  pas  à  un  travail  de  systématisation  ;  il  est  essentiel  de  re- 
connaître les  nouveaux  éléments  empruntés  à  l'expérience  et  à 
rintuition  qui  sont  venus  enrichir  les  domaines  de  notre  science. 
Or  chez  les  travailleurs  qui  voient  dans  ces  éléments  la  source 
des  découvertes  nouvelles,  une  autre  préoccupation  philosophique 
s'ajoute  à  celle  de  la  logique,  et  c'est  ainsi  que  le  problème  psy- 
chologique prend  naissance  dans  leur  esprit. 

Le  dualisme  que  l'on  rencontre  entre  ces  deux  points  de  vue 
Vogique  et  psychologique  parmi  les  penseurs  mathématiciens  cor- 
respond aux  diflerentes  conceptions  qu'ils  se  forment  de  la  science, 
envisagée  chez  les  uns  au  point  de  vue  statique  de  la  théorie  ac- 
complie, chez  les  autres  au  point  de  vue  dynamique  de  la  genèse 
des  théories,  ou  de  leur  histoire. 

2.  Hëssenberg  (Bonn),  Zahlen  und  Anschauung.  —  Les  fonde- 
ments de  la  théorie  des  nombres  entiers  appartiennent  à  la  logi- 
que ;  la  construction  de  ses  éléments  est  basée  sur  l'intuition, 
puisque  ces  éléments  sont  logiquement  irréductibles.  Le  cas  est 
tout  à  fait  analogue  à  celui  de  la  géométrie,  dans  laquelle  le  sys- 
tème des  rapports  résulte  de  la  logique,  mais  non  des  éléments 
eux-mêmes. 

3.  BouTRonx  (Paris),  Sur  la  relation  de  l'Algèbre  à  l'Analyse 
mathématique.  —  Au  point  de  vue  historique,  l'Analyse  mathéma- 
tique est  une  extension  de  l'Algèbre,  L'Analyse  et  l'Algèbre  sont 
pour  Newton,  Kuler,  Lagrange,  des  expressions  synonymes,  la 
première  se  distinguant  de  la  seconde  en  ce  qu'elle  renferme  des 
opérations  infinies.  Et  c'est  ainsi  qu'une  longue  tradition  nous 
fait  considérer  l'Analyse  comme  l'étude  des  expressions  algé- 
briques convergentes.  Cette  opinion  ne  semble  plus  être  soute- 
hable  aujourd'hui.  L'Analyse  n'est  pas  une  construction  ;  c'est 
l'effort  que  nous  faisons  pour  analyser  et  pour  traduire  dans  la 
langue  de  l'Algèbre  les  lois  mathématiques.  L'Algèbre  n'est  plus 
que  l'instrument  de  l'Analyse. 

4.  Itelsox  (Berlin),  Logik  und  Mathematik.  — La  relation  entre 
la  logique  et  les  mathématiques  ne  peut  être  déterminée  que  lors- 
qu'une définition  de  l'une  et  des  autres  a  été  donnée.  La  logique 
n'est  pas,  comme  on  la  définit  ordinairement,  la  science  de  la 
pensée^  elle  est,  considérée  attentivement,  la  science  des  objets  en 
général  ;  les  mathématiques  sont  la  science  des  objets  ordonnés. 

5.  Itelson  (Berlin),  Deduclion,  Induction  und  Perduction.  — 
L'orateur  parle  du  nMe  de  la  déduction  et  de  l'induction  dans  les 
mathématiques.  11  estime  que  la  démonstration  de  /i  à  /i  +  l  est 
appelée  à  tort  une  induction  complète  ;  elle  est  composée  de  deux 
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raisonnements,  une  induction  complète  et  une  déduction  ;  elle 
mérite  par  conséquent  un  nom  spécial.  L'orateur  propose  de  lui 
donner  l'expression  «  perduction.  » 

M.  DiCKSTEiN  interpelle  l'orateur  à  la  fin  de  la  communication 
pour  lui  demander  où  la  logique  prend  ses  postulats  en  supposant 
que  chaque  science  doive  en  avoir. 

6.  Simon  (Strasbourg),  Du  continu,  point  et  ligne  droite,  re- 
marques historiques.  —  L'orateur,  se  plaçant  au  point  de  vue 
historique,  parle  de  Galilée  et  de  Leonardo,  qui  étaient  les  pre- 
miers à  reconnaître  exactement  le  problème  du  continu  ;  il  com- 
bat ensuite  l'arithmétisation  du  continu  faite  par  Cantor.  Par 
contre,  il  se  déclare  d'accord  avec  les  théories  de  M.  Veronese. 
Il  applique  ensuite  deux  axiomes  de  continuité  de  Hilbert  et  fait 
ressortir  que  ceux-ci  ne  disent  réellement  rien  pour  la  géométrie 
géométrique. 

7.  Bbrnstbin  F.  (Gœttingen),  Nachweis  dass  unter  allen  Bewei- 
sen  des  Pythagorâischen  Lehrsatzes  der  Beweis  des  An-Nairizi 
(900  n.  Chr.)  der  axiomatisch  einfachste  ist.  —  L'auteur  rappelle 
que  l'un  des  traits  caractéristiques  de  la  mathématique  moderne 
est  de  mettre  en  évidence  la  nature  exacte  de  certaines  idées, 
qu'on  s'est  faites  sur  la  méthode  de  notre  science.  Par  exemple, 
on  a  pu,  grâce  aux  recherches  sur  les  fondements  de  la  géométrie, 
donner  un  sens  exact  au  concept  de  la  «  pureté  »  des  démonstra- 
tions. Dans  le  même  ordre  d'idées,  nous  définissons  la  «  simpli- 
cité axiomatique  »  d'une  démonstration,  sur  la  base  des  axiomes 
appliqués  dans  cette  démonstration.  En  prenant  comme  exemple 
le  théorème  du  Pythagore,  nous  nous  bornons  aux  démonstra- 
tions par  addition  et  prenons  comme  mesure  de  «  simplicité  axio- 
matique »  le  nombre  le  plus  petit  des  applications  de  l'axiome  de 
congruence  en  plan.  I/auteur  démontre  rigoureusement  le  théo- 
rème suivant  :  //  est  impossible  de  faire  la  démonstration  sans  appli- 
quer l'axiome  de  congruence  en  plan  moins  de  six  fois. 

En  l'appliquant  sept  fois  nous  obtenons  la  démonstration  bien 
connue  de  An-Nairizi  ;  c'est  donc  une  des  plus  simples  à  notre 
sens. 

La  méthode  appliquée  ici  pour  fixer  le  sens  de  la  simplicité  la 
plus  naturelle  n'est  pas  unique.  Nous  l'avons  variée  en  divers  sens. 
C'est  bien  clair  si  l'on  observe  qu'on  peut  varier  la  base  axioma- 
tique de  la  démonstration.  L'auteur  estime  que  des  recherches 
analogues  seraient  nécessaires  dans  la  Géometrographie  créée  par 
M.  F^emoine. 

8.  Pastork  (Aoste),  Sopra  la  natura  extra-logica  délie  leggi  di 
tautologia  e  di  assorbimento  nella  logica  matematica.  —  Les  cho- 
ses principales  exposées  dans  cette  communication  se  réduisent 
en  substance  à  la  démonstration  de  la  nature  extra-logique,  c'est- 
à-dire  purement  descriptive,   des  lois  indiquées.  Il  en-  résulterait 

L'Enseignement  mathf'in.,  10*  année;  190H.  18* 
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l'introduction  dans  la  logique  mathématique  d'un  nouveau  groupe 
de  notions  et  d'opérations. 

9.  Gallucci  (Naples),  La  questione  logica  e  gnoseologica  nei 
fondamenti  délia  matematica.  —  La  critique  des  principes  des 
mathématiques  appartient  aux  mathématiques  et  à  la  philosophie, 
d'où  un  double  point  de  vue  dans  leur  traitement  :  le  point  de  vue 
logique  et  le  point  de  vue  gnoséologique.  Après  avoir  exposé  som- 
mairement les  conséquences  de  ce  double  point  de  vue,  l'auteur 
parle  d'une  conclusion  possible  qui  pourrait  conduire  à  une  réé- 
laboration de  la  théorie  de  la  connaissance  dans  laquelle  on  tien- 
drait compte  des  récents  développements  des  principes  de  la 
science. 

10.  Broggi  (Rome),  Sui  fondamenti  del  Calcolo  délie  Probabî- 
lita.  —  L'auteur  se  propose  de  donner  une  définition  axiomatique 
de  la  probabilité,  et  de  démontrer  l'existence  d'une  classe  de 
nombres,  qui  peuvent  être  considérés  comme  probabilités  dans  le 
sens  de  cette  définition.  Sa  construction  diffère  de  celle  dont  M. 
Bohlmann  a  fait  l'objet  d'une  autre  communication  au  Congrès 
(Classe  III  B),  en  tant  qu'elle  s'appuie  sur  une  définition  d'événe- 
ments qui  suppose  la  possibilité  de  la  réduction  au  «  schéma  »  de 
deux  ensembles  d'un  nombre  fini  ou  transfini  d'éléments. 

Dans  le  cas  d'ensembles  qui  ne  sont  pas  numérables,  et  des  pro- 
blèmes qui  les  concernent  (et  qu'on  peut  toujours  ramener  à  la 
forme  de  problèmes  géométriques)  la  détermination  de  la  proba- 
bilité reconduit  au  problème  de  la  détermination  de  la  mesure  des 
ensembles  (dans  le  sens  de  M.  Lebesgue)  et  n'est  possible  que  si 
celle-ci  l'est  de  son  côté. 

11.  Casazzà  (Milan),  Del  continuo  e  deilimiti  nelle  matematiche 
applicate.  —  M.  Casazza  examine  l'idée  du  continu  et  de  la  conti- 
nuité en  se  basant  sur  des  considérations  de  la  géométrie  atomi- 
que. Il  étend  ces  considérations  aux  concepts  d'espace  et  de 
temps.  Selon  lui  les  indivisibles  de  Galilée  et  de  Cavalieri,  qui 
sont  hypothétiques,  doivent  être  remplacés  par  des  indivisibles 
réels. 

12.  Brouvbr  (Amsterdam),  Le  potenzepossibili.  — En  examinant 
comment  il  est  possible  de  construire  un  système  mathématique, 
l'auteur  a  trouvé  qu'il  ne  peut  exister  que  trois  puissances  infi- 
nies ;  la  puissance  nombrable,  la  puissance  nombrable  incom- 
plète, et  la  puissance  continue. 

Histoire. 

13.  G.  LoRiA  (Gênes),  Le  tradizioni  matematiche  dell'Italia.  — 
Dans  son  intéressant  discours  d'ouverture  de  la  sous-section 
d'Histoire,  M.  Loria  se  propose  de  donner  un  premier  aperçu  des 
études  qu'il  a  entreprises  depuis  quelque  temps  en  vue  de  com- 
pléter l'aHistoire  des  sciences  mathématiques  en  Italie  »  de  G.  Libri. 
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Il  expose  les  raisons  pour  lesquelles  Thistoire  italienne  des  ma- 
thématiques ne  doit  pas  commencer  avec  Pythagore  ou  Archimède, 
mais  avec  Leonardo  Pisano  ;  il  décrit  l'œuvre  accomplie  par  celui- 
ci  et  les  causes  pour  lesquelles  il  n'avait  pas  de  dignes  succes- 
seurs durant  trois  siècles.  Mais  avec  Luca  Paciuolo  l'Algèbre  ita- 
lienne reprend  son  véritable  chemin  ascendant  pour  arriver  à  son 
apogée  avec  Cardano,  Tartaglia  et  leurs  disciples.  L'auteur  énu- 
mère  aussi  les  contributions  que  l'Italie  a  fournies  à  la  perspec- 
tive et  spécialement  la  découverte  du  point  de  concours  faite  en 
1600  par  Guidobaldo  del  Monte.  Le  siècle  suivant,  le  XVII,  fut 
dominé  par  Galilée  et  rempli  de  ses  œuvres  et  de  celles  de  ses 
disciples  Cavalieri,  Viviani,  Torricelli,  Borelli,  etc.,  tandis  qu'au 
XVIIl"**  siècle,  l'Italie  a  effectivement  développé  les  nouvelles 
doctrines  fondées  par  Leibniz  et  Newton.  L'auteur  rappelle  les 
Manfredi,  les  Riccati,  les  Fagnano,  G.  J.  Malfatti,  Lagrange  (dont 
il  démontre  l'indiscutable  nationalité  italienne)  et  finalement 
Ruflini  qui  par  ses  études  approfondies  sur  l'insolubilité  des  équa- 
tions du  5™*  degré  a  fondé  les  bases  de  la  théorie  actuelle  des 
substitutions.  Il  rappelle  ensuite  les  historiens  à  la  tête  desquels 
se  trouve  Cassali  avec  sa  grande  histoire  de  l'algèbre  italienne. 
Puis  il  décrit  encore  la  part  active  que  l'Italie  a  prise  au  dévelop- 
pement et  à  la  diffusion  de  la  Géométrie  descriptive,  en  citant  la 
vaste  œuvre  géométrique  qu'elle  a  accomplie  au  XIX"*®  siècle  sous 
la  direction  de  Luigi  Cremona  et  il  n'oublie  pas  les  écoles  analy- 
tiques qui  fleurissent  à  la  même  époque  à  Torino,  Pavie  et  Pise. 
Après  un  rapide  aperçu  concernant  divers  autres  éminents  mathé- 
maticiens italiens,  l'auteur  signale  quelques  caractéristiques  géné- 
rales de  l'arithmétique  italienne,  en  particulier  sa  continuation 
durant  sept  siècles  et  il  exprime  la  confiance  générale  qu'il  a  en 
un  avenir  non  moins  glorieux  que  le  passé. 

14.  H.  G.  Zeuthbn  (Copenhague),  Sur  les  rapports  entre  les 
principes  anciens  et  modernes  de  la  Géométrie.  —  L'auteur  a  fait 
remarquer  que,  pour  bien  saisir  la  connexion  logique  des  différents 
groupes  de  principes^  il  faut  avoir  égard  à  leurs  différents  points 
de  départ.  Pour  les  anciens  le  continu  était  déjà  quelque  chose 
d'existant,  qu'on  représentait  géométriquement,  tandis  que  les 
modernes  n'y  parviennent  que  par  le  postulat  cTEudoxe,  fausse- 
ment appelé  à  présent  le  postulat  d'Archimède.  11  permettait  aux 
anciens  d'établir  des  relations  entre  des  quantités  incommensu- 
rables, et  de  calculer  des  aires  et  des  volumes  qu'on  ne  peut  dé- 
composer en  parties  égales.  Pour  calculer  aussi  les  lignes  et  les 
surfaces  courbes,  Archimède  a  fait  usage  de  postulats  semblables 
à  ceux  qu'on  prend  aujourd'hui  pourpoint  de  départ  de  ce  calcul, 
et  c'est  par  une  méprise  fort  étrange  qu'on  a  pris  le  premier  de 
ces  postulats  (la  droite  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points) 
pour  une  définition  de  la  droite  ! 
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15.  Dav.  Eug.  Smith  (New  York),  The  Ganita-Sara-Sangraha  of 
Mâhâvîrâcârya. —  Nous  avons  été  si  longtemps  habitués  à  consi- 
dérer Aryabhata  Brahmagupta,  et  BÎiaskara  comme  les  seuls  mathé- 
maticiens de  renom  que  l'Inde  ait  produits,  que  c'est  devenu  une 
sorte  de  postulatum  chez  nous  qu'il  n'en  a  existé  aucun  autre.  Il 
est  par  conséquent  intéressant  de  savoir  que  d'ici  à  un  ou  deux 
ans  nous  aurons  une  traduction,  par  le  professeur  Rangacharya  de 
Madras,  du  grand  Ganitade  Mâhâvîrâcârya,  qui  a  écrit  à  Mysore  en 
Tan  850  environ.  Parmi  les  caractères  intéressants  de  cet  ouvrage  se 
trouvent  la  sommation  des  séries  au-delà  d'un  certain  terme  fixe, 
une  erreur  relative  à  la  signification  de  a  :  o,  plusieurs  problèmes 
comprenant  le  cas  .r  — (  b  x  -^  c  V a:  +  a)  =  o,  et  de  nombreuses 
formes  d'équations  indéterminées  comprenant  le  cas 

ax-^by  ■\-  cz  +  d^  =  p^  2  a  =  g. 

Cet  ouvrage  jetera  peut-être  du  jour  sur  l'origine  des  connais- 
sances de  Bhaskara,  sur  les  relations  des  mathématiques  grecques 
et  hindoues,  sur  les  rapports  des  écoles  de  Pataliputra  et  Ujjain 
avec  celle  de  Mysore,  et  certainement  sur  la  nature  de  l'algèbre 
hindoue  et  sur  l'époque  où  Al-Khow^arazmi  écrivait  à  Bagdad. 

16.  P.  DuHEM  (Bordeaux),  Sur  la  découverte  de  la  loi  de  la  chute 
des  graves.  —  La  loi  de  la  chute  des  graves  a  été  énoncée  d'une 
façon  exacte  par  Leonardo  da  Vinci.  Mais  l'idée,  d'une  façon  un 
peu  confuse,  se  trouve  dans  Albert  de  Saxe,  en  1341.  Il  dit  que  les 
vitesses  sont  proportionnelles  aux  espaces  parcourus  ;  mais  on 
peut  comprendre  d'après  le  texte,  que  les  vitesses  sont  propor- 
tionnelles aux  temps.  (Voir  les  C  H.  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  4  mai,  1908.  —  H.  F.) 

17.  GiACOMELLi  (Rome),  1  risultati  di  alcune  ricerchi  suU'opera 
meccanica  di  Galileo.  —  Après  avoir  montré  l'état  des  questions 
historiques  sur  les  deux  premières  lois  newtoniennes  du  moment, 
qui,  comme  on  sait,  sont  dues  à  Galilée,  le  conférencier  démontre 
quel  a  été  le  procédé  mental  et  expérimental  de  Galilée.  11  résul- 
terait d'abord  de  la  démonstration  que  Galilée  parvint  à  la  pro- 
position de  la  persistance  du  mouvement  en  se  servant  d'une  idée 
adoptée  par  lui  déjà  a  priori,  puis,  en  second  lieu  que  les  expé- 
riences sur  le  plan  incliné  par  lesquelles  on  croit  qu'il  a  été  mené 
à  la  découverte  de  la  loi  d'inertie  correspondent  à  celles  qui  le 
conduisirent  aux  découvertes  de  l'indépendance  des  mouvements, 
en  troisième  et  dernier  lieu,  que  les  rapports  entre  les  deux  pro- 
cédés furent  de  nature  purement  extérieurs  sans  qu'il  y  ait  entre 
les  deux  un  lien  intime  et  essentiel. 

18.  G.  PiTTAKELLi  (Romc),  Luca  Pacioli  usurpô  per  se  stesso 
qualche  libro  di  Piero  de'  Franceschi  ?  —  Après  une  étude  com- 
parée très  minutieuse  entre  le  Libellus  Pétri  Pictoris  Purgentis  de 
quinque  corporibus  regularibus  (codex  dans  la  bibliothèque  vati- 
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cane,  fond  urbinat)  et  les  Tractatus  primas,  secundus,  tertius  qui 
précèdent  la  Dinna  proportione  de  Luca  Pacioli,  M.  Pittarelli 
montre  que  vraiment  celui-ci  fut  un  plagiaire. 

Il  donne  ensuite  une  brève  notice  du  Libellus,  dont  on  conclu 
que  le  peintre  Piero  de'  Franceschi  connaissait  très  bien  la  géo- 
métrie d'Euclide,  et  savait  se  servir  de  l'algèbre  de  son  époque 
pour  résoudre  des  problèmes  de  géométrie. 

19.  G.  Pittarelli  (Rome),  Due  lettere  inédite  di  Lagrange 
all'Abate  di  Caluso  esistenti  nelFArchivio  storico  municipale  di 
Asti.  —  Le  professur  Pittarelli  a  trouvé  ces  lettres  de  Lagrange 
dans  les  Archives  d'Asti  ;  il  en  présente  les  photographies  offertes 
au  Congrès  par  la  Municipalité  d'Asti. 

20.  Emch  (Soleure),  Der  Rechenkûnstler  Winkler  und  seine  Me- 
thoden.  —  Le  grand  calculateur  suisse  J.  J.  Winkler  (1831-1893) 
eut  une  vie  assez  mouvementée  et  il  n'est  guère  possible  de  faire 
une  biographie  complète.  M.  Emch  est  cependant  parvenu  à  réu- 
nir un  certain  nombre  de  renseignements  biographiques  qu'il  fait 
suivre  d'une  étude  approfondie  de  ses  méthodes  de  calcul.  Ses 
calculs  oraux  extraordinaires  sont  cités  par  Laurent  dans  son  rap- 
port sur  Winkler  et  par  Binet  dans  son  ouvrage  sur  les  grands 
calculateurs  ;  ils  sont  dus  à  une  mémoire  remarquable  au 
service  de  règles  systématiques  mnémotechniques.  A  signaler  sa 
résolution  rapide  d'équations  indéterminées  du  2*  degré  à  4  incon- 
nues, sa  décomposition  d'un  nombre  de  cinq  chiflPres  en  une 
somme  de  quatre  carrés,  son  calcul  du  logarithme  à  7  décimales 
d'un  nombre  de  6  à  7  chiffres.  Il  faisait  tous  ces  calculs  sans 
écrire,  aussi  doit-on  le  compter  au  nombre  des  plus  grands  cal- 
culateurs connus. 

21.  Margoloxgo  (Naplesi,  Un  trattato  di  meccanica  inedito  di 
V.  de  Filippis  anteriore  alla  «Mécanique  analytique  »  di  Lagrange. 
—  De  Filippis  fut  un  des  martyrs  de  la  république  de  Partenopea 
de  1799.  Vers  1780  il  écrivit  un  traité  mécanique^  dans  lequel  il 
s'efforça  de  démontrer  rigoureusement  les  principes  de  la  science. 
Cette  œuvre  est  non  remarquable  parce  qu'on  y  trouve  une 
première  tentative  de  démonstration  générale  du  principe  du 
travail  virtuel  pour  le  cas  des  systèmes  rigides,  mais  aussi  par 
Tesprit  critique  de  l'auteur. 

22.  G.  LoRiA  (Gènes),  Sur  les  moyens  de  faciliter  et  de  diriger 
les  éludes  de  l'histoire  des  mathématiques. —  L'auteur  rappelle  un 
article  dans  lequel  M.  Enestrôm  a  fait  valoir  la  nécessité  d'impri- 
mer une  direction  constante  aux  études  sur  l'histoire  des  mathé- 
matiques et  il  fait  remarquer  qu'il  est  urgent  de  faire  le  nécessaire 
afin  que  des  jeunes  gens  puissent  se  vouer  à  ce  genre  de  recher- 
ches. Pour  atteindre  ce  but  il  estime  qu'il  y  aura  lieu  de  composer 
un  Manuel  pour  les  recherches  sur  l'histoire  des  mathématiquesy 
dont  le  plan  correspondrait  aux  divisions  suivantes  : 
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Chap.  I.  Généralités  sur  la  nature,  le  but  et  les  méthodes  de  la 
recherche  historique  en  général. 

Chap.  II.  Des  méthodes  employées  pour  Tétude  scientifique  de 
la  littérature  ;  limites  <le  leurs  applicabilités  aux  recherches  sur 
révolution  d'autres  manifestations  de  la  pensée.  Les  ouvrages  de 
consultation. 

Chap.  III.  Des  différentes  directions  que  Ton  peut  suivre  dans 
les  études  sur  l'histoire  des  sciences  en  général  et  des  mathéma- 
tiques en  particulier.  Analyse  des  principales  histoires  générales 
des  mathématiques.  Matériaux  pour  une  histoire  des  histoires 
mathématiques. 

Chap.  IV.  Recherches  sur  l'histoire  des  mathématiques  dans 
rAntiquité  et  au  Moyen  Age  ;  généralités  sur  l'étude  des  manus- 
crits, a)  Les  mathématiques  des  Grecs,  b)  Les  mathématiques  des 
Romains,  c)  Les  mathématiques  des  Orientaux,  d)  Les  mathéma- 
tiques au  Moyen  Age. 

Chap.  V.  Le  livre  imprimé  et  son  histoire.  Œuvres  complètes  des 
grands  mathématiciens  modernes.  Les  recueils  académiques  et  les 
journaux  scientifiques.  La  bibliographie  moderne  et  les  secours 
qu'elle  offre  à  l'histoire  des  mathématiques. . 

En  terminant  Fauteur  exprime  le  désir  que  les  personnes  pré- 
sentes manifestent  leurs  opinions  sur  ce  projet;  mais,  malheureu- 
sement, le  temps  trop  court,  n'a  pas  permis  un  échange  d'idées. 

23.  Amodeo  (Naples),  Appunti  su  Biagio  Pelacani  da  Parma. — 
M.  Amodeo  rappelle  d'abord  un  fragment  de  M.  Moritz  Cantor 
sur  l'intérêt  que  présente  l'unique  traité  connu  jusqu'à  présent  de 
Biagio  da  Parma  et  qui  fait  partie  d'une  collection  très  rare  de 
traités  mathématiques  publiés  à  Venise  en  1505,  et  il  ajoute  que, 
ayant  eu  cette  collection  en  mains,  il  y  a  trouvé  non  seulement 
un,  mais  deux  traités  de  Biagio  de  Parme,  et  un  autre  traité  in- 
connu également,  de  Giovanni  de  Casali. 

D'après  la  lecture  des  deux  traités  de  Biagio  de  Parme  il  résulte 
que  son  nom  de  famille  doit  s'écrire  Pelicani  au  lieu  de  Pelacani. 
Celui-ci  souleva  à  Bologne  une  discussion  sur  le  choc  des  corps 
durs  qui  forme  l'objet  du  traité  qui  a  été  retrouvé. 

M.  Amodeo  résume  le  contenu  du  traité  intitulé:  «  Tractatus de 
latitudinîbus  forarum  Blasii  de  Parma,  »  et  il  conclut  que  dans 
celui-ci  la  conception  de  Nicole  Oresme  sur  les  formes  géométri- 
ques planes  fut  beaucoup  élargie  et  compliquée  par  Biagio  Peli- 
cani en  la  faisant  dévier  du  chemin  qu'il  aurait  dû  prendre  pour 
arriver  plus  vite  à  la  conception  de  la  géométrie  analytique  de 
Descartes. 

24.  Amodbo  (Naples),  Sulla  nécessita  di  formare  un  archivio  pe 
délie  scienze  matematiche. —  M.  Amodeo  montre  la  difficulté  qu'on 
éprouve  dans  les  recherches  historiques  de  connaître  qui  a  été  le  pre- 
mier auteur  d'une  théorie  ou  d'une  proposition,  et  comment  dans  le 
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doute  l'Histoire  est  changée  en  donnant  au  développement  des 
idées  une  marche  différente  à  celle  qu'il  a  suivie  réellement.  Il 
insiste  sur  la  nécessité  de  supprimer  cette  difficulté.  Il  examine 
le  développement  de  l'Histoire  des  Mathématiques  depuis  Mon- 
tucla  à  Chasles,  Libri,  et  Cantor,  et  montre  l'importance  que  l'œu- 
vre de  Libri  a  eue  quant  aux  notices,  l'importance  de  la  Collec- 
zione  matematica  de  Pappus  pour  les  notes  qu'elle  a  fournies  sur 
les  œuvres  perdues.  11  conclut  par  la  nécessité  d'ordonner  le  ma- 
tériel historique;  on  y  parviendrait  en  créant  les  archives  des 
ma  thématiques . 

Il  examine  ensuite  quelle  devrait  être  l'organisation  desÂrchives, 
qui  seraient  publiées  par  les  soins  d'un  comité  central  avec  le 
concours  de  comités  nationaux. 

Sur  la  proposition  de  M.  Conti  la  section  d* Histoire  appuie  le 
principe  de  la  création  d  Archives  des  Sciences  mathématiques  sans 
entrer  dans  le  détail  de  leur  organisation. 

Ce  serait  là  précisément  une  question  du  ressort  de  l'Associa- 
tion internationale  des  mathématiciens  dont  le  projet  de  création 
a  été  soulevé  à  Rome. 

ŒuvKEs  COMPLÈTES  d'Euler.  —  Ou  sait  qu'au  Congrès  de  Hei- 
delberg  on  avait  émis  un  vœu  en  faveur  de  la  publication  des 
œuvres  d'Euler.  Ce  vœu  a  été  appuyé  ces  dernières  années  à  l'oc- 
casion du  2"**  centenaire  d'Euler,  dans  plusieurs  assemblées  de 
mathématiciens.  M.  A.  Krazer,  secrétaire  général  du  précédent 
Congrès,  parle  des  démarches  qui  ont  été  faites  depuis  quatre  ans, 
notamment  des  pourparlers  entre  la  Commission  nommée  par  les 
mathématiciens  allemands  et  la  Société  suisse  des  Sciences  natu- 
relles. Il  soumet  à  la  section  le  vœu  suivant,  qui  sera  ensuite  pré- 
senté à  l'approbation  du  Congrès  : 

«  Reconnaissant  Vimportance  pour  les  mathématiques  pures  et 
appliquées  de  la  publication  des  œuvres  d'Euler,  le  Congrès  salue 
avec  reconnaissance  Vinitiative  de  la  Société  helvétique  des  sciences 
naturelles  et  émet  le  vœu  qu'elle  obtienne  la  collaboration  des  ma- 
thématiciens des  diverses  nations;  il  prie  F  Association  internatio^ 
nale  des  Académies  et  spécialement  les  Académies  de  Berlin  et  de 
Saint-Pétersbourg  qui  ont  compté  Euler  au  nombre  de  leurs  mem- 
bres de  prêter  leur  appui  à  cette  publication.  » 

Sur  la  proposition  de  Pittarelli  la  motion  Krazer  est  approuvée 
par  acclamation.  On  a  vu  plus  haut  dans  notre  compte  rendu  de 
la  5™*  séance  générale  que  ce  vœu  a  été  approuvé  par  le  Congrès 
et  que  M.  Darboux  a  pu  annoncer  que  l'appui  de  l'Association 
internationale  des  Académies  pouvait  être  considéré  comme 
assuré. 

Le  professeur  Amodeo  exprime  le  vœu  que  l'on  publie  dans  un 
avenir  prochain  les  œuvres  de  Bonaventura  Cavalieri.  L'assemblée 
approuve  ce  vœu. 
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Enseignement. 

25.  GuTZMER  (Jena),  Ueber  die  Reformbestrebungen  auf  dem 
Gebiet  des  mathematischen  Unterrichts  in  Deutschland.  —  Le 
conférencier  envisage  les  questions  de  réforme  de  renseignement 
mathématique  en  Allemagne  dans  leur  ensemble  et  rappelle  les 
travaux  de  la  Commission  d'enseignement  de  l'Association  alle- 
mande des  Naturalistes  et  Médecins.  Les  travaux  de  cette  Com- 
mission qui  ont  duré  trois  ans,  tendent  à  obtenir  une  évolution 
rationnelle  de  l'enseignement  en  débarrassant  celui-ci  de  déve- 
loppements inutiles  tels  que  des  constructions  nombreuses  con- 
cernant le  triangle.  Cette  réforme  tend,  comme  on  sait  : 

1®  à  développer  l'intuition  de  l'espace  ;  2°  à  développer  l'idée  de 
fonction. 

M.  Gutzmer  signale  également  le  Rapport  concernant  la  prépa- 
ration scientifique  des  maîtres  et  contenant  un  ensemble  de  vœux 
s'adressant  à  l'Université.  Une  discussion  générale  sur  cette  ques- 
tion aura  lieu  à  Cologne  au  mois  de  septembre  1908  à  la  réunion 
annuelle  de  l'Association  allemande  des  Naturalistes  et  Médecins. 

26.  BoREL  (Paris),  Les  mathématiques  dans  l'enseignement 
secondaire  en  France.  —  Après  avoir  donné  un  aperçu  des  divi- 
sions de  l'enseignement  secondaire  en  quatre  sections  A,  B,  C,  D, 
M.  Borel  rappelle  la  réforme  de  1902,  qui  a  introduit,  entre  autres, 
la  notion  de  dérivée.  Cette  introduction  a  donné  des  résultats 
satisfaisants.  En  Géométrie  des  tentatives  de  réforme  sont  encore 
à  l'ordre  du  jour  ;  on  cherche  à  introduire  la  notion  de  mouve- 
ment, qui  est  utile  aussi  bien  à  ceux  qui  feront  des  sciences  qu'à 
ceux  qui  entreront  dans  la  pratique.  L'auteur  rend  hommage  à  la 
tentative  de  Méray. 

Suit  une  discussion  à  laquelle  prennent  part  MM.  Niewen- 
glowski,  Peano,  Pittarelli,  Marotte  et  Zeuthen.  Celui-ci  s'étonne 
avec  raison  du  peu  de  temps  accordé  aux  mathématiques  dans  les 
sections  A  et  B. 

27.  C.  GoDFREY  (Osborne),  L'enseignement  des  Mathématiques 
dans  les  écoles  publiques  anglaises  pour  garçons.  —  En  l'absence 
de  l'auteur,  M.  Vailati  présente  une  traduction  italienne  du  rap- 
port de  M.  Godfrey.  11  définit  d'abord  le  terme  d'école  publique 
et  indique  l'organisation  de  l'enseignement  mathématique  dans 
une  école  publique.  Les  différentes  branches  de  mathématiques 
sont  généralement  enseignées  dans  une  même  classe  par  un  même 
maître.  Le  nombre  d'heures  affectées  à  l'enseignement  mathéma- 
tique en  classe  est  de  quatre  à  sept  heures  par  semaine  dans  la 
section  classique.  Pendant  les  deux  dernières  années  d'école  (17- 
19  ans)  les  élèves  donnant  les  meilleurs  résultats  pour  les  mathé- 
matiques se  spécialisent.  Les  dernières  réformes  peuvent  être 
résumées  comme  suit  :  1.  Le  côté  utilitaire  des  Mathématiques 
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est  accentué  par  Tusage  des  applications  modernes.  2.  I^e  pro- 
gramme est  allégé  par  la  suppression  de  beaucoup  de  choses  sans 
valeur  et  d'intérêt  minime,  comme  la  discussion  de  certaines 
questions  financières,  de  poids  et  mesures  impossibles,  de  bien 
des  règles  particulières  en  Arithmétique,  de  théorèmes  de  Géo- 
métrie sans  utilité,  etc.  3.  On  cherche  à  donner  de  la  précision  et 
du  relief  entre  autres  par  Tusage  d'exemples  numériques  dans 
toutes  les  branches  et  par  l'introduction  de  travaux  expérimen- 
taux dans  les  laboratoires.  4.  Le  programme  de  Géométrie  a  été 
revu  afin  de  combiner  le  maximum  de  liberté  avec  la  connaissance 
d'un  certain  nombre  de  principes  fondamentaux  ;  aucun  ordre  de 
succession  type  des  théorèmes  n'est  imposé  ;  l'usage  du  dessin 
est  obligatoire.  5.  Le  programme  mathématique  a  été  arrangé  à 
nouveau  de  façon  à  introduire  de  bonne  heure  l'étude  de  la  trigo- 
nométrie plane  et  du  Calcul  et  à  renvoyer  à  plus  tard  l'étude 
approfondie  des  sections  coniques  et  de  certaines  parties  de  l'al- 
gèbre. —  M.  GiBsoN  (Glasgow),  ajoute  quelques  observations  con- 
cernant l'enseignement  dans  les  écoles  écossaises. 

28.  Dav.  EuG.  Smith  (New- York),  L'enseignement  des  mathé- 
matiques dans  les  écoles  secondaires  des  Etats-Unis. —  Dans  cet  in- 
téressant rapport,  que  nous  reproduirons  in  extenso  dans  un  pro- 
chain numéro,  le  prof.  Smith  développe  principalement  les  cinq 
points  suivants  :  1.  Les  influences  historiques  qui  ont  contribué  à 
faire  des  mathématiques  dans  l'Ouest  ce  qu'elles  sont  aujourd'hui. 
2.  L'état  actuel  du  sujet.  3.  Les  influences  actuellement  en  action 
pour  former  les  mathématiques  de  l'avenir.  4.  Quelques-unes  des 
réflexions  qui  en  résultent  pour  changer  Tétat  de  choses  actuel. 
5.  Des  questions  que,  dans  un  congrès  international,  une  section 
comme  celle-ci  peuvent  étudier  avec  profit  avec  l'appui  d'une 
commission  internationale  contenant  des  représentants  des  pays 
exerçant  une  action  dirigeante  au  point  de  vue  éducatif. 

M.  Archenhold  (Treptow-Berlin)  insiste  sur  le  rôle  utile  que 
peut  jouer  une  Commission  permanente  pour  l'étude  des  questions 
concernant  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  établisse- 
ments secondaires.  Sur  sa  proposition,  l'assemblée  appuie  en 
principe  le  projet  de  formation  d'une  telle  commission  et  renvoie 
la  discussion  à  une  prochaine  séance. 

29.  SupPANscHiTscH  (Vienne),  L'application  des  idées  modernes 
des  mathématiques  à  l'enseignement  secondaire  en  Autriche.  — 
Dès  que  la  France  a  donné  l'exemple  de  la  réorganisation  de  l'en- 
seignement secondaire,  on  a  songé  aussi  en  Autriche  à  un  nouveau 
programme  des  mathématiques  pour  les  divers  établissements  se- 
condaires :  les  «  Gymnasien  »  et  les  «  Realschulen  ».  A  la  suite  des 
expériences  faites  dans  ce  but,  on  n'insiste  plus  sur  les  méthodes 
soi-disant  rigoureuses  employées  jusqu'à  présent  ;  on  veut,  au 
contraire,  recourir  à  l'intuition  naturelle  aussi  dans  les  parties 
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plus  difficiles.  De  cette  manière,  on  gagne  assez  de  temps  pour 
donner  aux  élèves  quelques  notions  élémentaires  des  fonctions  et 
de  la  dérivée.  A  côté  du  développement  de  l'intuition  on  n'oublie 
pas  qu'il  faut  aussi  inspirer  aux  jeunes  âmes  le  respect  de  la 
vérité,  la  première  leçon  que  l'on  peut  tirer  de  l'étude  de  la 
science,  comme  l'a  dit  M.  Tannery.  Les  expériences  dureront  pro- 
bablement encore  quelque  temps  pour  aboutir,  finalement,  à  une 
réorganisation  définitive. 

30.  Beke  (Budapest),  Ueber  den  mathematischen  Unterricht  in 
Ungarn.  —  11  ressort  du  rapport  de  M.  Beke  que  la  Hongrie  a 
remanié  entièrement  son  plan  des  études  mathématiques  de  l'en- 
seignement secondaire  en  s'inspirant  des  idées  préconisées  en 
Allemagne  par  M.  Klein  et  en  Angleterre  par  M.  Perry.  Les  ré- 
formes furent  introduites  à  la  suite  d'un  rapport  *  très  c«»mplet 
d'une  commission  qui  fit  une  enquête  sur  les  réformes  à  l'ordre 
du  jour  dans  les  autres  pays.  Les  programmes  ont  été  simplifiés, 
on  a  introduit  des  exercices  graphiques,  la  notion  de  fonction  et 
les  notions  du  Calcul  différentiel  et  intégral,  la  fusion  de  la  Sté- 
réométrie et  de  la  Géométrie  descriptive  et  Ton  a  cherché  partout 
à  obtenir  un  lien  plus  intime  entre  la  théorie  et  les  applications 
pratiques. 

31.  Vailati  (Rome),  Su  alcuni  caratteri  degli  attuali  programmi 
per  l'insegnamento  délia  matematica  nelle  scuole  secondarie.  — 
C'est  surtout  par  la  forme  et  le  contenu  des  manuels  scolaires  et 
l'organisation  des  examens  que  les  programmes  actuellement  en 
vigueur  dans  les  établissements  secondaires  italiens  exercent  une 
fâcheuse  influence  sur  l'enseignement  des  différentes  parties  des 
mathématiques.  Ils  donnent  à  l'enseignement  de  l'Algèbre  une 
forme  trop  abstraite  ;  les  exercices  les  plus  simples  de  résolution 
d'équations  des  deux  premiers  degrés  sont  précédés  de  dévelop- 
pements théoriques  trop  longs  auxquels  les  élèves  ne  peuvent 
s'intéresser,  car  ils  n'en  comprennent  ni  le  but,  ni  l'utilité. 

Pour  ce  qui  est  de  la  Géométrie,  on  néglige  trop  de  mettre  la 
première  phase  de  l'enseignement  en  contact  intime  avec  les  exer- 
cices de  dessin  à  l'aide  des  instruments,  avec  les  procédés  de  me- 
sure et  les  vérifications  directes  des  faits  géométriques  que  les 
élèves  apprendront  plus  tard  à  expliquer  et  à  démontrer  par  la 
voie  déductive. 

On  doit  aussi  éviter  de  trop  insister,  au  début,  sur  les  démons- 
trations de  propositions  évidentes  par  elles-mêmes  et  même  sur 
les  définitions  de  concepts  trop  abstraits  pour  qu'on  puisse  les 
éclaircir  à  l'aide  d'autres  notions  générales.  C'est  un  préjugé  de 
croire  que  les  récents  progrès  de  l'analyse  logique  des  principe^ 
et  des  procédés  de  raisonnement  mathématique  justifient  ou  ten- 


^  Voir  &oldziher,  Reformtôrekvések  a   mathematikai  oktataa   Terén,  K.  a  Magyar  Paeda- 
gogia,  Budapest,  1908. 
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dent  à  provoquer  des  modifications  des  méthodes  didactiques 
dans  le  sens  d'une  plus  grande  abstraction  ou  d'une  tendance  à 
s'éloigner  des  applications  pratiques.  C'est  précisément  l'opposé 
qui  est  vrai. 

M.  Vailati  insiste  sur  l'utilité  d'introduire  la  notion  de  dérivés 
dans  l'enseignement  secondaire  supérieur. 

Cet  intéressant  exposé  est  suivi  d'une  courte  discussion  à 
laquelle  prennent  part  MM.  Amodeo,  Frattini  et  Vailati. 

32.  Fbhr  (Genève),  Les  mathématiques  dans  l'enseignement 
secondaire  en  Suisse.  —  Après  un  exposé  sommaire  de  l'organi- 
sation générale  de  l'enseignement  secondaire  en  Suisse,  l'auteur 
montre  quelle  est  la  place  accordée  aux  mathématiques,  principa- 
lement dans  les  sections  classiques  et  techniques.  Dans  les  pre- 
mières on  accorde  généralement  quatre  heures  par  semaine  aux 
mathématiques  et  le  plan  d'étude  comprend  l'Algèbre,  la  Géomé- 
trie, la  Trigonométrie,  la  Géométrie  analytique,  la  Cosmographie. 
On  trouve  la  notion  de  fonction  dans  la  plupart  des  programmes 
par  le  fait  que  depuis  longtemps  on  enseigne  la  Géométrie  ana- 
lytique. Dans  les  sections  techniques,  ces  mêmes  branches  sont 
étudiées  d'une  manière  plus  approfondie  (six  à  huit  heures  par 
semaine,  quelquefois  môme  dix  heures  dans  la  première  classe). 
On  y  enseigne  en  outre  les  éléments  de  l'Algèbre  supérieure  et 
du  Calcul  différentiel  et  intégral,  la  Géométrie  descriptive  et,  en 
général,  de  la  Géométrie  pratique. 

33.  Stbphanos  (Athènes),  I^es  mathématiques  dans  l'enseigne- 
ment secondaire  en  Grèce.  —  Le  conférencier  débute  par  un 
aperçu  historique  du  développement  de  l'enseignement  pendant 
le  XIX*  siècle,  puis  il  expose  l'organisation  actuelle  de  l'enseigne- 
ment mathématique  dans  les  établissements  secondaires. 

34.  Archbnhold  (Treptow-Berlin),  Ueber  die  Bedeutung  des 
mathematischen  Unterrichtes  im  Freien  in  Verbindung  mit 
Reformvorschlagen  fur  den  Lehrgang.  —  L'auteur  demande  que 
la  première  initiation  géométrique  parte  de  l'observation  en  plein 
air  et  que  l'on  fasse  usage,  le  plus  possible,  d'objets  empruntés  à 
à  la  réalité  et  non  de  modèles. 

C'est  bien  ainsi  que  l'on  procède  généralement  dans  \e  premier 
enseignement,  comme  le  fait  observer  M.  Gubler,  mais  l'auteur  a 
cependant  raison  d'insister  pour  que  cela  se  pratique  de  plus  en 
plus. 

35.  Andradb  (Besançon),  Quelques  observations  psychologiques 
recueillies  dans  les  enseignements  scientifiques  d'initiation.  — 
M.  Andrade  rapporte  quelques  observations  dans  lesquelles  il 
décrit  des  scènes  vécues  dans  l'enseignement  ou  autour  de  l'ensei- 
gnement des  sciences  des  établissements  secondaires  français. 
Observations  critiques  concernant  l'enseignement  de  la  Géométrie 
et  la  préparation  au  baccalauréat. 
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36.  CoNTi  (Bologne),  SuUa  iniziazione  aile  matematiche  e  suUa 
preparazione  matematica  deî  maestri  elementari  in  Italia.  —  Le 
conférencier  estime  que  les  réformes  de  renseignement  mathé- 
matique ne  doivent  pas  seulement  porter  sur  l'enseignement 
secondaire,  où  Ton  cherche  entre  autres  à  introduire  des  notions 
appartenant  jusqu'ici  à  l'Université,  mais  que  l'on  doit  étendre  les 
réformes  aux  degrés  inférieurs,  en  commençant  par  l'école  enfan- 
tine et  l'école  primaire.  Il  faut  que  ce  premier  enseignement  soit 
un  acheminement  rationnel  vers  l'enseignement  secondaire.  Il  est 
urgent  de  réformer,  voire  même  d'instituer  une  initiation  mathé- 
matique rationnelle  en  se  basant  sur  les  idées  Vittorino  da  Feltre, 
FrObel,  Pestalozzi,  Ilerhart,  La  Chalotais,  et  tout  particulièrement 
sur  l'excellente  base  que  donne  M.  Laisant  dans  son  Initiation 
mathématique. 

Ces  réformes,  et  tout  particulièrement  la  réforme  adoptée  poui* 
les  écoles  élémentaires  (loi  du  8  juillet  1904),  entraînent  néces- 
sairement une  revision  du  règlement  actuel  de  l'Ecole  normale. 
L'organisation  et  le  plan  d'études  des  écoles  normales  ne  sont  pas 
en  rapport  avec  l'importance  de  la  mission  du  maître.  Les  cri- 
tiques concernent  surtout  Tinsuflisance  du  temps  consacré  aux 
Mathématiques,  des  programmes  défectueux,  la  courte  durée  du 
cours  normal,  l'organisation  imparfaite  du  stage  dans  les  écoles, 
et  la  préparation  mathématique  des  instituteurs  des  écoles  élé- 
mentaires. * 

37.  Z.-G.  DE  Galdeano  (Saragosse),  Sur  l'enseignement  des  ma- 
thématiques en  Espagne.  —  En  Espagne  la  prépondérance  litté- 
raire et  les  luttes  politiques  ont  presque  étouffé  le  développement 
scientifique  au  point  qu'aucune  école  mathématique  n'a  pu  prendre 
racine;  depuis  un  demi-siècle,  aucun  législateur  n'a  entrepris  un 
plan  d'enseignement;  celui-ci  est  resté  cristallisé.  Quelques 
savants,  au  nombre  desquels  il  faut  compter  l'auteur,  font  des 
efforts  sérieux  pour  le  développement  des  études  scientifiques.  11 
vient  de  se  constituer  une  «  Asociacion  espanola  para  el  progreso 
de  la  ciencias  »,  dont  la  première  réunion  aura  lieu  à  Saragosse  au 
mois  de  septembre  ou  d'octobre  1908  ;  elle  ne  manquera  pas  de 
donner  une  impulsion  au  mouvement  scientifique  espagnol. 

L'Espagne  compte  trois  Facultés  des  sciences  conduisant  jus- 
qu'à la  licence  et  celle  de  Madrid  conduisant  au  doctorat.  Il  y 
a  en  outre  soixante  instituts  techniques. 

Dans  l'enseignement  de  l'Analyse,  aux  ouvrages  de  Duhamel  et 
de  Sturm,  succédèrent  ceux  de  MM.  Appell,  Goursat,  Picard,  etc. 
On  sait  que  le  conférencier  lui-même  a  écrit  un  traité  dans  lequel 
il  a  introduit  les  théories  modernes  de  Riemann,  Weierstrass, 
Darboux  et  de  l'Ecole  française.  En  Géométrie,  ce  sont  surtout  les 
ouvrages  de  Reye,  Fiedler,  d'Ovidio,  Lazzeri,  qui  sont  les  plus 
répandus  dans  cette  dernière  période. 
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L'enseignement  élémentaire  est  encore  trop  restreint  ;  cela  en- 
trave les  études  secondaires  et  supérieures  d'une  manière  très 
lâcheuse. 

M.  de  Galdeano  termine  par  quelques  considérations  philoso- 
phiques propres  à  contribuer  aux  progrès  de  la  science. 

38.  E.  de  Amicis  (Forli),  L'équivalenza  in  planiraetria  indepen- 
damente  dalle  proporzioni  e  dal  circolo.  —  L'auteur  démontre  le 
théorème  suivant,  en  se  basant  uniquement  sur  l'équivalence  des 
parallélogrammes  de  même  base  et  de  même  hauteur,  et  sans 
avoir  recours  à  des  propositions  et  des  propriétés  du  cercle  ou  des 
triangles  homologiques  :  Lorsque  deux  triangles  ont  les  angles 
égaux  chacun  à  chacun,  le  rectangle  ayant  pour  dimensions  un 
côté  de  l'un  et  un  côté  de  l'autre  triangle,  est  équivalent  au  rec- 
tangle ayant  pour  dimensions  les  côtés  correspondants. 

39.  Delitala,  La  Tetragonometria  piana  nelle  scuole  seconda- 
rie.  —  Dans  cette  communication  l'auteur  réunit  et  complète  les 
résultats  qu'il  a  obtenus  antérieurement.  11  fait  ressortir  les  appli- 
cations de  la  Tétragonométrie  à  la  Géodésie  élémentaire  et  il  estime 
qu'il  y  aurait  lieu  d'introduire  ces  méthodes  dans  l'enseignement 
secondaire. 

Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique.  — 
La  fin  de  la  dernière  séance  de  la  Section  IV  a  été  consacrée  à  la 
discussion  de  la  proposition  de  M.  D.-E.  Smith  tendant  à  créer 
une  Commission  internationale  pour  l'étude  des  réformes  de  l'en- 
seignement mathématique  dans  les  établissements  secondaires. 
Le  principe  ayant  été  admis  il  restait  à  examiner  le  rôle  et  la 
constitution  de  la  commission. 

M.  Smith  propose  de  nommer  un  comité  restreint  de  trois 
membres  avec  la  mission  de  constituer  la  commission  ;  ce  comité 
devrait  être  composé  de  MM.  F.  Klein,  Greenhill  et  Fehr  ;  en 
qualité  de  directeur  de  V Enseignement  mathématique^  M.  Fehr 
apporterait  le  concours  de  son  journal  qui  deviendrait  Torgane  de 
la  Commission. 

Après  une  discussion,  à  laquelle  prennent  part  MM.  Boxola, 
Smith,  Conti,  Fehr,  Stephanos,  Archexhold,  Castelxuovo, 
FlxRiQUEs,  l'assemblée,  sur  la  proposition  de  M.  Castclnuovo, 
adopte  la  résolution  suivante  ; 

La  section  IV,  ayant  reconnu  l'importance  d'un  examen  comparé 
des  méthodes  et  des  plans  d'études  de  l'enseignement  mathématique 
dans  les  écoles  secondaires  des  différentes  nations^  confie  à  MM, 
Klein,  Greenhill  et  Fehr,  le  mandat  de  constituer  une  commis- 
sion internationale  qui  étudiera  ces  questions  et  présentera,  un  rap- 
port d' ensemble  au  prochain  Congrès. 

On  a  vu  que  le  Congrès  a  adopté  cette  résolution  dans  sa  séance 
de  clôture. 

Clôture  des  travaux  de  la  section  iv.  —  Les  travaux  de  la  sec- 
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tion  ont  été  déclarés  clos  après  un  court  discours  d'adieu  du  pré- 
sident M.  Enriques,  et  des  paroles  de  remerciements  à  l'adresse 
du  Bureau  de  la  section  prononcées  par  MM.  Archenhold  et  Fehr. 

Notes  finales. 

Ce  compte  rendu  sommaire  donne  un  premier  aperçu  des  ques- 
tions nombreuses  et  variées  qui  ont  été  abordées  au  Congrès  de 
Rome.  Le  volume  des  Atti  del  Congresso,  qui  paraîtra  sans  doute 
d'ici  à  quelques  mois,  permettra  à  chacun  de  lire  les  belles  confé- 
rences générales  et  d'examiner  à  loisir  ceux  des  mémoires  qui 
l'intéressent  plus  particulièrement.  Mais  il  peut  constater  dès 
maintenant  que  dans  aucun  de  ses  domaines  la  science  mathéma- 
tique n'est  restée  stationnaire.  11  remarquera  aussi  que  non  seule- 
ment elle  continue  à  rester  en  contact  avec  les  sciences  appliquées, 
mais  qu'on  s'efforce  de  toute  part  à  rendre  ce  contact  de  plus  en 
plus  intime.  Cette  tendance  existe  d'ailleurs  effectivement  dans 
l'enseignement  supérieur  où  l'on  tient  à  associer  toujours  davan- 
tage les  mathématiques  appliquées  aux  mathématiques  pures. 
Qu'il  nous  suflise  de  rappeler  ici,  à  titre  d'exemples,  les  cours 
et  instituts  de  la  Sorbonne  et  de  l'Université  de  Gœttingue. 

Il  nous  a  paru  intéressant  de  grouper  les  mémoires  d'après  les 
quatre  langues  admises  aux  Congrès  des  mathématiciens. 

Langues  :  ilalieDiie,        française  *,  allemande,    anglaise.       Total. 

Conférences  générales    2  ^  (3)  i  1  10 

Section  1  12  16  (6)  6  3  37 

Section  II  7  5  (1)  5—17 

Section  III A  9  6  (2)  3  7  25 

Section  lll  B  5  8  (6)  1  4  18 

Section  IV  18  10  (4)  8  3  39 

53  51  (22)  24  18         14G 

Au  premier  rang  vient  nécessairement  l'Italie,  qui  compte  actuel- 
lement tant  de  brillants  mathématiciens,  présents  au  Congrès 
dans  la  presque  totalité.  Si  l'on  compare  ensuite  les  chiffres  con- 
cernant les  trois  autres  langues,  on  voit  que  la  langue  française 
prend  le  premier  rang.  Cela  tient  non  seulement  à  ce  que  l'école 
française  était  brillamment  représentée,  mais  à  ce  que  beaucoup 
de  savants  possèdent  à  fond  cette  langue  qui  continue  à  maintenir 
son  rang  de  langue  internationale  des  Congrès.  Nous  avons  ajouté 
entre  parenthèses  les  nombres  concernant  la  nationalité  française. 

Il  convient  de  remarquer  d'autre  part  que  si  le  nombre  des 
communications  dans  les  séances  des  sections  a  considérablement 
augmenté  depuis  le  premier  Congrès,  cela  a  toujours  été  au  détri- 
ment des  discussions  d'une  importance  générale  qui  ont  leur 
place  dans  une  réunion  internationale.  Malgré  tout  l'intérêt  que 


^  Les  chifTres  entre  parenthèses  donnent  le  nombre  des  auteurs  de  nationalité  française. 
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présentent  les  communications  individuelles  sur  tel  sujet  particu- 
lier et  le  plaisir  de  les  voir  exposées  au  tableau  noir  par  leur  au- 
teur, il  est  indispensable,  pour  le  succès  même  des  futurs  Con- 
grès, d'accorder  plus  de  temps  aux  rapports  et  discussions  au  sujet 
desquels  une  entente  internationale  paraît  désirable.  Au  quatrième 
Congrès,  plusieurs  questions  de  cet  ordre  ont  été  soulevées,  mais 
inscrites  au  même  titre  que  les  communications,  elles  n'ont  pas 
pu  être  soumises  à  une  discussion  approfondie.  Celle-ci  ne  sau- 
rait du  reste  (^tre  efficace  et  aboutir  à  un  résultat  que  si,  comme 
cela  se  fait  pour  la  plupart  des  Congrès,  le  rapport  ou  tout  au 
moins  le  texte  des  propositions  est  adressé  aux  congressistes  en 
temps  utile,  c'est-a-dire  au  moins  trois  mois  à  l'avance.  Sur  ce 
point  il  y  aurait  lieu  de  compléter  le  règlement  de  nos  Congrès 
internationaux. 

Parmi  les  buts  multiples  que  poursuivent  nos  Congrès,  l'un  des 
principaux  est  sans  doute  de  provoquer  des  relations  person- 
nelles, afin  de  permettre  aux  savants  qui  s'occupent  de  mêmes 
recherches  de  s'entretenir  à  loisir.  Sous  ce  rapport,  celui  de 
Rome  a  pleinement  réussi.  De  solides  amitiés  ont  été  nouées  ou 
resserrées.  Elles  constituent  à  la  fois  de  bons  souvenirs  et  de  pré- 
cieux encouragements  dans  le  travail  scientifique. 

Nous  ne  saurions  terminer  sans  réitérer  ici  nos  plus  vifs  remer- 
ciements à  tous  ceux  qui  nous  ont  facilité  la  rédaction  de  ce  rap- 
port et  tout  particulièrement  au  Secrétariat  du  Congrès  et  au 
dévoué  Secrétaire  général,  M.  Castelnuovo.  H.  Fehr. 

Ciongrès  scientifiques. 

Parmi  les  congrès  scientifiques  annoncés  pour  les  vacances 
1908,  nous  signalons  les  réunions  ci-après  : 

\j  Association  française  pour  Vavancement  des  sciences  se  réunira 
à  Clermont'Ferrand  du  3  au  10  août. 

\ A  Association  des  naturalistes  et  médecins  allemands  tiendra  sa 
gQme  réunion  annuelle  à  Cologne,  du  20  au  26  septembre  ;  la  sec- 
tion des  sciences  mathématiques  sera  présidée  par  MM.  Schwe- 
RiNG  et  Heine.  On  sait  que  l'Association  des  mathématiciens  alle- 
mands (Deutsche  Mathematiker-Vereinigung)  se  joint  chaque 
année  à  ce  congrès.  Son  comité,  qui  est  présidé  par  M.  F.  Klein, 
a  décidé  que  cette  année  les  communications  porteront  principa- 
lement sur  la  Mécanique. 

La  British  association  for  the  advancement  of  science,  aura  sa 
réunion  annuelle  à  DubUuy  du  2  au  9  septembre,  sous  la  prési- 
dence de  M.  Francis  Darwin. 

La  Société  hehétique  des  sciences  naturelles  tiendra  sa  91"™®  réu- 
nion annuelle  à  Claris,  du  30  août  au  2  septembre. 

La  Società  italiana  per  il  progresso  délie  Scienze  aura  sa  2 
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assemblée  annuelle  en  automne,  dans  la  seconde  moitié  d'octobre^ 
à  Florence,  La  Società  italiana  di  Matematica  se  joindra  à  la  pre- 
mière pour  tenir  sa  séance  de  constitution. 

Nous  pouvons  ajouter  qu'il  se  constitue  actuellement  une  «Somjfé 
espagnole  pour  le  progrès  de  la  science;  elle  tiendra  sa  première 
réunion  à  Saragosse  au  mois  de  septembre  prochain. 

Société  italienne  de  Mathématiques. 

Au  mois  de  février  1908  un  appel  a  été  adressé  aux  professeurs 
de  mathématiques  des  établissements  secondaires  et  supérieurs 
de  l'Italie  en  vue  de  former  une  Société  italienne  de  mathéma- 
tiques. Les  adhésions  n'ont  pas  tardé  à  aflluer  auprès  du  comité 
d'initiative;  elles  atteignent  déjà  le  beau  chiffre  de  125  (au  25  avril 
1908). 

Le  comité  d'initiative  a  formé  les  trois  commissions  suivantes  : 

1.  MM.  Amodeo,  Conti  et  Enhiques  ont  été  chargés  du  projet  de 
statuts  de  la  Société  ; 

2.  MM.  Berzolaiu,  Boxola  et  Veneroni  ont  été  invités  à  présen- 
ter un  rapport  sur  les  propositions  de  la  Commission  royale  de 
l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  écoles  moyennes  ; 

3.  MM.  Certo  et  Pittarelli  présenteront  une  étude  sur  la  pré- 
paration des  candidats  à  l'enseignement  dans  les  écoles  secon- 
daires moyennes. 

La  Société  italiana  di  Matematica  tiendra  sa  première  réunion 
à  Florence,  dans  la  seconde  moitié  d'octobre. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  Bricard,  répétiteur  de  Géométrie  et  de  Stéréotomie  à  l'Kcole 
polytechnique  est  nommé  professeur  de  Géométrie  appliquée  aux 
arts,  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  de  Paris,  en  remplace- 
ment de  M.  Laussedat. 

M.  M.Cantor  est  nommé  professeur  honoraire  de  l'Université  de 
Ileidelberg. 

M.  CooLiDGE  est  promu  professeur  adjointe  l'Université  Harvard. 

M,  Hamy,  astronome  à  l'Observatoire  de  Paris,  est  nommé  mem- 
bre de  l'Académie  des  Sciences  en  remplacement  de  M.  Janssen. 

M.  R.  RoTHE,  privat-docent  à  TRcole  technique  supérieure  de 
Charlottenbourg  est  nommé  professeur  de  mathématiques  à  l'Kcole 
des  Mines  de  Clausthal. 

M.  Fr.  Severi,  professeur  à  l'Université  de  Padoue,  a  obtenu  le 
prix  et  la  médaille  Guccia,  pour  ses  travaux  sur  la  Géométrie  des 
surfaces  algébriques. 

M.  J.  Weingahtex  est  nommé  professeur  honoraire  de  l'Univer- 
sité de  Fribourg  (Brisg.) 

M.  P.  Stackel,  professeur  à  l'Ecole   technique   supérieure    de 
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Hanovre,  a  accepté  un  appel  qui  lui  a  été  adressé  par  TEcole  tech- 
nique supérieure  de  Carlsruhe. 

Nécrologie. 

M.  A.  von  Bhaunmuhl,  professeur  à  TEcole  technique  supérieure 
de  Munich,  est  décédé  le  9  mars  1908,  à  l'âge  de  54  ans. 

M.  le  Général  Fholow  est  décédé  à  Genève,  le  2  avril  1908. 

M.  Lorenz-I^éonard  LindelOf,  ancien  professeur  à  TUniversité 
de  Helsingf(rrs,  est  décédé  le  3  mars  1908,  à  Tâge  de  80  ans. 

M.  Maschkk,  professeur  à  l'Université  de  Chicago,  est  décédé  le 
2  mars  dernier. 

M.  PicciATi,  qui  venait  d'être  nommé  professeur  de  mécanique 
rationnelle  à  l'Université  de  Bologne,  est  décédé  à  Venise  le  11 
mai-s  1908,  à  Tâge  de  39  ans. 

M.  Wedekind,  professeur  à  l'Rcole  technique  supérieure  de 
Carlsruhe,  est  mort  le  8  février  à  Tage  de  69  ans. 

Nous  apprenons  d'autre  part  la  mort  de  deux  savants  professeurs 
de  l'Université  de  Leipzig  : 

M.  ScHEiBNER,  décédé  le  8  avril  1908,  à  l'âge  de  82  ans. 

M.  A.  Mayer,  décédé  le  11  avril  à  l'âge. de  69  ans. 
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p    245.  5  lignes  à  partir  d'en  bas,  lire,  pour  le  symbole  du  produit  vec- 
toriel di  /\h. 


L'ENSEIGNEMENT  DES  iMATHÉMATIQUES  DANS  LES 
ÉCOLES  SECONDAIRES  AUX  ÉTATS-UNIS* 


Objet  de  ce  Rapport,  —  En  acceptant  Taîmable  invitation  de 
votre  Comité  à  présenter  à  la  section  d'Enseignement  de  ce  Con- 
grès international  «in  rapport  sur  renseignement  des  mathémati- 
ques dans  les  écoles  secondaires  des  Etats-Unis,  je  m'en  acquitte 
en  ayant  en  vue  cinq  points  de  i^ue  principaux  :  1*^,  Etablir  briève- 
ment les  influences  historiques  qui  ont  contribué  à  faire  de  nos 
mathématiques  en  Occident  ce  qu'elles  sont  actuellement;  2**, 
Parler  de  l'état  actuel  de  renseignement;  3*^,  Mentionner  les 
influences  actuelles  qui  tendent  à  changer  les  mathématiques 
secondaires  de  l'avenir;  4**,  Examiner  quelques  propositions  qui 
en  résultent  en  vue  de  la  transformation  du  programme  actuel; 
5**,  Proposer  quelques  questions  que  des  congrès  internationaux 
de  ce  genre  pourraient  examiner  d'une  façon  profitable  par  l'in- 
termédiaire de  comités  représentant  les  premiers  pays  au  point 
de  vue  éducatif. 

I.  —  Influences  historiques 

Ce  territoire  de  l'Occident  connu  à  l'heure  actuelle  sous  le  nom 
d'Etats-Unis  d'Amérique,  et  que  ses  citoyens  appellent  par  pré- 
tention injustifiée  peut-être  et  cependant  avec  une  brièveté  par- 
donnable, Amérique,  fut  principalement  colonisée  par  des  Fran- 
çais, des  Hollandais,  des  Espagnols  et  des  Anglais.  Cependant, 
avant  que  l'instruction  se  soit  établie  d'une  façon  bien  définitive, 
l'esprit  dominant  anglo-saxon  s'y  était  fixé  à  un  tel  degré  que  la 
plus  grande  partie  de  notre  pays  était  soumise  à  des  règles  britan- 
niques et  sujette  à  des  influences  britanniques.  C'est  pourquoi  les 
universités  d'Harvard,  fondée  en  1036,  de  William  and  Mary  en 
1693,  de  Yale  en  1701,  de  Princeton  en  1746  et  de  Columbia  en 
1754,  furent  toutes  plus  ou  moins  basées  sur  les  modèles  anglais 
du  XVII*  et  XVIIl*  siècle.  Naturellement  les  écoles  élémentaires  et 


*  Rapport  présenté  au  4*  Congrès  international  des  mathématiciens,  Borne,  avril  1908,  à  la 
section  IV  (Philosophie,  Histoire,  Enseignement)  par  David-Eugène  Smith,  LL.  D.,  profus- 
senr  de  mathématiques  au  Tenchcrs  Collège  de  l'Université  do  Columbia  à  New- York. 

Traduit  par  J.-P.  Dumur  (Genève). 

L'Enseignement  mathém.,  10*  :innée  ;  190S.  18 
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secondaires  prirent  les  mômes  caractères  que  celles  d'Angleterre 
avec  quelques  variations  dictées  par  les  conditions  locales.  La  pre- 
mière école  secondaire  projetée  en  Amérique  fut  une  école  de 
grammaire  latine  à  Vij'ginia,  et  la  première  qui  s'y  développa  fut 
une  école  analogue  à  Boston  en  1(>:35  ;  d'autres  suivirent  bientôt 
dans  les  différentes  villes  de  la  Nouvelle  Angleterre.  Même  les  co- 
lons hollandais  de  New  Amsterdam  (le  New  York  actuel)  ouvrirent 
une  école  du  même  genre  en  1()59.  On  comprendra  donc  que  les 
premières  écoles  secondaires  étaient  de  nature  classique,  pro- 
fondément influencées  par  Thumanisme  de  la  Réformation,  et  peu 
adonnées  au  développement  des  mathématiques.  Telle  était,  d'une 
façon  générale,  la  situation,  lorsque  TAngleterre,  par  la  plus 
grande  faute  qu'elle  ait  jamais  commise  dans  sa  politique  colo- 
niale, perdit  son  ascendant  sur  son  territoire  le  plus  important 
de  rOccident,  et  les  Ktats-Unis  furent  constitués.  Elle  avait  cepen- 
dant exercé  son  influence  sur  les  mathématiques  et  nous  ne  nous 
en  sommes  en  aucune  façon  complètement  libérés.  En  particulier 
l'Arithmétique  américaine  se  forma  sur  des  modèles  anglais,  car 
une  réédition  du  livre  de  IIodder  {17H)1  fut  le  premier  ouvrage  de 
ce  genre  qui  fit  son  apparition  dans  la  Nouvelle  Angleterre,  et  le 
traité  de  Greenwood  (1729;,  le  premier  produit  vraiment  améri- 
cain, fut  basé  sur  Cockeii  et  Hodder.  Il  en  résulte,  d'autant  plus 
qu'il  faut  tenir  compte  également  de  l'influence  du  langage  com- 
mun, que  les  arithmétiques  américaines  ont  eu,  jusqu'à  très  ré- 
cemment, une  ressemblance  étroite  avec  le  type  anglais. 

En  Géométrie,  la  môme  tendance  se  manifeste.  Adonnées  de 
bonne  heure  à  Euclide,  les  écoles  anglaises  ne  prêtèrent  aucune 
attention  à  la  Géométrie  de  l'espace,  de  telle  sorte  que  même  au- 
jourd'hui, et  quoique  Euclide,  en  tant  que  traité,  ait  été  depuis 
longtemps  abandonné  en  Amérique,  aucun  des  collèges  supérieurs 
de  la  côte  de  l'Atlantique  n'exige  la  Géométrie  de  l'espace  pour 
l'examen  d'entrée. 

En  Algèbre  nos  traités  ont  aussi  été  basés  sur  des  modèles  an- 
glais, et  ils  le  sont  actuellement  malgré  toutes  les  influences  con- 
tinentales ;  —  on  peut  en  dire  autant  de  la  Trigonométrie. 

En  Géométrie  analytique,  nos  traités  contiennent,  d'une  façon 
générale,  les  coniques  d'Apollonius,  modifiées,  il  est  vrai,  par  la 
méthode  cartésienne,  mais  renfermant  encore  essentiellement  les 
anciens  procédés.  En  ce  qui  concerne  l'Analyse,  il  y  a  deux  généra- 
tions, les  étudiants  de  nos  collèges  parlèrent  encore  de  «  fluxions  » 
(dérivées),  l'influence  newtonienne  s'étant  fait  sentir  jusqu'à  cette 
époque. 

C'est  ainsi  que  nos  mathématiques  élémentaires  et  secondaires 
subirent  rinfluence  presqu'exclusive  de  l'Angleterre,  et  qu'elles 
prirent  ces  traits  caractéristiques  qui,  comme  toute  tendance  po- 
pulaire, ne  se  transforment  pas  aisément. 
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La  séparation  d'avec  TAngleterre,  cependant,  et  particulière- 
ment la  seconde  guerre  (1812),  engagèrent  nos  jeunes  gens  à  aller 
poursuivre  leurs  études  supérieures  en  France,  et  plus  tard  en 
Allemagne,  plutôt  qu'en  Angleterre.  Le  résultat  de  tout  ceci  fut 
que  les  mathématiques  avancées  prirent  un  aspect  continental.  Les 
«  fluxions  »  se  transformèrent  en  Analyse  supérieure,  Euclide  même 
fut  remplacé  par  Legexdre,  les  coniques  devinrent  la  Géométrie 
analytique  et  furent  traitées  en  ce  sens,  quoique  maintenues  dans 
leurs  limites  d'ApoLLoxius.  Au  lieu  de  Mathématiques  avancées 
montrant  l'application  de  l'Analyse  à  la  Mécanique,  comme  cela 
semblait  être  la  tendance  à  Cambridge,  ce  furent  les  mathémati- 
ques supérieures  pures  qui  commencèrent  à  appeler  les  étudiants 
américains  en  France  et  encore  davantage  en  Allemagne.  Ce  der- 
nier pays  ouvrit  ses  universités  à  nos  jeunes  gens  plus  libre- 
ment que  la  France,  et  beaucoup  plus  que  l'Angleterre,  de  telle 
sorte  que,  pendant  ce  dernier  quart  de  siècle,  les  Mathéma- 
tiques allemandes  ont  presque  dominé  les  hautes  études.  Gtit- 
tingue  fut  notre  Mecque  mathématique  et  Berlin  notre  Médine, 
tandis  que  Paris  et  Cambridge  n'ont  exercé  qu'une  faible  in- 
fluence en  Amérique. 

Il  est  inutile  de  rester  plus  longtemps  sur  ces  influences  histo- 
riques de  pays  et  d'écoles.  Je  désire  cependant,  avant  de  quitter 
le  sujet,  dire  un  mot  des  influences  historiques  des  différents  peu- 
ples sur  les  Mathématiques  américaines.  L'Amérique,  il  est  à  peine 
nécessaire  de  le  dire,  est  devenue  le  rendez-vous  du  monde.  Il  fut  un 
temps  où  toutes  les  routes  conduisaient  à  Rome  ;  beaucoup  mènent 
en  Amérique  actuellement.  Près  d'un  million  d'immigrants  débar- 
quent sur  nos  côtes,  chaque  année,  et  s'assimilent  à  notre  corps 
politique.  Fin  fait  d'étrangers,  ou  de  parenté  étrangère,  nous  avons 
dans  les  Etats-Unis  quatre  ou  cinq  fois  autant  d'Anglais  qu'à 
Liverpool,  cinq  ou  six  fois  autant  d'Allemands  qu'à  Berlin,  pres- 
que deux  fois  autant  d'Irlandais  que  toute  l'Irlande,  à  peu  près 
autant  d'Ecossais  qu'Edimbourg  et  Glasgow  réunis,  trois  fois 
autant  d'Italiens  que  Rome,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  natio- 
nalités. Ces  immigrants  ne  sont  en  général  pas  de  la  classe 
savante,  mais  ils  ont  l'énergie,  la  vitalité,  et  désirent  que  leurs 
enfants  reçoivent  une  instruction.  11  est  possible;  qu'ils  n'appor- 
tent pas  avec  eux  les  mathématiques  de  leurs  différents  pays, 
mais  ils  accomplissent  deux  choses  très  importantes  pour  nous  : 
1**  en  contractant  des  alliances,  ils  constituent  une  race  cosmo- 
polite d'une  énorme  énergie  ;  et  2^  ils  inspirent  à  l'Américain 
d'aujourd'hui  une  sympathie  pour  le  travail  des  différents  pays, 
et  une  tendance  mentale  à  chercher  dans  d'autres  contrées  que 
l'Angleterre  des  modèles  d'instruction.  Et  ceci  m'amène  à  mon 
second  sujet,  l'étal  actuel  des  mathématiques  secondaires  en 
Amérique. 
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II.    —    L'ÉTAT    ACTUEL    DES    MATHEMATIQUES    SECONDAIRES 

AUX  Etats-Unis. 

On  pense  souvent  que  les  Etats-Unis,  composés  d'environ  cin- 
quante Etats  et  Gouvernements,  sans  puissance  centralisée  en  ma- 
tière d'instruction,  ne  doivent  présenter  aucune  uniformité  dans  les 
écoles.  Cela  n'est  cependant  pas  le  cas.  Sans  doute  dans  les  plus 
anciennes  parties  du  pays  les  écoles  sont  plus  conservatricjes  à 
certains  égards,  et  les  Etats  les  plus  riches  ont  des  professeurs 
mieux  préparés  et  un  matériel  mieux  conditionné  en  général. 
Cependant,  grâce  à  l'échange  continuel  de  maîtres  et  d'idées,  et  à 
l'influence  exercée  par  des  organisations  telles  que  la  National 
Educational  Association  et  par  les  grandes  maisons  d'édition 
publiant  les  traités  scolaires,  les  traits  essentiels  de  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  ne  varient  pas  particulièrement  d'une 
partie  du  pays  à  l'autre. 

En  général,  les  enfants  fréquentent  les  écoles  publiques;  les 
écoles  publiques  élémentaires  comptent  plus  de  dix  fois  autant 
d'élèves  que  les  écoles  privées,  et  les  écoles  publiques  secondaires 
quatre  fois  plus.  En  outre,  les  écoles  publiques  croissent  en  nombre 
beaucoup  plus  rapidement  que  les  écoles  privées,  et,  sauf  dans 
quelques  grandes  villes,  ces  dernières  peuvent  à  peine  être  consi- 
dérées comme  représentant  l'éducation  américaine. 

La  durée  habituelle  des  études  comporte  huit  ans  dans  l'école 
élémentaire  (précédés  souvent,  dans  les  grandes  villes,  d'un  cer- 
tain temps^ passé  dans  les  jardins  d'enfants),  quatre  ans  dans 
l'école  supérieure  ou  secondaire,  quatre  ans  dans  le  collège  (per- 
mettant d'obtenir  le  grade  de  bachelier),  et  trois  ans  supplémen- 
taires à  l'université  pour  l'obtention  du  grade  de  docteur  en  philo- 
sophie. Sur  notre  population  scolaire  totale,  seulement  le  4  V4  7o 
est  réparti  dans  les  écoles  secondaires,  1,4  7©  dans  les  institutions 
supérieures  de  tous  genres,  moins  de  0,6^0  dans  les  collèges  et 
universités.  Quoique  le  nombre  des  personnes  fréquentant  les 
écoles  dépasse  17,000,000,  le  nombre  de  celles  qui  suivent  les  col- 
lèges est  relativement  restreint. 

D'une  manière  générale,  en  prenant  le  pays  dans  son  ensemble, 
on  peut  dire  que  le  travail  en  mathématiques  se  répartit  comme 
suit  : 

Ecole  élémentaire.  Années  I-VIll  inclusivement.  5  leçons  par 
semaine  ;  dans  les  écoles  primaires,  elles  sont  d'environ  20  à  30 
minutes  chacune,  dans  les  années  V-Vll,  45  minutes.  Arithmé- 
tique et  mesures.  Dans  les  deux  dernières  années  les  équations 
du  premier  degré  à  une  inconnue  sont  utilisées  pour  venir  en  aide 
à  l'Arithmétique. 
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Ecole  secondaire  [High  secondary  svhool). 

Classe  IX     4  ou  5  leçons  par  semaine     Algèbre. 
»      X  »  »  »  Géométrie. 

»      XI         »  »  »  Algèbre  et  Géométrie. 

»      XII   facultatif  Algèbre,  Géométrie  ou  Tri- 

gonométrie. 
Collège, 

Classe  XIII     3  leçons  par  semaine  Algèbre,  Géométrie  et  Tri- 

gonométrie. 
»      XIV    facultatif  Géométrie    analytique    et 

Analyse. 
»      XV  »  Analyse. 

»      XVI  i>  Mathématiques   supérieu- 

res et  appliquées. 
Université. 

Classe  XVII     facultatif  (diplôme  de  maître). 
»      XVIIl 
»      XIX  »         (diplôme  de  docteur). 

Plusieurs  écoles  essayent  d'introduire  dans  les  classes  élémen- 
taires la  Géométrie  sous  sa  forme  concrète,  mais  les  efforts  n'ont 
pas  eu  d'autre  résultat  jusqu'à  présent  qu'un  enseignement  plus 
rationnel  des  méthodes  de  mesure  élémentaires  qui  se  trouvaient 
toujours  dans  nos  programmes. 

J'en  viens  maintenant  à  la  nature  du  //'a<^«z7  mathématique  dans 
les  écoles  secondaires. 

a.  Les  êlèçes.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  une  grande 
majorité  des  écoles  secondaires  des  Etats-Unis  on  trouve  la  coé- 
ducation  des  deux  sexes,  pratiquement  toutes  sont  dans  ce  cas, 
sauf  dans  quelques  écoles  des  villes.  Les  garçons  et  les  filles  étu- 
dient les  mêmes  mathématiques  et  dans  les  mêmes  classes.  Dans 
les  villes  plus  grandes  de  l'Est,  et  dans  les  écoles  privées,  cela 
n'est  pas  le  cas  et  il  y  a  une  légère  tendance  en  faveur  de  la  sépa- 
ration des  sexes. 

b.  Les  maîtres.  L'absolue  liberté  donnée  à  la  femme  en  Améri- 
que, son  désir  d'être  son  propre  soutien,  son  consentement  à  tra- 
vailler pour  un  salaire  relativement  bas  et  le  meilleur  gain  que 
rapportent  aux  hommes  les  autres  professions  et  vocations,  telles 
sont  les  causes  d'une  condition  défectueuse  en  ce  qui  concerne 
les  maîtres.  Dans  l'enseignement  élémentaire,  la  femme  est  en 
général  meilleure  que  l'homme.  De  plus,  étant  donnés  les 
salaires  actuellement  payés  en  Amérique,  une  école  secondaire 
peut  se  procurer  plus  facilement  une  maîtresse  qu'un  maître;  par 
contre  les  meilleurs  professeurs  hommes  d'Algèbre  et  de  Géomé- 
trie valent  mieux  que  les  meilleures  maîtresses.  On  a  reconnu 
qu'il  n'était  pas    désirable    pour  les  élèves  d'avoir  des  femmes 
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comme  maîtres  pendant  tout  leur  temps  d'école,  et  dans  les  villes 
les  autorités  scolaires  font  tous  leurs  efforts  pour  faire  entrer  des 
professeurs  hommes  dans  renseignement  des  mathématiques  se- 
condaires. Etant  donné  Taccroissement  naturel  de  la  population 
de  notre  pays,  les  hommes  trouveront  plus  tard  moins  d'occasions 
d'entreprendre  une  autre  profession,  et  une  réaction,  déjà  mani- 
feste, contre  cette  féminisation  injustifiée  des  écoles,  seprononcera 
encore  davantage  par  la  suite. 

c.  Le  programme  détaillé.  Voici  un  bref  aperçu  du  programme 
pour  la  ville  de  New-York  qui  pourra  donner  une  juste  idée  du 
travail  qui  se  fait  dans  les  autres  parties  du  pays. 

AxxÉE  IX.  Algèbre,  5  leçons  par  semaine  (45  minutes  chacune). 
Opérations  fondamentales;  équations  linéaires  à  une  ou  plusieurs 
inconnues  ;  racines  ;  puissances  ;  radicaux;  nombres  complexes; 
équations  du  second  degré  à  une  et  deux  inconnues  ;  représenta- 
tions graphiques  d'équations. 

Année  X.  Géométrie,  4  leçons  par  semaine.  En  substance,  les  4 
premiers  livres  de  la  Géométrie  d'Euclide  ou  de  Legendre,  étudiés 
d'après  les  traités  modernes.  Au  minimum  300  exercices  de  cons- 
tructions et  problèmes  de  Géométrie  plane.  Dessin  géométrique. 

AxxÉR  XI.  Géométrie  et  Algèbre,  3  leçons.  Fin  de  la  Géomé- 
trie plane,  en  substance  le  champ  d'Euclide  ou  de  i^egendre, 
avec  exercices.  En  Algèbre;  les  proportions,  les  équations  indé- 
terminées, les  progressions,  les  combinaisons,  le  théorème  du 
binôme  démontré  dans  le  cas  d'un  exposant  entier  et  positif  et 
appliqué  également  pour  d'autres  exposants. 

Année  XII.  Facultatif.  4  leçons.  Trigonométrie  plane  et  loga- 
rithmes ;  ou  un  l'epassage  général  de  Mathématiques,  dans  le  pre- 
mier semestre.  Au  second  semestre  :  Géométrie  dans  l'espace,  Al- 
gèbre supérieure  et  Trigonométrie  sphérique,  ou  un  repassage  de 
Mathématiques. 

d.  L'influence  des  collèges.  Ce  programme  représente  essentiel- 
lement ce  qu'on  exige  pour  l'entrée  dans  les  collèges,  établisse- 
ments d'ordre  généralement  privé,  institués  par  les  différents 
Etats  et  cherchant  tous  à  exiger  sensiblement  les  mêmes  program- 
mes. Tous  ces  collèges  admettent  les  étudiants  après  un  examen 
d'entrée,  la  plupart  se  contentent  des  certificats  imposés  par  le 
Collège  Enlrance  Board  (un  comité  coopératif  privé  composé  de 
représentants  des  différents  collèges;,  et  un  grand  nombre  reçoi- 
vent leurs  étudiants  sur  la  présentation  de  certificats  d'écoles  se- 
condaires bien  connues.  Le  résultat  est  absolument  le  même,  car 
les  collèges  exigent  en  praticjue  le  programme  ci-dessus  men- 
tionné et  obligent  les  écoles  à  s'y  conformer.  Quoiqu'il  en  soit,  le 
champ  est  celui  cjue  nous  avons  indiqué,  bien  qu'un  très  faible 
pourcentage  d'élèves  le  suivent  jusqu'au  bout  et  qu'une  plus 
faible  proportion  encore  entre  au  Collège. 
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lll.  —  Tendances  actuelles  en  vue  d'une  transformation. 

Mais  cet  état  de  choses  ne  durera  pas  chez  nous.  Si  Ton  com- 
pare nos  anciens  ouvrages  à  nos  publications  actuelles,  on  se  rend 
compte  qu'il  n'y  a  jamais  eu  en  Amérique  une  telle  période  de 
protestations,  de  discussions  concernant  les  programmes,  d'expé- 
riences et  d'études  sur  l'histoire  de  l'enseignement,  que  l'époque 
actuelle.  L'instruction  secondaire  du  pays  est  à  la  veille  d'une 
transformation  profonde,  et  les  influences  qui  sont  à  Tœuvre  ac- 
tuellement et  leurs  résultats  probables,  mériteraient  d'attirer 
notre  attention. 

a.  Influence  des  branches  élémentaires,  Les  dix  ou  quinze  an- 
nées qui  viennent  de  s'écouler  ont  vu  s'opérer  dans  le  domaine 
de  l'Arithmétique  une  transformation  aussi  considérable  que 
celle  qui  s'était  produite  lorsque  l'influence  de  Pestalozzi  se  fit 
sentir  en  Amérique,  il  y  a  soixante-quinze  ans.  Ce  changement 
fut  occasionné  par  les  deux  considérations  suivantes  :  1°  Un  intérêt 
croissant  dans  le  développement  psychologique  de  l'enfant,  résul- 
tant d'une  étude  de  ses  aptitudes  mentales  dans  les  années  scolai- 
res successives  ;  2"  un  intérêt  croissant  dans  les  exigences  réelles 
de  la  vie  commerciale,  résultant  de  la  substitution  des  applica- 
tions modernes  à  celles  du  passé.  Cette  transformation  s'est  fait 
sentir  dans  les  récents  programmes  et  dans  les  traités  qui  ont 
paru  dernièrement.  Le  travail  est  disposé  actuellementd'une  façon 
progressive,  de  telle  sorte  que  l'enfant  rencontre  les  sujets  im- 
portants deux  ou  trois  fois,  avec  des  problèmes  d'une  difficulté 
croissante.  En  plus,  et  sans  que  pour  cela  le  travail  sur  les  nom- 
bres abstraits  soit  négligé,  on  lui  présente  les  problèmes  concrets 
qui  font  plus  directement  appel  à  son  intérêt  ;  ils  représentent 
les  réelles  conditions  américaines  et  se  rapportent  à  la  vie  de 
tous  les  jours.  H  en  résulte  une  attitude  plus  franche  vis-à-vis  du 
sujet  de  la  part  des  élèves,  des  maîtres  et  des  parents,  et  la  ques- 
tion s'est  naturellement  posée  de  savoir  s'il  est  possible  d'effectuer 
une  réforme  semblable  dans  les  mathématiques  secondaires. 

b.  Influences  étrangères.  L'étude  des  systèmes  étrangers  doit 
avoir  également  une  grande  influence  dans  la  discussion  actuelle. 
I^e  flot  continuel  déjeunes  gens  allant  dans  les  universités  alle- 
mandes, Tétude  sérieuse  des  écoles  européennes  par  nos  éduca- 
teurs, les  études  critiques  des  programmes  de  toutes  les  parties 
du  monde  qui  paraissent  dans  les  rapports  annuels  du  Conimis- 
sioner  of  Education  des  Ktats-Unis,  la  dissémination  de  toutes  ces 
idées  par  nos  institutions  supérieures  pour  la  préparation  des 
maîtres,  —  tout  cela  nous  maintient  continuellement  en  rapport 
avec  ce  qui  se  fait  de  mieux  dans  le  travail  universel.  Dans  mes 
propres  classes  j'ai  eu  Tannée  dernière  des  étudiants  qui  nous  ont 
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renseigné  sur  rexcellent  programme  du  gj^mnase  de  Bulgarie  ^ 
sur  le  mouvement  Méray  en  France,  sur  les  derniers  programmes 
de  Prusse,  sur  le  travail  des  gymnases  italiens  et  sur  des  sujets 
analogues  concernant  les  autres  pays.  Aucune  transformation  im- 
portante ne  se  fait  dans  les  études  secondaires  en  Europe  qui  ne 
soit  immédiatement  disculée  dans  les  associations  des  maîtres  en 
Amérique,  et  aucune  théorie  n'est  chaudement  appuyée,  comme 
par  exemple  celle  du  professeur  Peury  de  Londres,  sans  éveiller 
l'attention  sérieuse  du  Nouveau  Monde.  Le  résultat  de  ces  infor- 
mations continuelles  sur  tout  ce  que  les  autres  pays  peuvent  offrir 
de  meilleur  nous  oblige  à  examiner  notre  propre  travail  et  à 
chercher  en  quoi  il  est  susceptible  d'amélioration.  Cela  ne  doit 
pas  être  attribué  particulièrement  à  nous-mêmes,  mais  plutôt  aux 
forces  nouvelles  qu'engendrent  un  sang  nouveau. 

c.  Influences  commerciales.  L'Américain  s'est  contenté  jusqu'à 
présent  de  tirer  parti  de  son  propre  pays,  de  récolter  les  richesses 
de  ses  champs  et  forêts  vierges  et  d'exploiter  ses  mines  produc- 
tives. Mais  à  l'heure  actuelle  le  pays  se  remplit,  nous  sommes 
devenus,  dans  l'espace  d'une  génération,  un  peuple  industriel  et 
nous  commençons  à  chercher  nos  marchés  ailleurs,  l/esprit  com- 
mercial domine,  et  dans  les  écoles  l'on  se  pose  constamment  la 
question,  Cuihono  ?  C'est  pourquoi  les  mathématiques  secondaires 
devront  continuellement  se  rendre  utiles  ;  leurs  droits  devront  être 
analysés  et  leurs  résultats  comparés  (sans  unité  commune  de  me- 
sure, il  est  vrai)  avec  le  temps  qui  leur  est  consacré.  Cela  ne  signi- 
fie pas  que  les  mathématiques  ne  doivent  être  considérées  qu'à  un 
point  de  vue  purement  utilitaire,  car  chacun  reconnaît  qu'elles 
ont  une  grande  valeur  disciplinaire  en  sol,  mais  cela  signifie  qu'il 
faut  remplacer  ce  qui  a  peu  de  valeur  par  ce  qui  en  a  davantage. 
En  matière  d'applications,  cela  signifie,  pour  faire  usage  d'une 
phrase  que  j'ai  souvent  prêchée  à  des  maîtres,  que  «  ce  qui  a  la 
prétention  d'être  pratique  doit  l'être  réellement;  »  c'est  une  idée 
qui  esta  la  base  d'un  important  mouvement  en  Amérique. 

d.  Influences  psychologiques.  Il  est  une  autre  inlluence  qui  est 
appelée  à  jouer  un  rAle  important  dans  la  préparation  de  l'avenir, 
je  veux  parler  de  l'étude  intense  de  la  psychologie  pratique.  Les 
maîtres  se  demandent  pourquoi  l'on  exigerait  de  l'esprit  humain 
la  compréhension  de  certains  principes  purement  abstraits  de 
Géométrie  avant  d'avoir  acquis  les  chapitres  beaucoup  plus  aisés 
de  Trigonométrie,  pourquoi  l'on  exige  les  difficultés  de  l'Algèbre 
avancée  avant  de  présenter  les  parties  plus  simples  de  l'Analyse 
supérieure,  et  pourquoi,  en  général,  une  séparation  convention- 
nelle et  fortuite  serait  maintenue  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie, 
la  Géométrie  et  la  Trigonométrie,  et  l'Algèbre  et  l'Analyse  supé- 


*  Voir  VEns.  math.,  '•  anuco,  p.  2:)7-270,  19U5.  (Rèd.}. 
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rieure.  Je  ne  veux  pas  dire  que  ces  questions  ne  puissent  pas  être 
résolues,  mais  l'on  se  demande  si  c'est  une  réponse  suflisante  de 
dire  «  Laissez  faire.  » 

e.  Influences  scientifiques.  Il  faut  tenir  compte  aussi  de  Tinfluence 
que  les  sciences  physiques  exerceront  sur  les  Mathématiques. 
Depuis  que  les  Mathématiques  sont  nécessaires  à  la  Physique,  les 
deux  branches  sont  liées  d'une  façon  spéciale,  et  il  ne  manque 
pas  d'esprits  extrêmes  qui  voudraient  les  réunir  d'une  façon  con- 
tinuelle. De  cette  agitation,  qui  n'en  est  encore  qu'à  sa  phase  em- 
bryonnaire, sortira  beaucoup  de  bon. 

f.  Le  dogme  de  la  rigueur.  Que  ce  soit  l'esprit  conservateur  bri- 
tannique ou  un  désir  erroné  de  traiter  k  fond  chaque  point  avant 
d'entreprendre  le  suivant,  il  semble  parfois  que  c'est  en  Angle- 
terre plus  qu'en  tout  autre  pays  que  le  dogme  de  la  rigueur  est  le 
plus  en  évidence.  Notre  Géométrie  est  beaucoup  plus  pointilleuse 
que  celle  de  l'Allemagne,  quoique  nous  ne  produisions  pas  d'aussi 
bons  géomètres;  nos  livres  d'Algèbre  renferment  beaucoup  plus 
de  détails  que  les  traités  ordinaires  français,  et  nous  ne  produi- 
sons cependant  pas  d'aussi  bons  algébristes  ;  et  nos  trigonomé- 
tries  sont  tout  aussi  complètes  que  celles  des  autres  pays  sauf 
l'Angleterre  et  pourtant  nos  étudiants  ne  sont  pas  particulière- 
ment brillants  dans  cette  partie,  sauf  lorsqu'ils  l'appliquent  aux 
travaux  d'ingénieurs.  On  peut  se  demander  sérieusement  si  cet 
état  de  choses  est  justifiable.  C'est  pourquoi  les  éducateurs  se 
demandent  si  de  meilleurs  résultats  ne  pourraient  pas  être  obte- 
nus par  une  plus  grande  surface  et  moins  de  profondeur,  par  l'in- 
troduction de  Trigonométrie  plane  au  lieu  de  traiter  la  Géométrie 
plane  d'une  façon  si  complète;  on  pourrait  donner  une  petite  in- 
troduction à  l'Analyse  à  la  place  de  certaines  parties  de  l'Algèbre, 
dans  le  même  ordre  d'idées  que  les  représentations  graphiques, 
actuellement  introduites  qui  fournissent  des  notions  élémentaires 
de  Géométrie  analytique. 


IV.  —  Propositions  de  changements  dans  les  pRor.KAMMEs. 

De  toutes  les  discussions  concernant  les  mathématiques  secon- 
daires aux  Etats-Unis  résultent  de  nombreuses  propositions  rela- 
tives aux  changements  des  programmes.  Je  me  propose  de  les 
résumer,  sans  prétendre  indiquer  ce  qui  aura  lieu  dans  un  avenir 
immédiat,  mais  simplement  pour  montrer  quelques  tendances 
actuelles.  Je  présenterai  un  projet  renfermant  beaucoup  d'idées 
courantes,  quoique  n'ayant  été  recommandé  par  aucun  corps  en- 
seignant, ni  adopté  par  aucune  école.  Son  unique  but  est  de  pro- 
voquer la  discussion  et  d'indiquer  les  visées  d'un  parti  assez 
avancé  d'éducateurs  en  Amérique.  11  est  conçu  pour  cinq  années, 
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—  la  dernière  année  de  l'école  élémentaire  et  les  quatre  premières 
de  Técoie  secondaire. 

Année  VIII.  Mathématiques  I.  Exigé.  Garçons  et  filles  ensemble. 
5  leçons  par  semaine. 

Plan  général.  Transition  des  formes  spéciales  aux  formes  géné- 
rales. Une  combinaison  de  TAlgèbre,  de  la  Géométrie  concrète  et 
de  l'Arithmétique,  l'Algèbre  étant  la  base  de  cet  arrangement. 

Programme  détaillé. 

1.  Formules  algébriques  : 

a)  Application  aux  mesures,  conduisant  toujours  à  une  formule 
devant  être  traitée  comme  une  équation.  (Exercices  simples  sur 
les  racines  carrées  vers  la  fin  de  Tannée.) 

h)  Applications  commerciales  comme  les  questions  d'intérêt, 
d'escompte  et  de  commissions. 

c)  Application  aux  statistiques.  Représentations  graphiques  sur 
papier  quadrillé,  soit  lorsque  la  formule  est  donnée,  soit  lorsque 
les  statistiques  seules  sont  connues. 

dj  La  notion  de  fonctions  simples;  par  exemple:  l'intérêt  d'un 
capital  donné  à  un  taux  donné  est  une  fonction  du  temps;  Taire 
d'un  cercle  est  une  fonction  du  rayon,  etc. 

e)  Travail  expérimental  assez  simple,  comme  celui  qui  consiste 
à  montrer  la  loi  du  levier,  avec  ses  formules.  Ceci  peut  conduire 
logiquement  à  Tintroduction  d'autres  formules  simples  de  Physi- 
que sans  expériences,  pour  rendre  compte  de  certains  usages  de 
l'Algèbre,  par  exemple  la  formule  donnant  la  résistance  d'une 
barre  d'acier. 

fj  Dans  l'évaluation  numérique  de  fonctions,  comme  dans 
6'  =  2  ;r  /',  introduire  la  règle  à  calcul  et  les  preuves  par  0  et  par 
11,  les  principes  expliquant  ces  vérifications  pouvant  être  ren- 
voyés jusqu'au  moment  où  les  mathématiques  V  (bj  seront  étu- 
diées. Usage  du  système  métrique  dès  maintenant  et  dans  tous  les 
travaux  subséquents  touchant  à  des  problèmes  scientifiques. 

2.  —  Equations  linéaires  à  une  inconnue  : 

a)  Applications  à  des  problèmes  d'arithmétique,  avec  discussion 
des  avantages  ou  inconvénients  du  symbolisme  algébrique. 
bj  Applications  aux  mesures  comme  auparavant. 
c)  Récréations  mathématiques,  introduisant  Télément  amusant. 

3.  —  Fonctions  algébriques  et  opérations  fondamentales  : 

a)  Application  autant  que  possible  aux  formules  étudiées  aupa- 
ravant. 

bj  Décomposition  en  facteurs,  en  faisant  usage  de  la  corres- 
pondance géométrique  lorsqu'il  y  a  utilité.  Comparaison  avec 
TArithméticjue.  Application  à  la  résolution  de  simples  équations 
du  second  degré,  avec  exemples. 


DES    MArUÊMAriQUES    AUX   ÉTATS-UNIS  279 

c)  Fractions,  en  revisant  en  même  temps  les  principes  et  la  pra- 
tique des  fractions  numériques. 

4.  —  Equations  linéaires  à  deux  inconnues  : 

a)  Applications  à  rArithméliciue. 

b)  Applications  aux  mesures  comme  avant. 

c)  Partie  récréative. 

Année  IX.  Mathématiques  II.  Exi^é.  Garçons  et  filles  dans  des 
classes  séparées  avec  faculté  pour  les  filles  de  suivre  les  classes 
de  garçons  au  cas  où  elles  le  désireraient.  5  leçons  par  semaine. 

Plan  général.  Kn  Algèbre  élémentaire,  é(iuations  du  second 
degré  à  une  inconnue,  combinées  aussi  étroitement  que  possible 
avec  les  trois  premiers  livres  de  Géométrie  plane  ;  on  se  basera 
sur  les  Mathématiques  I  supposées  connues.  Nous  n'indiquons 
pas  pour  cette  année  la  distribution  des  heures  a  consacrer  à  cha- 
cun de  ces  domaines,  elle  doit  être  réglée  par  le  maître  suivant  le 
résultat  de  Texpérience.  Ce  serait  le  dernier  programme  exigé  pour 
les  filles.  La  Géométrie  concrète  devient  maintenant  démonstrative. 
On  appuiera  sur  la  correspondance  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie. 
Les  applications  pratiques  de  chaque  domaine  seront  faites  d'une 
façon  aussi  réelle  que  possible.  Il  est  reconnu  que  le  succès  de  ce 
programme  dépend  de  l'aptitude  du  maître  à  se  servir  des  livres 
d'Algèbre  et  de  Géom'étrie  qu'il  a  à  sa  disposition  dans  le  sens  pres- 
crit. Des  traités  combinant  l'Algèbre  et  la  Géométrie  ne  paraîtront 
probablement  pas  dans  un  avenir  immédiat,  à  supposer  qu'ils 
soient  désirables  (ce  qui  est  encore  douteux).  Il  est  probable  que 
le  temps  sera  divisé  à  peu  près  également  entre  l'Algèbre  et  la 
Géométrie.  Cinq  heures  pourraient  être  consacrées  à  chaque  sujet 
toutes  les  deux  semaines,  alternant  jour  par  jour,  ou  préférablement, 
chaque  leçon  renfermerait  les  deux.  Cette  façon  de  procéder  est 
nouvelle  et  c'est  un  des  points  à  expérimenter  sérieusement. 

Programme  détaillé, 

L  —  Li^re  I  de  la  Géométrie  planCy  les  propositions  du  livre 
étant  limitées  à  celles  exigées  dans  les  récents  programmes. 

ay  Usage  du  rapporteur  ;  dessin  à  l'échelle.  Le  dessin  techni- 
que, commencé  dans  les  leçons  de  travaux  artistiques  et  manuels, 
pourra  dorénavant  s'appliquer  à  ce  travail.  La  construction  d'ins- 
truments simples  pour  la  mesure  des  angles.  Méthodes  primiti- 
ves pour  la  mesure  des  distances,  basées  sur  le  livre  I. 

h)  Mesures  (dans  le  champ  du  programme  i\i^  Géométrie  de 
l'année!. 

c)  FIxercices  originaux,  avec  un  commencement  de  généralisa- 
tion lorsque  c'est  praticable.  Par  exemple,  dériver  les  propriétés 
du  triangle  é<|uilatéral  de  celles  des  triangles  isocèles;  considé- 
rer le  rectangle  en  ce  qui  touche  le  parallélogramme;  considérer 
les  anofles  extérieurs  des  différentes  formes  de  triansrles. 
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dj  Expériences  sur  la  relation  de  la  Géométrie  de  l'espace  à  la 
Géométrie  plane,  guidées  par  Méray  et  de  Paolis,  en  ne  poussant 
le  travail  qu'aussi  loin  que  cela  présente  un  réel  avantage. 

2.  —  Il  y  aurait  à  faire  une  revision  rapide  des  opérations  sur 
les  fonctions  algébriques  dans  leur  rapport  au  domaine  ci-dessus 
mentionné,  avec  applications  s'il  y  a  lieu,  et  une  revision  des 
équations  linéaires  à  une  et  à  deux  inconnues,  dans  le  même 
esprit.  Le  graphique  d'équations  linéaires  à  deux  inconnues,  dans 
le  but  d'expliquer  la  signification  de  «  linéaire  »  et  «  simultané,  » 
et  en  même  temps  de  donner  Tinterprétation  des  racines.  Solu- 
tions graphiques  de  problèmes  de  trains  de  chemins  de  fer  comme 
application. 

3.  —  Lwre  11  de  Géométrie  plane  (méthode  d'Euclide)  traité 
seulement  brièvement  pour  illustrer  des  formes  algébriques  cou- 
rantes. Par  exemple  a  \h  -\-  cjy  (a  -{-  b)^  et  d'autres  formes  sem- 
blables. Intentionnellement  il  ne  sera  pas  fait  d'étude  géométri- 
que rigoureuse  de  ce  livre. 

4.  —  Livre  III  de  la  Géométrie  plane,  en  omettant  des  générali- 
sations qui  sont  trop  difficiles  pour  cette  année.  Montrer  les  rap- 
ports de  cette  étude  aux  équations  du  second  degré,  particulière- 
ment dans  les  problèmes  appliqués. 

5.  —  Problèmes  algébriques  renfermant  des  équations  du  second 
degré,  se  rapportant  à  la  Géométrie  de  cette  année  et  (autant  que 
possible]  aux  autres  travaux  de  cette  classe.  Par  exemple,  si  les 
travaux  manuels  pouvaient  fournir  quelques  problèmes,  ou  si  de 
simples  lois  mécaniques  pouvaient  être  illustrées  en  classe,  on  en 
profiterait. 

6.  —  Autant  que  possible,  les  applications  de  la  Géométrie  et  de 
l'Algèbre,  devraient  être  choisies  pour  les  garçons,  dans  la  Méca- 
nique, les  mesures  et  la  vie  commerciale;  pour  les  fîUes  ces  appli- 
cations devraient  avoir  rapport  au  dessin  et  au  dcmiaine  des  scien- 
ces et  arts  domestiques,  autant  que  cela  peut  se  faire  raisonnable- 
ment. Pour  les  filles  en  particulier,  le  travail  fourni  dans  un  livre 
tel  que  Geometrisches  Zeichnen  de  Becker  a  beaucoup  de  valeur. 

7.  —  Lorsque  les  propriétés  des  exposants  auront  été  entrepri- 
ses, on  introduirait  les  logarithmes  et  l'on  utiliserait  dorénavant 
les  tables  pour  la  pratique,  comme  il  avait  été  fait  pour  la  règle  à 
calcul.  Comparaison  de  ces  deux  modes  de  calcuL  On  devrait  se 
servir  de  ces  deux  procédés  chaque  fois  qu'un  calcul  numérique 
se  présente,  comme  dans  l'évaluation  d'expressions  renfermant 
des  radicaux. 

Année  X.  Mathématiques  III.  Exigé  pour  les  garçons;  facultatif 
pour  les  filles.  Classes  séparées.  5  leçons  par  semaine. 

Plan  général.  Fin  de  l'Algèbre  élémentaire,  équations  du  second 
degré  à  deux  inconnues  ;   variations.   Fin  de  la  Géométrie  plane, 
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condensée  comme  dans  les  Mathématiques  II.  Continuation  du 
dessin  mécanique  en  rapport  avec  le  travail  d'application.  La  Tri- 
gonométrie du  triangle  plan  en  rapport  avec  les  figures  semblables. 
Mesures  pratiques  de  figures  planes  et  solides,  à  Taide  de  la  Trigo- 
nométrie. Usage  du  théodolite.  Géométrie  dans  Tespace  combinée 
avec  la  Géométrie  plane  aussi  loin  que  cela  peut  se  faire  raison- 
nablement. 

Programme  détaillé. 

1.  —  Algèbre;  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues. 
Graphiques  permettant  d'illustrer  ce  qui  suit  : 

a)  La  nature  des  racines  (imaginaires  qui  sont  toujours  par 
paires,  etc.). 

b)  Nombre  des  racines. 

ci  Les  trois  formes  des  coniques  (avec  leur  nom). 

2.  —  U étude  de  la  variation  doit  comprendre  un  nombre  pas 
trop  considérable  d'expériences  simples  de  physique,  avec  pro- 
blèmes de  mesures  qui  s'y  rapportent.  Le  programme  régulier  de 
Physique  cette  année  doit  être  lié  aussi  étroitement  que  possible 
à  ce  travail. 

3.  —  Fin  de  la  Géométrie  plane.  Rapports  et  proportions  avec 
applications  simultanées  à  l'Algèbre  et  la  Géométrie.  Les  limites 
et  les  cas  incommensurables  seront  considérés  en  passant,  sans 
tentatives  de  preuves  rigoureuses. 

4.  —  Figures  semblables  conduisant  à  la  Trigonométrie  du 
triangle  plan.  Usage  d'instruments  simples  construits  par  la  classe  ; 
par  ex.,  parmi  les  anciens,  les  «  riga^  bacnlus^quadrans,  spéculum^ 
squadrOy  »  etc.,  puis,  usage  du  théodolite  et  de  la  planchette. 

Calculs  de  mesures  et  problèmes  de  Physique  à  effectuer  par  la 
règle  à  calcul  et  par  les  logarithmes. 

5.  —  Les  mesures  dans  la  Géométrie  de  T espace, 

6.  —  Autant  que  possible  les  problèmes  de  garçons  toucheront 
au  commerce,  à  la  mécanique,  à  la  Physique,  et  les  applications 
pratiques  à  des  mesures  topographiques  et  de  bâtiments;  les  pro- 
blèmes destinés  aux  filles  (dans  leur  cours  facultatif]  rouleront  sur 
l'économie  domestique,  y  compris  le  dessin,  l'hygiène  et  les  ques- 
tions civiques  touchant  la  maison. 

Année  XL  Mathématiques  V.  Facultatif  pour  garçons  et  filles. 
Classes  séparées  de  préférence.  5  leçons  par  semaine. 

Plan  général.  Un  cours  conduisant  à  la  Mécanique  et  à  la  Cos- 
mographie et  introduisant  le  triangle  sphérique,  les  éléments  de 
Géométrie  analytique  et  le  tracé  des  courbes  d'une  façon  générale. 

Programme  détaillé. 

1.  —  Rapport  entre  ce  programme  et  celui  de  Physique.  Pendant 
cette  année  le  travail  de  la  physique  est  plutôt  un  travail  de  labo- 
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ratoire.  Les  maîtres  de  mathématiques  devraient  se  tenir  constam- 
ment au  courant  de  ce  qui  se  fait  dans  ce  domaine,  en  vue  de  se 
procurer  des  problèmes  et  de  fournir  au  bon  moment  les  mathé- 
matiques nécessaires. 

2.  —  La  Mécanique  devrait  s'introduire  dans  les  applications 
d'une  façon  aussi  étendue  que  possible.  Continuation  du  dessin 
technique,  comme  jusqu'à  présent.  Lectures  de  dessins. 

3.  —  Le  cours  de  Cosmographie  qui  est  souvent  donné  dans  la 
12^  année  serait  placé  dans  cette  année-ci  et  en  relation  étroite 
avec  les  autres  branches.  Etude  de  simples  projections  de  cartes 
et  applications  de  la  Trigonométrie  et  du  dessin  géométrique  à  la 
Cosmographie.  Détermination  de  la  latitude  par  Tobservalion  du 
soleil  et  de  l'étoile  polaire.  Calcul  du  temps  local  et  de  la  longi- 
tude. Calcul  d'arcs  de  grand  cercle  entre  points  de  latitudes  et 
longitudes  données.  Tout  ceci  devrait  être  la  partie  objective  de 
l'étude  du  triangle  sphérique. 

4.  —  Géométrie  analrjliqne.  Les  théorèmes  fondamentaux  relatifs 
aux  coniques,  ce  travail  étant  condensé  autant  que  possible,  comme 
celui  de  la  Géométrie  élémentaire.  Etude  des  courbes  utilisées  en 
Mécanique  et  en  Physique,  av€c  applications  à  des  sujets  tels  que 
la  correction,  à  l'aide  de  la  chaînette,  des  mesures  fournies  par 
par  la  chaîne  d'arpenteur. 

5.  —  Révision  des  principaux  théorèmes  de  Géométrie  et  de  Tri- 
gonométrie.  Formules  d'approximation,  comme  la  règle  de  Simp- 
son pour  les  surfaces. 

6.  —  Travail  pratique  en  plein  air  avec  le  théodolite. 

Année  XII.  Mathématiques  V  (a).  Facultatif  pour  garçons  et  fil- 
les. Classes  séparées  de  préférence.  Premier  semestre  (voir  aussi 
Mathématiques  V,  (b)  plus  loin).  4  leçons  par  semaine.  Les  mathé- 
matiques IV  sont  supposées  connues. 

Plan  général,  Un  semestre  de  travail  sur  l'Analyse  supérieure  et 
ses  applications,  avec  travail  pratique  dans  l'usage  du  théodolite 
et  de  nombreuses  applications  à  la  Mécanique.  Il  est  possible 
d'organiser  un  cours  parallèle  pour  les  filles,  comprenant  les  élé- 
ments d'Astronomie  mathématique  et  descriptive. 

Programme  détaillé.   - 

1.  —  Eléments  du  Calcul  différentiel  et  intégral  avec  applica- 
tions pratiques  à  la  Mécanique.  Les  problèmes  de  mesures  traités 
jusque  là  d'une  manière  plutôt  insuffisante  seront  examinés 
maintenant  clairement;  par  ex.,  la  règle  de  Simpson. 

2.  —  Travail  en  plein  air  avec  usage  du  théodolite.  Courbes  de 
chemin  de  fer,  problèmes  simples  de  construction  de  ponts  et 
autres  applications  de  la  Trigonométrie  et  du  Calcul  infinitésimal. 

3.  —  Applications  en  vue  du  travail  V  (b),  comme  le  Calcul  des 
probabilités  et  la  méthode  des  moindres  carrés. 
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Mathèinaiiqttes  V  «bi.  Exi^é  pour  les  g^arçons,  facultatif  pour  les 
filles.  Classes  séparées.  3  leçons  par  semaine  pendant  toute  Tan- 
née. Les  Mathématiques  111  sont  supposées  connues. 

Plan  général.  Arithmétique  commerciale.  Un  cours  complet,  3 
leçons  par  semaine  pendant  Tannée  entière,  comprenant  toute 
TArithmélique  commerciale  nécessaire  à  une  personne  entrant 
dans  le  commerce.  Introduire  autant  que  possible  une  revison  des 
mathématiques  I,  11,  III,  et  traiter  de  toutes  les  applications  com- 
merciales actuelles. 

Eléments  de  tenue  de  livres.  Toutes  les  pratiques  surannées  et 
non  utilitaires  doivent  être  éliminées.  Pour  les  filles,  une  attention 
particulière  sera  portée  à  l'Arithmétique  et  aux  dilTérentes  bran- 
ches de  TEconomie  domestique,  y  compris  les  comptes  et  place- 
ments, ainsi  que  la  Chimie  domestique. 

Programme  détaillé. 

1.  —  Calcul^  Revision  de  la  règle  à  calcul  et  des  logarithmes. 
Explication  et  usage  des  machines  à  calculer.  Les  principes  de  la 
preuve  par  9  et  par  11. 

2.  —  Théorie  des  placements.  Les  questions  pratiques  d'intérêts 
composés,  annuités  et  placements  en  actions  et  obligations. 

3.  —  Banque  et  change. 

4.  —  Parties  les  plus  simples  des  Mathématiques  de  la  statistique. 
Si  possible  la  méthode  des  moindres  carrés  avec  applications  à  la 
science. 

5.  —  La  construction  et  V usage  des  tables  pratiques^  comme  cel- 
les concernant  les  intérêts,  gages,  change,  température,  longi- 
tude, taxe,  etc. 

0.  —  Brève  étude  de  la  théorie  de  l'assurance  contre  Tincendie 
et  pour  la  vie,  renfermant  les  premiers  principes  des  probabilités. 

7.  —  Principes  fondamentaux  sur  la  commission,  le  courtage, 
Tescompte  et  autres  usages  commerciaux. 

J'ajouterais  qu'on  est  en  train  d'examiner  un  programme  ana- 
logue à  celui  qui  vient  d'être  exposé,  dans  la  Horace  Mann  School 
of  Obsen^ation  au  Teachers  Collège,  Université  de  (^olumbîa, 
New- York.  * 

V.  —  Questions  qui  POunnAiEXï  être  examinées  par  des  congrès 

INTERNATIONAUX. 

Je  terminerai  en  exprimant  le  vœu  que  ces  congrès  internatio- 
naux puissent  augmenter  encore  de  valeur  par  la  clarté  qu'ils  ap- 
portent dans  les  domaines  de  la  pensée,  en  examinant  [)arfois,  par 
l'intermédiaire  de  comités,  quelques  questions  concernant  l'ins- 
truction secondaire.  Les  différents  pays  ne  peuvent  pas  être  uni- 
formes dans  leurs  programmes,  leurs  systèmes  scolaires,  pas  plus 
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que  dans  leurs  méthodes  d'enseignement,  maïs  l'influence  d'un 
congrès  de  cette  nature  pourrait  être  d'une  grande  utilité  à  ceux 
qui  cherchent  sérieusement  à  améliorer  l'enseignement  des  ma- 
thématiques. Parmi  les  questions  qui  pourraient  être  discutées 
profitablement,  j'indiquerai  les  suivantes  : 

1.  Quels  ont  été  les  résultats  des  tentatives  faites  en  vue  de  sup- 
primer la  séparation  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie,  ou  d'ensei- 
gner les  deux  simultanément,  et  peut-on  déjà  en  déduire  une  re- 
commandation à  cet  égard  ? 

2.  Quels  ont  été  les  résultats  des  tentatives  d'enseigner  la  Géo- 
métrie démonstrative  avant  l'Algèbre?  S'ils  ont  été  favorables, 
quelle  est  la  nature  de  la  Géométrie  la  mieux  adaptée  à  cette  mé- 
thode apparemment  psychologique? 

3.  Quelle  est  l'opinion  d'observateurs  impartiaux  sur  la  Géomé- 
trie de  Méray  en  France  et  sur  les  travaux  du  genre  de  ceux  de 
de  Paolis  en  Italie,  touchant  la  fusion  de  la  Géométrie  plane  et 
de  la  Géométrie  de  l'espace  ? 

4.  Que  s'est-il  fait  dans  les  différents  pays  en  ce  qui  concerne 
la  fusion  de  la  Géométrie  plane  et  de  la  Trigonométrie. 

5.  Qu'y  a-t-il  à  faire  pour  faciliter  l'introduction  des  idées  élé- 
mentaires de  l'Analyse  supérieure  dans  l'Algèbre  secondaire  ? 

6.  Quel  est  le  minimum  convenable  de  la  Géométrie  d'Euclide 
servant  de  base  à  la  Géométrie  analytique,  au  Calcul  infinitési- 
mal et  à  la  Mécanique  ? 

7.  Quels  sont  les  liens  appropriés  convenables  à  établir  entre 
les  Mathématiques  secondaires  et  la  Physique  ? 

8.  Quelle  place  les  Mathématiques  secondaires  doivent-elles  oc- 
cuper en  ce  qui  concerne  la  nature  des  applications  et  les  rap- 
ports des  Mathématiques  appliquées  aux  Mathématiques  pures  ? 

9.  Quelle  devrait  être  la  nature  relative  des  cours  des  écoles  se- 
condaires destinés  à  ceux  qui  n'ont  pas  l'intention  de  continuer  à 
l'université  et  à  ceux  qui  ont  l'intention  de  le  faire?  En  d'autres 
termes,  des  cours  complets  et  des  cours  préparatoires  ? 

Ces  questions  et  d'autres  de  ce  genre  attirent  l'attention  sérieuse 
des  professeurs  américains.  Comme  nous  nous  sommes  toujours 
tournés  du  côté  de  l'Europe  pour  y  chercher  des  propositions 
conservatives  mais  aussi  d'une  réelle  utilité,  quelques-uns  d'entre 
nous  seraient  heureux  si  le  Congrès  jugeait  bon  de  former  des  co- 
mités internationaux^  pour  l'étude  de  sujets  de  cette  nature.  Une 
entente  n'est  pas  d'une  importance  capitale,  mais  un  échange  de 
vues  et  des  propositions  seraient  toutefois  d'une  utilité  manifeste. 

David-Eugène  Smith  (New-York). 

1  On  sait  que   le   Congrès   a  accepté   cette    proposition    et   quMl   a   chargé    MM.    Klrin» 
Grbk.nhill  et  Fkhk  de  constituer  une  Commission  internationale.  (La  Réd.) 
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LES  MATHÉMATIQUES  DANS  L  ENSEIGNEMENT 

SECONDAIRE  EN  SUISSE  ' 


1.  —  II  est  réjouissant  de  constater  qivà  Theure  actuelle,  dans 
les  principaux  pays,  renseignement  scientifique  fait  l'objet  d'étu- 
des approfondies  en  vue  d'une  meilleure  adaptation  des  plans 
d'études  et  des  méthodes  aux  besoins  de  la  vie  économique  et  de 
la  science  moderne.  D'importantes  réformes  sont  proposées;  elles 
intéressent  également  les  divers  degrés  de  renseignement.  Les 
savants  ont  compris  dès  le  début  qu'ils  ne  devaient  pas  rester 
étrangers  à  ce  mouvement  dont  ils  seront  les  premiers  à  utiliser 
les  bons  résultats.  Le  comité  du  Congrès  a  donc  été  bien  inspiré 
en  provoquant  une  série  d'études  similaires  sur  l'enseignement 
mathématique  dans  les  principaux  pays. 

Je  veux  essayer  de  donner  ici  un  aperçu  très  bref  de  ce  qui  se 
fait  en  Suisse.  La  tache  n'est  pas  aussi  simple  qu'on  pourrait 
l'imaginer  à  première  vue,  car  on  se  trouve  en  présence,  non  pas 
d'un  type  unique  d'écoles,  mais  d'établissements  variant  d'un 
canton  à  un  autre.  En  Suisse  l'instruction  publique  est  en  effet 
du  ressort  des  cantons,  au  nombre  de  vingt-deux.  Si  j'ajoute  que 
dans  plusieurs  d'entre  eux  l'organisation  est  municipale,  vous 
comprendrez  que  la  plus  grande  diversité  règne  chez  nous  dans 
les  plans  d'études  ou  tout  au  moins  dans  l'organisation  des  études. 

Les  inconvénients  d'un  pareil  système  sont  minimes  à  c6té  des 
avantages  qu'offre  une  organisation  qui  permet  de  tenir  compte, 
dans  la  mesure  du  possible,  des  intérêts  régionaux.  Cette  grande 
indépendance  des  autorités  scolaires  facilite  considérablement 
l'étude  et  l'accomplissement  de  réformes,  d'autant  plus  qu'une 
grande  liberté  d'initiative  est  généralement  laissée  au  corps  en- 
seignant. Moins  il  y  a  de  rouages  purement  administratifs,  plus 
les  progrès  sont  faciles  à  réaliser.  On  ne  sera  donc  pas  surpris  de 
constater  que  des  demandes  de  réformes  faisant  encore  l'objet 
de  nombreuses  démarches  dans  les  grands  pays,  ont  reçu  satis- 
faction depuis  longtemps  en  Suisse.  Ainsi,  pour  ne  donner  qu'un 
exemple,  je  signalerai  le  fait  que  dans  plusieurs  gymnases  scien- 


^  Rapport  présenté  an  4«  CoDgrès  intcrnationnl  des  nialhéinalicicns,  Home,  avril  1908. 
SecUon  IV  (Philosophie,  Histoire  et  Euseignementi,  p«r  H.  Fkhr,  Professeur  a  rCnivcrsité 
de  Genève. 

L'Eoseigncinont  mathéin.,  14i*  année:  liMIS.  19 
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tifîques^  la  première  initiation  au  calcul  différentiel  figure  au 
programme  depuis  plus  d'un  demi-siècle. 

Le  temps  nécessairement  très  limité  accordé  'a  chaque  com- 
munication m'oblige  de  restreindre  le  plus  possible  le  sujet.  Je 
me  bornerai  à  vous  montrer  la  place  qui  est  faite  aux  mathémati- 
ques dans  nos  gymnases.  Toutefois,  avant  d'aborder  cette  ques- 
tion, il  est  indispensable  de  jeter  un  coup  d'œil  très  rapide  sur 
l'organisation  même  des  établissements  secondaires. 

2.  —  Les  écoles  moyennes  conduisant  aux  études  supérieures, 
portent  des  noms  divers  suivant  les  cantons  :  Collège,  Gymnase, 
obère  Realschule,  Kantonsschule.  C'est  cette  dernière  dénomi- 
nation qui  est  la  plus  répandue  dans  les  cantons  de  langue  alle- 
mande. 

Examinés  au  point  de  vue  de  leur  organisation  extérieure,  ces 
établissements  présentent  des  différences  assez  notables.  On  y 
trouve  généralement  deux  cycles.  Le  premier  cycle  est  de  3  ou  4 
ans  et  forme  le  collège  on  gymnase  inférieur  \  le  second  cycle 
comprend  4  ans  ou  (4  ans  7i  dans  certains  cantons)  ;  les  élèves  y 
entrent  à  Tâge  de  14  ou  15  ans. 

Les  gymnases  se  divisent  en  2  ou  3,  quelquefois  même  4  sections, 
suivant  les  langues  étrangères  qui  y  sont  enseignées.  Nous  lais- 
serons de  côté  la  section  commerciale  que  l'on  trouve  dans  plu- 
sieurs établissements.  Dans  quelques  villes  l'école  de  commerce 
forme  en  effet  une  section  de  l'Ecole  cantonale,  par  exemple  à 
Zurich,  Berne,  Lucerne,  Aarau,  Bâle,  St-Gall. 

Les  deux  grandes  sections,  communes  à  tous  les  gymnases  sont  : 
a)  la  section  classique,  qui  conduit  à  toutes  les  Facultés  univer- 
sitaires (et  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale  moyennant  un  com- 
plément d'études  mathématiques)  ;  les  branches  spéciales  sont  le 
Latin,  le  Grec  et  la  Philosophie. 

b)  La  section  technique  ou  industrielle,  qui  conduit  plus  parti- 
culièrement aux  carrières  scientifiques,  techniques  ou  industriel- 
les. Elle  porte  des  noms  différents  suivant  les  villes:  à  Âarau  et 
à  Genève,  c'est  la  section  technique,  à  Berne  Vécole  réale  (Real- 
schule),  à  Bâle  Vobere  Realschule),  à  Zurich,  Frauenfeld  et  St-Gall 
V Indus trieschulcy  dans  les  cantons  de  Vaud  et  de  Neuchâtel  c'est 
le  Gymnase  ou  la  section  scientifique,  etc. 

Les  élèves  qui  sortent  de  cette  section  sont  admis  directement 
aux  F'acultés  des  Sciences  et  des  Lettres  à  la  Faculté  technique 
de  Lausanne  et  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale. 

Le  Gymnase  de  Genève  possède  encore  deux  autres  sections  :  c)  la 
section  réale,  créée  en  1886,  qui  comprend,  à  côté  de  l'étude  des  lan- 


^  Ainsi  à  BAle,  TEcole  réalo  supérieure  a  été  proloogée  d'une  classe  en  1856-67  avec  le 
programme  suivant:  Algèbre  supérieure,  2  heures;  Gréométrie  analytique,  2;  Calcul  diffé- 
rentiel et  intégral  2  ;  Mécanique  4  ;  Géométrie  descriptive  4  ;  Minéralogie  2  ;  Histoire  des 
découvertes  1  (V.  Geschichte  der  ohcrn  Realschule  zu  Basel,  1905). 


LES   MATHÉMATIQUES   EN   SUISSE  287 

gues  modernes,  celle  du  latin.  Elle  correspond  à  peu  près  à  la 
section  Latin^sciences  en  France  et  au  Realgymnasium  allemand. 
Une  section  analogue  a  été  créée  à  Zurich  en  1905.  L'examen  de 
sortie  donne  accès  à  toutes  les  facultés  universitaires. 

d)  la  section  pédagogique,  qui  prépare  les  candidats  à  rensei- 
gnement primaire  et  qui,  en  outre,  conduit  aux  Facultés  des 
Sciences  et  des  Lettres  (pour  les  lettres  modernes  et  les  sciences 
sociales).  L'enseignement  scientifique  est  le  même  que  dans  la 
section  réale. 

A  la  fin  du  Gymnase  les  élèves  obtiennent,  après  examen,  un 
diplôme  de  maturité  qui  porte  le  nom  de  la  section  correspon- 
dante. 

3.  —  Passons  à  Vorganisation  des  études  mathématiques.  Dans 
plusieurs  établissements  celles-ci  se  répartissent  sur  deux  cycles; 
le  premier  cycle  correspond  au  Gymnase  inférieur  et  a  pour  but 
de  fournir  une  première  initiation  à  l'Algèbre  et  à  la  Géométrie. 
Dans  cette  première  étude,  qui  est  déjà  précédée  d'une  première 
préparation  fournie  par  TEcole  primaire,  renseignement  de  la 
Géométrie  est  basé  uniquement  sur  la  méthode  intuitive,  le  maî- 
tre a  recours  à  la  superposition  et  à  la  décomposition  des  figures; 
les  élèves  sont  appelés  à  faire  des  constructions  à  l'aide  des  ins- 
truments, notamment  des  exercices  simples  sur  des  lieux  géomé- 
triques. 

Le  temps  consacré  à  l'Arithmétique  et  à  l'introduction  à  l'Algè- 
bre et  à  la  Géométrie  est  généralement  de  4  heures  par  semaine. 

Sans  doute  cette  période  d'initiation  n'existe  pas  dans  tous  les 
établissements,  d'une  manière  également  complète,  mais  partout 
où  elle  a  été  appliquée  elle  a  donné  d'excellents  résultats.  11  me 
paraît  Fnutile  d'insister  ici  sur  la  nécessité  de  faire  précéder 
l'étude  théorique  des  mathématiques  d'un  enseignement  intuitif 
dans  lequel  on  familiarise  les  jeunes  élèves  avec  les  figures  géo- 
métriques et  leurs  propriétés  les  plus  simples  et  avec  l'emploi 
de  la  règle  et  du  compas  dans  la  résolution  des  problèmes  élé- 
mentaires. En  procédant  ainsi  les  maîtres  n'ont  fait  que  suivre 
la  voie  tracée  par  Pestalozzi,  qui  devait  nécessairement  laisser  de 
nombreux  disciples  parmi  ses  compatriotes,  dont  le  plus  illustre 
est  sans  doute  le  grand  géomètre  Steiner.  Une  nouvelle  impulsion 
vient  d'être  donnée  à  cet  enseignement  d'initiation,  tout  au  moins 
dans  les  milieux  où  il  n'avait  pas  encore  obtenu  son  plein  déve- 
loppement, par  M.  Laisant,  l'un  des  fondateurs  de  nos  Congrès, 
grâce  à  son  récent  livre  sur  V Initiation  mathématique  '. 

4.  —  Examinons  maintenant  quel  est  le  but  et  le  plan  d'études 
de  l'enseignement  mathématique  dans  la  division  supérieure  des 


'  4"*  ndition,  Paris-Genève,  1908,  prix  :  3  frs.;  traduction  allemande  par  Schicht,  Leipzig- 
Wion,  1908;  traduction  italienne  par  G.  Lazzkri,  Firenze,  1908.  Il  y  a  aussi  une  traduction 
polonaise. 
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gymnases.  Si  l'on  parcourt  les  divers  programmes,  on  constate 
que  l'on  a  généralement  reconnu  qu'à  côté  du  rôle  qu'exercent 
les  mathématiques  sur  le  développement  logique  de  la  pensée 
chez  l'élève,  il  y  avait  à  tenir  compte  de  l'importance  des  mathé- 
matiques dans  la  vie  journalière  et  dans  l'étude  des  phénomènes 
de  la  nature. 

Je  citerai  le  texte  suivant  du  but  de  renseignement  mathéma- 
tique de  la  Kantonsschule  de  Zurich  (Programme  1907,  section 
classique)  : 

«  LehrzieL  »  «  Fertigkeit  im  numerischen  Rechnen,  besonders 
«  auch  im  Kopfrechnen,  und  Gewandheit  in  der  Âufl^>sung  von 
«  Âufgaben  des  bûrgerlichen  Lebens.  Erziehung  zu  klarem,  lo- 
«  gîschem  Denken  und  Ausbildung  des  râumlichen  Anschauungs- 
a  vermogens.  Kinsicht  in  die  mathematische  Behandlungsweise 
«  von  Fragen  des  praktischen  Lebens  und  einfachen  gesetzmâs- 
«  sigen  Erscheinungen  der  Natur.  » 

Dans  le  programme  de  la  section  réale  cette  dernière  partie  a 
été  complétée  comme  suit  : 

«  Erwerbung  der  Fâhigkeit,  Aufgaben  des  praktischen  Lebens, 
«  der  Natur  und  derTechnik  auf  mathematischem  Wege  behan- 
«  deln  und  lOsen  zu  kOnnen.  » 

Pour  atteindre  ce  but  les  gymnases  accordent  une  large  place 
aux  considérations  empruntées  aux  sciences  appliquées.  Ainsi 
dans  plusieurs  établissements  (classiques  et  industriels)  l'enseigne- 
ment des  notions  de  Trigonométrie  sphérique  est  suivi  d'un  cours 
de  Géographie  mathématique  ou  de  Cosmographie.  Dans  les  sec- 
tions industrielles  des  principaux  gymnases  le  dessin  technique 
comprend,  dans  les  dernières  classes,  une  série  de  leçons  de  levé 
de  plans  avec  de  nombreux  exercices  pratiques  sur  le  terrain. 

Quant  au  temps  affecté  à  l'enseignement  mathématique,  il  est 
généralement  de  k  henresy  dans  les  sections  classiçftes,  et  de  6  à  8 
heures  (quelquefois  même  dix  heures  dans  la  dernière  classe)  dans 
les  sections  industrielles. 

Le  plan  d'études  des  sections  classiques  comprend  TAlgèbre, 
la  Géométrie,  la  Trigonométrie,  la  Géométrie  analytique,  la  Cosmo- 
graphie. 

Dans  les  sections  industrielles  ces  mêmes  branches  sont  étu- 
diées d'une  manière  plus  approfondie;  on  y  trouve  en  outre  les 
éléments  de  l'Algèbre  supérieure  et  du  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral et  la  Géométrie  descriptive. 

3.  —  L'étendue  des  programmes  de  ces  différentes  branches 
présente  quelques  différences  lorsqu'on  passe  d'une  ville  à  l'autre. 
C'est  surtout  dans  le  domaine  de  la  Géométrie  que  l'on  trouve  une 
plus  grande  variété.  Les  gymnases  de  la  Suisse  orientale  accor- 
dent généralement  une  place  plus  grande  aux  notions  empruntées 
à  la  Géométrie  moderne. 
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Mais  tous  les  programmes  ont  nécessairement  une  partie  commu- 
ne, un  minimum,  correspondant  aux  prescriptions  de  deux  commis- 
sions fédérales.  En  effet, bien  que  les  écoles  moyennes  ne  dépendent 
que  de  l'administration  cantonale  ou  municipale,  le  Gouvernement 
fédéral  exerce  cependant  une  certaine  influence,  et  indirectement 
un  contrôle,  sur  les  études  secondaires  supérieures  dans  les  sec- 
tions classiques  et  industrielles.  Cela  provient  de  ce  qu'en  Suisse 
les  carrières  médicales  sont  soumises  à  un  diplôme  fédéral.  11  a 
été  institué  des  examens  fédéraux  de  maturité  pour  les  candidats 
aux  professions  médicales.  Les  diplômes  cantonaux  peuvent  être 
jugés  équivalents,  s'ils  sont  délivrés  par  des  écoles  dont  l'organi- 
sation et  le  programme  garantissent  une  bonne  préparation  aux 
études  universitaires.  A  cet  effet  le  Conseil  fédéral  fait  dresser  une 
liste  des  écoles  moyennes  suisses  dont  les  certificats  de  sortie 
sont  reconnus  comme  certificats  de  maturité. 

Le  programme  fédéral  exigeant  la  connaissance  du  latin,  avec 
le  grec  comme  branche  facultative,  les  g^ymnases  classiques  ou 
réaux  doivent  nécessairement  en  tenir  compte  dans  le  plan  d'étu- 
des. 11  constitue  pour  eux  un  minimum  qui  est  généralement  dé- 
passé. 

Voici  le  texte  du  programme  fédéral  de  maturité  pour  les  can- 
didats aux  professions  médicales^  en  ce  qui  concerne  les  Mathéma- 
tiques et  la  Physique. 

Mathématiques,  a}  Algèbre.  Opérations  algébriques.  Equations  du  premier 
et  du  deuxième  degré  à  une  et  à  plusieurs  inconnues.  Logarithmes.  Progres- 
sions arithmétiques  et  géométriques.  Intérêts  composés  et  annuités.  Eléments 
de  la  théorie  des  combinaisons  et  du  calcul  des  probabilités.  Binôme  de 
Newton  avec  exposants  entiers. 

bj  Géométrie.  Planimétrie,  stéréométrie,  trigonométrie  plane.  Habileté 
dans  la  construction  de  figures  géométriques.  Géométrie  analytique  plane  : 
point,  ligne  droite,  cercle;  théorie  élémentaire  des  sections  coniques  (formes 
d'équations  les  plus  simples).  Application  de  la  théorie  des  coordonnées  à  la 
représentation  graphique  de  fonctions  analytiques  simples  et  de  fonctions 
élémentaires  de  quantités  physiques  et  mécaniques. 

Physique.  —  Propriétés  générales  des  corps  solides,  liquides  et  gazeux. 
Lois  principales  du  son,  de  la  lumière,  de  la  chaleur,  du  magnétisme  et  de 
l'électricité. 

Eléments  de  géographie  physique. 

{Programme  du  6  Juillet  1906.) 

C'est  là  le  minimum  des  connaissance  mathématiques  que  four- 
nissent les  gymnases  classiques  en  Suisses.  Vous  constatez  qu'il 
contient  la  Géométrie  analytique,  qui  est  du  reste  enseignée  depuis 
longtemps  dans  le  Gymnase  classique  avant  même  que  le  pro- 
gramme fédéral  en  fit  mention.  On  y  trouve  aussi  les  applications 
à  la  représentation  graphique  de  fonction  simple.  Cette  dernière 
partie  a  été  ajoutée  en  1900.  Ces  notions  se  trouvaient  déjà  impli- 
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citenient  comprises  dans  renseignement  de  la  géométrie  analyti- 
que ;  il  s'agissait  surtout  de  les  développer  en  tenant  compte  des 
besoins  modernes  des  sciences  appliquées.  U Association  suisse 
des  professeurs  de  mathématiques  Ta  reconnu  sans  peine  en  adop- 
tant à  l'unanimité  les  thèses  que  j'ai  eu  Thonneur  de  lui  soumettre 
en  Décembre  1904  et  dont  voici  le  texte  *  : 

I.  En  raison  de  leur  importance  et  de  leur  portée,  la  notion 
de  fonction  et  les  problèmes  fondamentaux  qui  s'y  rattachent  appar- 
tiennent au  programme  de  l'enseignement  mathématique  des 
écoles  moyennes, 

II.  Quant  à  retendue  et  à  la  méthode  on  devra,  d'une  part^ 
se  borner  aux  notions  fondamentales,  et  à  leurs  applications  typi- 
ques  les  plus  simples,  et,  d'autre  part,  é^^iter  un  exposé  purement 
abstrait. 

Sur  la  proposition  de  M.  le  professeur  Suter  il  a  été  ajouté  un 
troisième  vœu,  adopté  également  h  l'unanimité  : 

III.  //  est  désirable  que  dans  renseignement  secondaire  supé^ 
rieur,  notamment  dans  les  gymnases,  une  plus  grande  place  soit 
accordée  au  développement  historique  des  mathématiques, 

6.  —  F.e  programme  ci-dessus  se  retrouve  donc  nécessairement 
dans  le  programme  des  gymnases  qui  doivent  en  tenir  compte  dans 
Télaboration  de  leur  plan  d'études.  Chaque  établissement  étant 
libre  de  fixer  son  programme  détaillé,  on  trouve  une  grande  variété 
dans  les  programmes.  En  général  le  programme  fédéral  est  dé- 
passé ou  tout  au  moins  traité  d'une  façon  très  large.  Ainsi  les  uns 
accordent  une  place  importante  aux  notions  de  la  géométrie  mo- 
derne et  à  Tétude  synthétique  des  sections  coniques.  La  Stéréo- 
métrie comprend  quelquefois  des  notions  de  Géométrie  descriptive 
(par  ex.  Frauenfeld)  et  cette  façon  plus  large  d'envisager  la  stéréo- 
métrie devrait  être  adoptée  dans  tous  les  établissements  n'ayant 
pas  un  enseignement  proprement  dit  de  Géométrie  descriptive. 
Plusieurs  gymnases  (par  ex.  Berne,  La  Chaux-de-Fonds,  St-Gall) 
font  suivre  la  Trigonométrie  plane  des  éléments  de  Trigonométrie 
sphérique  et  de  ses  applications  simples  à  la  Géographie  mathé- 
mathique.  Quelques  programmes  mentionnent  encore  des  équa- 
tions cubiques,  les  notions  sur  les  nombres  complexes  et  les  équa- 
tions en  général,  (par  ex.  Berne,  La  Chaux-de-Fonds),  ou  les 
séries  'Borne I.  F^a  notion  de  fonction  avec  représentation  graphi- 
que figure  explicitement  dans  la  plupart  des  programmes;  quel- 
ques-uns ajoutent  les  premières  notions  de  calcul  dilTérentiel  et 
intégral  fpar  ex.  Frauenfeld,  SchafFhouse). 

Nous  ne  ferons  pas  ici  une  étude  comparée  complète  des  divers 


*  Dcr  FunkUoiishegriff  im  mathcmaUschcn  Unterrù'ht  der  MitteLichtile.  Vortr.ng  gchalten  in 
dcr  Vereinigimg  dor  Mathemalikluhrer  an  schweizerischen  Mittclschiilen  am  17.  Dczcmber  1904, 
—  Traduction  française  dans  L'Enseignement  mathématique,  7«  année.  La  notion  de  fonction 
dans  rcnseignoinont  mathématique  des  écoles  moyennes,  p.  178-187,  1905. 
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programmes.  Ce  qui  précède  montre  suffisamment  qu'en  Suisse 
les  mathématiques  occupent  une  bonne  place  dans  les  établisse- 
ments classiques.  Personne  ne  conteste  chez  nous  que  les  mathé- 
matiques appartiennent  à  l'ensemble  des  connaissances  qui  for- 
ment la  culture  générale  indispensable  à  toutes  les  carrières  libé- 
rales et  chacun  reconnaît  que  les  éléments  que  Ton  enseigne  dans 
les  gymnases  sont  à  la  portée  de  tout  cerveau  normalement  cons- 
titué. La  légende  de  la  bosse  des  mathématiques,  pour  ce  qui  est 
des  éléments,  tend  de  plus  en  plus  à  disparaître. 

7. —  Si  nous  passons  maintenant  aux  sections  scientifiques  (in- 
dustrielles ou  techniques)  nous  constatons  qu'ici  aussi  il  y  a  un 
programme  minimum  que  doivent  avoir  parcouru  les  élèves  qui 
entrent  à  TEcole  polytechnique  fédérale  (Zurich).  Le  Conseil  de 
l'Ecole  établit  une  liste  des  gymnases  scientifiques  dont  le  di- 
plôme de  maturité  dispense  des  examens  d'admission.  Ce  pro- 
gramme comprend  les  objets  suivants  concernant  les  mathéma- 
tiques : 

Les  éléments  d'Algèbre  (y  compris  les  notions  sur  la  théorie 
des  équations  et  les  séries),  la  Géométrie  à  deux  et  à  trois  dimen- 
sions, la  Trigonométrie  plane  et  sphérique  ;  la  Géométrie  analy- 
tique à  deux  dimensions  avec  des  notions  sur  la  Géométrie  ana- 
lytique à  trois  dimensions,  la  Géométrie  descriptive.  Les  éléments 
de  la  théorie  du  mouvement  et  de  la  mécanique  des  corps  solides, 
liquides  et  gazeux. 

Voici,  à  titre  d'exemple,  comment  ces  branches  ont  été  répar- 
ties dans  le  plan  d'études  de  quelques  gymnases. 

Bale  :  Obekf.  Realschule.  (Durée  \  ans  Y>>  ^g^^  d'admission:  14  ans  ré- 
volus). 

Classe  I.  —  Arithmétique  et  Aljçèbre  jusqu'aux  équations  du  premier  de- 
^ré  à  plusieurs  inconnues  (3  h.)  —  Géométrie  ;  plaoimétrie  et  commencement 
de  la  stéréométrie  (3  h.) —  Dessin  géométrique  (2  h.). 

Classe  II. —  Algèbre:  Puissances  entières  et  fractionnaires,  iogaritlimes. 
lilquations  du  second  dcjçré  (3  h.) —  Géométrie,  Stéréométrie  (2  h.) —  Des- 
sin géométrique  (2  h.). 

Classe  III.  —  Algèbre  :  Progressions.  Intérêts  composés,  annuités  appli- 
cations aux  calculs  des  assurances.  Analyse  combinatoire.  Déterminants  (3  h.) 
—  Géométrie  :  Trigonométrie  plane  et  sphérique  '3  h.)  —  Dessin  géométri- 
que aveiî  travaux  pratiques  sur  le  terrain  (2  h.). 

Classe  IV.  —  Algèbre  :  La  loi  du  binôme.  Séries.  Nombres  complexes. 
Résolutions  des  équations  du  degré  supérieur,  équations  transcendantes 
(2  h.)  —  Géométrie  analytique  (2  h.)  —  Géométrie  descriptive  (2  h.)  —  Des- 
sin géométrique,  épures  de  Géométrie  descriptive  (2  h.). 

Classe  V.  —  (1  semestre.)  —  Algèbre  :  Eléments  du  Calcul  difTérentiel 
avec  applications  simples  à  la  (iéoniétrie  et  à  la  l'hysiqne  (3  h.)  —  Géomé- 
trie analytique  à  3  dimensions  (3  h.)  —  Géométrie  descriptive  |2  h.):  épu- 
res (2  h.). 

I,es  éléments  de  mécanique  font  généralement  partie  du  pro- 
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gramme  de  Physique  (Baie,  Zurich,  Genève,  etc.);  toutefois  dans 
quelques  gymnases  ils  sont  enseignés  par  le  professeur  de  mathé- 
matiques et  figurent  au  plan  d'études  pour  1  à  2  h.  par  semaine 
pendant  1  à  2  ans.  (Lausanne,  La  Chaux-de-Fonds),  etc. 

On  retrouve  ce  programme  avec  plus  ou  moins  de  développe- 
ment dans  les  divers  gymnases.  Pour  donner  une  idée  exacte  de 
l'ampleur  avec  laquelle  il  est  traité,  nous  reproduisons  ici  le  pro- 
gramme détaillé  du  Gymnase  de  Zurich  (section  industrielle)  en 
conservant  le  texte  original. 

Zurich;  fndustriesckule.  (Durée  des  éludes  :  4  ans  72;  âge  d'admission: 
14  ans  révolus). 

Mathematik  —  I.  Kl.  6  St.  Rechnen.  Répétition  der  gewôhniichcn  und 
Dezimalbrùche,  des  Dreisatzes  und  seiner  Anwenduog  auf  die  bûrgerlichen 
Rechnungsarten.  Teilbarkeit  ganzer  Zahlen.  Ausziehen  der  Quadratwurzel 
ans  dekadischen  Zahlen.  Verhaltnisse  und  Proportioncn.  Ûbungen  im  Kopf- 
rechnen.  —  Arithnietik.  —  Kinfûhrung  der  allgemeinen  und  der  negativen 
Zahlen.  Die  vier  Grundoperationen  mit  allgemeinen  rationalen  Zahlen  und 
Ausdrùcken.  Satze  ûber  Quadratwurzein  nus  Produkten  und  Quotienten.  — 
Algehra.  —  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten.  Text- 
gleichungen,  insbesondere  ans  dem  bûrgerlichen  Rechnen  und  der  Plani- 
metrie.  —  Planimetrie.  —  Verschiebung,  Drehung,  Messung.  Die  Lehre  von 
den  Winkeln  und  den  Parallelen,  die  allgemeinen  Siitze  uber  das  Dreieck, 
das  Parallelogramm  und  das  Trapez.  Zentrale  und  axiiile  Symmelrie.  Ver- 
gleichung,  Verwandlung,  Teilung  und  Messung  der  Flachen.  Rechlwinklige 
Koordinaten.  Siitze  ùber  Winkel,  Sehnen  und  Tangentcn  des  Kreises, 
Berechnung  der  Bogen  und  Sektoren.  Die  Lehre  von  den  proportioualen 
Strecken  und  der  Ahnlichkeit  und  deren  Verwendung  zur  Untersuchung  von 
Dreieck  und  Kreis.  Teilverhaltnis  und  harmonische  Teilung.  Die  drei  Fla- 
chensiitze  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  die  Winkelhalbierenden,  Schwer- 
linien  und  Hôhen  des  Drereeks.  Konstruktion  fundamentaler  algebraischer 
Ausdrùcke  (Dimension).  Verhâltnis  âhniicher  Fliichen. 

II.  Kl.  6  Si.  Rechnen.  — Ûberschlagsrechnungen  im  Kopf.  DieKubikwurzel. 
Abgekùrzle  Operationen.  Rechnen  mit  begrenztcrGenauigkeit.  —  Arithmelik . 
—  Potenzen  und  Wurzeln  mit  positiven  und  negativen,  ganzen  und  gebrochenen 
Exponenten.  BegrifT  der  irrationalen,  imaginiiren  und  komplexen  Zahlen.  — 
Algehra.  —  Die  linearen  Gleichuugssysteme  mit  mehreren  Unbekannten. 
Ubungen  im  Ansetzen  und  Lôsen  von  Textgleichungen,  aus  dem  bûrger- 
lichen Leben,  der  Arithmctik,  der  Géométrie  und  der  Mechanik.  —  Ehene 
Trigonométrie  (im  Sommer)  :  Funktionen  spitzer  Winkel.  Auflôsung  des 
rechtwinkligen  Dreiecks.  Anwendungen  auf  die  reguiilren  Vielecke  und  die 
Berechnung  von  tt,  auf  praklische  Géométrie,  Stéréométrie  und  Physik.  Die 
einfachsten  Satze  zur  Auflôsung  des  allgemeinen  Dreiecks  Funktionen 
stumpfer  Winkel.  —  Stéréométrie  (im  Winter)  :  Kinfûhrende  Anschauungen. 
Allgemeine  und  spezielle  Lagc  der  drei  Raumclemente.  Winkel  und  Ab- 
stUnde,  dreierlei  Symmetrie  Unendlich  ferne  Raumelemente.  Eigenschaften 
von  Zylinder-,  Kegel-,  Kugelfllichen  und  ihren  Tangentialebenen.  Berech- 
nung von  Oberflâche  und  Volumen  des  geraden  Prismas.  Das  Prinzip  der 
Yolumcnvergleichung.  Volumen  von  voUstandigen  und  schief  ahgeschniltenen 
Prismen  und   Zylindern,   von  Pyramiden,  Kegein  und   ihren    Stumpfeu,  von 
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Kugeln  uad  Kugelteilea,  vod  Prismatoiden.  Gewichisberechnung  bei  tech- 
QÎsch  wichtigeu  Formen. 

III,  Kl.  6  St.  Rechnen.  —  Interpolierendea  Rechnen  mit  Zahlen-  und  gra- 
phischen  Tabellen.  Logarithmisches  Rechnen  mît  fùnfstelligen  Tabellen.  — 
Ariihmetik.  —  Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten.  Die  Lehre  von  den 
Logarithmen  und  ihrer  Anwendung  auf  Ârithmetik,  Géométrie.  Physik  und 
Exponcntialgleichungen.  Arithmetische  und  geometrische  Progressionen. 
Nâherungs-  und  Grenzwert  bei  fallenden  geometrischen  Reihen.  Zinseszius-, 
Amortisations-  und  Reutenrechnung.  Die  Elemente  der  Lebensversicherung. 
Das  numerische  und  das  graphische  Rechnen  mit  komplexen  Zahlen.  Der 
Moivresche  Lehrsatz.  —  Algehra  :  Lineare  diophantische  Gleichungen.  — 
Ehene  Trigonométrie  (im  Sommer)  :  Allgemeingùltige  Definitionen  und 
Additionstheoreme.  Gebrauch  der  Logarithmen  und  des  Hilfswinkels.  Zu- 
sammenhang  der  trigonometrischen  Sâtze.  Anwendungen  auf  Yermessungen. 
Stéréométrie  und  Physik.  —  Neuere  Géométrie  (im  Winter)  :  Potenz  und 
Potenzlinien  in  bezug  auf  den  Kreis.  Harmonische  Gruppen  und  Linealkon- 
struktionen.  Polaritât  in  bezug  auf  den  Kreis.  Ahnlichkeitscentra  und 
-Axen  von  Kreisen.  Uebersicht  der  planimetrischenKonstruktionsmethoden. 

IV.  Kl.  6  St.  im  Sommer,  5  St.  im  Winter.  Aritkmeiik.  —  Die  gemeineu 
Kettenbrûche.  Kombiuatorik.  Binomischer  Lehrsatz  fur  positive  ganze  Ex- 
ponenten.  Mathemalische  und  empirische  Wahrscheinlichkeit  und  An- 
wendungen. —  Algehra,  —  Die  Auflôsung  der  Gleichungen  des  dritlen 
Grades.  Die  Zahl  der  VVurzeln  und  die  Wnrzelfaktoren  der  algebraischen 
Gleichung.  Auflôsung  numerischer  Gleichungen  durch  Niiherung.  —  Ana- 
lysis.  —  BegriCr,  graphische  Darstellung  und  Einteilung  von  Funktionen. 
Stetigkeit,  Null-,  Maximal-  und  Minimalstellen,  Grenzwerte.  Das  Tangenlen- 
verfahren  zur  Bildung  der  abgeleitetcn  Funktion.  —  Sphdrische  Trigono- 
métrie (im  Sommer).  —  Sphârik.  Sphârische  und  rUumIichc  Koordinalen. 
Die  Auflôsung  der  speziellen  Dreiecke.  Die  HauptsUtze  fiir  das  allgemeinc 
Dreieck.  Die  Lôsung  der  Grundaufgaben  und  die  FlRchenberechnung.  An- 
wendungen auf  Stéréométrie,  darstellende  Géométrie  und  Géographie.  — 
Mathemalische  Géographie.  —  Beobachlungen  an  den  scheinbnren  tâglichen 
Fixsternbcwegungen.  Horizont-  und  Aquator-Koordinaten.  Die  scheinbare 
jâhrliche  Bewegung  der  Sonne.  Geographische  und  uautische  Ortsbestim- 
mung.  Koordinatengeometrie  (im  Winter).  —  Recht-  und  schiefwinklige  und 
polare  Koordinaten,  Transformationen,   Gerade  Linie  und  Kreis. 

"V.  Kl.  6  St.  (im  Sommer).  Algehra.  —  Begrifl*  und  Summe  von  konver- 
genten  R-eihen.  Die  einfachsten  Konvergenzkriterien.  Die  Entwicklung  der 
Elementarfunktionen  in  Potenzreihen.  Berechnung  und  Zusammenhang  dieser 
Funktionen.  —  Koordinatengeometrie.  —  Die  Parabel.  Gemeinsame  Défini- 
tion der  Kegelschnitte.  Die  Zentraikegelschnilte.  Die  zenlralen,  fokaleu  und 
Flâcheneigenschaflen.  Geometrische  Orler  zweiten  Grades. 

Bachhaltung.  —  I.  Kl.  1  St.  im  Sommer;  2  St.  im  Winter.  —  Zins-  und 
Diskoutrechnung.  Zuhlungsvcrkehr.  Wechsel  und  Scheck  nach  dera  schwei- 
zerischen  Obligationenrechl  und  in  ihren  wichligsten  volkswirlschaft- 
lichen Funktionen.  Bankverkehr  und  Kontokorrente.  Entwicklung  dcrGrund- 
sâize  der  doppellen  Buchhaltuug  und  Erklârung  der  wichtigsten  Biicher. 
Durchfiîhrung  cines  einmonatlichen  Gcschiiftsganges  eines  industrielleu 
Betriebes  nach  der  ameriknnischcn  Form. 

Aile  schrifllichen  Arbeiten  sind  saubcr  und  gofallig  ausztifûhren. 
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Geometrisches  Zeichnen. 

Die  Zeichcninstrumente,  insbesondere  die  Reisszeiige,  unterliogen  der  Kontrolle  des 
Fachlohrers  und  werden  am  besten  und  am  billigsten  nach  seinem  Rate  angeschaCTt. 

I.  Kl.  2  St.  —  Ubungen  im  exaktenund  gewaudten  Gebrauch  der  Zeichenin- 
struniente.  Eint'ache  Situationsplane.  KonstruktioDsaufgaben  im  Ânschiuss 
an  den  geomelrischen  Untcrriohl  :  Bestimmen  von  Dreiecken  und  Vier- 
ecken,  FlUchenverwandlungen  und  -leilungen,  Kreisaufgaben,  geonielrische 
Ôrter,  Melhoden  der  Bewegung  und  Abbildung. 

II.  Kl.  2  St.  —  Im  Sommer:  Konstruktionsaufgaben  zur  Fortsetzung  der 
Plauimetrie,  insbesondere  der  Lehre  von  der  Âhniichkeit.  Graphische  Dar- 
stellungen  von  Funktion.  Zeichnen  von  Kurven  aïs  Ortern,  insbesondere  von 
Kegelschnitten.  —  Im  Winter  :  Darstellung  von  einfachcn  stereometriscbea 
Formen  in  schiefer  Parallelprojektion.  Âuslûhrung  der  Aul'gaben  der  kon- 
struierenden  Stéréométrie.  Herstelluug  von  Schnitten,  Netzen,  Modellen. 
Symmetriekonstruktionen.  Koustruktion  von  Ellipsen  als  schiefen  Kreispro- 
jektiooen.  Konstruktioneu  geomctrischer  Orter. 

Darstellende  Géométrie-  —  HI.  Kl.  3  St.  im  Sommer,  4  St.  im  Winter. — 
Kotierte  Normalprojektion,  —  Die  Lôsung  von  Aurgabcn  mitteist  des  um- 
gelegten  Differenzdreiecks.  Darstellung  von  Raumgebilden,  besondcrs  von 
ebenen  Figuren.  Schichtenlinieo.  Um-  undÂutklappungen  nm  Hauplgcraden. 
Lehre  vom  Dreikant  und  von  den  Polyedern.  Normale  und  schiefe  AffinitUt. 
Die  Ellipse  als  affine  Figur  des  Kreises.  —  Konjugierte  Normalprojeklio- 
nen.  —  Die  Zweitafelprojektion  der  Raumelemcnte  einfacher  Objekte  im 
ersten  Quadranten.  Ableitung  neuer  Projektionen  mitteist  Transformation 
und  Drehung.  Schnitt-  und  metrische  Aufgaben.  Raumelemeute  in  allen  vier 
Quadranten. 

IV.  Kl.  3  St.  im  Sommer,  'i  St.  im  Winter.  —  Die  Lôsung  der  Grund- 
aafgaben  durch  Transformation  und  Drehung.  Die  Darstellung  der  Zylinder-, 
Kegel-  und  Kugelflâchen  und  ihre  Benutzung  als  Ôrter,  Hyperboloid, 
Schraubenlinien  und  -Flaohen.  Rotationsflâchen.  Das  Dreitafelsystera.  Quer- 
schnitte  und  Durchdringungen  von  Polyedern.  Selbstschatten  und  ebene 
Schlagschattcn.  Durchdringungen  von  Polyedern,  Zylindern,  Kegeln  und 
Kugeln.  Abwickelungeii.  Technische  Anwendungen.  Schattenkonstruktionen. 

V.  Kl.  3  Si.  im  Sommer.  —  Ebene  Schnitte  von  Pvramidenmânteln  und 
kollineare  Vervvandlschaft.  KoUineare  Konstniktion  von  Kegolschnitten. 
Hauptbegriffe  der  geomelrischen  Perspektive.  Perspektivische  Darstellung 
nach  Massen. 

Physik.  —  Der  IJnterrichl  wird  sovvohl  experimentell  als  math^matisch 
durchgefuhrt.  —  II.  Kl.  2  St.  im  Sommer,  3  St.  im  Winter.  Einleitendes  iiber 
Aufgabe  und  Méthode  der  Physik.  LUngen-  und  Zeitmessung.  Mechanik 
der  feslen  Kôrper  :  Begrilf  von  Geschwindigkeit,  Beschleunigung,  Krafi, 
Masîse,  Gewicht,  Arbeit  und  Energie.  Bewegung  bezw.  Gleichgewicht  unter 
dem  EinHusse  einer  oder  niehrerer  Krafle.  Der  Wurf.  Die  Maschinen.  Die 
W^age.  Bewegung  unier  dem  Einflusse  einer  beliebigon  Zenfralkraft.  Das 
Sonnensystem. 

III.  Kl.  2  St.  im  Sommer,  3  St.  im  Winter.  —  Energie  rotierender  Kôrper. 
Der  Kreisel.  Das  Pendel.  Elastizitat.  Der  Stoss.  Mechanik  der  flussigen 
Kôrper.  Das  spezilische  Gewicht.  Kapillaritat.  Diffusion  Osmose.  Hydro- 
(lynamik.  Wasserkriiftcn.  WasserrUdeu.  Mechanik  der  gasfôrmigen  Kôrper: 
Kinelische     Gastheorie.     Der    Luftdruck.    Anwendungen    des    Luftdruckcs. 
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Pumpen.  Molekularerscheinungen  in  Gasen.  Wellenlehre  :  transversale  und 
loDgitudinale  Schwingungeu.  Interferenz.  Réflexion  und  Brechuug.  Slchende 
Schwingungen.  Hesonanz.  Akustik  :  Die  Erregung.  Fortpflanzung  und  Wahr- 
nehmung  des  Schalles.  Optik  :  die  Ausbreitung  des  Lichtes  im  Raume.  Die 
Reflexion  des  Lichtes. 

IV.  Kl.  3  St.  im  Sommer,  2  St.  im  Winler.  Die  Brechung  des  Lichtes. 
Die  Dispersion.  Achromasie.  Die  optischen  Erscheiuungen  der  Atmosphare. 
Spektralanalyse.  Pluoreszenz  und  Phosphoreszenz.  Das  Auge  und  das  Sehen. 
Die  optischen  Instrumente.  Interferenz  und  Beugung.  Polarisation  und  Dop- 
pelbrechung.  Wârme  :  Thermometrie.  Ausdehnung  der  feslen,  flùssigen  und 
gasfôrmigen  K6rper.  Kalorimetrie.  Aenderung  des  Aggregntzustandes. 
Hygrométrie.  Wàrmeleituug  und  Warmestrahlung.  Warmequellen.  Wârme 
und  Arbeit.  Die  Grundgesetze  der  Elektrostatik.  Das  elektrische  Potential. 
Kapazitat.  Kondensatoren.  Das  elektrostatische  Masssystem.  Der  Magnetis- 
mus  :  Magnetische  Feldstarke  und  Kraftlinien.  Das  magnetische  Kraftfeld 
der  Erde. 

Pkysikalisches  Praktikum  im  Winter  :  2  St.  in  Halbklassen  aile  14  Tage  : 
Lângenmessungen.  Prùfung  einer  VVage.  Diehtebestimmungen.  Elastizitâts- 
modul.  Schallgeschwindigkeit  aus  Staubfiguren.  Kriimmungsradius  und 
Brennweite  einer  Linse.  Brechungsexponent,  Spektralanalyse  und  Wellen- 
lânge  eines  Lichtstrahles. 

V.  Kl.  2  St.  Die  galvanischen  Elemenle.  Der  elektrische  Slroni.  Das  mag- 
netische Feld  eines  elektrischen  Stromes.  Elektromagnetismus.  Das  Biol- 
Savart'sche  Gesetz.  Das  Ohm'sche  Gesetz  und  die  KirchhofTschen  Sittze. 
Das  elektromagnetische  Masssystem.  Elcktrolyse.  Die  Polarisation  und  die 
Akkumulatoren.  Stromenergie  und  Warme.  Glûhlicht  und  Bogenlicht.  Ther- 
moelektrizitUt.  Die  Induktionsstrôme.  Das  Gesetz  von  Lenz.  Selbstinduktion. 
Foucaultslrôme.  Induktionsapparate.  Entladungserscheinungen  in  verdiinnten 
Gasen.  Die  dynamoelektrischen  .Maschinen.  Telephon  und  Mikrophon. 
Elektrische  Schwingungen.  Teslaslrftrae.  Elektrische  Wellen.  Funken- 
telegraphie. 

8. —  Il  y  aurait  maintenant  encore  une  série  de  questions  à 
développer  ici  en  vue  de  donner  un  tableau  complet  de  l'organi- 
sation des  études  mathématiques  dans  les  gymnases  suisses.  11 
serait  intéressant  d'avoir  quelques  indications  sur  les  méthodes 
d'enseignement  et  tout  particulièrement  sur  renseignement  de  la 
Géométrie,  sur  Temploi  des  modèles  mathématiques,  sur  Tusage 
des  manuels,  sur  la  part  accordée  aux  exercices  et  aux  problèmes 
dans  les  leçons  et  dans  les  examens,  etc.  Ici  encore  la  plus  grande 
liberté  est  laissée  au  corps  enseignant  et  Ton  constate  de  grandes 
différences  lorsqu'on  passe  d'un  gymnase  à  un  autre. 

Je  me  suis  borné  à  faire  un  tableau  de  la  place  accordée  aux 
mathématiques.  Ce  n'est  pas  le  lieu  ici  de  l'accompagner  d'une 
étude  critique  qui  s'adresserait  plutôt  à  quelques  établissements 
qu'à  l'ensemble  des  écoles  moyennes.  Car  il  y  a  évidemment  des 
lacunes  plus  ou  moins  grandes  dans  quelques  gymnases.  Ainsi, 
en  Géométrie,  on  n'accorde  pas  toujours  une  place  assez  large  à 
la  Stéréométrie  et  à  la  Géométrie  pratique,  tandis  que  la  Trigo- 
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noinétrie  est  quelquefois  trop  développée.  Dans  plusieurs  gym- 
nases on  néglige  par  exemple  Tétude  du  prismatoïde,  dont  la 
formule  du  volume  donne  lieu  à  des  généralisations  remarqua- 
bles. D'autre  part  il  serait  désirable  de  donner  une  courte  étude 
synthétique  des  sections  coniques,  en  partant  du  cône  de  révolu- 
tion, en  la  plaçant  avant  Télude  analytique. 

Quant  à  la  préparation  du  corps  enseignant,  elle  varie  d'un 
canton  à  un  autre;  il  en  est  de  même  des  exigences  de  l'Etat,  qui 
ne  sont  pas  toujours  assez  élevées.  L'organisation  des  études  pour 
les  candidats  à  renseignement  est  encore  insuffisante  aussi  bien 
dans  les  universités  qu'à  l'Ecole  polytechnique  fédérale.  Sous 
ce  rapport  il  conviendrait  d'examiner  avec  soin  les  conseils  que 
donne  le  rapport*  de  MM.  Klein  et  Gutzmer  (Dresde  1907). 

Cette  diversité  dans  la  préparation  est  peut-être  même  une 
force  stimulante,  car  le  corps  enseignant,  dans  son  ensemble, 
est  à  la  hauteur  de  sa  mission.  Il  a  conscience  que  l'enseignement 
mathématique  est  perfectible.  Aussi  est-ce  avec  le  plus  grand  in- 
térêt qu'il  suit  les  discussions  et  les  efforts  qui  se  font  dans  les 
pays  voisins. 

H.  Fehr. 


LE  PREMIER  LIVRE  DE  LA  GÉOMÉTRIE  NATURELLE^ 


CHAPITRE  III 

Encore  quelques  propriétés  du  triangle.    Angles  trièdres  et 
polyèdres.  Le  théorème  du  parapluie. 

Comparaison  des  longueurs  droites.  (Sans  figure.)  —  Deux 
droites  étant  données,  si  on  porte  Tune  sur  le  prolongement  de 
l'autre  et  bout  à  bout,  la  nouvelle  droite  formée  sera  diteZrt  somme 
des  deux  premières  ;  des  deux  modes  de  superposition  des  droites 
égales  il  résulte  que  la  somme  de  deux  droites  est  indépendante  de 
l'ordre  dans  lequel  elles  ont  été  ajoutées  l'une  à  l'autre  ;  on  défi- 
nira de  même  la  somme  de  plusieurs  droites  et  cette  somme  jouira 
des  propriétés  suivantes  :  1*  la  somme  est  indépendante  de  l'ordre 
de yo/i6-//o/i  des  parties  ;  2**  dans  la  somme  de  plusieurs  droites, 
un  ensemble  quelconque  des  portions  de  la  somme  peut  être  rem- 
placé par  leur  somme  partielle. 


^  Reproduit  dans  VEnseign.  math,  du  15  janv.  ll)<>8;  p.  5-49. 
•  Voir  L'Enseign.  math,  du  15  mai,  1908;  p.  185-207. 
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On  résume  les  propriétés  qui  précèdent  en  disant  que  Faddi- 
tion  des  droites  est  une  opération  commutati^^e  et  associative. 

Signes  dègalitè  et  d'inégalité.  —  Plusieurs  barres  étant  rangées 
par  ordre  de  taille  croissante,  de  taille  égale,  ou  de  taille  décrois- 
sante, donnent  à  Tœil  les  trois  gioupe- 
ments  suivants  (Fig.  20)  :  de  là  est  né  l'eni-  ^  .j(| 
ploi  des  signes  d'inégalité  et  d'égalité  : 
/7  <  ^,  a  =  A,  a  >  ^,  qui  signifient  respec-  p. 

tivement  : 


ilîlii.. 


a  plus  petit  que  b^  a  égale  b^  a  plus  grand  que  b. 

Quelques  remarques  éi^identes.  1®  Dire  qu'une  droite  a  est  plus 
grande  qu'une  autre  b^  ou  supérieure  à  une  autre  b,  veut-  dire  que 
la  droite  a  =  la  droite  b  augmentée  de  quelque  chose  ;  l'addition 
étant  une  opération  commutative,  il  résulte  de  la  remarque  pré- 
cédente que  si  l'on  a  : 

/      ,         ,     on  devra  aussi  avoir:  a  -\-  a'  <^  h  -\-  f/  . 

2*  Quand  on  ajoute  une  droite  A  un  certain  nombre  de  fois  à 
elle-même,  si  par  exemple  on  forme  la  droite  égale  h  A  +  A  -f-  A, 
la  nouvelle  droite  est  dite  égale  à  l'ancienne  multipliée  par  3;  en 
général  si  m  est  un  nombre  entier,  et  si  on  forme  la  droite  égale 
à  A  -h  A  ...  -|-  A,  réunion  de  m  droites  égales  à  A,  on  dit  qu'on  a 
formé  la  droite  A  multipliée  par  m,  ce  que  l'on  écrit  A./w. 

3*  L'addition  étant  une  opération  commutative  et  associative  on 
voit  immédiatement  que  fA  +  B  +  C  +  Di./w  =  (A./w)  +  (B./w) 
+  [Cm)  +  [D.m). 

4®  On  admet  comme  évident  qu'une  droite  A  étant  donnée  et  un 

nombre  entier  m  étant  également  donné,  il  existe  toujours  une 

droite  X  (qui  multipliée  par  m  reproduira  A  ;    on    appelle  cette 

droite  la  /;z^'"«  partie  de  A  ;  on  dit  encore  que  X  dérive  de  A  par 

1 
l'emploi  du  nombre  sectionnaire  -  • 

Ainsi,  par  définition,  les  égalités  : 

1 
A  nr  X  .  w  .     ou     X  HT  A  .  —  ;  sont  complètement  équivalentes. 

m  '^ 

5**  On  définira  de  même  le  produit  d'une  droite  par  plusieurs 

nombres  entiers  ou  seotionnaires  envisagés  dans  Tordre  de  l'écri- 

!.. 
ture.  Exemple  :  A  .3  .  7  .  5  signifiera  :  longueur  droite  A  que  Ton 

multiplie  par  3  :  résultat  dont  on  prend  le  quart  :  résultat  que  l'on 
multiplie  par  5  ;  et  Ton  démontrera  sans  peine  que  l'ordre  des  fac- 
teurs entiers  ou  sectionnaires  n'exerce  aucune  influence  sur  le 
résultat. 
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6*  Si  p  désigne  un  nombre  entier  ou  sectionnaire  on  a  : 

(A  -h  B  +  C)  .  /?  =  (A  .  /?)  4-  (B  .  /i)  +  C  .  p) 

et  par  conséquent  aussi,  si  Ton  a:  A  .  /?  >  A',  p  on  peut  conclure: 
A>A'. 

Les  principes  qui  précèdent  contiennent  tonte  l'arithmétique  et 
toute  l'algèbre, 

I.  —  Angle  d'un  triangle. 

Deux  demi-droites  OX  et  OY  peuvent  former  (Fig.  21)  soit 
un  angle  creux^  soit  un  angle  pointu^  l'un  supérieur^  Vautre 
inférieur  à  2  droits. 

Lorsqu'on  admet,  comme  nous  l'avons  admis  jusqu'ici,  que 
par  deux  points  absolument  quelconques  ne  passe  jamais 
qu'une  seule  droite  on  peut  adirmer  que  tout  angle  engagé 
dans  un  triangle  est  un  angle  pointu.  Démontrons  le  : 


X  Y 


Fig.  21. 

Soit  BAC  (Fig.  22)  un  angle  engagé  dans  un  triangle  BAC, 
sur  le  plus  grand  des  deux  côtés  de  cet  angle  prenons  une  Ion- 
gueur  égale  à  celle  du  plus  petit  soit  D  le  point  ainsi  obtenu 
sur  AC,  nous  obtenons  un  triangle  isocèle  BDA;  soit  Ile  mi- 
lieu de  BD,  joignons  1  à  A,  nous  obtenons  une  droite  per- 
pendiculaire à  BD,  menons  A  perpendiculaire  à  AI  cette 
droite  ne  saurait  pénétrer  dans  Tintérieur  du  triangle  BDA, 
car  elle  couperait  BD,  ce  qui  n'est  pas  possible,  donc  l'angle 

BAC  engagé  dans  le  triangle  est  formé  de  droites  toutes  si- 
tuées d'un  même  côté  de  AX,  donc  l'angle  considéré  ne 
peut  atteindre  2  droits. 

II.  —  Propriété  de  l'angle  extérieur  d'un  triangle. 

Définition.  —  On  appelle  angle  extérieur  d'un  triangle, 
l'angle  formé  en  un  sommet  par  Tun  des  côtés  du  triangle  et 
par  le  prolongement  de  l'autre.  (C'est  aussi  un  angle  pointu). 
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Théokème.  —  L'angle  extérieur  d'un  triangle  est  supérieur 
à  tout  angle  intérieur  qui  n'a  pas  même  sommet  que  lui. 

Faisons  voir  par  exemple  que  :  (Fig.  23)  XAG  >  ACB.  Joi- 
gnons le  troisième  sommet  B  au  milieu  D  de 
AC  et  prolongeons  BD  d'une  longueur  égale 
en  DB',  joignons  B'  à  A,  la  droite  AB'  sera  si- 

tuée  dans  l'angle  extérieur  DAX;  les  angles 
opposés  par  le  sommet  BDC  et  ADB'  valent 

chacun  2  droits  diminués  de  Tangle  ADB  ils 

sont  donc  égaux  ;  alors  les  deux  triangles  ADB'  et  BDC  ayant 

un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun, 

sont  égaux;  et  par  suite  les  angles  opposés  respectivement 

/\  /\ 

à  DB'  et  BD  côtés  égaux,  seront  égaux;  ainsi  B'AD  =  DCB; 

/\ 
mais  B'AD  est  portion  de  Tangle  extérieur  CAX,  donc  enfin 

on  a  bien  : 

/\  /\ 

XAC>  ACB. 


Fig.  23. 


m.  —  Comparaisons  simultanées  de  2  côtés  d'un  triangle 

et  de  leurs  angles  opposés. 

Théorème.  —  Si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  inégaux  les 
angles  opposés  d  ces  côtés  sont  inégaux  dans  le  même  ordre 
de  taille. 

Comparons  (Fig.24)  les  deux  côtés  AB  et  AC  du  triangle  ABC; 
soit  le  côté  AC>  AB.  Prenons  sur  AC  un  segment  AD  =  AB  et 

joignons  BD  ;  l'angle  A  DB  =^  ABD  (puisque 
le  triangle  ABD  à  deux  côtés  égaux);  l'angle 

ADB  extérieur  est  plus  grand  que  l'angle 

DCB  du  triangle  partiel  BDC  ;  l'angle  ABD 

portion  de  l'angle  ABC  est  donc  plus  grand 
que  l'angle  ACB,  donc  à  plus  forte  raison  l'angle  total  ABC 
dépassera-t-il  ACB. 

Théorème  (réciproque  du  précédent).  —  5^  deux  angles 
d'un  triangle  sont  inégaux,  les  côtés  opposés  à  ces  angles 
sont  inégaux  et  dans  le  même  ordre  de  taille. 


Fig.  24. 
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Soient  (sans  figurej  A  et  B  deux  angles  d'un  triangle  et 
soient:  tz  et  6  les  côtés  respectivement  opposés  à  ces  angles; 

je  dis  que  l'inégalité  A  >  B  entraînera  comme  conséquence 
rinégalité  a  '^;>  b. 

En  effet,  en  comparant  a  et  6,  trois  cas  peuvent  seuls  se 
présenter  ;  ou  bien  1**  :  a  <  6 ,  ou  bien  2**:  a  =  b;  o\i  bien 
3**  :  «  >  h  ;  or  le  cas  de  «  <  6  entraînerait,  d'après  le 
théorème  précédent  A  <  B  et  le  cas  de  a  =  b  entraînerait 
comme  nous  l'avons  vu,  au  début  de  ces  leçons  A  =  B.  Ces 
deux  suppositions  provisoires  a  <C^  b  et  a  =  b  entraîneraient 
donc  des  conséquences  contradictoires  avec  l'hypothèse;  on 
aura  donc  bien  a  ^  b  tout  comme  on  avait  d'abord  A  >  B. 

Remarque,  —  Ce  genre  de  raisonnement  est  ce  qu'on 
nomme  un  raisonnement /?«/•  l'absurde. 

IV.  —  Un  côté  d'un  triangle  est  plus  petit  que  la  somme 

des  deux  autres. 

Il  n'y  a  lieu  à  démonstration  que  si  le  côté  considéré  n'est 
pas  le  plus  petit  de  tous,  soit  alors  (Fig.  25)  AB  >  AC.  Prolon- 
geons AG  d'une  longueur  CD,  de  manière 
que  AD  =  AB,  joignons  BD;  envisageons 
d'une  part  le  triangle  isocèle  ABD  et  d'autre 
part  le  triangle  CBD.  Dans  ce  dernier,  l'angle 
CBD  portion  de  ABD  sera  plus  petit  que  celui- 
ci  ou  que  son  égal  CDB  ;  on  a  donc  un  triangle 

CBD  dans  lequel  CDB  >  CBD;  on  peut  donc  affirmer,  d'après 
le  théorème  précédent,  que  CD  <  CB  ;  ABAD  se  compo- 
sant de  AC  et  de  CD  sera  donc  moindre  que  AC  +  CB. 

V.  —  Comparaison  de  deux  triangles  qui  ont  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun  comprenant  deux  angles  inégaux. 

Théohême.  —  SI  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  cha- 
cun à  chacun  comprenant  un  angle  inégal,  les  côtés  opposés 
à  cet  angle  dans  les  deux  triangles  seront  inégaux  et  dans  le 
même  ordre  de  taille. 
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Portons  (Fig.  26)  le  triangle  A'B'C  vers  le  triangle  ABC,  de 
manière  à  juxtaposer  deux  côtés  égaux  A'B'  sur  AB  et  à  placer 
les  deux  triangles  dans  une  même  région  de  leur  plan  com- 
mun, par  rapport  à  ce  , 
côté  coïncidant;  soit  A  A 
ABD  la  nouvelle  venue 
du  triangle  A'B'C,  soit 
AX  la  bissectrice  de 
Tangle  formé  par  les 
deux  autres  côtés  après 
ce  transport. 

Cette  bissectrice   in-     g 
térieure  au  plus  grand 
angle  BAC  va  couper  le  Fig.  26. 

côté  BC  en  I,  joignons 

ID;  nous  formons  ainsi  deux  triangles  ADK  AIC,  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun,  puis  de  Tégalité  de  ces  triangles  nous  con- 
cluons DI  =  IC. 

D'autre  part,  dans  le  triangle  BDI  nous  avons,  si  D  n'est 
pas  sur  BI, 

BD  <  DI  +  IB     ou     BD  <  BI  +  IC     ou     BC. 

Si  D  était  sur  BI,  il  serait  forcément  entre  B  et  I  et  on 
aurait  BD  =  BI  —  ID  et  à  plus  forte  raison  BD  <  BI  +  ID. 

Théorème  (réciproque  du  précédent).  —  Si  deux  triangles 
ont  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun^  mais  si  leurs  troi- 
sième côtés  sont  inégaux,  les  angles  opposés  à  ces  côtés  seront 
aussi  inégaux  et  dans  le  même  ordre  de  taille. 

Nous  démontrerons  cetle  réciproque  par  la  réduction  à 
l'absurde  ;  soient  :  b.c^a,  les  côtés  du  premier  triangle, 
b\c\a\  les  côtés  du  second;  soient  A  et  A'  les  angles  de  ces 
triangles  respectivement  opposés  aux  côtés  a  et  a\ 

Nous  supposons  donnés  les  renseignements  suivants  : 

b  =  y     c  -=.  c'     a  <^  a'  ...  (hypothèses  données  ) 

voulant  comparer  les  angles  A  et  A',  nous  ne  pouvons  que 
faire  les  suppositions  suivantes  : 

lo  A  >-  A' ;       2«  A  =:=  A' ;       3«  A  •<  A':  (hypothèses  provisoires). 
L'Enseignement  mathùm.,  10*  année;  1908.  20 
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Or,  d'aprè9  le  théorème  direct  la  sopposition  :  A  ]>  A'  en- 
tralaerait:  a  >  a',  ee  qui  n'est  pas;  la  supposition  A  ^=  A'  en- 
traînerait :  a  =  a',  ce  qui  n'est  pas  non  plus  ;  ia  seule  suppo- 
sition qui  reste  donc  possible  est  :  A  <  A'. 


Yl. 


-  Définition  et  propriétés  de  l'angle  trièdre. 


On  appelle  angle  Irièdre  la  figure  27  formée  par  3  demi- 
droiles  et  par  les  trames  angulaires  qui  les  réunissent  deux 
à  deux. 

Ces  trames  angulaires  portent  en- 
core le  nom  de  faces  du  trièdre,  leurs 
interse<'tions  ou  les  demi-droites 
déjà  considérées  se  nomment  les 
arêtes  du  trièdre. 

Deux  faces  forment  sur  leur  arête 
ronimiine  un  angle  dièdre  que  Ton 
nomme:  un  dièdre  du  trièdre.  Le 
trièdre.  sorte  de  capuchon,  n'est  pas 
une  figure  fermée;  mais  un  angle 
Fig.  ïT.  trièdre  présente  néanmoins  certaines 

analogies  avec  un  triangle  ;  nous  al- 
lons par  exemple  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Dans  tout  angle  trièdre  une  face  est  plus 
petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

Il  n'y  a  lieu  à  démonstration  que  pour 
la  face  qui  n'est  pas  la  plus  petite;  dans  le 
plan  de  cette  face  qui  prolonge  le  triangle 
ASB  (Fig.  28)  reproduisons  donc  un  angle 
égal  à  la  face  adjacente  plus  petite,  à  partir 
de  l'arête  commune  aux  deux  faces  et  dans 
une  portion  de  la  plus  grande  des  deux 
faces;  nous  obtenons  ainsi  Tangle  ASD 
portion  de  '.\SB  et  reproduction  de  la 
face  ASX;  sur  l'arête  SX  prenons  une  lon- 
gueur se  =  SD. 

Menons  CA,  GB,  CD;  gi'âoe  à  notre 
choix  des  points  C  et  D.  les  deux  triangles  ASD  et  ASC, 
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déjà  réunis  par  le  côté  commun  SA  seront  égaux,  et  leur 
égalité  nous  apprendra  ensuite  que  AD  -=  AC;  d'autre  part 
le  triangle  ABC  nous  donne 

AB  =  AD  H-  DB  <  AC  -f  CB 
et  comme  AD  =  AC,  nous  concluons 

DB  <  CB  . 

Mais  alors  les  deux  triangles   CSD  et  DSB  qui  ont  deux 

côtés  égaux  chacun   à  chacun,   ont   leurs   troisièmes   côtés 

inégaux  dans  un  ordre  de  taille  que  nous  connaissons  ;  donc, 

d'après  le  théorème  précédent,  nous  concluons  : 

/\         /\ 
DSB  <  CSB  , 

ainsi,  quand  dans  la  plus  grande  face  on  a  enlevé  une  por- 
tion égale  à  une  face  voisine  on  trouve  un  résidu  plus  petit 
que  l'autre  face  voisine  ;  c'est  donc  que  la  première  face 
était  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 


VIL  —  Théorème  du  parapluie. 

Théorème.  —  La  somme  des  faces  d'un  trièdre  est  moindre 
que  4  droits. 

Soit  (Fig.  29)  un  trièdre  de  sommet  S  et  soient  SA,  SB, 
se  ses  3  arêtes. 

En  prolongeant  l'arête 
SA  en  SX  nous  formons 
un  autre  trièdre  d'arêtes 
SB,  se,  SX.  Dès  lors,  en 
appliquant  le  théorème 
précédent  au  nouveau  triè- 
dre, et  en  remarquant  que 

,  Fiff.  29. 

deux  des  faces  du  nouveau 

trièdre  sont  des  suppléments  de  faces  du  premier  trièdre, 

nous  aurons: 


ou 


BSC  <  BSX  +  CSX  , 


BSC  <  2    —  ASB  +  2    —  ASC  . 
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(l'oii  on  l'oiu'lut  immé<liatemeiit  : 


ASB  +  ASC  +  BSC  <  1 

Hemaïqiie—  Concevons  trois  tiges  reclilîgnes,  [Fig.  27)  appuyées 
comme  les  baleines  d'un  parapluie  sur  un  cercle  perpendiculaire, 
à  un  axe  et  soutenues  par  trois  autres  tiges  éj^ales  qui  s'appuienl 
à  leur  tour  sur  l'axe  par  l'intermédiaire  d'une  glissière  qui  peut 
s'élever  sur  cet  axe. 

Cette  ligure  représente  la  membrure  d'un  parapluie  rudimen- 
taire,  les  trois  tiges  analogues  aux  baleines  du  parapluie  forment 
par  leurs  axes  un  trîèdre  dont  les  faces  augmentent  quand  le  para- 
pluie s'ouvre  et  diminuent  quand  le  parapluie  se  ferme.  Quand  le 
parapluie  s'est  ouvert  jusqu'à  ce  que  les  faces  soient  dans  un 
même  plan,  les  trois  faces  forment  trois  angles  d'un  plan,  contigus 
et  réunis  autour  d'un  point  sur  trois  droites,  ces  trois  angles  ont 
une  somme  égale  à  quatre  droits. 

Avant  que  le  parapluie  ne  fût  ouvert,  la  somme  des  trois  faces 
du  trièdre  mobile  était  moindre  que  qnatre  droits;  comme  dési- 
gnation mnémonique  l'énoncé  du  théorème  précédent  peut  être 
retenu  sous  le  nom  de  tliéorème  du  parapluie. 


VIII. 


-  Autre  remarque. 


Cette  comparaison  nous  suggère  une  nou 
théorème.  Prenons,  il'ig.  30)  sur  les  trois 
égales  SA  3^  SB  —  SC. 


elle  démonstration  du 
arêtes,  des  longueurs 
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Et  sur  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  AB(I  abaissons  une 
perpendiculaire  SO,  démontrons  que  Tangle  ASB  est  plus  petit 
que  sa  projection  AOB.  Soit  1  le  milieu  de  AB. 

Joignons  1  à  0  et  à  S  par  deux  droites.  SI  étant  perpendiculaire 
à  AB,  01  Test  aussi;  d*autre  part,  prolongeons  SO  d'une  quantité 
égale  en  OS'  au-dessous  du  plan  AOB  ;  si  Ton  rabattait  la  figure 
SIO  dans  son  plan  autour  de  10,  S  se  rabattrait  en  S'  d'où  on  con- 
clut SI  =  S'I,  or  dans  le  triangle  SS'l  on  a  : 

SS'  <  IS  -f  IS'     ou     2S0  <  2SI     d'où     SO  <  SI  ; 

la  perpendiculaire  SO  est  moindre  que  l'oblique  SI  ;  on  montrerait 
de  même  que  10  <C  IS,  on  conclut  de  là  que  si  on  rabat  la  distance 
SI  sur  10  le  point  S  se  rabattra  en  T,  au-delà  de  0. 

L'angle  AOI  est  donc  un  angle  extérieur  du  triangle  AOT  ;  on 
conclut  de  là 

AOI  >  ATI     ou     2AOI  >  2ATI     on     AOB  >  ATB 

et  comme  ATB  est  la  reproduction  par  rabattement  de  Tangle  ASB 
on  conclut  AOB  >  ASB. 

Dès  lors,  en  revenant  aux  figures  du  trièdre  dont  le  sommet  est 
projeté  en  0  sur  le  plan  ABC,  la  somme  des  Irois  faces  du  trièdre 
est  plus  petite  que  la  somme  de  leurs  projections  sur  le  plan 
ABC. 

Dès  lors  si  le  point  0  est  à  l'intérieur  du  triangle  la  somme  des 
projections  des  angles  est  précisément  quatre  droits. 

Si  au  contraire  le  point  O  est  hors  du  triangle  ABC,  chacun  des 
trois  angles  en  O  reste  cependant  un  angle  pointu  et  l'un  d'eux 
contient  les  deux  autres,  AOC  par  exemple  contient  AOB  et  BOC  ; 
la  somme  des  trois  angles  en  O  est  donc  moindre  que  deux  fois 
Tangle  AOC  et  comme  Tangle  AOC  est  moindre  que  deux  droits 
la  somme  des  triangles  en  0  est  ici  moindre  que  quatre  droits. 

Donc  dans  tous  les  cas  la  somme  des  faces  du  trièdre  est 
moindre  que  quatre  droits. 

IX.  --  Angles  polyèdres.  Théorème  du  parapluie,  applicable  aux 

angles  polyèdres  convexes. 

On  appelle  angle  polyèdre  la  figure  31  for- 
mée par  plusieurs  dejui-droites  envisagées 
dans  un  certain  ordre  ;  les  faces  de  Tangle 
polyèdre  sont  les  trames  angulaires  formées 
par  les  divers  groupes  de  deux  demi-droites 
consécutives. 

Les  demi-droites  sont  les  arêtes  de  l'angle 
polyèdre. 
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Un  angle  polyèdre  est  dit  6'0/ï*'e.resi  toutes  ses  arêtes  demeurent 
d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  de  chacune  de  ses  faces;  cette 
définition  est  satisfaite  d'elle-même  pour  un  angle  trièdre. 

Nous  allons  montrer  que  le  théorème  du  parapluie  s'étend  aux 
angles  polyèdres  convexes  ;  il  suffit  pour  le  voir  nettement  de  faire 
la  remarque  snisfante  : 

Etant  donnés  (Fig.  32)  deux  demi-plans  T^  et  T,  /Comptés  à 
partir  de  leurs  intersections  respectives  OY  et  OZ  avec  un  même 


Hfe-^^— ^ 


Fig.  32. 


plan  P,  et  tous  deux  comptés  d'un  même  côté  de  P,  les  deux 
demi-plans  auront  toujours  une  demi-droite  commune,  située  de 
ce  même  côté. 

(Considérons  dès  lors  un  angle  polyèdre  convexe  et  trois  faces 
consécutives  ;  envisageons  la  face  intermédiaire  BSC,  les  prolon- 
gements des  deux  autres  à  partir  des  arêtes  SB  et  SC  se  coupe- 
ront en  dehors  des  angles  faces  extrêmes  suivant  une  demi-droite 
SX,  si  on  remplace  alors  dans  l'angle  polyèdre  les  arêtes  SB  et  SC 
par  l'arête  unique  SX  on  forme  un  nouvel  angle  polyèdre  convexe 
comme  le  premier  mais  ayant  une  arête  de  moins.  En  répétant 
cette  réduction  un  assez  grand  nombre  de  fois  on  parviendra  évi- 
demment à  un  trièdre  ;  d'ailleurs  par  cette  réduction,  si  le  nombre 
des  faces  diminue^  en  revanche  la  somme  de  leurs  çaleurs  a//^- 
mente.  Cela  tient  à  ce  que  dans  l'angle  trièdre,  dont  les  arêtes 
sont  SB,  SX,  SC,  la  face  BSC  est  moindre  que  la  somme  des  faces 
BSX  et  XSC. 

Ainsi  par  la  réduction  considérée,  la  somme  des  angles  des 
faces  augmente  plus  ([u'elle  ne  diminue  par  la  suppression  d'une 
face.  F. a  somme  des  faces  augmente  donc  jusqu'à  l'obtention  du 
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trièdre,  or  ainsi  augmentée  elle  est  moindre  que  quatre  droits,  à 
plus  forte  raison  la  somme  des  faces  de  Tangle  polyèdre  primitif 
était-elle  donc  plus  petite  que  quatre  droits. 


CHAPITRE  IV 

Les  cercles  du  plan  et  de  la  sphère.  Analogies  du  plan  et 
de  la  sphère. 

1. 


Définitions.  Considérons  (sans  figure),  les  points  N,  R,  M 
de  Tespace  qui  sont  à  une  distance  donnée  d'un  même  point 
O  également  donné,  tous  ces  points  en  nombre  infini  forment 
ce  que  Ton  appelle  une  surface  sphérique  ;  le  point  O  est  le 
centre  de  la  sphère,  les  divers  segments  OM,  OR,  ON...  sont 
des  rayons  de  la  sphère. 

Ligne  d'intersection  d'une  surface  sphérique  et  d'un  plan. 
Considérons  (fig.  33)  une  surface  sphérique  de  centre  O  et  un 
plan  P;  soit  M  un  point  appar- 
tenant à  celte  surface  sphérique 
et  au  plan  P  ;  soit  II  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  O 
sur  le  plan  P,  joignons  les  points 
M  et  H  par  une  droite,  celle-ci 
sera  perpendiculaire  a  HO;  don- 
nons à  la  droite  M  H  envisagée 

comme  une  barre  rigide  liée  à  Taxe  HO  envisagé  comme  un 
pivot  rigide,  un  mouvement  de  révolulion  autour  de  Taxe  HO; 
dans  ce  mouvement  le  point  M,  nous  Tavons  vu,  ne  quitte 
pas  le  plan  P,  il  ne  quitte  pas  non  plus  la  surface  sphérique 
puisque  pendant  ce  mouvement  la  distance  OM  ne  varie  pas: 
il  existe  donc  une  ligne  commune  au  plan  P  et  à  la  surface 
sphérique  et  cette  ligne  peut-être  définie  dans  le  plan  P  l'en- 
semble  des  points  de  P  dont  chacun  est  à  une  distance  fixe 
du  point  //,  cette  ligne  est  appelée  circonférence  de  cercle. 
H  est  son  centre.  Ainsi  une  surface  sphérique  et  un  plan  P 
ont  une  ligne  commune  qui  est  une  circonférence  de  cerctle. 
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Il  nous  reste  à  établir  que  le  plan  P  et  ia  surface  sphérique 
ne  peuvent  avoir  d'autre  point  commun  en  dehors  delà  ligne 
précédente. 

En  effet  soit  (fi.  34)  X  un  point  commun  à  la  surface  de  la 
sphère  et  au  plan  P  déjà  considérés;  soit  toujours  H  le  pied 

de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O 
sur  le  plan  P. 

Parmi  les  différents  points  de  la 
ligne  que   nous   savons  déjà  com- 
mune au  plan  et  à  la  surface  sphé- 
rique, il  y  en  aura  certainement  un, 
silué  sur  le  segment  HX  ou  sur  son 
prolongement  au  delà  de  X;  il  suffit 
en  effet  pour  obtenir  un    pareil  point  N  de  porter  sur  la 
droite  HX  et  du  même  côté  que  X  un  segment  HN  égal  à  la 
longueur  HM  de  la  figure  précédente. 

Or,  si  le  point  X  différait  de  N,  la  droite  joignant  le  point  O 
au  milieu  de  XN  serait  perpendiculaire  à  XN  et  devrait  se 
confondre  avec  OH;  il  y  aurait  donc  contradiction,  à  moins 
que  les  points  N  etX  ne  se  confondent. 

Remarque.  Si  (fig.  33)  les  points  H  et  M  coïncidaient,  le  cer- 
cle d'intersection  s'évanouirait  sur  le  point  H  qui  serait  alors 
le  seul  point  commun  au  plan  et  à  la  sphère. 

II.  —  Remarques. 

Cas  d'égalité  de  2  triangles  rectangles,  La  manière  dont 
nous  venons  d'utiliser  ainsi  les  propriétés  des  perpendicu- 
laires et  des  obliques  mérite  d'être  retenue  pour  elle-même  ; 
c'est  ce  que  nous  ferons  par  les  deux  théorèmes  suivants  qui 
nous  donnent  deux  cas  d'égalité  propres  aux  triangles  rec- 
tangles, et  dans  l'énoncé  desquels  on  appelle  hypoténuse  le 
côté  du  triangle  qui  est  opposé  à  l'angle  droit  de  ce  triangle. 

1°  Deux  triangles  rectangles  qui  ont  l'hypoténuse  égale  et 
un  côté  de  V angle  droit  égal  sont  égaux, 

2®  Deux  triangles  rectangles  qui  ont  C hypoténuse  égale  et 
un  angle  autre  que  l'angle  droit,  égal,  sont  égaux. 

Le  premier  théorème  se  démontre  en  essayant  (fig.  35)  le 
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commeucement  de  la  superposition  par  Tangle  droit  égal  et 
en  juxtaposant  les  2  sommets  C  et  C  où  se  croisent  deux  côtés 
égaux  chacun  à 
chacun;  on  aura 
soin  de  rabattre 
les  deux  triangles 
d'un  même  côté 
par  rapport  au  seg- 
ment sur  lequel 
sont  déjà  venus  se 
confondre  les   cô- 


Fig.  35. 
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tés  de  l'angle  droit;  les  hypoténuses  devront  alors  coïncider 
en  position,  sans  quoi  on  aurait  des  obliques  égales  s'écar- 
tant  inégalement  du  pied  de  la  perpendiculaire  ce  qui,  nous 
venons  de  le  voir,  n'est  pas  possible. 

Le  second  théorème  se  démontre  en  essayant  (fig.  36)  le 
commencement  de  la  superposition  par  l'hypoténuse  égale  et 

par  l'angle  non  droit  égal  A  =  A'.  L'angle  B'  droit  ne  variant 

pas  pendant  le  tra- 
P^  jet,  et  son  sommet 
étant  venu  en  B", 
la  superposition 
commencée  doit 
s'achever  d'elle- 
//  même    sans    quoi 

on   pourrait,   d'un 

même      point     C, 

abaisser  sur  une  même  droite  2  perpendiculaires,  CB  et  CB". 

Autre  remarque.  Tout  angle  d'un  triangle  rectangle  aulre 

que  l'angle  droit  donné  est  aigUy  c'est-à-dire  moindre  qu'un 

angle  droit. 

En  effet,  article  VIII,  (îhapitre  III,  la  per- 
pendiculaire (fig.  37)  CB  sur  AB  tirée  de  C 
est  plus  courte  que  Toblique  GA  tirée  du 
même  point  C.  Or  nous  avons  vu  que,  si 
dans  un  triangle  quelconque  deux  côtés 
sont  inégaux  les  angles  opposés  sonl  in- 
égaux et  dans  le  même  ordre  de  taille  que  ces  côtés.  De  l'in- 


-^ 


'B 


Fig.  3G. 


Fig.  37. 
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égalité  CA  >  CB,  noiis|lirons  :  angle  B  >  Angle  A;  et  comme 
Tangle  B  est  droit,  Tangle  A  est  bien  aigu. 


III.  —  Situations  mutuelles  des  droites  et  des  circonférences  d*un 
même  plan  ;  situations  des  plans  et  d'une  sphère. 

En  raisonnant  exactement  comme  pour  la  sphère  on  verra  que 
dans  un  même  plan  : 

1°  Si  une  droite  DD'  (fig.  38)  et  une  circonférence  de  centre  O  ont 
en  commun  un  point  M,  distinct  du  pied  H  de  la  perpendiculaire 

abaissée  de  0  sur  la  droite  DD',  elles  auront 
encore  en  commun,  un  autre  point  M',  mais 
nul  autre  point  commun  hors  des  deux  précé- 
dents et  de  plus  le  point  H  sera  le  milieu  du 
segment  MM'. 

2°  Si  une  droite  DD'  et  une  circonférence 
J3'    de  centre  0  ont  en  commun  un  point  H  qui 
est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O 
sur  la  droite,   elles  n'ont  aucun  autre  point 
commun.  On  dit  alors  que  la  droite  est  tan- 
p.    3g  'gente  à  la  circonférence. 

Remarque.  —  Désignons  par  d  la  distance 
du  centre  O  h  la  droite  DD'  c  est-à-dire  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  la  droite  et  soit  R  la  longueur  du  rayon  de 
la  circonférence.  Trois  cas  sont  à  distinguer,  suivant  qu'auront 
lieu  Tune  ou  Tautre  des  circonstances  suivantes,  qui  s'excluent 
mutuellement  : 

rû?<R.     20û?z=R.     3«rf>R. 

On  voit  de  suite  que  le  cas  <i  >  R  empêche  la  droite  et  la  cir- 
conférence de  se  couper  ;  que  le  cas  à^  d  =K  fait  la  droite  et  la 
circonférence  mutuellement  tangentes. 

11  nous  reste  à  établir  que  dans  le  cas  de  df  <  R  la  droite  et  la 
circonférence  se  coupent  toujours. 

Rappelons-nous  à  cet  effet  que  les  longueurs  rz,  ô,  c  de  trois 
cùtés  d'un  triangle  sont  assujetties  aux  inégalités  : 

a  <ib  -\-  c,     b  <^c  -\~  a^     c  <  «  +  ô, 
d'où  on  conclut  aussi,  si  par  exemple  a'^  b,  c'^a  —  b. 

Ainsi  un  côté  d'un  triangle  est  compris  entre  la  somme  et  la  dif- 
férence de  deux  autres  côtés;  soit  alors 
(fig.  39)  H  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  DD'.  Portons  sur  DD' 
et  à  partir  de  H  une  longueur  HK  égale 
à  2R  et  joignons  0  à  K  par  une  droite. 
NousauronsOK>KH  — HO,ouOK>R 
-t-  (R  _  110),  donc  OK  est  >  R. 


Fig.  39. 
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Imaginons  alors  un  point  M,  mobile  de  H  vers  K  d'une  manière 
continue,  soit  M'  une  position  du  point  voyageur,  voisine  de  la 
position  M. 

Le  triangle  OM'M  nous  donne  OM  — MM' <OM'<OM  +  MM'; 
si  donc  le  chemin  MM' est  pris  sufllsamment  petit  ;  la  variation  de 
la  longueur  OM  sera  aussi  petite  qu'on  le  voudra  ;  en  d'autres 
termes  la  longueur  OM  est  une  fonction  continue  de  la  longueur 
Mil  ;  or  quand  le  point  voyageur  va  de  la  position  H  à  la  position 
K,  c'est-à-dire  quand  la  longueur  variable  MH  varie  de  zéro  à  HK  la 
longueur  variable  OM  a  varié  depuis  la  valeur  OH  moindre  que 
R  jusqu'à  la  valeur  OK  supérieure  à  R,  d'ailleurs  OM  est  allé  tou- 
jours en  augmentant,  donc  la  çaleur  yariable  de  OM  a  passé  une 
ET  UNE  SEULE  FOIS  par  la  s^aleur  fixe  R,  c'est-à-dire  que  le  point 
voyageur  a  passé  par  une  position  X  appartenant  à  la  fois  à  la 
droite  et  à  la  circonférence. 

Le  principe  que  nous  admettons  ici  est  le  suivant  :  Si  une  quan- 
tité y  varie  d'une  manière  continue  en  même  temps  qu'une  quan- 
tité X  dont  la  première  dépend,  et  si,  pour  deux  valeurs  de  a  dis- 
tinctes, (savoir  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b)  y  prend  deux  valeurs 
distinctes  savoir  c  et  rf,  il  existera  au  moins  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  e^i  b  pour  laquelle  la  fonction  y  prendra  une  valeur 
m  quelconque  mais  comprise  entre  c  et  d.  La  démonstration  de 
ce  principe  appartient  à  l'enseignement  de  l'algèbre  et  nous  ne  la 
reproduirons  pas  ici. 

Remarque,  —  Cette  discussion  peut  être  appliquée  à  la  sphère; 
elle  nous  montre  que  tout  plan  dont  la  distance  au  centre  de  la 
sphère  est  moindre  que  le  rayon  de  cette  sphère  coupera  effecti- 
vement la  sphère  suivant  une  circonférence. 

IV.  —  Situations  mutuelles  de  deux  circonférences  d'un  plan. 

L'étude  rigoureuse  des  situations  mutuelles  de  deux  circonfé- 
rences deviendra  très  facile  si  nous  nous  reportons  encore  au 
principe  de  continuité,  mais  nous  aurons  quelques  faits  prélimi- 
naires à  établir. 

Premier  fait  préliminaire.  Si  (fig.  40),  deux  droites  OA  et  03  sont 
obliques  sur  une  môme  droite 
AB  mais  d'un  même  côté  de  la 
perpendiculaire  OU  tirée  de  O 
sur  AB,  la  bissectrice  OC  de 
l'angle  AOB  partage  le  segment 
AB  en  deux  portions  inégales, 
la  portion  CB  qui  est  la  plus 
voisine  du  point  II  est  la  plus 
petite  des  deux  portions.  Le 
triangle  ABO  dont  l'angle  en  B 
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est  obtus  donne  :  AO  >>  OB;  portons  l'oblique  la  plus  courte  OB 
sur  la  plus  grande;  joignons  CB',  le  triangle  CB'O  est  égal  au 
triangle  CBO,  d'où  on  conclut  que  Tangle  CBY  =  Tangle  AB'C  ; 

or  l'angle  CBY  est  extérieur  au  triangle  CBO  et  Tangle  BCO  est 

/\  ,  /\  /\ 

intérieur;  on  a  donc  CBY'  >  BCO  >  CAO;  on  a  donc  dans  le 

triangle  ACB'  ;  angle  AB'C  >  angle  CAB'. 

Donc,  en  considérant  les  côtés  opposés  à  ces  angles  : 

AC  >  CB'  ;  et  comme  CB'  =  CB,  on  a  bien  : 

AC  >  CB,  comme  nous  voulions  le  démontrer. 

Deuxième  fait  préliminaire.  Considérons  (fîg.  41),  une  circon- 
férence de   centre  0.  et  un  angle   au  centre  TOA,   constituant 

Tangle  d'un  triangle  rectangle  ayant  le 
rayon  OA  comme  cAté  d'un  angle  droit 
dont  le  sommet  est  en  A  ;  soit  OT  l'hypo- 
ténuse de  ce  triangle  rectangle.  Partageons 
l'angle  TOA  en  n  parties  égales,  la  corde 
AP  qui  sous  tend  les  arcs  correspondants 
à  ces  angles  au  centre  sera  moindre  que 
la  /i^'"«  partie  du  côté  AT. 

En  effet  soit  AQ  la  première  des  portions 
de  AT  détachées  par  ces  angles,  d'après  le 


Fig.  41. 

fait  établi  tout  à  l'heure  on  a  : 


AQ  <  QR  <  ...  <  RT,  d'où  AQ< 


AT 


n 


/s 


Or  l'angle  QPA  étant   obtus,  et   Tangle   AQP   aigu,  on   aura 

AT 
AP  <  AQ<— . 

n 

Théorème.  —  Soit  (fîg.  42),  M  un  point  voyageur  sur  Tare  AB 
d'une  circonférence  de  centre  O,  soit  O'  un  autre  point  du  plan. 

La  longueur  O'M  {»arie 
d'une  manière  continue 
quand  le  rayon  OM  tourne 
lui-même  d'une  manière  con  • 
tinue  autour  de  O. 

Kn  effet,  quand  le  rayon 

OM     tourne     d'un     angle 

/\ 

/\  .  TOA 

MOM',  moindre  que     

n 

de  la  figure  41,  MM'  sera  moindre  que 


Fig.  Î2. 


TA 


et  comme  O'M 


n 


/\ 


MM'  <  O'M'  <  O'M  +  MM',  on  voit  qu'on  a  pu  rendre  M'OM 
assez  petit  pour  que  la  variation  O'M'  —  OM  ou  OM  —  O'M'  soit 
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aussi  petite  qu'on  voudra.  La  çariation  de  la  longueur  O'M  est 
donc  bien  continue. 

Première  conséquence.  Si  (sans  figure),  un  arc  AB  de  circonfé- 
rence réunit  un  point  A  intérieur  à  une  autre  circonférence  C  et 
un  point  B  extérieur  à  celte  même  circonférence,  l'arc  considéré 
doit  traverser  la  circonférence  C  en  quelque  point  X. 

La  démonstration  se  fait  d'elle-même  en  rapprochant  le  fait  pré- 
cédent du  principe  de  continuité,  car  si  0  est  le  centre  de  la  cir- 
conférence C  de  rayon  R,  la  longueur  OM  varie  depuis  une  quan- 
tité OA  moindre  que  R  jusqu'à  une  quantité  OB  supérieure  à  R, 
elle  doit  donc  prendre  dans  l'intervalle  la  valeur  R  lorsque  le 
point  M  est  en  un  certain  point  X  de  l'arc  AB,  mais  ce  point  X 
étant  à  distance  R  de  0  appartient  évidemment  à  la  circonfé- 
rence C. 

Théorème.  —  Si  deux  circonférences  (fîg.  43),  ont  en  commun  un 
point  M  situé  hors  de  la  droite  qui  réunit  leurs  centres^  elles  ont 
encore  en  commun  un  point  M' 
tel  que  la  droite  00'  passe  par 
le  milieu  de  MM'  et  est  pcrpen^ 
diculaire  à  MxM'. 

La  démonstration  s'achève 
par  un  simple  rabattement  au- 
tour de  00'. 

Remarque.  —  Si  deux  circon- 
férences ont  deux  points  com- 
muns M  et  M',  les  deux  centres 
de  ces  circonférences  se  trou- 
vent sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  MM',  de  là  il  ré- 
sulte évidemment  que  deux  circonférences  de  centres  distincts 
ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  communs  et  que  lorsqu'elles 
ont  un  seul  point  commun,  ce  dernier  point  appartient  à  la  droite 
qui  joint  les  centres. 

Critérium  des  situations  mutuelles  de  deux  circonférences.  Par 
la  remarque   précédente   on  voit  que  si  deux  circonférences  se 

coupent  on  doit  pouvoir  construire  un 
triangle  tel  que  OMO'  dans  les  figures  pré- 
cédentes; on  conclut  do  là  que,  si  rf  est  la 
distance  des  centres  et  que  si  R  est  le  plus 
grand  des  rayons  R  et  e'  on  aura  R  —  R' 

<âf<R  -r  R'. 

Nous  allons  démontrer  la /•m/?/-oy//e,  mais 

auparavant  supposons  que  l'on  ait  :  d  <C  R 

—  ir,  OU£/=:R  -  R'— c. 

Soit  (fîg.  44)  H  l'extrémité  du  rayon  de  C 
issu  de  O  vers  0',  un  point  de  la  circonfé- 
rence C  est  alors  intérieur  t^  (],  aucun  autre  point  ne  saurait  alors 


rig.  43. 


Fig   44. 
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être  extérieur,  puisqu'alors,  comme  on  Ta  vu,  les  circonférences 
se  couperaient  et  Ton  devrait  avoir  û?  >>  R  —  R'. 

On  démontrerait  de  même  que  si  rf  >  R  +  R'  l^s  circonférences 
ne  se  coupent  point  mais  sont  toutes  deux  extérieures  Tune  à 
l'autre. 

Supposons. maintenant  :  R  —  R'  <;  rf<C  R  +  R'î  si  tf  >>R —  R' 
il  y  a  des  points  de  C  en  dehors  de  C,  si  <f  <  R  +  R'  il  y  a  des 
points  de  C  en  dedans  de  C,  donc  d'après  un  théorème  déjà  si- 
gnalé C  et  C  se  coupent. 


r  . 


V.  —  La  notion  d'orientation. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  peuvent  encore  s'énon- 
cer sous  une  forme  plus  claire  en  disant  :  Un  point  M  (fig.  45), 
d'une  figure  solide  plane  est  défini  par  ses  deux  distances  /•  et  /•' 

h  deux  points  particuliers  A  et  B 
de  la  figure.  En  effet  : 

P  Quand  le  point  M  est  fixé  en 
position  en  même  temps  que  les 
deux  points  A  et  B,  il  suffit  de 
joindre  M  à  A,  M  à  B  et  de  mesu- 
rer les  distances  /*  et  /•'  ;  celles-ci 
seront  représentées  soit  par  des 
fiches,  soit  par  des  nombres. 

2°  Quand  les  fiches  r  et  r'  sont 
données,  ainsi  que  la  fiche  d  de  la 
distance  AB,  la  figure  est  recon- 
— '  structible  au  moyen  d'une  règle, 
d'un  compas  et  d'une  ïewiWo. plane. 
Si  l'on  a  à  la  fois  /•  —  r'  <^  d  <C 
r  +  /•'  la  construction  du  point  M  sera  possible,  au  moyen  de 
l'intersection  de  deux  cercles. 

Il  y  a  toutefois  une  réserve  à  faire  ;  le  tracé  du  point  M  défini 
par  les  seules  distances  d^  /•,  /•',  conduit  en  réalité  à  deux  points 
M  et  M'.  D'ailleurs  les  deux  triangles  AMB,  et  AM'B  qui  répon- 
dent à  la  question  sont  superposables,  l'un  peut  être  amené  sur 
l'autre  par  une  rotation  d'un  demi-tour  autour  de  la  charnière  AB. 
L'assemblage  solide  de  trois  points  ne  peut  donc  pas  être  défini 
dans  l'espace  d'une  manière  absolument  complète  parla  connais- 
sance de  deux  des  points  A  et  B  et  par  celle  du  plan  passant  par 
A  et  B  dans  lequel  la  figure  doit  être  donnée. 

Passons  à  un  assemblage  solide  plan  de  quatre  points  et  deman- 
dons-nous si  cet  assemblage  est  complètement  défini  et  en  forme 
et  en  position  par  les  connaissances  des  distances  /•  et  /'  de  M  aux 
deux  points  de  repère  A  et  B,  et  par  les  distances  s  et  s'  de  N  aux 
d:ux  mêmes  points  de  repère. 


7f 
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Si  les  données  précédentes  étaient  les  seules,  on  aurait  le  choix 
entre  les  quatre  assemblages  suivants  : 


M 

N 


M 


M' 

N 


N' 


(fig.  46), 


Tambiguïté  serait  donc  accrue,  puisque  non  seulement  on  pour- 
rait hésiter  entre  quatre  assemblages  différant  tout  au  moins  par 
la  position,  mais  encore,  les  divers  assem- 
blages ne  seraient  pas  tous  superposables.  Si 
le  nombre  des  points  augmentait,  Tembarras 
pour  reconstruire  la  figure  serait  encore  accru. 
Cet  exemple  montre  nettement  que  les  lon- 
gueurs des  distances  des  divers  points  de  la 
fiffureàdeux  d'entre  eux  constituent  des  don- 
nées  insuffisantes  si  Ton  n'a  pas  soin  d'y  ajou- 
ter des  renseignements  purement  qualitatifs  de  situations  rela- 
tives. 

Par  exemple  nous  ajouterons  aux  renseignements  des  fiches, 
et  pour  chaque  point  nouveau  N,   un  renseignement  de  situation 
qui  sera  de  Tune  ou  l'autre  espèce  suivante  : 
1°  ou  bien  M  et  X  sont  d'un  même  côté  de  AB  ; 
2°  ou  bien  M  et  N  sont  de  part  et  d'autre  de  AB  ; 
—   nous    nommerons   ces    renseignements    des    renseignements 
d'orientation;  —  avec  ces   renseignements  ajoutés  à  la  connais- 
sance des  distances,  l'assemblage  solide  plan  devient  complète- 
ment défini,  et  on  n'a  plus  à  hésiter  qu'entre  deux  situations  ;  on 
passe  d'ailleurs  de  l'une  de  ces  situations  à  l'autre  par  un  demi- 
tour  exécuté  autour  de  AB. 

Enfin,  on  pourra  même  faire  cesser  toute  hésitation  entre  les 
deux  situations  du  même  solide  en  se  préoccupant  des  trois 
dimensions  du  solide. 

Nous  pourrons  par  exemple,  dans  un  solide  déterminé,  associer 
il  tout  plan  une  poupée  invariablement  liée  au  solide,  nous  pour- 
rons par  exemple   placer  la  poupée 
en  A  (fig.   47),    perpendiculairement 
au  plan  considéré  du  solide,  visant  le 
point  B  de  ce  plan;  la  situation  du 
point  M  sera  alors  complètement  dé- 
finie;   si   une  fois  données   les   dis- 
tances MA,  MB,  on  ajoute  de  quel  cùté 
(gauche,  ou  droite)  le  point  M  se  trouve  par  rapport  à  la  poupée. 
Nous  allons  retrouver  ces  notions  sur  la  sphère. 


e/>*> 


Jroi 


ftî-* 


Fig.  47. 
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Yl.  ->  Les  cercles  de  la  sphère. 

Grands  cercles  et  petits  cercles.  Analogies  des  triangles 
sphériques  et  des  triangles  plans. 

Toute  section  plane  de  la  sphère  est  un  cercle,  nous 
l'avons  vu,  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre  de  la 
sphère  sur  le  plan  de  la  section  ;  si  ce  plan  passe  déjà  par 
le  centre  de  la  sphère  la  ligne  d'intersection  des  deux  sur- 
faces sera  une  circonférence  du  plus  grand 
rayon  possible,  c'est  une  circonférence  de  grand 
cercle. 

Par  deux  points,  A  et  B  (fig.  48),  donnés  sur 
la  surface  sphérique  passe  toujours  un  grand 
cercle,  et  un  seul  lorsque  du  moins  les  points  A 
et  B  ne  sont  pas  aux  extrémités  de  deux  rayons 
égaux  et  directement  contraires;  en  effet,  hor- 
mis ce  cas  d'exception,  les  droites  OA,  OB  dé- 
terminent un  plan  et  un  seul,  et  ce  plan  va  cou- 
per la  surface  sphérique  en  une  circonférence 
et  une  seule. 

Par  contre  si  la  circonférence  est  unique, 
Varc  qui  réunit  les  deux  points  n'est  pas  com- 
plètement déterminé,  on  peut  hésiter  entre  deux 
arcs  AMB  et  APB. 

Nous  considérons  plus  particulièrement  l'arc 
réduit  c'est-à-dire  celui  des  deux  arcs  qui  est  moindre  qu'une 
demi-circonférence  ;  cet  arc  est  l'image  sphé- 
rique  de   l'angle   pointu   déterminé   par  les 
deux  rayons  dans  la  trame  triangulaire  for- 
mée par  les  3  points  O,  A,  B. 

Deux  arcs  de  grand  cercle  issus  d'un  point 
A  vont  se  réunir  en  un  autre  point  B  nommé 
Vantipode  du  premier  (fig.  49). 

Il  y  a  plus:  deux  grands  cercles  étant 
donnés  se  coupent  toujours  (fig.  49),  en  un 
point  X;  en  effet  les  plans  des  deux  grands 
cercles  sont  deux  plans  distincts  (|ui  ont  déjà 
en  commun  le  centre  O  de  la  sphère,  ces  deux  plans  auront 


Fig.  48. 


:>x 


Fig.  49. 
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Pig.  50. 


donc  une  droite  commune,  or,  un  point  X,  situé  sur  cette 
droite  commune,  à  une  distance  de  O  égale  au  rayon,  est 
un  point  de  la  surface  sphérique,  commun  aux  deux  arcs. 

Les  arcs  de  grand  cercle  sur  une  surface  sphérique  ont 
évidemment  une  grande  analogie  avec  les  droites  du  plan, 
mais  la  propriété  précédente  va  être  un  élément  de  simpliPi- 
cation  de  la  géométrie  de  la  sphère.  Nous  allons  poursuivre 
l'exposé  des  analogies. 

Les  deux  régions  de  la  surface  sphérique  par  rapport  à  un 
grand  cercle,  sont  les  analogues  des  deux  régions  d'un  plan 
par  rapport  à  une  droite  ;  si  (fig.  50),  deux  points  A  et  B 
sont,  par  rapport  à  un  grand  cercle  de  la  sphère, 
dans  une  même  région  (1),  l'arc  de  grand  cercle 
moindre  qu'une  demi-circonférence  qui  les  réu- 
nit ne  traverse  pas  la  circonférence  de  grand 
cercle  donnée;  au  contraire  deux  points  C,  D, 
appartenant  à  deux  régions  opposées  (1)  et  (2) 
par  rapport  à  la  circonférence  complète  consi- 
«lérée  étant  réunis  par  un  arc  moindre  qu'une  demi-circon- 
férence, cet  arc  réduit  coupera  cette  demi-circonférence;  ces 
faits  peuvent  d'ailleurs  s'interpréter  comme  traduisant,  par 
images  sphériques,  les  laits  correspondants  qui  se  rattachent 
à  la  distinction  des  deux  régions  de  l'espace  par  rapport  à 
un  plan. 

Cette  notion  conduit  sans  peine  (fig.  51),  à  la  trame  trian- 
gulaire sphérique;  si  celle-ci  est  bordée  par  àenx  côtés  ré- 
duits, en  vertu  des  propriétés  de  l'angle  trièdre,  le  troisième 
sera  aussi  réduit  et  deux  points  quelconques  de  l'intérieur 

du  triangle  seront  aussi  à  distance  réduite 
sur  un  arc  de  grand  cercle  situé  à  l'intérieur 
du  h'iangle. 

Nous  nommerons  triangle  spérique/7/o/?/e 
un  pareil  triangle;  c'est  l'image  d'un  trièdre 
dont  le  sommet  est  au  centre  de  la  spère. 

Nous  avons  ici  un  renseignement  immé- 
diat sur  ces  triangles,  ceux-ci  en  effet  étant 
l'image  d'un  trièdre,  nous  voyons  que  dans  un  triangle  propre 
un  côté  est  plus  peut  que  la  somme  des  deux  autres. 


Fig.  51. 


L'Enseignement  mathém.,  lO^annôu;  1908. 
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On  remarquera  que  les  longueurs  d'arcs  de  cercle  de  rayons 
égaux  sont  comparables  entre  elles  au  même  titre  que  des 
longueurs  de  droites  ou  des  étendues  angulaires. 

Angles  d'un  triangle  spérique,  La  génération  (fig.  52),  d'un 
fuseau  spérique  sphérique  par  une  rotation  convenable  con- 
tinue d'une  demi -circonférence 
tournant  autour  d'un  diamètre  est 
absolument  analogue  à  la  rotation 
du  plan  autour  d'une  perpendicu- 
laire au  plan,  elle  permet  de  dé- 
finir les  angles  sphériques  par  une 
trame  de  grands  cercles  ;  l'angle 
sphérique  peut  d'ailleurs  être  me- 
suré par  l'angle  des  tangentes  reotilignes  à  ses  deux  côtés 
qui  sont  tirées  du  sommet  A;  cet  angle  est  encore  un  angle 
rectiligne  du  dièdre  formé  par  les  demi-plans  dont  les  arcs 
de  cercle  sont  les  images  sphériques. 


Fig,  52. 


(A  suivre,) 


J.  Andrade  (Besancon). 


SUR  L'ÉQUIVALENCE  DES  ÉQUATIONS 


<7,      tf,      «r. 


Lemme.  —  La  somme  des  n  fractions  r  >  r  -   r ,  ..•  ,  r-  étant 

hi      ht       hi  hn 

représentée  par  la  fraction 


^1^^  -  f*n  H-  ^thK  •••  ^/  +    •  •  +  ^/^'^  ••   ^.-t 


^\KK  •••  ^ 


(1) 


pour  que  cette  dernière  fraction  soit  irréductible,  il"  faut  et  il 
sufiit  que  les  n  fractions  données  le  soient  aussi  et  que  leurs 
dénominateurs  soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

DÉMONSTRATION.  1**  La  conditiou  est  nécessaire.  En  effet, 
si  deux  des  dénominateurs  au  moins,  6,  et  b^  par  exemple, 
ou  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  Tune  des  fractions, 
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a^  et  b^  par  exemple,  admettaient  un  facteur  premier  com- 
mun, ce  facteur  diviserait  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  la  fraction  (1)  :  en  sorte  que  cette  fraction  ne  serait  pas 
irréductible. 

2^  La  condition  est  suffisante.  En  effet,  si  le  numérateur 
et  le  dénominateur  de  la  fraction  (1)  admettaient  un  facteur 
premier  commun  :  ce  facteur,  divisant  le  produit  {l\b^h^  ...  è,i), 
diviserait  l'un  de  ses  termes,  ô^  par  exemple  ;  ce  facteur, 
divisant  aussi    la   somme  : 

(«lè.ôa  ...  bn  +  a^b^bi  ...  bn  +  ...  +  anb^b^ ...  6n— i) 

et  divisant  les  f/z  —  1)  dernières  parties  de  cette  somme,  divi- 
serait la  première  partie  ia^bj)^  ...  è„)  et  par  suite  diviserait 
«1  puisque  b^  est   premier  avec  6,,  6,,  ...  bn^   donc  premier 

avec    le    produit  (6,6, ...  6w)  :    en   sorte  que    la   fraction  ^  ne 

serait  pas  irréductible. 

Observation.  Ce  lemme  est  applicable  tant  aux  fractions 
algébriques  rationnelles  qu'aux  fractions  numériques.  Nous 
entendons  par  facteur  premier  commun  à  des  polynômes 
entiers  en  .r,  un  binôme  de  la  forme  k  {x  —  a)  divisant  chacun 
d'eux,  le  nombre /»:  n'élant  ni  nul  ni  infini,  a  étant  un  nombre 
fini  et  déterminé,  positif,  nul  ou  négatif;  nous  entendons  par 
polynômes  premier  entité  eux,  des  polynômes  n'admettant 
pas  de  facteur  premier  commun. 

Théorème.  —  Lorsqu'une  équation  est  formée  de  fractions 
rationnelles  et  de  termes  entiers  en  x  ;  l'équation  obtenue^  en 
multipliant  ses  deux  membres  par  le  plus  petit  commun  mul- 
tiple des  dénominateurs  est  équivalente  à  la  proposée. 

DÉMONSTRATION.  —  PuEMiER  CAS  '.  toutes  les  fractions  sont 
irréductibles  et  leurs  dénominateurs  sont  premiers  entre  eux 
deux  à  deux. 

La  fraction  qui  représente  la  somme  des  fractions  de  l'équa- 
tion proposée,  le  dénominateur  commun  choisi  étant  le  plus 
petit  commun  multiple  des  dénominateurs,  est  aussi  irréduc- 
tible et  l'équation  affecte  la  forme 
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Si  nous  multiplions  par  y  te),  nous  obtenons  l'équation  en- 
tière 

f[x)  -i-F(a:).*(j-)i=0  .  (2) 

Nous  allons  prouver  que  les  équations  fli  et  (2)  sont  équi- 
valentes : 

l''  Toute  solution  x  =^  a  de  Véquation  [Vjest  une  solution  de 
l'équation  (2).  En  effet,  ./;  =  a  étant  une  solution  de  Féqua- 
tion  (11,  transforme  cette  équation  en  Tidentité 

^'  +  F(a)  =  0-  (1') 

i^a  fonction  Fur)  étant  entière  en  j*,  Fia)  est  fini  et  déter- 
miné; il  en  est  donc  de  même  de  '—^  et  par  suite  ^{a)y  qui  est 

fini  et  déterminé,  est  aussi  différent  de  zéro.  En  multipliant 
par  (p(a}  tous  les  termes  de  Tégalité  (!'),  nous  obtenons  : 

f{a)  -h  F(a).f{a)  =  0  .  (2') 

et  celte  identité  prouve  que.r  =  a  est  une  solution  deTéqua- 
tion  (2), 

2**  Toute  solution  x  ^=  x  de  l'équation  {2)  est  une  solution  de 
l'équation  (  l).  En  effet,  .r  :=  «  étant  une  solution  de  Téquation 
(2',  transforme  cette  équation  en  Tidentité 

/•(tt)  -j-  F(a).y  a)  =  0  .  (2") 

Mais  yfai,  fini  et  déterminé,  est  aussi  différent  de  zéro:  car 
si  f^{oL)  était  nul,  /la)  le  serait  également  à  cause  de  l'identité 
(2"  ;  ;  les  polynômes  yi.r)  et  f{x)  seraient  divisibles  par  [x  —  «j 

f  [x) 

et  la  fraction  —  ne  serait  pas  irréductible  . 

En  divisant  par  9  «;  tous  les  termes  de  Tégalité  (2"t,  nous 
obtenons 


vlctl 


-i-F(«)  =  0.  (1") 


et  cette  identité  prouve  (|ue  x  =  a  est  une  solution  de  l'équa- 
tion   11. 

Dkuxième  cas:  certaines  fractions  [une au  moins)  ou  toutes 


SUR    L'ÉQUIVALENCE    DES   EQUATIONS  \V1\ 

les  fractions  sont  réductibles  et  leurs  dénominateurs  sont  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux. 

Les  valeurs  de  x  qui  annulent  les  deux  termes  de  Tune  ou 
l'autre  des  fractions  réductibles,  sont  racines  de  Téquation 
proposée  ;  car,  pour  ces  valeurs,  Téquation  se  transforme  en 
ridentité^  : 

A  étant  un  nombre  fini  et  déterminé,  nul  ou  non.  Après 
avoir  supprimé  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  de 
chaque  fraction  réductible,  facteurs  dont  les  racines  repré- 
sentent des  solutions  de  Téquation,  nous  retombons  sur  le 
premier  cas  :  il  en  résulte  que,  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres de  Féquation  considérée  par  le  plus  petit  commun 
multiple  des  dénominateurs,  l'équation  transformée  est  équi- 
valente à  la  proposée. 

Observation.  Il  est  possible  de  déterminer  Je  nombre  des 
racines  égales  de  la  façon  suivante  :  si  le  numérateur  de  Tune 
des  fractions  réductibles  est  divisible  par  {x  —  af  ei  son 
dénominateur  par  (x  —  af,  cette  fraction  prend   la   forme 

—-^ —  ;  SI  nous  représentons  par  (x  —  aY.r^ix)  1  en- 

semble  de  tous  les  autres  termes,  entiers  ou  fractionnaires. 
/•  pouvant  être  nul  et  chacune  des  fonctions  fi(x) ,  ^xix]  ,  F,  r) 
n'étant  plus  divisible  par  ix  —  a),  Téquation  devient 

{x  —  af  .  fi(.r> 

et  possède  autant  de  racines  a  que  son  équivalente 

(X  _  a)P.  /iJf  )  +  (a:  -    a)^  +  '* .  F,(:r)  —  0  • 


^  Lo  nombre  indéterminé  -   représente  tous  les  nombres  et,  parmi  eux,  se  trouve  le  nombre 
—  A  ;  donc  parmi  toutes  les  valeurs  que  prend  —  +  A,  se  trouve  la  valeur  —  A  +  A  =  0.  Par 

exemple,  si  nous  considérons  la  fonction  y  =   -^ —    -)-  x  -f~  ^  •  pour  x  ^  2,  elle  devient 

0 
y=^Z-\-X'\-\o%ïy^=x-\-kel  s'annule  pour  a:  =  —  4  ;  pour  j:  =  2,  elle  devient  y  =  —  +3 

et  parmi  ces  valeurs  indéterminées  de  y,  se  trouve  le  nombre  nul  0.  L'équation      •  -\- 

X  •\-  \  =  0  a  par  suite  peur  racines  x  =  —  4  et  x  =  2. 
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Par  conséquent,  si  /?  ^  ^  +  /\  cette  équation  admet  p  ra- 
cines égales  k  a\  si  p  ^  q  +  t\  cette  équation  admet  {q  +  /*) 
racines  égales  à  a. 

Troisième  cas  :  les  dénominateurs  des  fractionSy  irréduc- 
tibles  ou  non,  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

Additionnons'  toutes  les  fractions  en  prenant  pour  déno- 
minateur commun,  le  plus  petit  commun  multiple  des  déno- 
minateurs ;  Téquation  prend  la  forme 

Si  les  fonctions  f{x)  et  (f{x)  ont  des  racines  communes, 
racines  qui  sont  les  solutions  de  l'équation  obtenue  en  égalant 
à  zéro  leur  plus  grand  commun  diviseur,  celles-ci  sont  des 
solutions  de  l'équation  et  nous  rentrons  dans  le  deuxième 
cas  considéré  ;  si  les  fonctions  f[x)  et  (f{x)  sont  premières  entre 
elles,  nous  retombons  sur  le  premier  cas. 

Rephésentation  graphique.  La  fonction 

.  _  fjf^  —  [x—  af  .  fi  [x] 


f^(x)  et  V^{x)  n'admettant  plus  de  diviseur  commun  (x  —  a) 

0 

ô 


prend  la  forme  t.  pour  x^a\  parmi  tous  les  nombres  que  repré- 


sente r .  les  mathématiciens  n'ont  considéré  que  celui  auquel 

ils  ont  donné  le  nom  de  vraie  valeur^  el  qui,  géométrique- 
ment, représente  l'ordonnée  du  point  d'intersection  des  lignes 
dont  les  équations  sont 

ix-a)P  =  0     et    ri  =  ê-r! 

Fi(x) 

c'est-à-dire  l'ordonnée  (V-^,  du  point  d'intersection  de/?  droites 

*  Nous  poumons  aussi  grouper  les  fractions,  puis  additionner  celles  constituant  chaque 
groupe  (en  prenant  pour  dénoniinateur  commun,  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénomi- 
nateurs), de  telle  sorte  que  les  dénominateurs  de  tous  les  groupes  ainsi  formés  soient 
premiers  entre  eux  doux  n  deux  :  nous  retomberions  sur  le  premier  cas  considéré  si  toutes  les 
fractions  résultantes  étaient  irréductibles,  et  sur  le  deuxième  si  certaines  de  ces  fractions 
(une  nu  moins)  ou  toutes  étaient  réductibles. 

*  Ce  nom  de  vraie  valeur  sonne  faux!  Cette  vraie  valeur  n'est  autre  que  la  limite  do  la  ionc- 
ti(»u  y^  la  variable  x  tendant  vers  a. 
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confondues,  parallèles  à  Taxe  des  y  découpant  le  segment  a 
sur  Taxe  des  x,  et  de  la  ligne  yi, 

La  représentation  graphique  de  y  montre  que  cette  fonc- 
tion est  réellement  indéterminée  pour  x  =^  ae\  par  conséquent 
que,  parmi  les  valeurs  correspondantes  de  y  variant  de  —  oo 

à  +  X,  se  trouvent  non  seulement  la  vraie  valeur  ^-^  ,  mais 

aussi  la  valeur  0. 

Dans  la  résolution  d'une  équation,  les  facteurs  communs 
entrant  dans  la  composition  des  deux  termes  d'une  fraction, 
ne  peuvent  être  supprimés  que  si  nous  convenons  de  ne 
regarder  comme  solutions  de  Téquation,  non  pas  les  racines 
qui  rendent  la  fonction  identiquement  nulle,  mais  celles  pour 
lesquelles  cette  fonction  ne  peut  avoir  d'autre  valeur  que  zéro. 
Suivant  les  conditions  du  problème  que  nous  nous  proposons 
de  résoudre  ou  du  théorème  que  nous  voulons  démontrer, 

telle  ou  telle  autre  valeur  du  nombre  z  sera  à  prendre  :  dans 

la  détermination  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en 
un  point  d'une  courbe,  par  exemple,  nous  en  prendrons  la 
limite  ;  peut-être,  dans  une  des  théories  que  réserve  l'avenir, 
devrons-nous   en  prendre  une   aulre  valeur;  mais  dans   la 

résolution  brute  des  équations,  le  nombre  ^  ne  satisfaisant  à 

aucune  condition^  est  réellement  indéterminé. 

Exemple  1.  Les  nombres  a^  6,  c  étant  finis  et  déterminés, 
résoudre  l'équation 

X  —  a        X  —  h        X  —  c 

en  supposant  :  A)  a^  b  ei  c  distincts  ;  B)  «  ^zf:  6  et  6  =  c  ; 
C)  a  =  b  —  Cy^Q\  \y)  a=,b  —  c  =  {). 

Solution.  A)  a,  b  et  c  sont  distincts.  L'équation  proposée 
est  équivalente  à  la  suivante: 

■{x  -\-  u){x  —  h)  {x  —  c]  H-  (X  —  a)  {X  -\-  b\  {x  —  c)  -\- 
i^  —  a)[x  —  h)  (j-  +  r)  H-  3  (jr  —  a  (jr  —  h]  (x  —  r)  =  0 

OU 

3j:«  —  lia  -\-  b  -\-  r)x^  -h  [ah  -|-  hc  -f  ca)x  =  0  . 
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Celle  équation  se  décompose  en  deux  autres 


• 

^1  —  0  . 

et       • 

3a"  —  2{rt  -f  6  +  c)x  +  [ah  -|-  ^c  -|-  ca)  —  0 

d'où 

3C%}         a  +  (»  +  c  -f-  ^  û«  —  er(/>  +  c)  H-  6"  —  /;c  -f  c' 

Ta                                                         3 

H)  «  ^  ô  et  6  1=:  c.  L'équation  proposée  devient 

X  —  a  X  —  b 

et  est  équivalente  à  la  suivante: 

\x  ^  a)[x—  h)  +  2(0?  —  a)[x  -\-  h)  +  %[x  —  fl)  (.r  —  A)  =  0  . 
OU 

3.T»  —  (2a  -h  //)j-  =  0  . 

Cette  équation  a  pour  solutions  : 

2rt  -f  A 


j-i  = 


3 


Observons  qu'en  faisant  c=^  b  dans  les  solutions  x^  et  .rj 
de  l'équation  (1),  résolue  dans  l'hypothèse  A,  nous  obtenons: 

Xt  =  — 7^ —        et       T,  =  //  . 

La  solution  x^  =  b  est  une  solution  étrangère  à  l'équation 
(2):  en  effet,  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénomina- 
teurs de  l'équation  (1)  est  [x  —  dMx  —  b)[x  —  c),  expression 
qui  devient  [x  —  a)  {x  —  6)*  si  c  =  6,  tandis  que  le  plus  petit 
commun  multiple  des  dénominateurs  de  l'équation  (2)  est 
{x  —  a)(x  —  b). 

(])  a  :=  b  ^^  c^{).  L'équation  proposée  devient 

"ijt^  +1  =  0.  (3) 

X  —  a 
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et  est  équivalente  à  la  suivante: 
d'où 

Xi  =  0  . 

Observons  qu'en  faisant  a^=^b  ^:^  c  dans  les  solutions  .r,  et 
x^  de  l'équation  ili,  résolue  dans  l'hypothèse  A,  nous  obte- 
nons: 

x%r=.  a      et      oTi  =  a  . 

Ces  deux  solutions  sont  étrangères  à  Téquation  (3);  en 
effet,  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénominateurs  de 
l'équation  (1)  est  {x  —  a)  (x  —  bj  (x  —  c),  expression  qui 
devient  107  —  aj^  si  a  =  b  =^  c^  tandis  que  le  dénominateur  de 
la  fraction  qui  intervient  dans  l'équation  (3:  est  simplement 
[x  —  a). 

U)  a  =  b  =^  c  =^i).  L'équation  proposée  devient 

■^4-1  =  0.  ('*) 

X 

et  est  équivalente  à  la  suivante: 

X  -\-  X  =:  0 

d'où 

or,  =  0  . 

Observons  qu'en  faisant  rt:  =  6  =  c  =  0  dans  les  solutions 
x^  et  x^  de  l'équation  (1),  résolue  dans  l'hypothèse  A,  nous 
obtenons: 

jTj  rzi  0       et       Xj  =z  0  . 

Ces  deux  solutions  sont  étrangères  à  l'équation  (4)  :  en 
effet,  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénominateurs  de 
l'équation  1 1)  est  (.r  —  a)  ix  —  b)  \x  —  c),  expression  qui  de- 
vient j?*  si  fl  =  6  =  c  =  0,  tandis  que  le  dénominateur  de 
la  fraction  qui  intervient  dans  l'équation  (4)  est  simplement  .r. 

Exemple  2.  Résoudre  l'équation. 

(1  -f  .r|«"^  (l  -  .r)«"" 
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Solution,  Divisons  les  deux  termes  de  la  première  fraction 
par  (1  +  œ)  et  les  deux  termes  de  la  seconde  par  (1  —  x)\ 
Téquation  proposée  se  décompose  en  trois  autres: 

1  -j-  a:  =  0       d'où       Xx^rz  —  1  ; 
1  —  a:  =  0       d'où       Xt=z\       ; 

^  ~  "^  "^  '''  -f  ^  "t  ^  '^  "^'^  4  d'où        •0a:»4-  8^'-2  =  0  • 

1  +  a;  1  —  X 

Cette  dernière  équation  a  pour  racines: 

1  1 

ara  =  00    ;  Xa  =  ^\         j:»  =:  —.  -  • 

Exemple  3.  Résoudre  Téquation 

7  2  2 


=  1 


3(x—  3){2jr  -f  1)        (2x  +  l)|x  —  1)        3{j:  —  1)(j:  —  3) 

Solution,  L'équation  proposée  est  équivalente  à  la  suivante: 

7(x  —  1)  —  6  (  a:  —  3)  —  2  (2x  -f  1) 


3(ar  —  3)(2a:  +  l)  {x  —  1) 

ou, 

X—  3 _ 

(ic  —  3)  (2a:  -f  l)(ar  — 1)  "~ 


=:  1 


—  1. 


Divisons  les  deux  termes  de  la  fraction  par  [x  —  3);  Téqua- 
tion  se  décompose  en  deux  autres  : 

a:  —  3  =  0       d'où       a-i  =  3  , 

et 

-^r — —^ -r  =  —  1       d'où       1  =z  —  2jr3  4-  X  4-  1  . 

x(1x  —  1)  =  0 

en  sorte  que 

1 

jr»  =  0       et       -^1  =  2  ' 

Exemple  4.  Les  nombres  a  et  a::   étant  finis  et  déterminés, 
résoudre  Téquation 

X*  —  ir'*  —  3  (j?  —  x'\        o 
a* X  u 

en  supposant  A)  a.  constant^  puis  successivement:  P)  a  diffé- 
rent de  zéro  ;  2**  a  égal  à  zéro;  Bj  «  variable  et  fiyant  ^r  pour 
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limite,  puis  successivenienl  :  1**  a  différent  de  zéro  ;  2"  a  égal 
à  zéro. 

Solution,  Quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  réqualion  pro- 
posée admet  la  solution  x^  =  jf.  L'autre  solution  est  donnée 
par  féquation  suivante,  obtenue  en  divisant  les  deux  termes 
de  la  fraction  du  premier  membre  par  ij;*  —  x   ', 

^  -f  x'  —  3  —  ?  •  12jc'  -f  «  —  3)  \\\ 

A    a  est  constant  : 

1"  a  ^  0.  L'équation  (1)  est  équivalente  à  Téquation: 

jr  -f  x'  —  3  =  2jr'  -f  a  —  3 

d'où 

jr,  =  jc'  -f-  «. 

2**  a  ==^  0.  De  l'équation  (1',  nous  déduisons 

x.  =  ?  .  (2a:'-3)-x'-f  3. 

La  racine  x,  est,  par  suite,  indéterminée. 

B;  a  est  variable  et  a  est  sa  limite  : 

1*  a  ^  0.  L'équation  d)  est  équivalente  à  l'équation: 

Limite  jr  -f  a-'  —  3  =  2x'  +  <i  -    3 

d'où 

Limite  x      ou       x%-=z  x'  -\'  a  . 

2*»  a  =  0.  L'équation  (1)  est  équivalente  à  la  suivante: 

Limite  jr  +  Jr'  —  3  =  2j:'  -   3 


d'où 


Limite  x       ou       jr,  =  x'. 


E.  Barbette  (Liège). 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Sur  la  nature  des  axiomes  de  la  géométrie. 

A  propos  des  récents  articles  de  M,  Richard, 
1.  Lettre  de  M.  Combebiac. 

I.  —  Les  récents  articles  de  M.  Richard  sur  la  nature  des  axiomes 
de  la  Géométrie  [L'Ens,  math.  IX*  année,  p.  463-473,  X®  année, 
p.  60-65)  m'inspirent  quelques  réflexions,  que  je  soumets  à  ceux  qui 
s'efforcent,  nouveaux  Saint-Augustin,  de  pénétrer  le  mystère  de  la 
droite  idéale. 

Tout  d'abord,  les  difficultés  que  soulèvent  les  représentations 
numériques  ne  s'appliquent  pas  plus  aux  lignes  droites  qu'aux 
autres  notions  physiques  susceptibles  de  telles  représentations  et, 
s'il  y  a  là  matière  à  préoccupations  subtiles,  la  constatation  que 
la  ligne  droite  n'y  échappe  pas  ne  fait  que  confirmer  son  classe- 
ment parmi  ces  notions  physiques.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  ce 
point*  parce  qu'il  ne  me  parait  pas  intéresser  le  fond  du  débat, 
si  du  moins  je  comprends  bien  la  pensée  des  géomètres  idéa- 
listes. 

Pourquoi  tient-on,  en  effet,  aux  notions  géométriques  idéales? 
Simplement,  semble-t-il,  parce  qu'on  les  croit  indispensables  à 
la  Géométrie  rationnelle.  Or  il  n'en  est  rien^.  Celle-ci,  sous  sa 
forme  actuelle,  met  bien  en  jeu,  il  est  vrai,  les  lignes  droites,  par 
exemple,  mais  ses  raisonnements  s'appliquent,  en  réalité,  à  des 
lignes  de  forme  quelconque  pourvu  qu'elles  constituent  un  en- 
semble possédant  les  propriétés  attribuées  à  l'ensemble  des  lignes 
droites,  et  c'est  là  l'essentiel,  puisque  ces  raisonnements  s'appli- 
quent alors  approximativement  aux  objets  qui  jouissent  approxi- 
mativement des  dites  propriétés.  Le  besoin  de  la  droite  idéale 
n'existe  donc  pas  —  pas  plus  d'ailleurs  que  la  notion  elle-mên\e 
(rien  n'est  déconcertant  comme  une  notion  qui  n'existe  pas). 

Quant  à  une  prétendue  difl'érence  de  nature  entre  la  Géométrie 
et  la  Physique,  elle  repose  sur  une  confusion  entre  la  Géométrie 


^  Cf.  F.  Ki.RiN,  Anwendung  der  Diff'erential-  und  fntegraircchnung  auf  Géométrie^  Leipzig  1902  ; 
voir  notammvnt  les  paragraphes  ayant  pour  titres;  Empirischo  und  abstrakte  Genauigkeit; 
Prâcisions-  und  Approximationsmathematik  ;  die  abstrakte  und  die  cmpirische  Festlegung, 
eincr  Funktion  ;  von  der  Genauigkeit  der  Naturgeselxe  ;  Un  genauigkeit  aller  praktischen 
Messungen  ;  etc. 

*  Qu'on  imagine  une  théorie  des  fonctions  se  développant  entièrement  sur  un  cas  physique. 
Cela  n'a  rien  d'absurde  en  soi  mais  serait  dépourvu  d'intérêt  et  choquerait  par  sa  dysharmonie 
due  à  ce  que  la  portée  du  raisonnement  dépasserait  les  notions  mises  en  Jeu  ;  on  aurait  pour- 
tant là  un  modèle  de  la  Géométrie  actuelle.  On  n'a  pas  plus  besoin  de  la  notion  de  droite  pour 
établir  la  doctrine  géométrique  que  l'on  n'a  besoin  d'une  fonction  déterminée  pour  établir  ia 
héorie  des  fonctions. 
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rationnelle  et  la  Géométrie  physique.  La  première  (si  tant  est  que 
Ton  doive  donner  le  nom  de  Géométrie  à  la  théorie  des  continus) 
doit  ignorer  aussi  bien  la  droite  idéale  que  la  droite  physique  (j'y 
insiste)  et  il  est  clair,  dès  lors,  que  ses  concepts,  qui  sont,  non 
pas  idéaux,  mais  purement  rationnels^,  ce  qui  n'est  pas  la  même 
chose,  ne  peuvent  être  mis  en  parallèle  avec  les  notions  de  la 
Physique.  Mais  qu'est-ce  qui  nous  empêche  de  concevoir,  pour  un 
avenir  plus  ou  moins  éloigné,  Tédification  d'une  Physique  ra- 
tionnelle (si  l'on  peut  s'exprimer  ainsi)  ?  Le  parallélisme  serait 
alors  complet,  et  la  conclusion,  c'est  que  la  Géométrie  (physique) 
est  la  seule  des  sciences  naturelles  qui  soit,  pour  le  moment,  par- 
venue au  stade  rationnel.  Mais  ce  n'est  pas  une  raison  pour  que 
ses  concepts  (j'entends  les  concepts*  proprement  géométriques, 
et  non  les  concepts  d'ensemble,  d'ordre,  de  métrique,  etc.)  ne 
soient  pas  uniquement  empiriques. 

Le  principe  de  raison  suiïisante  par  lequel  M.  Richard  justifie 
la  rectilinéarité  des  rayons  lumineux  dans  le  vide  n'est  autre  que 
le  principe  de  l'isotropie  et  de  l'homogénité  du  vide,  c'est-à-dire 
l'expression  d'un  fait  expérimental.  Ce  sont  également  des  faits 
expérimentaux  qui,  en  Statique,  en  Dynamique  et  dans  les  divers 
domaines  de  la  Physique,  nous  fournissent  la  notion  de  ligne 
droite  (ne  fût-ce  qu'à  titre  de  limite)  et  nous  fournissent  la  même. 
Il  n'y  a  dans  tout  cela  rien  de  rationnellement  nécessaire,  mais 
seulement  des  faits,  qui  sont  sans  doute  reliés  entre  eux  par  des 
causes  générales,  que  l'on  découvrira  peut-être,  Tunité  du  mé- 
canisme naturel  se  manifestant  davantage  de  jour  en  jour. 

Il  resterait  peut-être  un  phénomène  à  expliquer  —  et  je  ne  m'en 
charge  pas  —  c'est  celui  par  lequel  une  notion  d'origine  manifes- 
tement matérielle  se  transforme  en  notion  idéale  selon  la  révéla- 
tion kantienne  ;  c'est  d'ailleurs  le  phénomène  en  lequel  se  résume 
la  genèse  de  tous  les  concepts  métaphysiques  (si  souvent  contra- 
dictoires en  soi)  ;  c'est,  en  définitive,  le  processus  métaphysique, 

IL  —  M.  Richard,  à  la  fin  de  son  article  (p.  G'i),  développe  des 
considérations  tendant  à  établir,  si  j'ai  bien  compris,  que  le  pos- 
tulatum  d'Euclide  appartient  au  domaine  métrique  et  non  au  do- 
maine projectif.  C'est,  je  crois,  une  erreur.  Elle  tient  à  ce  qu'on 
néglige  le  fait  qu'il  n'existe  pas  de  transformation  projective  ic'est- 
à-dire  conservant  les  lignes  droites,  faisant  correspondre  l'espace 
entier  à  un  volume  borné.  C'est  pour  cela  qu'une  métrique  pro- 
jective ne  peut  pas  être  à  la  fois  archimédienne  et  hyperbolique, 
comme  je  l'ai  indiqué  dans  un  article  récent  publié  dans  cette 
revue  ip.  183 1. 

G.  CoMBEBiAc  [Bourges). 


^  Lcfi  concepts  qui  sont  n  la  base  de  l'Analyse  mathématique  (nombre  entier,  ensemble,  in- 
clusion, correspondance)  ne  sont  pas  des  concepts  idéaux;  ils  suffisent  d'ailleurs  pour  établir 
la  Géométrie  rationnelle. 
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2.  Réponse  de  M.  J.  Richard. 

Entrfe  les  assertions  de  M.  Combebiac  et  les  miennes  la  contra- 
diction n'est  souvent  qu'apparente. 

Ainsi,  selon  M.  Combebiac,  il  n'est  pas  besoin  de  notion  de 
droite  pour  faire  de  la  Géométrie.  Les  propriétés  de  la  ligne  droite 
s'appliquent  à  des  lignes  de  forme  quelconque. 

C'est  ce  que  j'ai  dit  moi-même  en  montrant  que  les  axiomes  ne 
sont  pas  des  définitions  au  sens  ordinaire  du  mot. 

11  peut  y  avoir,  dit  M.  Combebiac,  une  physique  rationnelle.  C'est 
précisément  ce  que  j'ai  dit  dans  mon  article. 

Le  postulatum  dEuclide  appartient  au  domaine  métrique.  Voici 
ce  que  je  veux  dire  par  là.  Le  groupe  des  transformations  ponc- 
tuelles changeant  les  droites  en  droites,  contient  des  sous-groupes. 
J'appelle  groupe  métrique  un  de  ces  sous-groupes  ayant  six  pa- 
ramètres et  possédant  un  invariant.  Parmi  ces  sous-groupes  il  y 
a  des  groupes  euclidiens,  des  groupes  non-euclidiens.  Le  postu- 
latum exprime  une  propriété  d'un  de  ces  groupes,  et  non  une  pro- 
priété du  groupe  linéaire  général. 

L'isotropie  du  vide  n'est  pas  un  fait  expérimental.  Comment 
vérifier  cette  propriété  pour  les  espaces  interplanétaires  ?  La  pro- 
pagation de  la  lumière  en  ligne  droite  n'est  pas  bien  démontrée 
par  l'expérience  ;  il  en  est  de  même  des  lois  de  la  reflexion  et  de 
la  réfraction.  Toutes  ces  lois  sont  des  conséquences  de  la  théorie 
ondulatoire  de  la  lumière.  Elles  font  partie  de  la  physique  ration- 
nelle dont  parle  M.  Combebiac. 

Je  termine  par  deux  observations  générales  ; 

1°.  —  On  peut  envisager  la  Géométrie  en  elle-même,  ou  dans 
ses  applications  à  l'étude  du  monde  extérieur.  Pour  étudier  la 
Géométrie  en  elle-même  il  suffit  de  remarquer  que  les  axiomes 
forment  un  système  exempt  de  contradictions.  (M.  Hilbert  l'a  dé- 
montré.) Il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  une  idée  quelconque  de 
ligne  droite  ou  de  point,  ni  même  l'idée  d'espace. 

C'est  là  une  sorte  de  Géométrie  bien  abstraite.  Dans  la  pratique, 
on  a  toujours  une  représentation  sensible  sur  le  papier,  mais  la 
Géométrie  ainsi  comprise  est  indépendante  de  cette  représenta- 
tion. Du  reste,  comme  le  dit  M.  Combebiac,  les  droites  peuvent 
être  des  lignes  de  forme  quelconque.  Le  mot  droilCy  le  mot  dis- 
tance et  même  le  mot  point  ont  dans  cette  géométrie  un  sens  hy- 
pothétique, non  un  sens  catégorique. 

Il  en  est  tout  autrement  pour  les  applications.  Les  mots  doivent 
avoir  un  sens  catégorique.  Les  axiomes  sont  vrais  ou  faux;  cela 
ne  dépend  plus  de  ce  qu'on  nomme  point,  ou  droite,  ou  distance. 
Or  c'est  sur  cette  Géométrie  appliquée  seulement  que  porte  ma  dis- 
cussion. Elle  serait  inutile  à  la  Géométrie  abstraite. 

II.  —  Les  mots  du  langage  philosophique  ont  souvent  un  sens 
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bien  flou,  et  cela  est  très  gênant.  Cette  phrase  :  «  Les  axiomes 
viennent  de  l'expérience  »  n'a  pas  un  sens  net,  il  me  serait  facile 
de  le  montrer,  mais  cela  m'entrainerait  trop  loin.  C'est  une  raison, 
et  il  y  en  a  bien  d'autres,  pour  être  très  modéré  dans  les  discus- 
sions philosophiques  et  pour  ne  pas  avoir  peur  de  changer  d'avis. 
11  faudrait  trouver  un  moyen  d'exprimer  sa  pensée  d'une  façon 
bien  nette,  sans  ambiguïté.  Je  ne  désespère  pas  d'y  arriver,  mais 
je  n'y  suis  pas  encore  complètement  parvenu  en  ce  qui  concerne 
la  question  des  axiomes. 

J.  Richard  (Dijon). 

3.  Répj.ique  de  m.  Combebiac. 

Ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  Richard,  il  est  fort  difficile  de 
s'entendre  sur  certaines  questions  parce  que  les  mots  n'ont  que 
la  signification  que  chacun  leur  donne.  Je  crois  toutefois  pouvoir 
constater  notre  accord  sur  les  deux  points  essentiels,  savoir  :  1^  les 
mêmes  lignes  ne  peuvent  pas  servir  d'axes  à  une  métrique  hyper- 
bolique et  à  une  métrique  parabolique  ;  2*^  les  difïicultés  incontes- 
tablement fort  délicates  que  soulève  la  question  des  relations  de 
la  Géométrie  et  de  l'expérience  sont  du  même  ordre  que  celles  que 
Ton  rencontre  pour  les  diverses  branches  de  la  physique,  de  sorte 
que  l'on  se  trouve  ramené  à  la  grosse  question  du  réalisme  scien- 
tifique et  non  plus  géométrique. 

Sar  les  sommes  de  sinus  et  de  cosinus  dont  les  arguments  sont  en 

progression  arithmétique. 

Ces  sommes  donnent  lieu  à  d'intéressants  exercices  de  transfor- 
mations dans  les  applications  de  la  formule  de  Moivre.  En  raison 
du  rôle  qu'elles  jouent  dans  les  Mathématiques  supérieures,  leur 
sommation  mérite  d'être  examinée,  à  titre  d'exercice  déjà  dans  les 
éléments. 

Posons 

rt— l  M— 1 

A  =2  ^^^  t«  +  ^'P*   '         ^  — ^,  sin  (a  -f  kp] 


et  formons  la  somme 

«-1 

I  rns   ia  4-   /âi   4-  i  Rin  (a  4-   kfi\ 


A  +  Bi  =2  i  cos  («  +  ^P^  -*-  '  8»n  («  -f  kp\ 


A—0 


Cette  expression  peut  se   transformer  successivement  comme 
suit  : 

M— 1 

A  -|-  1^'=  (cos  a  -f-  '  S'il  et)  ^y,  j  cos  kp  +  i  sin  X/3  } 

4=0 
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fi—\ 
=  (cos  a  -f-  i  siu  a)  ^  i^^^  P  +  '  sin  j3| 


OU 


*=0 


i  ^         ...       .1  —  (cos  Ô  -f-  I  sin  ô  « 

'  1  —  (cos  p  +  I  sin  /3) 

.^         I         •       k  1  —  (cos  «ô  -{-  t  sin  nB) 

=  (cos  a  -f  I  sm  «) /  ,     .    .     ^   ^^' 

1  —  (cos  p  +  I  sm  j3) 

2  sm»  -^  —  2£  sm  ^  cos  -^ 
=:  (cos  a  +  t  sin  a)  ^ 

2  sin*  £  —  2i  sin  Q  cos  4 
2  2  2 

.     wP  np     .     wô 

8in  -^ i  cos  -^  siu  -i- 

2                      2             2 
=  (cos  a  4-  I  sin  a) ?; 

sm  ^  —  t  cos  ■&    sm  -Ç- 
2  2  2 


cos  -^  -j-  '  sm  -^  sm  -ji- 
=  (cos  a  -f-  i  sin  a)  -. -- 

P     I     ■    •     P       •      P 
cos  ^  +  I  sm  ^    sm  ^ 

2  2  2 

sin  Ç 
2 


On  en  déduit 


n-I                                            /       ,     (n  —  1)|3\     .     nlï 
««  cos(a+  —!JlUin.£. 

^oos  («  +  *JS)  =  ^ =— Z i 

*=o  siu  C 

2«in  («  -f-  //3)  =  —A L_i i. 

*=o  sin  £ 


C.  BRANOENBEKGEn  (Zurich). 
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de  former  une  Commission  internationale  pour  l'étude  des  réfor- 
mes de  renseignement  mathématique  dans  les  écoles  secondaires 
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Prof.  F.  Klein  (Gœttingue)  ;  Vice-président,  Prof.  Sir  Alfred-E. 
Grebnhill  (Londres)  ;  Secrétaire^  Prof.  H.  Fehr  (Genève).  11  compte 
organiser  la  Commission  sur  une  base  très  large  en  faisant  appel 
aux  principaux  pays  généralement  représentés  dans  les  Congrès 
internationaux  des  mathématiciens.  La  liste  des  membres  sera 
sans  doute  établie  d'ici  à  l'automne,  afin  que  la  Commission  puisse 
se  mettre  à  l'œuvre  dès  l'hiver  prochain. 

Comme  l'a  très  bien  dit  M.  Smith,  à  qui  l'on  doit  l'initiative  de 
la  constitution  de  la  Commission  (v.  plus  haut,  p.  283-284),  il  va 
sans  dire  qu'il  ne  s'agit  nullement  pour  la  Commission  de  tendre 
à  une  uniformisation  des  méthodes  et  de  l'organisation  des 
études,  mais  d'obtenir  d'une  étude  d'ensemble  des  réformes  réa- 
lisées au  cours  de  ces  dernières  années  ou  qui  sont  encore  à 
l'ordre  du  jour.  C'est  L^  un  travail  considérable  qui  exigera  une 
collaboration  active  et  dévouée  de  tous  les  membres. 

L'Enseignement  mathématique  servira  d'organe  à  la  Commis- 
sion, dont  la  tâche  se  rattache  très  intimement  à  celle  que  pour- 
suit notre  revue  internationale  depuis  dix  ans.  Dès  le  premier 
volume  nous  avons  fait  établir  des  rapports  sur  l'état  actuel  de 
l'enseignement  mathématique  dans  les  divers  pays  et,  sur  ce 
point,  comme  sur  bien  d'autres,  la  Revue  fournit  à  la  Commission 
un  ensemble  de  documents  d'une  grande  utilité. 

Association  internationale  pour  la  propagation  de  l'étude  des  qua- 

ternions  et  autres  systèmes. 

Nous  avons  sous  les  yeux  le  rapport  de  V International  Associa- 
tion  for  promoting  the  study  of  Quaternions  and  allied  Systems  of 
mathematicsy  March,  1908  (51  p.).  Le  nouveau  président,  A.  Mac- 
FARLANR  (Chatham,  Canada),  consacre  une  notice  à  son  prédéces- 
seur Ch.-J.  JoLY,  décédé,  et  examine  la  part  qu'il  a  prise  dans  le 
développement  des  méthodes  vectorielles. 

Dans  son  rapport  général  M.  Macfarlane  estime  qu'il  serait 
utile  d'avoir  une  étude  d'ensemble  sur  les  différentes  notations 

L'Enseigoemcnt  mathéin.,  10*  année  ;  1908.  23 


334  CHRONIQUE 

vectorielles  et  d'en  dégager  une  notation  uniforme.  Il  cite  à  ce 
propos  la  série  des  articles  que  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo 
consacrent  précisément  à  cette  importante  question  dans  les 
Rendiconti  di  Palermo  (1907-1908),  et  présente  quelques  critiques 
aux  propositions  des  deux  savants  italiens.  Nos  lecteurs  connais- 
sent le  principe  même  des  notations  proposées  par  le  résumé  que 
nous  en  avons  donné  dans  notre  compte  rendu  du  Congrès  de 
Rome.  A  l'heure  actuelle  cette  question  est  d'une  grande  impor- 
tance pour  le  progrès  des  méthodes  vectorielles,  en  raison  même 
de  l'emploi  de  plus  en  plus  fréquent  qu'on  en  fait  dans  plusieurs 
branches  des  mathématiques  pares  et  appliquées.  Nous  reprodui- 
rons, dans  un  prochain  numéro,  le  tableau  des  notations  vecto- 
rielles proposées  et  nous  mettrons  notre  Revue  à  la  disposition 
de  ceux  qui  auront  des  observations  ou  critiques  à  formuler. 

Le  rapport  de  l'Association  contient  en  outre  la  suite  de  la" 
bibliographie  de  l'Analyse  i>ectorielle  ;  il  fournit  des  renseigne- 
ments très  précieux  à  tous  ceux  qui  font  usage  de  ces  méthodes, 
qu'il  s'agisse  de  disciples  de  Hamilton,  de  Grassmann  ou  d*autres, 
car,  il  est  bon  de  l'ajouter,  TAssociation  a  pour  but  de  s'occuper 
de  l'ensemble  des  méthodes  du  Calcul  vectoriel.  C'est  en  réalité 
une  association  pour  la  propagation  des  méthodes  vectorielles^  et 
sous  cette  dénomination  plus  simple  le  nombre  de  ses  adhérents 
eut  sans  doute  augmenté  encore  plus  rapidement. 

II.  Fehr. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  M.  Abraham,   professeur  extraordinaire   h   l'Université   de. 
Gœttingue,  a  été  appelé  à  l'Université  de  l'Illinois  en  qualité  de 
professeur  de  Physique  mathématique. 

MM.  Baillaud  et  Deslandres  sont  nommés  membres  du  Bureau 
des  Longitudes. 

M.  P.  BuRGATTi,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Uni- 
versité de  Messine,  est  transféré  à  la  même  chaire  à  l'Université 
de  Bologne. 

M.  G.  Bor.Gio,  privat-docent  à  l'Université  de  Turin,  est  nommé 
professeur  extraordinaire  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Université 
de  Messine,  à  partir  du  prochain  semestre. 

M.  CossERAT,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  profes- 
seur de  Calcul  différentiel,  est  'nommé  professeur  d'Astronomie. 

M.  Drach,  professeur  à  la  Faculté  de  Poitiers,  est  nommé  pro- 
fesseur de  Calcul  diflerentiel  et  intégral  à  l'Université  de  Tou- 
louse. 

M.  DuLLAC,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Grenoble,  est  nommé  chargé  de  cours  pour  le  Calcul  différentiel 
et  intégral  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 

M.  P.  Epstein,  privat-docent,  est  nommé  professeur  extraordi- 
naire à  rUniversité  de  Strasbourg. 
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M.  M.  de  Franchis,  professeur  de  Géométrie  projective  et  des- 
criptive à  rUniversité  de  Parme,  et  M.  M.  Pieri,  professeur  des 
mêmes  branches  à  l'Université  de  Catane,  échangeront  leurs  rési- 
dences à  partir  du  prochain  semestre. 

M.  F.  Gerbaldi,  professeur  de  Géométrie  analytique  et  projec- 
tive à  rUniversité  de  Palerme,  sera  transféré  à  la  chaire  d* Algèbre 
et  de  Géométrie  analytique  à  l'Université  de  Pavie,  à  partir  du 
prochain  semestre. 

M.  H.  KoDOLD  est  nommé  professeur  d'Astronomie  à  l'Université 
de  Kiel. 

M.  H.  MiTCHEL,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  profes- 
seur ordinaire  à  l'Université  de  Columbia  à  New-York. 

M.  Pbtz,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  professeur  ordi- 
naire à  l'Université  bohème  de  Prague. 

M.  PiBRi  passe  à  l'Université  de  Parme  (v.  ci-dessus). 

M.  A.  de  Saint-Germain,  professeur  de  mécanique,  a  été  admis 
à  la  retraite  et  nommé  professeur  honoraire  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Caen. 

M.  W.  ScHLiNK,  professeur  extraordinaire  de  Mécanique  tech- 
nique à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Braunschweig,  est  nommé 
professeur  ordinaire. 

M.  Taubbr,  privat-docent,  est  nommé  professeur  extraordinaire 
à  l'Université  de  Vienne. 

M.  Herh.-Hall  Turner,  directeur  de  l'Observatoire  d'Oxford 
et  M.  G.  Hale,  directeur  de  l'Observatoire  de  Mount-Wilson  (Ca- 
lifornie) sont  nommés  membres  correspondants  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris. 

M.  N.  Vanecek,  privat-docent  à  l'Ecole  technique  supérieure 
bohème  de  Prague,  est  nommé  professeur  ordinaire. 

M.  Zoretti,  professeur  au  Lycée  de  Rochefort,  est  nommé  maître 
de  conférences  pour  les  mathématiques  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Grenoble. 

Priç^al'docents.  —  Sont  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 

M.  A.  Antoniazzi,  pour  l'Astronomie,  à  l'Université  de  Padoue. 

M.  F.  CoNTARiNo,  pour  l'Astronomie,  à  l'Université  de  Xaples. 

M.  G.  Sannia,  pour  l'Algèbre  et  la  Géométrie  analytique,  à 
l'Université  de  Turin. 

M.  G.  ScoRZA,  pour  la  Géométrie  projective  et  descriptive,  à 
l'Université  de  Bologne. 

M.  B.  ViARo,  pour  l'Astronomie,  à  l'Observatoire  de  Arcetri 
(Florence). 

Nécrologie. 

M.  Henry  Joly,  professeur  à  l'université  de  Lausanne,  est  décédé 
à  l'âge  de  48  ans. 
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Cours  aniversitaires. 
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Cambridge;  University,  —  List  of  Lectures  proposed  for  Mathematic^» 
1908-1909.  The  courses  of  lectures  will  begin  as  foUows  :  Michaelmas  Terni 
(M.  T.),  Oct.  15;  Lent  Terni  (L.  T.),  January  18;  Easter  Term  (E.  T.), 
April  26.  —  Prof.  Forsyth:  Diflerential  Equations,  3,  M.  T,  ;  Functions  of 
two  (or  more)  Complex  variables.  3,  M.  T.;  Algebraic  Functions  and  thcir 
Intégrais,  3,  L.  T.;  Elementary  DifTcrential  Geomelry,  3,  E.  T,  —  Prof.  Sir 
G.  U.  Darwin  :  Celeslial  Mechanics  (Attractions  and  Potential),  3,  M,  T,;  Dy- 
naniical  Astronomy,  3,  L.  T.  —  Prof.  Sir  R.  S.  Ball  :  Planetary  Theory,  3, 
M.  T.  ;  Spherical  Astronomy,  3,  L.  T.  —  Prof.  Larmor  :  Eleclricity  and  Magne- 
tism  3,  M,  r.  Conf.  in  math.  Physics,  M,  T.;  Electrodynamîc  and  Optical 
Theory,  3,  L.  T.  ;  Thermodynamics  and  Theory  of  Gases.  (Short  Course.)  3, 
E.  7\ — Dr  HoBsOK  :  Harmonie  Analysis,  3,  if.  T.;  Vibrations  and  Sound,  3, 
L.  T.  —  Dr  Baker  :  Introduction  to  Theory  of  Functions,  3,  M.  T.  ;  Indroduc- 
tiou  to  Theory  of  Groups,  3,  M.  T,  ;  Theory  of  Functions,  3,  L.  T.  ;  Curves 
and  Surfaces,  3,  £.  T.  —  Mr  Herman  :  Hydrodynamics  (for  Part  II),  3,  M.  T,; 
Georaetrical  Optics,  Hydromechanics  (for  Schedule  A),  L.  T.  ;  Hydrodynamics 
and  Sound  (for  Schedule  A),  E,  T,  —  Mr  Richmond  :  Algebraic  Geometry 
(for  Schedule  B),  3;  Solid  Geometry  (for  Schedule  A),  M.  T.  et  L.  T,;  Syo- 
thetic  Geometry  (methods  and  applications)  E.  T.  —  Dr  Whitehead  :  Syn- 
thetic  Geometry  :  systematic  development  (for  Schedule  B)  M,  T.  ;  Principles 
of  Mathematics  (Number  and  Magnitude)  L.  T.  ;  Principles  of  Mathematics 
(Symbolic  Logic)  E,  T.  —  Dr  Barnes  :  Linear  DifTerential  Equations  (for 
Schedule  B),  3,  M.  T,  —  Mr  Webs:  Dynamics  and  Vibrations,  L.  T.  — 
Mr  MoLLisoN  :  Attractions  and  Theory  of  Potential  (for  Part  I),  E.  T.  — 
Mr  Berry  :  Elliptic  Functions  and  Elementary  Theory  of  Functions,  L.  T.; 
Eiliptic  Functions  (for  Schedule  B)  L.  T,;  Elliptic  Functions  (Th.  of  Transfor- 
mation), E.  T.  —  Mr  Bennett  :  Line  Geomelry,  3,  L.  T.  —  Mr  Munro  :  Hydro- 
dynamics and  Sound,  M,  T.  —  Mr  Bromwich  :  Elementary  Theory  of  Limita 
(for  Schedule  B),  M.  T.  ;  Theory  of  Potential  (for  Schedule  B).  /..  T,  :  Cal- 
culus  of  Variations,  E.  T,  —  Mr  Grâce:  Invariants  and  Geometrical  Appli- 
cations, M.  T.  —  Mr  Hardy  :  Intégral  Functions,  E.  T,  —  Mr  Bateman  :  Inté- 
gral Equations  (Long  Vocation  1908).  —  Mr  Stratton  :  Analytical  Dynamics, 
E.  T.  —  Mr  HiNKs  :  Démonstrations  in  Praclical  Astronomy.  M.  T.  et  A.  T. 
—  Mr  Bevan  :  Mathematics  for  Students  of  Physics,  3,  M.  T. 
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Cours  annoncés  pour  l'année  universitaire  1908-1909. 

Golambia  Umversity  (New-York).  — -  Prof.  P. -S.  Fiske  :  Advanced  calculus; 
Introduction  to  the  theory  of  functions  of  a  real  variable,  <S  ;  Functions  defi- 
ned  by  linear  diflerential  équations,  3.  —  Prof.  F.-N.  Cole  :  Introduction  to 
tbe  theory  of  functions,  3  ;  ïheory  of  plane  curves,  3.  —  Prof.  James 
Maclay  :  EHiptic  functions,  3  ;  Application  of  the  calculus  to  the  theory  of 
surfaces  and  curves  in  space,  3.  —  Prof.  D.  E.  Smith  :  History  of  mathe- 
matics,  2.  —  Prof.  C.-J.  Kevsrr  :  The  principles  of  mathematics,  3  ;  Modem 
théories  in  geometry,  3.  —  Prof.  H.-B.  Mitchell  :  DiiFerential  équations,  2  ; 
Geomelrical  anaiysis,  3.  —  Prof.  Edward  Kasner  :  Geometry  of  dynamical 
Systems,  2.  —  Dr.  G. -H.  Ling  :  Theory  of  numbers,  3  ;  Grst  half  year  ; 
Advanced  theory  of  numbers,  3  :  second  half  year. 

Cornell  University  (Jthaca,  New-York).  —  Prof.  McMahon  :  Hydrodyna- 
mics,  2  ;  Electricity,  2.  —  Prof.  J.  I.  Hutchinson  :  Theory  of  functions  of  a 
complex  variable.  3.  —  Prof.  V.  Sntder  ;  Higher  geometry,  3.  —  Prof.  W. 
B.  FiTE  :  Theory  of  groups,  3. —  Dr.  F.  R.  Sharpe  :  Theory  of  potential  and 
Fonrier's  séries,  3  ;  Elliptic  functions,  2  (first  half  year,  I).  —  Dr.  W.  B. 
Carvrr  :  Projective  geometry,  3.  —  Dr.  A.  Ranum  :  DiiFerential  équations,  2; 
Higher  algebra,  2.  —  Dr.  D.  G.  Gillkspie  :  Advanced  calculus,  3  ;  Intégral 
équations,  2(11).  —  Dr.  G.  F.  Craig  :  Advanced  analytic  geometry,  3;  Partial 
differeutial  équations,  2  (I).  —  Dr.  F.  W.  Owens  :  Solid  analytic  geometry, 
2  ;  The  Oliver  mathematical  club  will  raeet  weeklv. 

Hanrard  University  (Cambridge,  Mass.)  —  Prof.  W.  E.  Byerly  :  Intro- 
duction to  the  modem  geometry  and  modem  algebra,  3;  Trigonométrie 
séries  (with  Prof,  Peirce),  3.  —  Prof.  B.  O.  Peirce  :  Methods  in  mathe- 
matical physics.  Elasticity,  2.  —  Prof.  W.  F.  Osgood  :  Diflerenlial  and  in- 
tégral calculus  (second  course),  3;  Infinité  séries  and  products  (first  half 
year),  3  ;  Galois's  theory  of  équations  (second  half  year).  3;  Theory  of  func- 
tions (advanced  cours).  —  Prof.  M.  Bôcher  ;  Theory  of  functions  (introduc- 
tory  course),  3  ;  The  linear  differential  équations  of  physics,  3,  —  Prof.  G.  L. 
Bouton:  Hydromechanics  (second  half  year),  3;  Differenlial  équations,  Lie's 
theory  of  continuons  groups,  3.  —  Prof.  J.  K.  Whittemore  :  Eléments  of 
mechanics,  3  ;  Differeutial  geometry  of  curves  and  surfaces  (first  half  year), 
3.  —  Prof.  E.  V.  HuiNTiNCTON  :  The  fundamental  concepts  of  mathematics,  3. 
—  Dr.  J.  L.  Goolidge:  Line  geometry  (first  half  year),  3.  — Dr.  H.  N.  Davis  : 
Dynamics  of  a  rigid  body,  3. 

Courses  of  reading  and  research  ore  offered  by  Professors,  Bterlt,  Os- 
good, Bôcher,  Bouton,  and  Whittemore  ;  and  a  seminary  in  geometry  will 
be  conducted  by  Prof.  Bouton,  Prof.  Whittemore,  and  Dr.  Goolidge  during 
the  second  half  year. 

Indiana  University  (Bloomington).  —  Prof.  R.  J.  Aley  :  Advanced  cal- 
culus, 3  {a,  tv,  s)  ;  Higher  algebra,  2  {a,  w)  ;  Algebra  of  quanlics,  3  (s).  — 
Prof.  S.  G.  Davisson  :  Ordinary  diiferential  equatious,  3  (a,  w)  ,  Functions 
of  a  complex  variable,  3  (s);  Fonrier's  séries  and  intégrais  3  {a);  Modem 
analytic  geometry,  2  (w  s).  —  Prof.  D.  A.  Rothrock  :  Quaternion,  3  (aj  ; 
Partial  differential  équations,  3  (i%',  s).  —  Prof.  U.  S.  Hanxa  :  Elliptic  inle- 
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grals  and  functions,  2  (a^  w)  ;  Infinité  séries  and  products  3  (s).  —  Dr.  C. 
Ûaseman  :  Mathematical  theory  of  elasticity,  3  (a,  wj  ;  Theory  of  potential, 
3  (s).  —  [a,  sv,  s,  above  indicate  aulumn,  winter,  and  spring  terms.] 

Taie  University  (New-Haven,  Conn.).  —  Prof.  J.  PiERPONT  :  Introduction 
lo  the  theory  of  fonctions,  2  ;  Projective  geometry,  2  ;  Advanced  mechanics. 
2  ;  Advanced  theory  of  fonctions,  2.  —  Prof.  P.  F.  Smith  :  Advanced  ana- 
lytic  geometry,  2  ;  Continous  groups  of  transformations,  2.  —  Prof.  E.  W. 
Brown  :  Mechanics,  2  ;  Advanced  calculus,  3  ;  Celestial  mechanics,  2.  — 
Prof.  H.  E.  Hawkes  :  Algebra  and  analytic  geometry,  2;  Theory  of  équa- 
tions, 2.  —  Prof,  M.  Mason  :  Linear  differenlial  équations,  2  ;  Calculus  of 
variations,  1.  —  Dr.  L.  J.  Uewes  :  Differential  équations,  1  ;  Graphical  and 
numerical  computation,  1.  — Dr.  W.  A.  Granville  :  DitFercntial  geometry,  2. 

Princeton  University.  —  (AU  courses  are  three  hours  a  week.  The  Aoman 
numerals  refer  to  the  first  (I)  and  second  (II)  term.  —  Prof.  H.  B.  Fine: 
Theory  of  algebraic  functions,  I.  —  Prof.  H.  D.  Thompson  :  Historical  rea- 
dings  in  infinitésimal  geometry,  I.  —  Prof.  G.  A.  Blisb  ;  Linear  differential 
équations,  I  ;  Partial  differential  équations,  II.  —  Prof.  L.  P.  Eisenuart  : 
Differential  geometry,  I,  II. —  Prof.  W.  Gillespie  :  Theory  of  substitutions, 
I  ;  Theory  pf  invariants,  II.  —  Prof.  O.  Veblen  :  Projective  geometry,  I,  II. 
Prof.  J.  W.  YouNc  :  Theory  of  functions  of  a  complex  variable,  I,  II  ; 
Theory  of  numbers,  I.  —  Prof.  Bliss  or  Yeblen  :  Theory  of  functions  of  a 
real  variable,  I,  II.  —  Dr.  J.  G.  Hun  :  Analytic  projective  geometry,  I,  II. — 
Dr.  C.  R.  MacInnes  :  Eiliptic  functions,  H.  —  Dr.  R.  L.  Moore  :  Foundations 
of  geometry,  II.  —  Dr.  C.  E.  Stromquist  :  Calculus  of  variations.  II.  —  Dr. 
E.  Swift  ;  Theory  of  capillarity,  II. 

ITALIE  ' 
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Bologna  ;  Università.  —  Arzela  :  Principio  dî  Dirichlet  ;  calcolo  délie 
variazioni,  3.  —  Donati  :  Teoria  deli'  elasticitù  ;  ottica,  3.  —  Pincheri.k  : 
Funzioui  algebriche  e  loro  integrali  ;  funzioni  ellittiche  ;  funzionî  analitiche 
rappresentate  da  integrali  definiti,  3. 

Catania  ;  Universiià.  —  De  Franchis  :  Geometria  sopra  le  curve  algebriche, 
superficie  di  Riemann  ed  integrali  abeliani,  problema  di  inversione^  47s.  — 
Lauricella  ;  Oltica,  4Y3.  —  Pennacchietti  :  Funzioni  ellittiche  e  loro  appli- 
cazioni  alla  meccanica,  4Y>'  — Severini  :  Applicazione  délia  teoria  dei  gruppi 
continui  finiti  aile  equazioni  differenziali  ;  estensione  délia  teoria  di  Galois 
secondo  Picard  e  Vessiot,  4Y«. 

Genova  ;  Università.  — Fubini:  Introduzione  alla  teoria  dei  gruppi  discon- 
tinui  e  délie  funzioni  autômorfe,  3.  —  Loria  :  Geometria  infinitésimale,  3. — 
Tedone  :  Teoria  dei  fenomeni  elettrici  e  magnetici  secondo  le  idée  di  Max- 
well, 3. 

Messina  ;  Università.  — Bagnera  :  Equazioni  a  derivate  parziali  di  secondo 
ordine,  3.  —  Boggio  :  Equazioni  integrali  e  loro  applicazioni  alla  fisica  mate- 


*  Les  cours  généraux  (lois  que  ceux  d'Alffèbre,  Géométrie  analytique,  Géométrie  descriptive» 
Calcul  infinitésimal,  Mécanique  rationnelle)  ne  Hont  pas  indiqués  dans  la  liste. 
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niatica»3.  —  Martinktti  :  Teoria  délie  curve  piane  e  délie  superficie  alge- 
briche  ;  curve  e  superficie  di  terz'ordîoe,  3. 

Napoli  ;  Università.  —  Amodeo  :  Storia  délie  Scienze  matematîche  :  Il 
secolo  XVIII,  3.  —  Capelli  :  Teoria  délie  forme  algebriche,  4*/».  —  Margo- 
LOHGO  :  Teoria  del  potenziale  ed  equazioni  integrali  ;  teoria  dell'  elasticità, 
4*/!.  —  MoNTESANO  :  Geometria  délia  retta  ;  teoria  délie  transformazioni  bira- 
zionali  nel  piano  e  nello  spazto.  4Yi-  —  Pascal  :  Equazioni  a  derivate  par- 
ziali  di  secoodo  ordine,  3.  —  Pinto  :  Ottica  fisica,  4Yf . 

P^dova  ;  Università.  —  D'Arcais  :  Gruppi  discontinui  di  sostituzioni 
lineari  ;  tunzioni  ellittiche  ;  funzioni  modulari,  4Vi'  —  Favaro  :  Storia  delTot- 
iica  con  parlicolare  riguardo  alla  invenzione  del  telescopio,  3.  —  Gazzanigat 
Teoria  dei  numeri,  3.  —  Levi-Civita  :  Idrodinaniica,  4*/!.  —  Ricci  .  Teorie 
introduttorie  alla  fisica  malematica  ;  elasticità  con  spéciale  riguardo  aile 
applicazioni  ali'ottica,  4.  —  Sbveri  :  Teoria  dei  gruppi,  2;  Funzioni  alge- 
briche di  due  variabili,  2.  — *  Yeronesb  :  Geometria  iperspazîale,  3. 

Palermo;  Università.  —  Gebbia  :  Meccanica  dei  sistemi  continu i  ;  attra- 
zione  newtoniana  ;  idrostatica  ed  idrodiuamica,  4'/9.  — Guccia  :  Teoria  géné- 
rale délie  curve  e  délie  superficie  algebriche,  4*/2.  —  Venturi  :  Moderne 
vedute  riguardo  ai  metodi  délia  meccanica  céleste,  47s* 

Payia  ;  Università.  —  Almansi  :  Idrostatica  e  idrodinamica,  3.  —  Berzo- 
LARi  :  Curve  e  superficie  algebriche,  3. —  Vivanti  :  Calcolo  délie  variazoni,  3. 

Pisa  ;  Università.  —  Bertini  :  Geometria  iperspaziale  ;  rappresentazione 
di  una  forma  per  conibinazione  lineare  di  altre  e  formule  di  postulazione  ; 
applicazioni,  3.  —  Bianchi  :  Funzioni  di  variabile  complessa  ;  funzioni  auto- 
morfe,  47»- —  Oini  :  Complementi  di  analisi  infinitésimale:  integrali  definiti, 
equazioni  differenziali,  funzioni  sferiche,  funzioni  di  Bessel,  47t.  —  Macgi  : 
Teoria  dei  fenomeni  elettromagnetici  con  particolare  riguardo  aile  nuove 
ipotesi,  47i-  —  Pizzetti  :  Generalità  di  astronomia  sferica  ;  teoria  délia 
figura  dei  pianeti.  3. 

Roma  ;  Università.  —  Castelnuovo  :  Funzioni  algebriche  di  una  variabile 
complessa  e  loro  integrali,  3.  —  Cehkuti  :  Equazioni  aile  derivate  parziali 
del  priin  ordine,  3.  —  Oklando  :  Integrali  definiti  e  loro  applicazioni  alla 
fisica  malematica,  3.  —  Voltkrra  :  Teoria  delT  elasticità,  472.  —  Teoria 
délia  rotazione  dei  corpi  ed  applicazioni  alla  meccanica  céleste,  3.  ^ 

Torino  ;  Università.  — >  D'OviDio  :  Teoria  délie  funzioni  di  variabili  com- 
plesse  ed  integrali  abeliani,3.  —  Morera  :  Teoria  del  potenziale  newtoniano; 
attrazione  degli  ellissoidi  ;  figure  di  equilibrio  di  una  massa  fluida  ruotante, 
3.  —  Segre  :  Rassegna  di  concetti  e  metodi  délia  geometria  moderna,  3.  -» 
SoMiGLiAMA  :  Teoria  générale  deU'elasticità.  3. 

RUSSIE' 

Cours  annoncés  pour  l'année  1901-1908. 

Dorpat  (JurJ6W);  Université.  I*"^  semestre  :  septembre-décembre  1907).  — 
Alexejew  :  Applications  du  Calcul  différentiel  à  la  Géométrie.  4  ;  Détermina- 
tion des  intégrales  des  équations  aux  dérivées   partielles,  2.   —  Gravé  :  In- 

*  M.  Bobynin  a  bien  voulu  nous  adresser  ce  tableau  des  cours  de  mathématiques  annonces 
dans  quelques  universités  russes  pour  les  deux  semestres  écoulés. 
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troduction  à  l'Analyse,  4  ;  Intégrales  indéfinies,  4  ;  Travaux  pratiques  de 
Géométrie  analytique,  2  — Kolossoff  :  Cinématique,  application  à  la  théorie 
des  mécanismes,  3  ;  Intégration  des  équations  et  compléments  de. la  Méca- 
nique analytique,  3  ;  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires,  4.  — 
Zewitzkt  :  Astronomie  théorique,  4  ;  Chapitres  complémentaires  de  l'astro- 
nomie sphérique,  2.  —  Pokrowskt  :  Mathématiques  élémentaires,  2;  Cours 
général  d'astronomie,  4  ;  Connaissance  du  ciel. 

2*  semestre  :  janvier-mai  1908.  —  Alexejew  :  Algèbre  sup.,  4  ;  Calcul  inté- 
gral (II),  3.  — Gravé  :  Géométrie  analytique  (II).  4  ;  Calcul  difFérenliel  (I),  4. 

—  Kolossoff  :  Mécanique  du  point,  3  ;  Théorie  des  nombres,  4.  — ZewitzRy  : 
Travaux  pratiques  d'Astronomie  sphérique,  2  ;  Mécanique  céleste,  4.  — 
Pokrowskt:  Cours  général  d'astronomie,  4  ;  Travaux  pratiques  d'astronomie 
sphérique,  2  ;  Connaissance  du  ciel  ;  Astronomie  (colloquium)  ;  Eléments  de 
l'Analyse  supérieure  pour  les  étudiants-chimistes,  4. 

Kiew  ;  Université.  —  i*^^  semestre,  —  Khakdrikoff  :  Calcul  intégral,  2.  — 
Boukrejepf:  Introduction  aux  mathématiques  sup.,  4  ;  Applications  du  Calcul 
difTérentiel  à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie,  3  ;  Intégration  des  fonctions,  2.  — 
Pfbiffer  :  Intégration  des  équations  différentielles,  3  ;  Calcul  des  différences, 
2  ;  Travaux  pratiques  de  Calcul  différentiel,  2.  — Bielankix  :  Cours  com- 
plémentaire de  la  Géométrie  analytique,  2  ;  Travaux  pratiques  de  Géométrie 
analytique;  3.  —  Souslow  :  Cinématique  d'un  système  invariable,  2  ;  Dyna- 
mique des  solides,  2  ;  Théorie  du  potentiel  et  statique,  .2.  —  Woronetz  ; 
Introduction  à  la  Mécanique,  2  :  Calcul  des  variations,  2;  Théorie  de  l'élas- 
ticité (cours  complémentaire),  1  ;  Travaux  pratiques  de  mécanique  du 
point,  2.  —  Vocel  :  Astronomie  sphérique,  2  ;  Astronomie  descriptive,  2  ; 
Travaux  pratiques  de  théorie  des  instruments  astronomiques,  3.  —  Tcherky  : 
Mécanique  céleste,  1. 

?«  semestre  :  Kbàndrikoff  :  Calcul  différentiel  et  ses  applications  analyti- 
ques, 4.  Boukrejeff  :  Calcul  différentiel,  4;  Intégrales  définies  et  intégrales 
multiples,  4.  —  Pfeiffer  :  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles, 
1  ',  Calcul  des  probabilités,  1  ;  Travaux  pratiques  d'application  du  Calcul 
différentiel  à  la  Géométrie,  2  ;  Travaux  pratiques  de  Calcul  intégrai,  2;  Tra- 
vaux pratiques  d'intégration  des  équations  différentielles,  2.  —  Souslow  : 
Dynamique  d'un  système,  4  ;  Dynamique  des  solides,  2.  —  Woronetz  :  Mé- 
canique du  point,  3  ;  Théorie  de  l'élasticité  (cours  complémentaire),  2  ;  Tra- 
vaux pratiques  de  mécanique  d'un  système,  2.  —  Vocel  :  Astronomie  sphé- 
rique, 2  ;  Astronomie  descriptive,  2  ;  Travaux  pratiques  de  théorie  des 
instruments  astronomiques,  3.  —  Tcherny  :  Mécanique  céleste,  2. 

Moscou;  Université,  —  i*"*  «ewies^re  ;  Andreeff  :  Algèbre  sup.  (théorie 
des  déterminants,  propriétés  des  polynômes,  propriétés  fondamentales  des 
équations  algébriques  et  de  leurs  racines),  3  ;  Géométrie  projective,  2.  — 
Mlodzieiowski  :  Géométrie  analyt.  du  plan,  4  ;  Géométrie  différentielle  (cours 
spécial).  3.  —  Lakhtinb  :  Introduction  à  l'Analyse.  4  ;  Calcul  intégral,  4.  — 
Egoroff  ;  Géométrie  différentielle,  4  ;  Equations  différentielles,  2.  —  Boby- 
NiN  :  Histoire  des  mathématiques  dans  l'antiquité,  1  ;  Histoire  des  mathé- 
matiques  modernes,  1.  —  Winogradopf  :  Travaux  pratiques  d'iutégration 
des  équations  différentielles,  2.  —  Bogoiawlrnski  :  Algèbre  sup.  (résolution 
des  équations  par  radicaux),  2.  —  Wlassoff  :  Cours  abrégé  des  mathéma- 
tiques supérieures  pour  les  étudiants-naturalistes,  3  :  Travaux  pratiques,  2. 

—  Dmitrowsky:  Courbes  planes   des  ordres  supérieurs,  2;  Travaux  prali- 
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ques  de  géométrie  analytique  du  plan,  2.  —  Gegalkin  :  Travaux  pratiques 
d'introduction  à  l'Analyse,  1  ;  Travaux  pratiques  de  calcul  intégral,  2  ;  En- 
semble infini,  1  ;  Nombres  imaginaires.  1.  —  VVolkoff  :  Travaux  pratiques 
de  géométrie  différentielle,  2.  —  Poliakoff  :  Chapitres  choisis  de  la  théorie 
des  fonctions  (surfaces  de  Riemann,  fonction  gamma,  fonctions  sphériques), 
2.  —  JouKOwsKT  :  Cinématique  et  statique,  3  ;  Travaux  pratiques,  2  ;  Dyna- 
mique des  solides  (cours  spécial),  2.  —  Tcha.pl yguin  :  Mécanique  d'un 
système  et  Hydromécanique,  3  ;  Travaux  pratiques,  2;  Cours  abrégé  de  Mé- 
canique pour  les  étudiants-naturalistes,  3.  —  Kowalensky  :  Résistance  des 
matériaux,  4.  —  Bolotoff  :  Théorie  du  choc  des  corps  solides,  2.  —  Mertza- 
LOFF  :  Géométrie  descriptive,  2;  Théorie  des  mécanismes,  2;  Travaux  prati- 
ques, 1  :  Dessin  linéaire,  2.  —  Stankiewitch  :  Intégration  des  équations 
différentielles  de.  la  mécanique,  3.  -^  Appelroth  :  Résolutions  périodiques 
dans  le  problème  des  trois  corps,  2.  —  Zekassky  :  Astronomie  sphérique,  2  ; 
Introduction  à  l'Astronomie  théorique,  2  ;  Travaux  pratiques  d'astronomie 
sphérique,  2.  —  Sternberg  :  Géodésie  supérieure  (théorie  générale  de  la 
figure  de  la  Terre),  2  I  Travaux  pratiques  de  Géodésie,  2.  —  Kasakoff: 
Mécanique  céleste,  2;  Calcul  des  orbites,  1.  —  Oumoff  :  Cours  complet  de 
physique  (mécanique,  physique  moléculaire,  chaleur,  acoustique  et  éléments 
de  l'optique),  4  ;  Travaux  pratiques  de  physique,  8.  —  Zinger  :  Calcul  vec- 
toriel et  son  application  aux  questions  de  la  Physique,  2. 

2«  semestre.  —  Andrkeff  :  Algèbre  supérieure  (Théorie  des  équations  nu- 
mériques, fonctions  symétriques,  résolutions  algébriques),  3  leçons  par 
semaine  ;  Géométrie  projective,  2.  —  Mlodzieiowski  :  Géométrie  analyt.  de 
l'espace,  3  ;  Travaux  pratiques,  2;  Théorie  des  fonctions  à  variables  réelles, 
2.  —  Zakhtine  :  Calcul  différentiel,  4  ;  Calcul  intégral,  3  ;  Calcul  des  diffé- 
rences, 2.  —  Egoroff  :  Equations  différentielles,  I.  3  ;  Calcul  des  variations,  2  ; 
Théorie  analytique  des  équations  différentielles,  3.  —  Bobynin  :  Histoire  des 
mathématiques  dans  l'antiquité,  1  ;  Histoire  des  mathématiques  modernes,!. 

—  VViNOGRADOFF  :  Travaux  pratiques  d'intégration  des  équations  différentiel- 
les, 2.  —  Bogoiawlensky  :  Equations  du  cinquième  degré,  2.  —  Wlassoff  : 
Cours  abrégé  des  mathématiques  supérieures  pour  les  étudiants-naturalistes, 
3  ;  Travaux  pratiques,  2  ,  Théorie  synthétique  des  sections  coniques,  2.  — 
Dmitrowski  :  Courbes  planes  du  troisième  ordre,  2.  — >  Gegalkine  :  Travaux 
pratiques  de  Calcul  différentiel,  2  ;  Travaux  pratiques  de  Calcul  intégral,  2  ; 
Ensemble  infini,  1  ;  Nombres  incommensurables  ;  Théorie  de  la  puissance,  1. 

—  WoLKOFF  :  Théorie  des  lignes  géodésrques,  2.  —  Poliakoff  :  Fonction 
hypergéométrique,  2.  —  Joukowsky  :  Dynamique  du  point,  3  ;  Travaux  pra- 
tiques, 2  ;  Théorie  des  régulateurs,  2.  —  Tghaplyguine  :  Mécanique  d'un 
système  et  Hydromécanique,  3  ;  Travaux  pratiques.  —  Kowalensky:  Hydrau- 
lique, 4.  —  Bolotoff  :  'Théorie  de  l'élasticité,  3.  —  Mertzaloff  :  Travaux 
pratiques  de  Géométrie  descriptive,  2;  Théorie  générale  des  machines,  2; 
Dessin  linéaire,  2  ;  Travaux  pratiques  de  mécanismes,  1. —  Stankiewitch  : 
Intégration  des  équations  différentielles  de  la  Mécanique,  1.  —  Appelroth  : 
Sur  les  travaux  de  M.  Painlevé  relatifs  à  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles, 2. — Zerasski  :  Astronomie  sphérique,  2;  Introduction  à  l'Astro- 
nomie théorique,  2  ;  Astronomie  pratique  et  travaux  pratiques  à  l'Obser- 
vatoire, 3.  —  Sternberg  :  Géodésie  supérieure  (théorie  générale  de  la  figure 
de  la  Terre),  2  ;  Travaux  pratiques  de  Géodésie,  2.  —  Kasakoff  :  Mécanique 
céleste,  2.  —  Oumoff  :  Cours  complet  de  physique  (suite).  — Zinger  :  Calcul 
vectoriel  et  son  application  aux  questions  de  la  Physique,  2. 
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W.  Ahreks.  — Mathematische Spiêle  |«  Aus  Natur  u.  Geisteswelt  »,  Sanim- 
lung  wiss.-gemeinversiândlicher  Darsieilungen).  Mit  einem  Tilelbild  u. 
69  Figuren.  1  vol.  cart.  VI,  118  p.;  1  M.  25  ;  B.  G.  ïeubner,  Leipzig. 

Ce  petit  volume  contient  un  choix  de  jeux  mathématiques  tirés  d'un  ou- 
vrage très  complet  que  l'auteur  a  publié  sous  le  titre  de  Mathematische 
Unterfialtungen  und  Spiele  (Teubner,  1901).  On  y  trouve,  entre  autres  les  jeux 
des  traversées,  du  solitaire,  de  Boss-Puzzle,  du  Baguenaudier,  du  cavalier, 
et  les  carrés  magiques.  L'auteur  a  joint  au  texte  un  certain  nombre  de  ques- 
tions dont  les  réponses  sont  placées  à  la  fin  du  volume. 

Suivant  le  but  de  la  collection,  ce  petit  opuscule  est  à  la  portée  de  ceux 
qui  n'ont  pas  de  préparation  mathématique;  ils  y  trouveront  des  notions  à 
la  fois  instructives  et  récréatives. 

E.  Kaller  (Vienne). 

W.  W.  Rouse  Ball.  —  Histoire  des  Kathématiques.  Edition  française 
revue  et  augmentée,  traduite  sur  la  troisième  édition  anglaise  par  L.  Frevnd. 
T.  II  —  1  vol.  gr.  in -8°,  271  p.  Hermann,  Paris. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  en  rendant  compte  du  Tome  I  (voir  V Ensei- 
gnement mathématique  VIII  N«  3,  p.  242-244),  cet  ouvrage  n'est  pas  à 
proprement  parler,  une  histoire  du  développement  des  idées  et  vérités  ma- 
thématiques, mais  plutôt  une  histoire  des  Mathématiciens. 

Les  chapitres  que  renferme  l'ouvrage  sont  les  suivants  :  XVÏ,  La  vie  et  le« 
travaux  d'Isauc  Newton.  — XVII,  Leibniz  et  les  Mathématiciens  de  la  pre- 
mière moitié  du  XVIII"><^  siècle,  avec  deux  subdivisions  :  Développement  de 
l'analyse  sur  le  continent,  Les  Mathématiciens  anglais  du  XVIII»"«?  siècle.  — 

XVIII  Lagrange,  Laplace  et  leurs  contemporains  de  1740  à  1830,  avec  les 
quatre  subdivisions  :  Développement  de  l'analyse  et  de  la  mécanique.  Créa- 
tion de  la  Géométrie  moderne,  Développement  de  la  physique  mathémati- 
que, Introduction  de  l'analyse  en  Angleterre.  —  XIX,  Les  mathématiques  au 

XIX  siècle,  avec  les  subdivisions  :*La  théorie  des  nombres  ou  arithmétique 
supérieure.  La  théorie  des  fonctions  de  périodicité  double  et  multiple. 
Fonctions  elliptiques  et  abélicnnes,  La  théorie  des  fonctions,  Algèbre  supé- 
rieure. Géométrie  analytique,  Analyse,  Géométrie  synthétique,  La  Géométrie 
infinitésimale,  La  Géométrie  non-euclidienne,  Mécanique,  L'Astronomie  ihéo- 
ri({ue,  Physique  mathématique. 

Nous  ne  voulons  pas  critiquer  les  subdivisions  des  trois  premiers  chapi- 
tres ;  mais  il  aurait  mieux  valu  laisser  complètement  de  côté  celles  du  dernier 
chapitre,  le  livre  n'étant  conçu  qu'à  un  point  de  vue  biographique;  en  pro- 
cédant comme  il  Ta  fait,  l'auteur  a  été  obligé  d'introduire  dans  telle  subdi- 
vision toute  une  série  d'oeuvres  qui  n'y  avaient  en  réalité  rien  à  faire,  car, 
en  faisant  l'histoire  des  Mathématiciens  mentionnés  dans  cette  subdivision, 
on  s'occupe  de  l'ensemble  de  leurs  œuvres  et  non  pas  seulement  de  celles 
qui  rentreraient  effectivement  dans  le  domaine  que  la  division  comporte. 
Ainsi  Cauchy  est  traité  complètement  dans  la  division  a  Algèbre  supérieure  » 
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et  pourtant  sa  principale  activité  s'est  portée  sur  un  autre  domaine  que  celui 
de  l'Algèbre  supérieure  :  Weierstrass  est  trailé  dans  la  division  «  Fonctions 
elliptiques  et  abéliennes,  »  pourquoi  pas  dans  la  division  générale  «  La  théorie 
des  fonctions  »  ?  Casorati  est  placé  dans  la  division  «  Algèbre  supérieure  » 
quoiqu'on  lise  à  la  p.  188:  «  Les  travaux  de  Casorati  se  rapportent  presque 
uniquement  à  l'Analyse».  Voici  encore  un  exemple  du  défaut  d'une  bonne 
division  de  l'Ouvrage  :  Le  chapitre  XIX  commence  par  un  court  aperçu, 
servant  d'introduction,  sur  l'histoire  des  mathématiques  au  XIX™*  siècle,  et 
traite  ensuite  les  deux  mathématiciens  Gauss  et  Dirichlet,  le  premier  d'une 
façon  assez  détaillée,  le  second  rapidement  ;  ensuite,  nous  trouvons  la  divi- 
sion «  La  Théorie  des  nombres  ou  Arithmétique  supérieure  o.  Gauss  et 
Dirichlet  ne  font-ils  pas  partie  des  principaux  représentants  de  ce  domaine  ? 
Pourquoi  ne  pas  placer  la  division  «  Théorie  des  nombres  i»  immédiatement 
après  l'aperçu  d'introduction  ?  Nous  aurions  également  désiré  que  Ton  mit 
plus  de  soin  à  l'impression  correcte  des  titres,  aussi  bien  dans  l'original 
anglais  que  dans  la  traduction  ;  &  la  façon  dont  elles  sont  indiquées  ici,  les 
parties  :  La  théorie  des  fonctions  (p.  161),  Algèbre  supérieure  (p.  162), 
Géométrie  analytique  (p.  198),  Analyse  (p.  202),  etc.  semblent  n'être  que  des 
subdivisions  de  la  théorie  des  fonctions  de  périodicité  double  et  multiple 
(p.  149);  par  contre  les  parties:  Méthodes  graphiques  (p.  221),  Mécanique 
analytique  (p.  224),  qui  ne  sont  que  des  subdivisions  de  la  Mécanique 
Ip.  221),  sont  prises  pour  des  divisions  indépendantes. 

Il  est  regrettable  en  outre  de  ne  pas  avoir  placé  'une  table  des  noms  de 
tous  les  mathématiciens  cités  dans  la  traduction  française,  on  cherche  par- 
fois en  vain  tel  ou  tel  mathématicien  auquel  on  n'a  pas  consacré  de  para- 
graphe spécial,  comme  par  exemple  :  Appel,  Picard,  Lerch,  Kowalewski, 
Darboux,  Goursat.  Schwarz,  Christoiïel,  Poincaré,  Painlevé,  Pringsheim» 
Mittag-LefUer,  Peano,  Liouville,  et  beaucoup  d'autres. . 

La  traduction  française  est  cependant  de  beaucoup  supérieure  à  l'original 
anglais,  spécialement  en  ce  qui  concerne  l'exposé  des  progrès  du  XIX""* 
siècle.  Nous  devons  particulièrement  à  M.  de  Monlessus  une  série  d'addi- 
tions, qui  ont  parfois  une  grande  importance  ;  par  exemple  les  articles  sur 
Weierstrass,  Cauchy,  Galois,  Hermite  et  d'autres,  ont  été  augmentés,  comme 
il  convenait  du  reste.  La  partie  «  Analyse  »  dans  laquelle  R.  Bail  fait  ren- 
trer le  Calcul  différentiel  et  intégral  et  les  équations  différentielles,  ne 
contient  dans  l'original  anglais  que  14  lignes  !  (p.  489)  ;  il  ne  renferme 
qu'une  simple  énumération  de  noms;  mais  M.  de  Moutessus  à  consacré  au 
moins  9  pages  à  cet  important  domaine  des  mathématiques  (p.  202-210), 
dans  lesquelles  il  nous  donne  une  idée  d'ensemble  sur  les  progrès  de  l'Ana- 
lyse supérieure,  sans  insister  spécialement  sur  la  partie  biographique. 
C'est  de  cette  façon  qu'on  aurait  dû  traiter  chaque  domaine  mathématique, 
mais  il  était  impossible  de  le  faire  sans  remanier  complètement  le  livre 
anglais. 

M.  de  Montessus  s'est  en  outre  occupé,  dans  des  articles  spéciaux,  de 
plus  de  40  mathématiciens  importants  qui  manquent  dans  le  livre  de 
R.  Bail,  ou  qui  ne  sont  mentionnés  que  très  sommairement  ;  nommons  parmi 
ceux-ci  :  Lhuilier,  Lacroix,  Malfatti,  Waring,  Poinsol,  Delambre.  Lamé, 
Cournot,  Genocchi,  Betti,  Puiseux,  Faàdi  Bruno,  Brioschi,  Stieltjes,  Mobius, 
Clebsch,  Halphen,  Chasies,  Cremona,  Beltrami,  etc. 

Ll  faut  également  signaler  dans  la  traduction  française  l'intéressant  article 
de  M.  Darboux  sur  le  développement  des  méthodes  géométriques  (Extrait  du 
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Bull,  des  Sciences  math.  1904),  d'autant  plus  que  dans  Touvrage  de  Bail, 
la  Géométrie,  à  l'exception  de  la  Géométrie  nouvelle  (synthétique),  n'est 
guère  traitée  avec  l'ampleur  qu'elle  mérite. 

Les  personnes  qui  désirent  savoir  à  quel  domaine  tel  ou  tel  mathémati- 
cien s'est  surtout  consacré,  trouveroat  d'assez  bons  censeignements  dans 
ce  livre.  Pour  les  étudiants  en  mathématiques,  ce  serait  un  ouvrage  d'une 
réelle  utilité,  s'il  renfermait  des  indications  bibliographiques  un  peu  plus 
nombreuses  ;  par  exemple  l'article  sur  Hermite  ne  renferme  qu'une  seule 
indication  de  ce  genre  sur  ses  différents  mémoires  ;  sans  doute  l'on  renvoie 
à  l'article  de  M.  E.  Picard:  h' œuvre  scientifique  de  Ch.  Hermite  (Acta  ma- 
them.  t.  XXI);  mais  il  serait  bienpréférabled'indiquer  la  bibliographie  pour 
chaque  mémoire. 

Nous  avons  encore  trouvé  par  ci  par  là  des  erreurs  dans  les  notices  bio- 
graphiques, de  même  les  titres  des  ouvrages  cités  ne  sont  pas  toujours 
exacts.  Nous  ne  pouvons  cependant  pas  signaler  ici  toutes  les  inexactitudes 
que  nous  avons  rencontrées,  nous  nous  bornerons  à  celles  qu'il  nous  semble 
le  plus  nécessaire  de  rectifier. 

p.  4.  —  «  Le  calcul  de  C  suppose  en  effet  la  connaissance  du  rayon  et  de 
la  densité  moyenne  de  la  terre,  nombres  que  ne  connaissait  pas  Newton  ». 
Newton  connaissait  bien  le  rayon  de  la  terre,  seulement  avec  une  exactitude 
moindre  que  celle  fournie  par  les  mesures  du  XIX"ie  siècle. 

p.  13,  ligne,  11.  —11  faut  lire  (1  —  a:»)  2  au  lieu  de  (1  —  x»)». 

p.  i4,  ligne  2  depuis  en  bas.  —  Il  faut  lire  à  la  première  et  à  la  troisième 

*  mn  — 1,1        1  1  m-—  n  —  l^i  i       »         ». 

expression  x  a  la  place  de  x  et    dans    la  deuxième   expres- 

sion x  ("*+?)""  ^   à  la  place  de  (a:  '"  +  a")  "  "" 

p.  57.  —  «  Il  (de  Montmort)  fut  le  premier  à  résoudre  complètement  le 
problème  des  partis  ».  Ce  problème  avait  été  déjà  résolu  par  Pascal  et 
Fermât  en  1654,  comme  on  le  lit  dans  le  premier  volume  (p.  292-293  et  307- 
308).  Fermât  l'a  également  étendu  au  cas  de  trois  joueurs.  On  aurait  dû 
également  mentionner  ici  le  principal  ouvrage  de  Montmort,  Essai  d'analyse 
sur  les  jeux  de  hasard  (1708). 

p.  58.  —  Le  principal  ouvrage  de  Cramer  ne  s'appelle  pas  a  Traité  sur 
les  courbes  algébriques  »,  mais  Introduction  à  l'analyse  des  lignes  courbes 
algébriques. 

p.  59.  —  Le  principal  ouvrage  géométrique  de  Clairaut  est  intitulé  Be- 
cherches  sur  les  courbes  à  double  courbure,  et  non  a  Traité  sur  etc.  » 

p.  68.  —  Il  est  vrai  de  dire  que  Halley  a  reconstitué  le  livre  8  des  sections 
coniques  d'Apollonius  qui  avait  été  perdu,  mais  c'est  incomplet,  il  a  égale- 
ment traduit  en  latin  les  livres  5,  6  et  7  qui  n'avaient  paru  qu'en  arabe. 

p.  80.  —  «  Il  (Laplace)  créa  également  le  calcul  des  probabilités  »  n'est 
pas  correct  ;  les  fondateurs  du  calcul  des  probabilités  sont  Pascal,  Fermât, 
Huygens  et  Jacob  Bernoulli  ;  il  est  vrai  que  Laplace  a  présenté  ce  domaine 
des  mathématiques  en  lui  donnant  la  forme  d'un  tout  et  en  lui  fournissant 
une  base  analytique  plus  profonde,  mais  il  ne  doit  pas  pour  cela  en  être 
considéré  comme  le  fondateur. 

p.  8t.  —  S'il  s'agit  de  Vlntroductio  d'Euler  :  «  ouvrage  composé  pour 
servir  d'introduction  aux  mathématiques  pures  »,  il  faudrait  plutôt  dire 
«  aux  mathématiques  supérieures  ». 

p.  8i,  —  Le  traité  d'Euler  Curvavum  maximi  minimise  proprietate  gau- 
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dentium  inventio  nova  et  facilis  nu  pas  paru  en  1744,  mais  en  1741  (dan» 
les  Commeniar.  Acad,  Scient.  Petrop.  T.  VIIL  ad  annum  1736);  le  traité 
plus  général  imprimé  à  Lausanne  en  1744  s'appelle  Methodus  inveniendi 
lineas  curvas  maximi  minimive  proprietate  gaudentes. 

Ibid. —  L'ouvrage  d'Euler  publié  en  1770  a  comme  titre  Vollstândige  An- 
leitung  zur  Algebra  «  et  pas  n  Ëinleitung  zur  Algebra  ».  La  traduction  fran- 
çaise de  ce  livre  parut  à  Lyon  en  1774  et  non  en  1794  ;  une  autre  parut  éga- 
lement à  Lyon  en  1795  (an  III  de  la  républ.). 

p,  87,  —  L'ouvrage  de  Lambert  Beitràge  zum  Gehraiiche  der  Matkematik 
und  deren  Anvendung  n'a  pas  4  volumes,  mais  4  parties  en  3  volumes. 

p.  99.  —  A  II  (Lagrange)  créa  le  Calcul  des  variations  »  n'est  pas  tout  à 
fait  exact;  Kuler  a  déjà  établi  les  bases  théoriques  du  Calcul  des  variations 
dans  son  excellent  ouvrage  déjà  mentionné  Methodus  inveniendi  lineas  curvas 
etc.;  Lagrange  a  simplement  généralisé  ce  sujet,  et  l'a  traité  d'une  façon 
plus  analytique  dans  son  traité  :  Essai  d'une  nouvelle  méthode  pour  déter- 
miner les  maxima  et  les  minima  des  formules  intégrales  indéfinies  ( Mélanges 
de  philos,  et  de  mathém,  de  la  Soc.  royale  de  Turin  pour  les  années  1760- 
1761,  Sect.  Il,  p>  173  etc.),  titre  qui  n'a  pas  été  mentionné  une  seule  fois 
dans  l'ouvrage. 

p.  Î36.  —  Il  est  bien  vrai  de  dire  que  Gauss  a  démontré  «  que  toute  équa- 
tion algébrique  a  une  racine  de  la  forme  a  -\-  bi  n^  k  condition  d'ajouter: 
dans  laquelle  b  peut  aussi  être  égal  à  0.  Mais  le  théorème  de  Gauss  aurait 
été  certainement  exprimé  d'une  façon  plus  correcte  de  la  manière  suivante  : 
Toute  fonction  algébrique  entière  rationnelle  d'une  variable  peut  être  décom- 
posée en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré. 

p.  i42.  —  Le  titre  que  Ton  a  donné  ici  du  traité  de  Gauss  :  Allgemeine 
Lehrsàtze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhâltnis  des  Quadrats  der 
Entfernung  n'est  pas  du  tout  complet,  les  mots  wirkenden  Anziehungs-  und 
Ahstossungskràfte  manquent. 

p,  m.  —  «  Mais  il  était  réservé  à  Rieraann....  de  résoudre  vraiment  la 
question  »  (savoir  du  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite 
donnée)  ;  il  n'est  cependant  pas  tout  à  fait  exact  que  cette  question  ait  été 
réellement  résolue  ;  les  formules  de  Riemann  n'en  donnent  qu'une  solution 
approchée;  du  reste  on  lit  plus  loin:  «  Plus  tard  H.  Poincaré,  Sylvestcr  et 
Hadamard  la  reprirent  et  poussèrent  l'approximation  plus  loin  encore  que 
ce  dernier  ». 

p,  15'2.  —  «  Les  premiers  mémoires  d'Abel  concernant  les  fonctions  ellip- 
tiques fnrent  publiés  dans  le  Journal  de  CrelleTù.  Mais  il  aurait  été  très  dési- 
rable pour  les   étudiants  en  Mathématiques   de  savoir  dans  quels  volumes. 

p.  i54,  ligne  27.  —  Lisez  a  Amplectatur  »  au  lieu  de  a  Ampletactur  ». 

Ibid,,  ligne  31.  —  Lisez  «  inesse  »  au  lieu  de  «  inessi  ». 

p,  155.  —  «  Il  (Riemann)  étudia  à  Gôttingue  avec  Gauss,  et  ensuite  à  Berlin 
avec  Jacobi,  Dirichlet,  Sleiner  et  Eisenstein  ».  Il  faudrait  plutôt  dire  a  sous  » 
que  «(  avec  ». 

p.  iT2f  ligne  1.  —  Il  faut  supprimer  «  en  Saxe  »  et  ajouter  «  et  mourut  à 
Berlin  en  1847  ». 

p.  i9Sf  Note  (2)  —  Lisez  «  Haughlon»  au  lieu  de  «  Hanglon  ». 

p.  211.  —  Il  s'agit  ici  des  travaux  de  Sleiner  «  Les  plus  importantes  de 
ses  autres  recherches  sont  contenues  dans  des  notes  parues  à  l'origine  dans 
le  Journal  de  Crelle,  et  sont  comprises  dans  sa  Synthétise he  Géométrie  ». 
La  première  partie  de   la  phrase   est  correcte,    quant   à   la  seconde  il  faut 
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remarquer  que  les  Vorlesungen  ûher  Synthetische  Géométrie  n'ont  pas  été 
publiées  par  Steiner  lui-même,  mais  par  Geisbr  (l""»  partie  3  édit.  1887)  et 
ScHROETER  (2n»c  partie,  3  édit.  1898),  d'après  des  conférences  universitaires 
et  en  se  servant  de  manuscrits.  Elles  contiennent  la  théorie  des  sections 
coniques  au  point  de  vue  élémentaire  et  comme  projections,  mais  pas  les 
propriétés  des  courbes  algébriques  et  des  surfaces,  des  polaires  et  des 
roulettes,  des  maxima  et  minima. 

p,  252.  —  Nous  ne  voyons  pas  très  bien  pourquoi  de  M.Montessus  compte 
Riemann,  ChristoiTel,  Klein  parmi  les  ^rd^nà^  physiciens  modernes. 

H.  SuTER  (Zurich). 

H.  BovAssE.  —  Cours  de  Physique  conforme  aux  programmes  des  certifi- 
cats et  de  l'Agrégation  de  Physique.  Fascicule  II.  —  Thermodynamique. 
Théorie  des  ions.  1  vol,  gr.  in-8«  de  262  p.  7  fr.  Ch.  Delagrave,  Paris. 

Ce  volume  est  le  second  du  Cours  dont  M.  Bouassc  a  entrepris  la  publi- 
cation*. Il  est  consacré  à  la  Thermodynamique.  Ce  que  doit  être  un  tel 
cours,  dit  l'auteur  dans  sa  préface,  est  véritablement  effrayant.  Si  Ion  songe 
en  effet  que  la  Thermodynamique  était  uniquement  au  début  une  étude  de 
l'énergétique  des  gaz  et  qu'aujourd'hui  on  est  conduit  à  considérer  les  so- 
lutions salines  comme  jouissant  de  propriétés  analogues,  que  l'étude  de  ces 
solutions  ne  va  pas  ensuite  sans  l'introduction  de  la  notion  d'ionisation,  ce 
qui  conduit  alors  dans  le  domaine  de  l'électricité,  on  se  demande  comment 
les  principes  viendront  à  bout  de  questions  si  complexes  et  surtout  si  la 
physionomie  simpliste  qui  leur  avait  été  donnée  par  leurs  créateurs  se  re- 
trouvera dans  les  champs  nouveaux  où  il  a  bien  fallu  les  transporter.  La 
tâche  devait  sembler  ici  particulièrement  dure.  M.  Bouasse  l'aborde  dans 
un  chapitre  consacré  surtout  aux  deux  principes  fondamentaux  (principe  de 
l'équivalence  et  principe  de  Carnot).  Dans  ces  premières  pages  on  trouve 
une  charpente  qui  suffira  à  supporter  tout  le  reste  du  volume  sauf  peut  être 
le  dernier  chapitre,  consacré  à  la  conduction  thermique,  dans  lequel  on 
trouvera  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  ce 
qui  d'ailleurs  n'aura  rien  de  bien  embarrassant,  le  tome  précédent  nous 
ayant  déjà  familiarisés  avec  lesdites  équations. 

Mais  revenons  à  la  Thermodynamique  et  à  ses  principes. 

Si  un  corps  est  défini  par  des  variables  a,  b,  c,...  on  ne  pourra  en  géné- 
ral écrire  une  relation  de  la  forme 

dQ  =  Ada  +  Bdb  -|-  Cdc  -|-  ... 

mais  si  toutes  les  transformations  sont  réversibles  In  chose  devient  possible. 
On  a  alors  l'équation  thermique  du  corps.  Si  les  variables  ne  sont  qu'au 
nombre  de  deux,  à  savoir  la  pression  p  et  le  volume  v,  des  relations  iden- 
tiques à  la  précédente  ont  des  coefficients  qui,  par  définition,  sont  les  cha^ 
leurs  spécifiques,  soit  à  pression  constante,  soit  à  volume  constant. 

La  notion  d'énergie  interne,  le  fait  que  cette  énergie  U  ne  dépend  que  de 
Tétat  initial  et  de  l'état  final  du  corps,  (dU  étant  une  différentielle  exacte) 
permettent  de  se  faire  une  idée  très  simple  du  principe  de  l'équivalence. 

Le  principe  de  Carnot  consiste  en  ce  que  --    est   la  différentielle   exacte 


*  Voir  l'analyse  du  premier  volume  dans  L'Enseign.  tuathém.  T.  IX.  1907,  p.  329. 
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d'uoe  fooction  S  qui  est  Veniropie.  Cela  compris,  nous  sommes  armes  pour 
tout  édifier.  Ainsi  on  verra  facilement  que.  dans  le  cas  de  deux  variables, 
dQ  puisse  contenir  symétriquement  les  chaleurs  spécifiques  dont  nous  par- 
lions il  y  a  un  instant.  Appliquant  alors  les  deux  principes  précédents  on  a 
immédiatement  la  formule  de  Clapeyron  dont  de  nombreux  cas  particuliers 
se  rencontrent  dans  les  divers  chapitres  du  livre.  On  obtient  par  un  raison- 
nement presque  analogue  nue  expression  de  Ténergie  interne  due  à  Kirch- 
hoff  et  M.  Bonasse  termine  ces  préliminaires  par  un  fort  intéressant  para- 
graphe sur  la  définition  de  la  température  absolue  T.  Que  1  on  conçoive 
seulement  qu^un  corps  puisse  être  défini  par  T  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  une  fonction  quelconque  de  T  et  par  une  autre  variable,  soit  Ic  volume. 
Les  principes  conduisent  à  écrire  des  différentielles  exactes  avec  les  condi- 
tions  analytiques   bien  connues,  d'où   Ton  peut   tirer  inversement  non   pas 

T 

T  mais  ^   .  Et  la  température   absolue  est  ainsi  définie,  indépendamment 

de  tout  thermomètre,  à  un  facteur  constant  près.  C'est  là  un  résultat  d'une 
clarté  et  d'un  intérêt  bien  séduisants  si  Ton  songe  à  ce  je  ne  sais  quoi 
de  vague  que  l'on  jette  souvent  sur  la  notion  de  température  sous  pré- 
texte qu'elle  n'est  pas  une  grandeur  mesurable  au  seos  élémentaire  de  cet 
adjectif. 

La  place  limitée  dont  je  dispose  dans  ce  journal  m'interdit  évidemment 
d'analyser  les  dix  chapitres  qui  suivent  avec  autant  de  détails  que  le  pre- 
mier mais  l'importance  donnée  à  celui-ci  semble  bien  être,  je  le  répète, 
dans  la  peasée  de  M.  Bouasse  ;  en  une  vingtaine  de  pages  on  fait  connais- 
sance avec  tout  l'outillage  analytique  qui  interviendra  ultérieui*ement.  Les 
propriétés  des  gaz  (Ch.  11)  el  d'abord  des  gaz  parfaits  permettent  d'appli- 
quer d'une  manière  particulièrement  simple  les  principes  fondamentaux  ; 
mais  de  l'étude  du  gaz  parfait  qui  n'existe  pas  il  faut  passer  à  l'étude  du 
gaz  réel.  L'équation  idéale  pv  =  RT  demande  alors  à  être  modifiée  :  nous 
arrivons  aux  équations  plus  générales  dues  notamment  à  Clausius  et  à  Van 
der  Waals.  Quant  aux  systèmes  formés  de  plusieurs  gaz,  leur  théorie  reste 
très  simple  toutes  les  fois  qu'on  peut  s'appuyer  sur  l'hypothèse  fondamen- 
tale d  après  laquelle  l'énergie  interne  et  l'entropie  sont  des  sommes  des 
énergie  interne  et  entropie  des  composants.  Signalons  aussi  l'étude  des 
anomalies  de  densité  présentées  par  certaines  vapeurs. 

Nous  entrons  maintenant  dans  la  Chimie  physique  avec  la  Règle  des  pha^ 
ses  (Ch.  111).  Il  y  a  bien  longtemps  qu'on  a  considéré  une  vapeur  en  pré- 
sence du  liquide  qui  lui  donnait  naissance  ou  encore  des  dissolutions  avec 
ou  sans  excès  du  sel  dissous  et  cependant  la  notion  précise  de  phase  est 
récente.  Los  conditions  d'équilibre  des  corps  sous  les  diflerentes  phases 
qu'ils  peuvent  présenter  sont  maintenant  rattachées  aux  principes  généraux 
de  l'énergétique  ;  les  créateurs  de  ces  principes  ont  sans  doute  profondé- 
ment ignoré  la  possibilité  des  merveilleuses  applications  qu'une  science 
nouvelle  en  ferait 

M.  Bouasse  part  d'un  système  de  c  composants  sous  ^  phases  distinctes 
d'où   il    résulte    c^   potentiels    différents.  Dans  la  phase  a  de    masse  M^j  ,  le 

premier  composant  entre  dans  le  rapport  .Vj^  :=.  M^^  :  Mqj.  On  définit  ainsi 

des  s  à  deux  indices  appelés  concentrations  dont  le  nombre  est  aussi  égal 
à  Cf.  Si  le  système  est  en  équilibre  le  potentiel  de  chaque  composant  a  la 
même  valeur  dans  toutes  les  phases.  (Chaque  phase  fournit  donc  f  —  1  éiça- 
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lités  entre  potentiels  d'où  en  tout,  c[f  —  1)  équations.  Comme  d'autre   part 
on  a  f  identités  du  type 

M„  +  M„  +  ...  +  M,.„  =  M„ 
ou 

*1«  "I"    ^2«    +   •••   +    ^c»    ^^  *  ' 

on  a  finalement  r(f  —  1)  -|-  f  équations  entre  of  coucentrations,  la  pression 
et  la  température.  La  différence  v  ■=!  2  -{-  c  —  f  est  la  yariance  du  système. 
Il  y  a  des  systèmes  invariants  y  univariants,  bivariants,  plurivariants  qui,  ces 
définitions  posées,  vont  être  examinés  en  détail.  Le  chapitre  lY  est  consa- 
cré tout  entier  au  système  univariant  formé  par  un  liquide  et  sa  vapeur. 
Le  chapitre  V  a  trait  aux  dissolutions.  C'est  intentionnellement  que  je  rap- 
proche immédiatement  ces  parties.  Sous  des  rubriques  fort  diverses  on 
retrouvera  l'unité  à  laquelle  j'ai  déjà  fait  allusion.  On  admirera  la  merveil- 
leuse élasticifé  des  formules  initiales  et  des  principes.  Les  équations  de 
Van  der  Waals,  de  Clapeyron,  etc.,  serviront  aussi  bien  dans  les  disso- 
lutions que  dans  les  gaz  ;  on  s'enrichira  d'innombrables  faits  physiques, 
les  généralités  mathématiques  restant  toujours  les  mêmes.  Ce  qu'il  faut 
remarquer  aussi  c'est  l'élégance  et  l'extrême  utilité  des  méthodes  graphi- 
ques. Suivre  les  corps  sous  leurs  phases  différentes,  c'est  parcourir  un  plan 
où  deux  axes  représentent  la  température  et  la  pression  et  où  sont  tracées 
des  courbes  que  Ton  franchit  lorsque  la  phase  change  ;  aux  singularités  des 
phénomènes  physiques  correspondent  les  singularités  géométriques  des 
courbes  en  question. 

Quand  au  chapitre  YI  nous  arrivons  à  l'hypothèse  de  la  dissociation  en  ions 
et  à  la  notion  de  pression  osmotique  l'analogie  des  gaz  et  des  solutions 
apparaît  déjà  comme  parfaite  et  définitive.  Sans  doute  il  semble  que  ce  soit 
là  le  domaine  de  l'électricité  mais,  comme  le  fait  bien  remarquer  M.  Bonasse, 
un  courant  électrique  ne  crée  pas  d'ions  ;  il  les  met  en  mouvement  et  les 
oriente,  rien  de  plus.  Dès  lors,  si  au  point  de  vue  historique  on  peut  sou- 
tenir que  ridée  d'ionisation  soit  née  de  l'interprétation  de  phénomènes 
d'électrolyse,  n'est-il  pas  plus  naturel  d'étudier  maintenant  les  solutions 
ionisées  indépendamment  de  toute  excitation  électrique  extérieure.  Et  en- 
suite on  passera  sans  à-coup,  sans  discontinuité  de  la  solution  ionisée  à  la 
solution  électrolysée  ou  à  la  pile.  Que  de  choses  curieuses  se  trouvent 
aussi  révélées  à  propos  de  la  pression  osmotique,  c'est-à-dire  de  la  pres- 
sion que  subit  une  paroi  perméable  à  un  dissolvant  mais  imperméable  à  un 
corps  dissous  qui  ne  se  trouve  que  d'un  seul  côté  de  la  paroi.  Je  rappelle  sim- 
plement que  dans  le  cas  où  la  solution  est  très  étendue  il  existe  une  rela- 
tion due  à  Yau  t'Hoff  analogue  à  l'équation  des  gaz  parfaits  pv  ==  RT  à  un 
coefficient  i  près  ;  c  est  là  le  coefficient  isotonique  qui  d'ailleurs  ne  diffère  de 
i  que  pour  les  électrolytes, 

Yoici  maintenant  en  deux  pages  les  formules  fondamentales  de  la  tono- 
métrie  et  de  la  cryocospie  ;  il  y  a  encore  là  une  application  fort  simple  de 
la  formule  de  Clapeyron.  Les  chapitres  VII  et  YIII  se  rapportent,  comme 
je  Tai  fait  pressentir  tout  à  l'heure,  aux  piles  présentées  d'abord  comme 
des  machines  thermiques.  Nous  trouverons  là  un  paragraphe  très  intéres- 
sant quant  à  l'influence  de  la  pression  sur  la  force  clectromotrice.  L'idée 
générale  qui  intervient  dans  ces  chapitres  est  celle  de  force  électromotrice 
de  contact.  Envisagée  dabord  dans  les  piles  thermo-électriques  elle  con- 
serve sa  physionomie  dans  un  circuit  où  toutes  les  parties  ne  sont  pas  nié- 
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talliques.  Sans  doute  certaines  hypothèses,  comme  celle  de  Nernst  sur  l'ioni- 
sation des  métaux  placés  dans  un  liquide,  peuvent  sembler  d'une  trop  grande 
hardiesse,  mais,  comme  on  peut  appliquer  des  considérations  analogues 
aux  chaînes  thermo-électriques,  on  se  trouve,  en  fin  de  compte,  en  présence 
de  généralités  que  M.  Bonasse  a  eu  grandement  raison  de  signaler. 

Le  chapitre  IX  est  consacré  à  la  théorie  cinétique  des  gaz.  Il  me  semble 
inutile  de  rappeler  en  quoi  elle  consiste.  Les  questions  relatives  à  la  répar- 
tition des  vitesses  des  molécules  sont  particulièrement  captivantes  ;  la  dé- 
teiHuination  d'une  unité  naturelle  d'électricité  ne  l'est  pas  moins.  C'est  la 
charge  que  transporte  un  atome  d'hydrogène,  charge  déduite  de  celle  trans- 
portée par  un  gramme  de  ce  gaz  et  de  l'idée  approximative  que  l'on  peut  se 
faire  de  la  répartition  des  atomes  dans  un  volume  connu  du  même  corps. 
M.  Bouasse  parle  brièvement  de  la  théorie  cinétique  des  liquides,  à  peine 
ébauchée  sans  doute,  mais  à  laquelle  les  mouvements  browniens  donnent 
cependant  une  saisissante  réalité. 

Dans  la  théorie  des  explosifs  (ch.  X)  la  notion  de  température  d'inflam* 
mation  est  soigneusement  précisée.  Dans  la  mesure  des  hautes  pressions 
dues  aux  explosifs  solides  nous  retrouvons  une  des  formules  des  gaz  réels 
simplifiée  pour  le  cas  d'une  pression  et  d'une  température  considérables  ; 
la  vitesse  de  propagation  d'une  onde  est  étudiée  par  la  méthode  de  Hugo- 
niot  avec  rappel  des  expériences  de  vérification  dues  à  Vieille. 

Quant  à  la  conduction  thermique  (ch.  XI),  outre  les  problèmes  classiques- 
tels  ceux  du  mur  et  de  la  sphère,  elle  donne  lieu  à  un  paragraphe  remar- 
quable sur  la  variation  de  l'entropie  du  fait  de  la  conductibilité  et  surtout 
à  des  conclusions  relatives  aux  corps  anisotropes  qui  feront  désirer  vive- 
ment l'apparition  du  troisième  volume  consacré  à  l'Electricité.  Les  conduc- 
tibilités thermique  et  électrique  des  cristaux  se  présentent  sous  les  mêmes 
apparences  analytiques  ;  c'est  une  nouvelle  raison  justifiant  la  présence  de 
théories  électriques  dans  un  livre  qui  doit  apparaître  comme  lié  de  façon 
intime  à  celui  où  se  continuera  cette  belle  et  grande  œuvre. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

G.-H.  Chandler.  —  ElemenU  of  the  Inlinitesimal  Calculas.  —  i  vol.,  in-l2^ 

relié,  319  p.,  146  fig.  ;  3»  édit.  ;  J  2;  John  VViley  and  Sons,  New- York. 

Osw.  YEBLEit  and  N.  J.  Lrnnrs.  —  Introduction  to  Infinitésimal  Ânalysis. 

Functions  of  one  real  variable.  —  1  vol.  in-8,  relié,  227  p.,  22  figures;  j|f  2; 
John  Wiley  and  Sons,  New- York. 

Voici  deux  manuels  d'Analyse  édités  par  la  maison  bien  connue  John  Wiley 
&  Sons  à  New- York.  Ils  possèdent  tous  deux  les  qualités  de  clarté  et  de 
concision  qu'il  n'est  pas  rare  de  trouver  dans  les  ouvrages  mathématiques 
américains.  Etablir  les  propriétés  fondamentales  indispensables  dans  une 
première  étude,  les  accompagner  d'exemples  bien  choisis  qui  illustrent  en 
quelque  aorte  la  théorie,  ce  sont  là  deux  points  importants  à  observer  par 
les  auteurs  d'ouvrages  élémentaires  et,  dans  le  cas  présent,  ils  s'y  sont  bien 
conformés. 

Le  petit  traité  de  M.  Chandler  parait  en  3«  édition.  Il  s'adresse  plus  par- 
ticulièrement aux  étudiants  des  écoles  d'ingénieurs  et  il  leur  présente, 
sous  une  forme  très  condensée,  les  éléments  du  calcul  difTérentiel  et  intégral 
avec  de  nombreuses  applications  aux  calculs  des  aires,  des  volumes,  des 
centres  de  gravité,  des  moments  d'inertie,  des  intégrations  par  approxima- 

L'Enseigoement  mathém.,  10*  année  ;  1908.  -^ 
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tion,  etc.  Il  se  termine  par  des  tables  utiles  à  Tiugénieur  et  concernant  les 
logarithmes  répériens,  les  fonctions  circulaires  et  hyperboliques,  les  fonctions 
lambda  et  gamma,  et  les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde 
espèce. 

Ij  Introduction  to  infinitésimal  Analysis,  de  MM.  Veblbn  et  Lennbs,  est 
destiné  aux  étudiants  qui  ont  à  compléter  les  éléments  d'Analyse  et  qui 
abordent  l'étude  des  fonctions  à  une  variable  réelle.  Les  théorèmes  fonda- 
mentaux sont  naturellement  établis  avec  rigueur  tout  en  évitant  des  dévelop- 
pements inutiles.  Les  auteurs  partent  de  l'étude  du  système  des  nombfes 
réels  :  nombres  rationnels  et  irrationnels,  algébriques  et  transcendants  ; 
transcendance  de  e  et  de  ir;  puis,  ils  examinent  la  correspoodance  entre  les 
nombres  et  les  points  sur  un  segment.  Ces  bases  une  fois  bien  établies,  les 
auteurs  passent  aux  notions  de  fonction,  de  limites,  de  la  continuité  d'une 
fonction  d'une  variable  réelle  et  étudient,  d'une  manière  approfondie,  les 
dérivées  et  les  différentielles,  les  séries  de  Taylor  et  les  propriétés  essen- 
tielles des  intégrales  définies.  H.  F. 

H.  DuRÈGE.  —  Elemente  der  Théorie  der  Fanktionen  einer  komplexen 

▼erânderlichen  Grosse.   In  fûufter  Auflage  neu    bearbeitet   von    Ludwig 
Maurer. —  1  vol.  in-8"  ;  397  p.  ;  10  Mk.,  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Cette  édition  nouvelle  de  l'excellent  livre  de  Durège  rendra  de  précieux 
services  aux  étudiants  de  nos  universités.  L'exposé  convient  à  une  première 
étude  de  la  théorie  des  fonctions  ;  il  ne  suppose  chez  le  lecteur  que  des 
connaissances  élémentaires  et  le  conduit  jusqu'à  une  compréhension  véri- 
table du  sujet. 

M.  Maurer  a  conservé  intégralement  la  Préface  où  Durège  présente,  d'une 
façon  claire  et  simple,  ses  idées  sur  la  généralisation  de  la  notion  de 
nombre.  Le  reste  de  l'ouvrage  a  été  rajeuni  en  maints  endroits;  le  dernier 
chapitre,  relatif  aux  équations  différentielles  linéaires  du  2<i  ordre,  est 
entièrement  nouveau. 

Reprenant  les  choses  au  début,  l'auteur  définit  les  nombres  irrationnels  à 
la  manière  de  Dedekind  ;  il  donne  quelques  notions  indispensables  sur  les 
ensembles  et  rappelle  les  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 
grandeurs  réelles  et  de  leurs  fonctions  :  quelques  exemples  bien  choisis, 
montrent  que  l'on  ne  peut  pas  toujours  se  contenter  de  l'intuition  géomé- 
trique. Le  2<B«  chapitre  traite  des  nombres  complexes,  de  leur  représentation 
dans  le  plan  et  sur  la  sphère,  et  des  transformations  qui  changent  des 
cercles  en  cercles. 

Les  deux  chapitres  suivants  nous  amènent  au  centre  du  sujet  :  définition 
des  fonctions  analytiques,  représentation  conforme,  théorèmes  de  Cauchy 
relatifs  à  l'intégration  d'une  fonction  complexe  et  aux  résidus,  séries  et 
produits  infinis,  convergence  uniforme,  séries  de  Taylor,  de  Laurent  et  de 
Fourier  ;  les  applications  sont  variées  et  intéressantes  ;  citons  en  parti- 
culier, la  détermination  des  a  sommes  de  Gauss  »  qui  jouent  un  rôle  impor- 
tant dans  la  théorie  de  la  division  du  cercle. 

Un  chapitre  est  consacré  aux  fonctions  transcendantes  élémentaires,  aux 
fonctions  uniformes  et  à  leur  décomposition  soit  en  éléments  simples 
(indiquant  la  façon  dont  elles  deviennent  infinies),  soit  en  facteurs  primaires 
(mettant  en  évidence  les  zéros  et  les  pôles).  Les  théorèmes  généraux  sont 
appliqués  aux  fonctions  doublement  périodiques  et  à  leurs  représentations 
au   moyen   des  fonctions^   et  p\  (  et  ff  de   VVeierslrass  ;   l'auteur  a  raen- 
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tionné,  en  outre,  la  fonction  H  de  Jacobi,  utile  pour  le  calcul  numérique, 
car  son  développement  eu  série  trigonométrique  converge  très  rapidement. 

On  arrive  ensuite  aux  fonctions  non  uniformes  ;  uu  premier  chapitre 
comprend  le  prolongement  analytique,  l'étoile  de  M.  Mittag-Leffler  (utilisée 
pour  définir  les  surfaces  de  Riemann),  et  le  principe  de  symétrie  de 
M.  Schwarz  (appliqué  à  la  représentation  conforme  d'un  rectangle  sur  le 
demi-plan). 

Les  fonctions  non  uniformes  les  plus  simples,  les  fonctions  algébriques, 
sont  traitées  dans  le  chapitre  suivant,  qui  contient  le  développement  en 
séries,  la  détermination  des  cycles  et  la  surface  de  Riemann  correspondante  ; 
un  exemple  numérique  éclaircit  ces  notions  importantes. 

Durège  avait  fait  ici  une  étude  détaillée  des  intégrales  de  fonctions 
algébriques;  M.  Maurer  l'a  supprimée  et  l'a  remplacée  par  un  des  chapitres 
les  plus  instructifs  du  livre  ;  il  est  consacré  à  cette  classe  d'équations  diffé- 
rentielles qui  a  acquis  une  si  grande  importance  depuis  une  cinquantaine 
d'années  :  les  équations  linéaires  homogènes.  L'auteur  s'est  borné  toute- 
fois aux  équations  du  2^  ordre  à  coefficients  rationnels;  mais,  en  étudiant 
à  fond  ce  cas  particulier,  il  a  su  donner  une  idée  claire  et  simple  de  la 
théorie  générale  pour  tout  ce  qui  concerne  le  groupe  de  l'équation,  la 
nature  des  solutions  aux  environs  d'un  point  singulier,  la  forme  des  coeffi- 
cients nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  intégrales  soient  régulières. 
M.  Maurer  insiste  sur  cette  classe  remarquable  d'équations  (étudiée  par 
Fuchs)  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières  en  un  point  singulier  ;  il 
en  déduit  les  propriétés  fondamentales  de  la  série  hypergéométrique.  Au 
moyen  du  quotient  de  deux  solutions  de  l'équation  hypergéométrique,  on 
arrive  à  une  représentation  conforme  du  demi-plan  sur  un  triangle  curvi- 
ligne et  l'on  est  conduit  sans  peine  h  ces  transcendantes  de  M.  Schwarz  qui 
ne  peuvent  plus  être  prolongées  analytiquement  au-delà  d'une  frontière 
naturelle  et  qui  sont,  avec  la  fonction  modulaire,  les  types  les  plus  simples 
des  fonctions  aulomorphes. 

Louis  KoLLRos  (La  Chaux-de-Fonds). 

A.  CoMTi.  —  Elementi  di  Aritmetica  razional^  ad  uso  degli  allievi  délie 

scuolc  normali.  Terza  edizione  (286  p.)  Prix  :  L.  2. 

—  demesti  di  Galcolo  letterale  cou  un'appendîce  suU'estrazione  délia  ra- 
dice  quadrata  e  cubica,  ad  uso  délia  !>  normale.  (120  p.)>  L.  1. 

—  Elementi  di  Galcolo  letterale  per  la  llla  classe  tecnica.  (120  p.).  L.  1. 

Nicola  Zachiuelli,  Bologna. 

Le  premier  de  ces  trois  manuels  est  destiné  aux  élèves  des  écoles  nor- 
males :  il  traite  des  objets  suivaut  :  1»  Grandeurs,  nombres,  nombres  déci- 
maux. —-  '1°   Les  quatre    opérations  sur  les  nombres  entiers  et  décimaux. 

—  3°  Rapports  et  proportions  entre  les  nombres.  —  \^  La  proporlionalilé 
entre  des  grandeurs  ;  règle  de  trois.  —  Plandétudes  et  instructions  concer- 
nant l'enseignement  de  l'arithmétique  dans  les  écoles  élémentaires  ;  conseils 
didactiques.  —  6"  Exercices  et  problèmes  (au  nombre  de  200). 

Le  second  ouvrage  donne  les  éléments  du  calcul  littéral.  Après  une  intro-. 
duction  sur  l'étude  du  calcul  algébrique,  l'auteur  examine  successivement 
les  identités,  les  équations  du  premier  degré,  l'extention  de  la  notion  de 
nombre,  les  nombres  négatifs,  les  expressions  algébriques  et  l'extraction  des 
racines  carrées  et  cubiques. 

Le  troisième  manuel  embrasse  un  champ  un  peu  moins  étendu  :  il  donne 
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par  coDtre  plus  de  développement  aux  opérations  du  premier  degré  à  plu« 
sieurs  inconnues.  Il  se  termine  par  un  excellent  choix  de  problèmes,  au  nom- 
bre de  125. 

Rédigé  avec  soin,  par  un  auteur  bien  au  courant  des  plans  d'études  et  des 
besoins  pédagogiques  de  l'enseignement  élémentaire,  ces  trois  volumes  sont 
appelés  à  rendre  de  grands  services  à  l'enseignement  élémentaire  en  Italie. 
Des  ouvrages  analogues  seraient  également  désirables  dans  d'autres  pays. 

E.  Kaller  (Vienne). 

E.  A.  FouËT.  —  Leçons  élémentaires  sur  la  théorie  des  fonctions  ana- 
lytiques. Deuxième  édilio».  Premier  fascicule  ;  1  vol.  gr.  in-8<>  de  XIV, 
112  p.  —  3  fr.  50  ;  Gauthier- Villars.  Paria. 

La  première  édition  de  cet  ouvrage  formait  deux  volumes  analysés  déj» 
dans  l'Enseignement  mathématique,  l'un  en  1903  (p.  387)  par  M.  D.  Mirima- 
nofF,  l'autre  en  1905  (p.  325)  par  moi.  Quelque  infime  que  soit  le  travail 
constitué  par  une  analyse  bibliographique,  les  auteurs  en  seront  cepen- 
dant fiers  si  certaines  de  leurs  prédictions  paraissent  réalisées  et  rarement 
prédictions  de  sticcès  le  furent  mieux  que  par  l'œuvre  de  M.  Fouet,  laquelle 
avait  pour  but  de  l'assembler  brièvement,  sous  forme  élémentaire  et  facile- 
ment accessible,  les  résultats  acquis  aujourd'hui  dans  l'étude  des  fonctions 
analytiques.  La  réussite  fut  si  complète,  les  services  que  pouvait  rendre 
le  livre  semblèrent  si  évitients  qu'une  seconde  édition  fait  place  maintenant  à 
la  première.  Elle  contiendra  un  aperçu  des  nouvelles  richesses  acquises  à 
la  Science  dans  ces  derniers  temps.  L'auteur  n'essaie  pas  d'ailleurs  de  tout 
compléter  à  la  fois.  Jusqu'ici  c'est  seulcmeut  l'introduction  du  tome  I,  con- 
tenant primitivement  65  pages,  qui  est  rééditée,  mais  le  seul  fait  de  l'avoir 
portée  à  112  pages  montre  assez  à  quel  travail  supplémentaire  elle  a  donné  lieu. 

Nous  étudions  d'abord  les  idées  fondamentales  de  nombre  et  de  fonction. 
Beaucoup  d'additions  concernent  les  fonctions  de  variables  réelles  ce  qui, 
au  premier  abord,  peut  sembler  hors  de  propos  dans  un  ouvrage  consacré 
aux  fonctions  analytiques,  mais  ces  dernières  fonctions  u'ont-elles  pas  été 
déduites  d'abord  de  l'idée  de  fonction  continue  et  cette  dernière  notion  elle- 
même  n'a-t-elle  pas  été  disséquée  et  intimement  fouillée  par  des  récentes 
recherches  telles  que  celles  de  M.  R.  Baire.  Il  est  donc  tout  naturel  à  l'heure 
actuelle  de  chercher  d'abord  à  se  faire  une  idée  aussi  large  que  possible 
de  la  fonction  définie  uniquement  dans  le  champ  réel.  Et  c'est  une  étude 
qui  est  loin  de  manquer  d'intérêt  si  l'on  songe  par  exemple  aux  fonctions 
continues  sans  dérivées  et  aux  courbes  de  Peano  qui  remplissent  une  aire. 
Après  l'analyse  de  la  notion  de  limite  vient  un  aperçu  de  la  théorie  des 
ensembles.  J'y  signalerai  surtout  ce  qui  concerne  les  notions  du  transfîni, 
de  l'ensemble  bien  ordonné,  du  continu  qui,  suivant  les  points  de  vue,  peut 
être  considéré  ou  non  comme  un  ensemble  bien  ordonné  ;  enfin  les  notions 
de  mesure  dues  particulièrement  à  MM.  Jordan  et  Borel.  Suit  une  première 
classification  des  fonctions.  La  plus  grande  difliculté  parait  être  de  classer 
les  fonctions  discontinues  au  sujet  desquelles  on  pourrait  encore  rappeler 
les  travaux  de  M.  Baire  et  l'intéressant  principe  de  condensation  dû  à  Han- 
kel,  qui  permet,  étant  donné  une  fonction  à  discontinuités  isolées,  d'en  dé- 
duire une  autre  ayant  des  singularités  du  même  type  dans  tout  intervalle. 
Voici  encore  les  fonctions  mesurables  (Lebesgue),  intégrables  (Riemann), 
ponctuellement  discontinues  sur  tout  ensemble  parfait  (Baire),  etc.,  etc.. 

Si  l'on  classe  les   fonctions  par   les    représentations  dont   elles  sont  sus- 
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ceptibles  on  retrouve  notammeut  les  classes  de  M.  Baire,  une  fonction  de 
classe  n  étant  représentée  par  une  série  de  polynômes  n  uple.  Dans  les 
considérations  de  ce  genre  la  théorie  des  ensembles  joue  un  rôle  absolu- 
ment fondamental.  Pendant  longtemps,  par  exemple,  on  a  considéré  une 
expression  dépendant  de  plusieurs  fonctions  arbitraires  ou  d'une  infinité 
multiple  de  coefficients  comme  plus  générale  qu'une  autre  ne  contenant 
qu'une  fonction  ou  qu'une  infinité  simple  de  nombres  arbitraires  ;  aujourd' 
hui  on  ne  voit  plus  là  que  des  ensembles  qui  s'équivalent  comme  ayant  le 
même  caractère  de  dénombrabilité.  Abordons  maintenant  les  fonctions  ana- 
lytiques proprement  dites.  Nous  n'y  arrivons  pas  encore  sans  analyser  dé- 
finitivement la  notion  plus  générale  de  fonction  continue  qui  tout  récemment 
a  conduit  à  des  distinctions  aussi  utiles  qu'intéressantes.  Ainsi  une  fouclion 
de  plusieurs  variables  peut  être  continue  par  rapport  à  toutes  ses  variables 
considérées  isolément  mais  non  par  rapport  à  leur  ensemble.  Pour  définir 
la  fonction  analytique,  M.  Fouël  tire  le  plus  grand  parti  possible  de  la  défi- 
nition de  Cauchy  :  c'est  une  fonclion  u(x,y)  +  i  y[x,y)  de  s  =:  jc  -j-  « J  ayant 
une  dérivée  unique  par  rapport  à  5.  La  définition  de  Riemann,  concernant 
les  équations  de  Laplace  Au  =  0  ou  Aw  :n=  0,  vient  ensuite.  Elle  est  sui- 
vie des  interprétations  géométriques  fournies  par  les  transformations  iso- 
gonales  ou  la  représentation  conforme.  Le  fascicule  se  termine  par  les  dé- 
finitions des  singularités  qui  se  rencontrent  dans  les  différents  domaines  où 
.la  fonction  est  considérée  et  par  l'étude  sommaire  des  substitutions  qui 
changent  certaines  fonctions  en  elles-mêmes  (fonctions  périodiques,  auto- 
morphes,  modulaires,  etc..)  Qu'il  me  soit  permis  d'insister  sur  la  façon 
dont  les  choses  sont  disposées.  Le  texte  courant  contient  les  idées  géné- 
rales, simples  et  philosophiques  ;  d'innombrables  notes  au  bas  dea  pages 
complètent  ce  texte  d'une  façon  extraordinairement  substantielle  et  renvoient 
aux  mémoires  originaux.  Il  n'est  plus  utile  d'adresser  de  souhaits  à  l'auteur  ; 
espérons  seulement,  pour  tout  le  monde,  une  publication  rapide  de  ce 
qui  complétera  cette  seconde  édition. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

C.  A.  Scott.  —  Gartesian  Plane  Geometry.  Part  I  :  Analytical  Conics.  — 
1  vol.  in-16.  428  p.  (Dent's  série  of  mathematical  text  books).  J.  M.  Dent 
et  C»,  Londres. 

Après  la  mort  tragique  de  M.  Hudson,  qui  devait  écrire  une  «  Gartesian 
Plane  Geometry  u  pour  la  collection  Dent  of  (Dent's  séries  of  mathematical 
and  scientific  text  books  for  Schools)  Miss  Scott  fut  chargée  de  compléter  ou 
de  récrire  le  livre.  Très  connue  pour  ses  publications  en  géométrie  analytique, 
elle  était  bien  qualifiée  pour  celte  tâche.  Elle  suivit  son  propre  plan  tout  en 
s'inspirant  volontiers  des  idées  de  M.  Hudson,  dont  les  manuscrits  avaient 
été  mis  à  sa  disposition  par  M.  Greenstreet,  le  directeur  de  la  collection. 

Le  chapitre  d'introduction  traite  des  différents  signes  des  grandeurs  géo- 
métriques et  de  la  représentation  des  points  par  des  rapports.  Cette  inno- 
vation est  due  à  M.  Hudson  et  ne  se  trouve  généralement  pas  dans  les  ma- 
nuels anglais. 

Sans  entrer  dans  un  compte  rendu  détaillé  des  divers  chapitres  habituels 
on  peut  mentionner  un  caractère  important  du  livre,  à  savoir  l'introduction 
dès  le  début,  des  coordonnées  de  point  et  des  coordonnées  linéaires  suivant 
la  méthode  de  Clebsch.  Cette  façon  de  procéder  est  vivement  recommandée 
aux  autres  auteurs  de  géométrie  analytique. 
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La  définitiou  bien  conoue  de  Pappus  sert  de  base  à  la  théorie  des  coniques. 
Il  est  alors  possible  d'en  faire  une  étude  uniforme  et  logique,  ce  qui  est 
bien  supérieur  à  la  méthode  si  peu  avantageuse  qui  consiste  à  prendre 
comme  déCnition  des  coniques  certaines  propriétés  particulières. 

Les  chapitres  qui  suivent  la  définition  des  coniques  traitent  de  la  relation 
entre  les  lignes  droites  et  les  courbes,  tangentes  et  polaires,  cordes  et  dia- 
mètres, asymtotes,  propriétés  des  coniques,  changement  d'axes,  systèmes 
de  coniques  et  applications  variées. 

L'étude  en  est  parfaitement  claire  et  rigoureuse.  Certaines  parties  au- 
raient pu  être  traitées  d'une  façon  plus  concise.  Au  point  de  vue  typogra« 
phique,  il  aurait  été  avantageux  pour  l'étudiant  que  les  en-tétes,  définitions, 
théorèmes,  etc.  eussent  été  indiqués  en  caractères  plus  gros. 

Mais,  abstraction  faite  de  ces  critiques  secondaires,  le  livre  du  professeur 
Scott  peut  être  chaudement  recommandé  aux  maitres  et  aux  élèves. 

A.  Emcu  (Soleure). 
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Rendiconti  del  Gircolo  Matematica  di  Palermo,  Direttore  G.-B.  Guccia. 

Tome  XXIV,  2'«e  semestre  1907.  —  Luigi  Berzolari  :  Sulle  curve  gobbe 
razionali  dotale  di  quattro  punti  d'iperosculazione.  —  Carlo  Severini  :  Sul 
primo  teorema  fondamentale  die  Lie  nella  teoria  dei  gruppi  di  transforma- 
zioni.  —  Pasquale  Grossi  :  Sul  moto  di  un  punto  sollecitato  da  una  forza  la 
cui  linea  d'azione  giace  sempre  in  un  complcsso  lineare.  —  Giuseppe  Mar- 
LETTA  :  Sulle  curve  gobbe  raziouali  dotale  di  quattro  punti  d'iperosculazione. 

—  Léo  KoE.xiGSBERGER  :  Uber  die  Entwicklung  algebraischer  Functionen.  — 
Giulio  GiRAUD  :  Complemento  ad  una  Nota  del  sig.  Emch.  —  J.  V.  Pexider  : 
Sur  la  fonction  E  [x]  représentant  l'entier  contenu  dans  x.  —  C.  Burali. 
FoRTi  e  R.  Marcoloxoo  :  Per  l'unificazione  délie  notazioni  vettoriali  (Nota  II). 
Edmund  Landau  :  Uber  die  Multiplikation  DiRiCHLET'scher  Reihen.  —  Ric- 
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On  Quintic  Surfaces  having  a  Tacnodal  Conic.  —  W.  H.  Younc  :  A  ïheorem 
in  the  Theory  of  Functions  of  a  Real  Variable.  —  Paolo  Medolaghi  :  Sopra 
i  gruppi  deliniti  da  equazioni  differenziali  del  primo  ordine.  —  Pierre  Bou- 
TROux  :  Sur  les  fonctions-limites  des  fonctions  multiformes.  —  Luigi  Sini- 
GALLiA  :  Sui  nuovi  numeri  pseudo-euleriani  del  prof.  Pascal.  —  G.  Marletta  : 
Sulla  identità  cremoniana  di  due  curve  piane.  —  Orazio  Tedone  :  Sul  pro- 
blema  deU'equilibrio  délie  température  in  un  ellissoide  a  tre  assi  disuguali. 

—  Georges  Remoukdos  :  Sur  les  intégrales  réelles  des  équations  différen- 
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a  Plane  :  A  problem  of  Simple  Construction.  —  Eugenio  Eua  Levy  : 
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RALi-FoRTi   e  R.  Marcolongo  :    Per  Tunifirazione  délie    notazioni   vettoriali 
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(Nota  III). —  Ernst  Richard  Neumann  :  Die  Randwertaufgaben  fur  den  Itinen- 
und  Aussenrauni  derselben  geschlossenen  FlUche  in  ihren  gegenseitigen 
Beziehungen.  —  Henri  Lebesgue  :  Sur  le  problème  de  Dikiciilet.  —  Eltore 
BoRTOLOTTi  :  SuUa  pablicazione  delle  «  Opère  Matematiche  »  di  Pàolo  Ruf- 
FINI  e  del  suo  a  Carteggio  »  con  gli  scienziati  del  suo  tempo. 

MonaUhefte  fftr  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  G.  v.  Esche- 
RiCH,  F.  Mektens  u.  W.  WiRTiNGKR.  —  Eisenstcin  &  Çfi;  Wien. 

XIX.  Jahrgang  (1908);  1.,  2.  Vierleljahr,  —  H.  Tietze  :  Uber  die  lopolo- 
gischen  Invarianten  mehrdimensionaler  Mannigfaltigkeiten.  —  M .  Lerch  :  Uber 
«inige  Punkte  der  Théorie  der  Euler'schen  Intégrale.  —  Paul  Ern&t  :  Zusam- 
raenhnng  zwischen  dem  Kiipper'schen  uud  Plùcker'schen  Konoid.  —  J.-A. 
Gmeiker  :  Einige  Bemerkungen  zu  dem  Weierstrass'schen  Kriierium  fur . 
«inendliche  Réihen  mit  komplexen  Gliedern.  —  Niels  Nielsen  :  Uber  das 
Produkt  zweier  Zylinderfunktioncu.  —  Theodor  Schmid  :  Bemerkung  zur 
Euler'schen  Gleîchung. 

Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  X.  Léon.  —  A.  Colin,  Paris. 

15"n«  année,  nov.  1907.  —  E.  Borel  :  L'évolution  de  l'intelligence  géomé- 
trique. 

16™<^  année,  janv.-mai,  1908.  —  H.  Bouasse  ;  Evolution  de  la  matière  et 
physique  des  corps  solides.  —  Réponse  de  M.  Le  Bon.  —  H.  Bergson  :  A 
propos  de  l'évolution  de  l'intelligence  géométrique.  —  Réponse  de  M.  Borel. 
— (-  M.  VVinter  :  Importance  philosophique  de  la  théorie  des  nombres. 

HeTue  du  MoiSi  dirigée  par  E.  Borel.  —  Le  Soudier,  Paris. 

3™«  année,  1908,  janvier-juin.  —  .1.  Tannery  :  La  méthode  en  mathéma- 
tiques. —  G.  Le  Bon  :  A  propos  de  l'évolution  des  forces.  —  E  Picard  : 
De  la  science.  —  E.  Borel  :  Le  rôle  social  des  amateurs.  —  M.  Brillouik  : 
Lord  Kelvin.  —  Pierre  Boutrovx  :  Les  origines  du  Calcul  des  probabilités. 

S*  Livres  nouveaux  ; 

W.  s.  Andrews.  -^Magic  Squares  and  Cubes  with  chnpters  by  Paul  Carus, 
L.  s.  Frierson,  C.  A.  Browne,  and  an  introduction  by  Paul  Carus.  — 
1  vol.  in-8o,  199  p.  ;  relié;  The  Open  Court  Publishing  Company.  Chicago. 

G.  Arnoux.  —  Arithmétique  graphique.  Les  espaces  arithmétiques,  leurs 
transformations.  —  1  vol.  iu-8",    XII-84  p.  ;  3  fr.  ;   Gauthier-Villars,   Paris. 

R.  Baire.  —  Leçons  sur  les  Théories  générales  de  l'Analyse.  Tome  II  : 

Variables  complexes.  Applications  géométriques.  —  1  vol,  in-8",  X-347  p.; 
12  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 
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FAK 


Henri  Poi>caré 

Membre  de  rAcadémie  des  sciences  et  de  l'Académie  française. 


La  genèse  de  l'invention  mathématique  est  un  problème 
qui  doit  inspirer  le  plus  vif  intérêt  au  psychologue.  C'est 
Tacte  dans  lequel  Tesprit  humain  semble  le  moins  emprun- 
ter au  monde  extérieur,  où  il  n'agit  ou  ne  parait  agir  que 
par  lui-même  et  sur  lui-même,  de  sorte  qu'en  étudiant  le 
processus  de  la  pensée  géométrique,  c'est  ce  qu'il  y  a  de  plus 
essentiel  dans  l'esprit  humain  que  nous  pouvons  espérer 
atteindre. 

On  Ta  compris  depuis  longtemps,  et,  il  y  a  quelques  mois, 
une  revue  intitulée  VEnseignement  mathématique,  et  dirigée 
par  MM.  Laisant  et  Fehr,  a  entrepris  une  enquête  sur  les 
habitudes  d'esprit  et  les  méthodes  de  travail  des  différents 
mathématiciens'.  J'avais  arrêté  les  principaux  traits  de  ma 
conférence  quand  les  résultats  de  cette  enquête  ont  été  pu- 
bliés ;  je  n'ai  donc  guère  pu  les  utiliser.  Je  me  bornerai  à 
dire  que  la  majorité  des  témoignages  confirment  mes  con- 
clusions ;  je  ne  dis  pas  l'unanimité,  car,  quand  on  consulte 
le  suffrage  universel,  on  ne  peut  se  flatter  de  réunir  l'una- 
nimité. 

1 

Un  premier  fait  doit  nous  étonner,  ou  plutôt  devrait  nous 
étonner,  si  nous  n'y  étions  si  habitués.  Comment  se  fait-il 
qu'il  y  ait  des  gens  qui  ne  comprennent  pas  les  Mathéma- 


1  Conférence  faite  à  Paris,  à  l'Institut  général  psychologique,  le  23  mai  1M8  ;  reproduite 
avec  l'autorisation  de  l'auteur.  (Réd.) 

>  Voir  les  résultats  dans  les  tomes  VII  (1905)  à  X  (1908)  ;  l'ensemble  des  articles  conte* 
nant  les  résultats  de  l'enquête  forme  un  volume  de  126  p.,  Paris-Genève,  1908.  (Héd.) 
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tiques  ?  Si  les  Mathématiques  n'invoquent  que  les  règles  de 
la  Logique,  celles  qui  sont  acceptées  par  tous  les  esprits  bien 
faits,  si  leur  évidence  est  fondée  sur  des  principes  qui  sont 
communs  à  tous  les  hommes  et  que  nul  ne  saurait  nier  sans 
être  fou,  comment  se  fait-il  qu'il  y  ait  tant  de  personnes  qui 
y  soient  totalement  réfractaires  ? 

Que  tout  le  monde  ne  soit  pas  capable  d'invention,  cela 
n'a  rien  de  mystérieux.  Que  tout  le  monde  ne  puisse  retenir 
une  démonstration  qu'il  a  apprise  autrefois,  passe  encore. 
Mais  que  tout  le  monde  ne  puisse  pas  comprendre  un  raison- 
nement mathématique  au  moment  où  on  le  lui  expose,  voilà 
qui  paraît  bien  surprenant  quand  on  y  réfléchit.  Et  pourtant 
ceux  qui  ne  peuvent  suivre  ce  raisonnement  qu'avec  peine 
sont  en  majorité  ;  cela  est  incontestable,  et  l'expérience  des 
maîtres  de  l'enseignement  secondaire  ne  me  contredira 
certes  pas. 

Et  il  y  a  plus;  comment  Terreur  est-elle  possible  en  Ma- 
thématiques ?  Une  intelligence  saine  ne  doit  pas  commettre 
de  faute  de  logique,  et  cependant  il  y  a  des  esprits  très  fins, 
qui  ne  broncheront  pas  dans  un  raisonnement  court  tel  que 
ceux  que  l'on  a  à  faire  dans  les  actes  ordinaires  de  la  vie,  et 
qui  sont  incapables  de  suivre  ou  de  répéter  sans  erreur  les 
démonstrations  des  Mathématiques  qui  sont  plus  longues, 
mais  qui  ne  sont,  après  tout,  qu'une  accumulation  de  petits 
raisonnements  tout  à  fait  analogues  à  ceux  qu'ils  font  si 
facilement.  Est-il  nécessaire  d'ajouter  que  les  bons  mathé- 
maticiens eux-mêmes  ne  sont  pas  infaillibles  ? 

La  réponse  me  semble  s'imposer.  Imaginons  une  longue 
série  de  syllogismes,  et  que  les  conclusions  des  premiers 
servent  de  prémisses  aux  suivants;  nous  serons  capables 
de  saisir  chacun  de  ces  syllogismes,  et  ce  n'est  pas  dans  le 
passage  des  prémisses  à  la  conclusion  que  nous  risquons  de 
nous  tromper.  Mais,  entre  le  moment  où  nous  rencontrons 
pour  la  première  fois  une  proposition,  comme  conclusion 
d'un  syllogisme,  et  celui  où  nous  la  retrouvons  comme  pré- 
misse d'un  autre  syllogisme,  il  se  sera  écoulé  parfois  beau- 
coup de  temps,  on  aura  déroulé  de  nombreux  anneaux  de 
la  chaîne  ;  il  peut  donc  arriver  qu'on  l'ait  oubliée,  ou,  ce  qui 
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est  plus  grave,  qu'on  en  ait  oublié  le  sens.  II  peut  donc  se 
faire  qu'on  la  remplace  par  une  proposition  un  peu  différente, 
ou  que,  tout  en  conservant  le  même  énoncé,  on  lui  attribue 
un  sens  un  peu  différent,  et  c'est  ainsi  qu'on  est  exposé  à 
Terreur. 

Souvent  le  mathématicien  doit  se  servir  d'une  règle  :  na- 
turellement il  a  commencé  par  démontrer  cette  règle  ;  au 
moment  où  cette  démonstration  était  toute  fraîche  dans  son 
souvenir,  il  en  comprenait  parfaitement  le  sens  et  la  portée, 
et  il  ne  risquait  pas  de  l'altérer.  Mais  ensuite  il  l'a  confiée  à 
sa  mémoire  et  il  ne  l'applique  plus  que  d'une  façon  méca- 
nique ;  alors,  si  la  mémoire  lui  fait  défaut,  il  peut  l'appliquer 
tout  de  travers.  C'est  ainsi,  pour  prendre  un  exemple  simple 
et  presque  vulgaire,  que  nous  faisons  quelquefois  des  fautes 
de  calcul  parce  que  nous  avons  oublié  notre  table  de  multi- 
plication. 

m 

A  ce  compte,  l'aptitude  spéciale  aux  Mathématiques  ne 
serait  due  qu'à  une  mémoire  très  sûre,  ou  bien  à  une  force 
d'attention  prodigieuse.  Ce  serait  une  qualité  analogue  à  celle 
du  joueur  de  whist,  qui  retient  les  cartes  tombées  ;  ou  bien, 
pour  nous  élever  d'un  degré,  à  celle  du  joueur  d'échecs,  qui 
peut  envisager  un  nombre  très  grand  de  combinaisons  et  les 
garder  dans  sa  mémoire.  Tout  bon  mathématicien  devrait 
être  en  même  temps  bon  joueur  d'échecs,  et  inversement;  il 
devrait  être  également  un  bon  calculateur  numérique.  Certes, 
cela  arrive  quelquefois  :  ainsi  Gauss  était  à  la  fois  un  géo- 
mètre de  génie  et  un  calculateur  très  précoce  et  très  sûr. 

Mais  il  y  a  des  exceptions,  ou  plutôt  je  me  trompe  ;  je  ne 
puis  pas  appeler  cela  des  exceptions,  sans  quoi  les  exceptions 
seraient  plus  nombreuses  que  les  cas  conformes  à  la  règle. 
C'est  Gauss,  au  contraire,  qui  était  une  exception.  Quant  à 
moi,  je  suis  obligé  de  l'avouer,  je  suis  absolument  incapable 
de  faire  une  addition  sans  faute.  Je  serais  également  un  fort 
mauvais  joueur  d'échecs  ;  je  calculerais  bien  qu'en  jouant  de 
telle  façon,  je  m'expose  à  tel  danger;  je  passerais  en  revue 
beaucoup  d'autres  coups  que  je  rejetterais  pour  d'autres  rai- 
sons, et  je  finirais  par  jouer  le  coup  d'abord  examiné,  ayant 
oublié  dans  l'intervalle  le  danger  que  j'avais  prévu. 
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En  un  mot,  ma  mémoire  n'est  pas  mauvaise,  mais  elle 
serait  insuffisante  pour  faire  de  moi  un  bon  joueur  d'échecs. 
Pourquoi  donc  ne  me  fait-elle  pas  défaut  dans  un  raisonne- 
ment mathématique  difficile,  où  la  plupart  des  joueurs 
d'échecs  se  perdraient  ?  C'est  évidemment  parce  qu'elle  est 
guidée  par  la  marche  générale  du  raisonnement.  Une  dé- 
monstration mathématique  n'est  pas  une  simple  juxtaposi- 
tion de  syllogismes  :  ce  sont  des  syllog\smes  placés  dans  un 
certain  ordres  et  Tordre  dans  lequel  ces  éléments  sont  pla- 
cés est  beaucoup  plus  important  que  ne  le  sont  ces  éléments 
eux-mêmes.  Si  j'ai  le  sentiment,  l'intuition,  pour  ainsi  dire, 
de  cet  ordre,  de  façon  à  apercevoir  d'un  coup  d'oeil  l'en- 
semble du  raisonnement,  je  ne  dois  plus  craindre  d'oublier 
l'un  des  éléments  ;  chacun  d'eux  viendra  se  placer  de  lui- 
même  dans  le  cadre  qui  lui  est  préparé,  et  sans  que  j'aie  à 
faire  aucun  effort  de  mémoire. 

Il  me  semble  alors,  en  répétant  un  raisonnement  appris, 
que  j'aurais  pu  l'inventer  ;  ou  plutôt,  même  si  cela  est  une 
illusion,  si  je  ne  suis  pas  assez  fort  pour  créer  par  moi- 
même,  je  le  réinvente  moi-même,  à  mesure  que  je  le  répète. 

On  conçoit  que  ce  sentiment,  cette  intuition  de  l'ordre 
mathématique,  qui  nous  fait  deviner  des  harmonies  et  des 
relations  cachées,  ne  puisse  appartenir  à  tout  le  monde.  Les 
uns  ne  posséderont  ni  ce  sentiment  délicat  et  difficile  à  défi- 
nir, ni  une  force  de  mémoire  et  d'attention  au-dessus  de  l'or- 
dinaire, et  alors  ils  seront  absolument  incapables  de  com- 
prendre les  Mathématiques  un  peu  élevées  ;  c'est  le  plus 
grand  nombre.  D'autres  n'auront  ce  sentiment  qu'à  un  faible 
degré,  mais  ils  seront  doués  d'une  mémoire  peu  commune 
et  d'une  grande  capacité  d'attention.  Ils  apprendront  par 
cœur  les  détails  les  uns  après  les  autres  ;  ils  pourront  com- 
prendre les  Mathématiques  et  quelquefois  les  appliquer, 
mais  ils  seront  hors  d'état  de  créer.  Les  autres,  enfin,  pos- 
séderont à  un  plus  ou  moins  haut  degré  l'intuition  spéciale 
dont  je  viens  de  parler,  et  alors  non  seulement  ils  pourront 
comprendre  les  Mathématiques,  quand  même  leur  mémoire 
n'aurait  rien  d'extraordinaire,  mais  ils  pourront  devenir 
créateurs  et  chercher  à  inventer  avec  plus  ou  moins  de  suc- 
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ces,  suivant  que  cette  intuition  est  chez  eux  plus  ou  moins 
développée. 

Qu'est-ce,  en  effet,  que  l'invention  mathématique  ?  Elle  ne 
consiste  pas  à  Faire  de  nouvelles  combinaisons  avec  des 
êtres  mathématiques  déjà  connus.  Cela,  n'importe  qui  pour- 
rait le  Taire;  mais  les  combinaisons  que  Ton  pourrait  faire 
ainsi  seraient  en  nombre  fini,  et  le  plus  grand  nombre  est 
absolument  dépourvu  d'intérêt.  Inventer,  cela  consiste  pré- 
cisément à  ne  pas  construire  les  combinaisons  inutiles  et  à 
construire  celles  qui  sont  utiles  et  qui  ne  sont  qu'une  infime 
minorité.  Inventer,  c'est  discerner,  c'est  choisir. 

Comment  doit  se  faire  ce  choix,  je  l'ai  expliqué  ailleurs; 
les  faits  mathématiques  dignes  d'être  étudiés,  ce  sont  ceux 
qui,  par  leur  analogie  avec  d'autres  faits,  sont  susceptibles 
de  nous  conduire  à  la  connaissance  d'une  loi  mathématique, 
de  la  même  façon  que  les  faits  expérimentaux  nous  con- 
duisent à  la  connaissance  d'une  loi  physique.  Ce  sont  ceux 
qui  nous  révèlent  des  parentés  insoupçonnées  entre  d'autres 
faits,  connus  depuis  longtemps,  mais  qu'on  croyait  à  tort 
étrangers  les  uns  aux  autres. 

Parmi  les  combinaisons  que  Ton  choisira,  les  plus  fécondes 
seront  souvent  celles  qui  sont  formées  d'éléments  emprun- 
tés à  des  domaines  très  éloignés.  Je  ne  veux  pas  dire  qu'il 
suffise  pour  inventer  de  rapprocher  des  objets  aussi  dispa- 
rates que  possible  ;  la  plupart  des  combinaisons  qu'on  forme- 
rait ainsi  seraient  entièrement  stériles;  mais  quelques-unes 
d'entre  elles,  bien  rares,  sont  les  plus  fécondes  de  toutes. 

Inventer,  je  l'ai  dit,  c'est  choisir  ;  mais  le  mot  n'est  peut- 
être  pas  tout  à  fait  juste.  Il  fait  penser  à  un  acheteur  à  qui 
Ton  présente  un  grand  nombre  d'échantillons,  qui  les  exa- 
mine l'un  après  l'autre  de  façon  à  faire  son  choix.  Ici  les 
échantillons  seraient  tellement  nombreux  qu'une  vie  entière 
ne  suffirait  pas  pour  les  examiner.  Ce  n'est  pas  ainsi  que  les 
choses  se  passent.  Les  combinaisons  stériles  ne  se  présen- 
teront même  pas  à  l'esprit  de  l'inventeur.  Dans  le  champ  de 
sa  conscience  n'apparaîtront  jamais  que  les  combinaisons 
réellement  utiles,  et  quelques  autres  qu'il  rejettera,  mais  qui 
participent  un  peu  des  caractères  de  combinaisons  utiles. 
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Tout  se  passe  comme  si  l'inventeur  était  un  examinateur  du 
deuxième  degré,  qui  n'aurait  plus  à  interroger  que  les  candi- 
dats déclarés  admissibles  après  une  première  épreuve. 


II 


Mais  ce  que  j'ai  dit  jusqu'ici,  c'est  ce  qu'on  peut  observer 
ou  inférer  en  lisant  les  écrits  des  géomètres,  à  la  condition 
de  l'aire  cette  lecture  avec  quelque  réflexion. 

Il  est  temps  de  pénétrer  plus  avant  et  de  voir  ce  qui  se 
passe  dans  l'âme  même  du  mathématicien.  Pour  cela,  je  crois 
que  ce  que  j'ai  de  mieux  à  faire,  c'est  de  rappeler  des  sou- 
venirs personnels.  Seulement,  je  vais  me  circonscrire  et 
vous  raconter  seulement  comment  j'ai  écrit  mon  premier 
Mémoire  sur  les  fonctions  fuchsiennes.  Je  vous  demande 
pardon,  je  vais  employer  quelques  expressions  techniques  ; 
mais  elles  ne  doivent  pas  vous  effrayer,  vous  n'avez  aucun 
besoin  de  les  comprendre.  Je  dirai,  par  exemple  :  J'ai  trouvé 
la  démonstration  de  tel  théorème  dans  telles  circonstances  ; 
ce  théorème  aura  un  nom  barbare,  que  beaucoup  d'entre 
vous  ne  connaîtront  pas,  mais  cela  n'a  aucune  importance; 
ce  qui  est  intéressant  pour  le  psychologue,  ce  n'est  pas  le 
théorème,  ce  sont  les  circonstances. 

Depuis  quinze  jours,  je  m'efforçais  de  démontrer  qu'il  ne 
pouvait  exister  aucune  fonction  analogue  à  ce  que  j'ai  appelé 
depuis  les  fonctions  fuchsiennes  ;  j'étais  alors  Tort  ignorant  ; 
tous  les  jours  je  m'asseyais  à  ma  table  de  travail,  j'y  passais 
une  heure  ou  deux,  j'essayais  un  grand  nombre  de  combi- 
naisons et  je  n'arrivais  à  aucun  résultat.  Un  soir,  je  pris  du 
café  noir  contrairement  à  mon  habitude  ;  je  ne  pus  m'endor- 
mir  ;  les  idées  surgissaient  en  foule  ;  je  les  sentais  comme 
se  heurter,  jusqu'à  ce  que  deux  d'entre  elles  s'accrochassent 
pour  ainsi  dire  pour  former  une  combinaison  stable.  Le 
matin,  j'avais  établi  l'existence  d'une  classe  de  fonctions 
fuchsiennes,  celles  qui  dérivent  de  la  série  hypergéomé- 
trique  ;  je  n'eus  plus  qu'à  rédiger  les  résultats,  ce  qui  ne  me 
prit  que  quelques  heures. 
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Je  voulus  ensuite  représenter  ces  fonctions  par  le  quotient 
de  deux  séries  ;  cette  idée  fut  parfaitement  consciente  et 
réfléchie  ;  Tanalogie  avec  les  fonctions  elliptiques  roe 
guidait.  Je  me  demandai  quelles  devaient  être  les  propriétés 
de  ces  séries  si  elles  existaient,  et  j'arrivai  sans  difficulté  à 
former  les  séries  que  j'ai  appelées  thétafuchsiennes. 

A  ce  moment,  je  quittai  Caen,  que  j'habitais  alors,  pour 
prendre  part  à  une  course  géologique  entreprise  par  l'Ecole 
des  Mines.  Les  péripéties  du  voyage  me  firent  oublier  mes 
travaux  mathémathiques  ;  arrivés  à  Coutances,  nous  mon- 
tâmes dans  un  omnibus  pour  je  ne  sais  quelle  promenade  ; 
au  moment  où  je  mettais  le  pied  sur  le  marche-pied,  Tidée 
me  vint,  sans  que  rien  de  mes  pensées  antérieures  parut  m'y 
avoir  préparé,  que  les  transformations  dont  j'avais  fait  usage 
pour  définir  les  fonctions  fuchsiennes  sont  identiques  à  celles 
de  la  Géométrie  non-euclidienne.  Je  ne  fis  pas  la  vérification  ; 
je  n'en  aurais  pas  eu  le  temps,  puisque,  à  peine  assis  dans 
l'omnibus,  je  repris  la  conversation  commencée,  mais  j'eus 
tout  de  suite  une  entière  certitude.  De  retour  à  Caen,  je 
vérifiai  le  résultat  à  tète  reposée  pour  l'acquit  de  ma 
conscience. 

Je  me  mis  alors  à  étudier  des  questions  d'Arithmétique 
sans  grand  résultat  apparent  et  sans  soupçonner  que  cela 
pût  avoirle  moindre  rapport  avec  mes  recherches  antérieures. 
Dégoûté  de  mon  insuccès,  j'allai  passer  quelques  jours  au 
bord  de  la  mer,  et  je  pensai  à  tout  autre  chose.  Un  jour,  en 
me  promenant  sur  une  falaise,  l'idée  me  vint,  toujours  avec 
les  mêmes  caractères  de  brièveté,  de  soudaineté  et  de  certi- 
tude immédiate,  que  les  transformations  arithmétiques  des 
formes  quadratiques  ternaires  indéfinies  sont  identiques  à 
celles  de  la  Géométrie  non-euclidienne. 

Étant  revenu  à  Caen,  je  réfléchis  sur  ce  résultat,  et  j'en 
tirai  les  conséquences  ;  l'exemple  des  formes  quadratiques 
me  montrait  qu'il  y  a  des  groupes  fuchsiens  autres  que  ceux 
qui  correspondent  à  la  série  hypergéométrique  ;  je  vis  que 
je  pouvais  leur  appliquer  la  théorie  des  séries  thétafuch- 
siennes et  que,  par  conséquent,  il  existe  des  fonctions 
fuchsiennes  autres  que  celles  qui  dérivent  de  la  série  hyper- 
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géométrique,  les  seules  que  je  connusse  jusqu'alors.  Je  me 
proposai  naturellement  de  former  toutes  ces  fonctions  ;  j'en 
fis  un  siège  systématique  et  j'enlevai  Tun  après  l'autre  tous 
les  ouvrages  avancés  ;  il  y  en  avait  un,  cependant,  qui  tenait 
encore  et  dont  la  chute  devait  entraîner  celle  du  corps  de 
place.  Mais  tous  mes  efforts  me  servirent  d'abord  qu'à  me 
mieux  faire  connaître  la  difficulté,  ce  qui  était  déjà  quelque 
chose.  Tout  ce  travail  fut  parfaitement  conscient. 

Là-dessus,  je  partis  pour  le  Mont  Valérien,  où  je  devais 
faire  mon  service  militaire  ;  j'eus  donc  des  préoccupations 
très  différentes.  Un  jour,  en  traversant  le  boulevard,  la 
solution  de  la  difficulté  qui  m'avait  arrêté  m'apparut  tout  à 
coup.  Je  ne  cherchai  pas  à  l'approfondir  immédiatement,  et 
ce  fut  seulement  après  mon  service  que  je  repris  la  question. 
J'avais  tous  les  éléments,  je  n'avais  qu'à  les  rassembler  et  à 
les  ordonner.  Je  rédigeai  donc  mon  Mémoire  définitif  d'un 
trait  et  sans  aucune  peine. 


III 


Je  me  bornerai  à  cet  exemple  unique  ;  il  est  inutile  de  les 
multiplier  ;  en  ce  qui  concerne  mes  autres  recherches, 
j'aurais  à  vous  faire  des  récits  tout  à  fait  analogues  ;  et  les 
observations  rapportées  par  d'autres  mathématiciens  dans 
l'enquête  de  V Enseignement  mathématique  ne  pourraient  que 
les  confirmer. 

Ce  qui  vous  frappera  tout  d'abord,  ce  sont  ces  apparences 
d'illumination  subite,  signes  manifestes  d'un  long  travail 
inconscient  antérieur  ;  le  rôle  de  ce  travail  inconscient,  dans 
l'invention  mathématique,  me  paraît  incontestable  et  l'on  en 
trouverait  des  traces  dans  d'autres  cas  où  il  est  moins  évident. 
Souvent,  quand  on  travaille  une  question  difficile,  on  ne  fait 
rien  de  bon  la  première  fois  qu'on  se  met  à  la  besogne  ; 
ensuite,  on  prend  un  repos  plus  ou  moins  long,  et  on  s'asseoit 
de  nouveau  devant  sa  table.  Pendant  la  première  demi-heure, 
on  continue  à  ne  rien  trouver  ;  puis,  tout  à  coup,  l'idée 
décisive  se  présente  à  l'esprit.  Oti  pourrait  dire  que  le  travail 
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conscient  a  été  plus  fructueux  parce  qu'il  a  été  interrompu 
et  que  le  repos  a  rendu  à  Tespril  sa  force  et  sa  fraîcheur. 
Mais  il  est  plus  probable  que  ce  repos  a  été  rempli  par  un 
travail  inconscient,  et  que  le  résultat  de  ce  travail  s'est 
révélé  ensuite  au  géomètre,  tout  à  fait  comme  dans  les  cas 
que  j'ai  cités  ;  seulement  la  révélation,  au  lieu  de  se  faire 
jour  pendant  une  promenade  ou  un  voyage,  s'est  produite 
pendant  une  période  de  travail  conscient,  mais  indépendam- 
ment de  ce  travail,  qui  joue  tout  au  plus  un  rôle  de  déclan- 
chement,  comme  s'il  était  l'aiguillon  qui  aurait  excité  les 
résultats  déjà  acquis  pendant  le  repos,  mais  restés  incons- 
cients, à  revêtir  la  forme  consciente. 

Il  y  a  une  autre  remarque  à  faire  au  sujet  des  conditions 
de  ce  travail  inconscient  ;  c'est  qu'il  n'est  possible  et,  en  tout 
cas,  qu'il  n'est  fécond  que  s'il  est,  d'une  part,  précédé,  et, 
d'autre  part,  suivi  d'une  période  de  travail  conscient.  Jamais 
(et  les  exemples  que  je  vous  ai  cités  le  prouvent  déjà  suffi- 
samment) ces  inspirations  subites  ne  se  produisent  sinon 
après  quelques  jours  d'efforts  volontaires,  qui  ont  paru 
absolument  infructueux  et  où  l'on  a  cru  ne  rien  faire  de  bon, 
où  il  semble  qu'on  a  fait  totalement  fausse  route.  Ces  efforts 
n'ont  donc  pas  été  aussi  stériles  qu'on  le  pense  ;  ils  ont  mis 
en  branle  la  machine  inconsciente,  et  sans  eux  elle  n'aurait 
pas  marché  et  elle  n'aurait  rien  produit. 

La  nécessité  de  la  seconde  période  de  travail  conscient, 
après  l'inspiration,  se  comprend  mieux  encore.  Il  faut  mettre 
en  œuvre  les  résultats  de  cette  inspiration,  en  déduire  les 
conséquences  immédiates,  les  ordonner,  rédiger  les  démons- 
trations. Mais  surtout  il  faut  les  vérifier.  Je  vous  ai  parlé  du 
sentiment  de  certitude  absolue  qui  accompagne  l'inspiration  ; 
dans  les  cas  cités,  ce  sentiment  n'était  pas  trompeur,  et  le 
plus  souvent  il  en  est  ainsi  ;  mais  il  faut  se  garder  de  croire 
que  ce  soit  une  règle  sans  exception  ;  souvent  ce  sentiment 
nous  trompe,  sans  pour  cela  être  moins  vif,  et  l'on  ne  s'en 
aperçoit  que  quand  on  cherche  à  mettre  la  démonstration 
sur  pied.  J'ai  observé  surtout  le  fait  pour  les  idées  qui  me 
sont  venues  le  matin  ou  le  soir  dans  mon  lit,  dans  un  état 
semi-hypnotique. 
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IV 


Tels  sont  les  faits,  et  voici  maintenant  les  réflexions  qu'ils 
nous  imposent.  Le  moi  inconscient  ou,  comme  on  dit,  le  moi 
subliminal  joue  un  rôle  capital  dans  l'invention  mathématique  ; 
cela  résulte  de  tout  ce  qui  précède.  Mais  on  considère  d'or- 
dinaire le  moi  subliminal  comme  purement  automatique.  Or 
nous  avons  vu  que  le  travail  mathématique  n'est  pas  un 
simple  travail  mécanique,  qu'on  ne  saurait  le  confier  à  une 
machine,  quelque  perfectionnée  qu'on  la  suppose.  Il  ne 
s'agit  pas  seulement  d'appliquer  des  règles,  de  fabriquer  le 
plus  de  combinaisons  possibles  d'après  certaines  lois  fixes. 
Les  combinaisons  ainsi  obtenues  seraient  extrêmement  nom- 
breuses, inutiles  et  encombrantes.  Le  véritable  travail  de 
l'inventeur  consiste  à  choisir  entre  ces  combinaisons,  de 
façon  à  éliminer  celles  qui  sont  inutiles  ou  plutôt  à  ne  pas 
se  donner  la  peine  de  les  faire.  Et  les  règles  qui  doivent 
guider  ce  choix  sont  extrêmement  fines  et  délicates  ;  il  est  à 
peu  près  impossible  de  les  énoncer  dans  un  langage  précis  ; 
elles  se  sentent  plutôt  qu'elles  ne  se  formulent  ;  comment, 
dans  ces  conditions,  imaginer  un  crible  capable  de  les 
appliquer  mécaniquement  ? 

Et  alors  une  première  hypothèse  se  présente  à  nous  ;  le 
moi  subliminal  n'est  nullement  inférieur  au  moi  conscient  ; 
il  n'est  pas  purement  automatique,  il  est  capable  de  discer- 
nement, il  a  du  tact,  de  la  délicatesse  ;  il  sait  choisir*  il  sait 
deviner.  Que  dis-je  ?  Il  sait  mieux  deviner  que  le  moi 
conscient,  puisqu'il  réussit  là  où  celui-ci  avait  échoué.  En 
un  mot,  le  moi  subliminal  n'est-il  pas  supérieur  au  moi 
conscient  ?  Vous  comprenez  toute  l'importance  de  cette 
question.  M.  Boutroux,  dans  une  conférence  faite  ici-même 
il  y  a  deux  mois,  vous  a  montré  comment  elle  s'était  posée  à 
des  occasions  toutes  différentes  et  quelles  conséquences 
entraînerait  une  réponse  affirmative. 

Cette  réponse  affirmative  nous  est-elle  imposée  par  les 
faits  que  je  viens  de  vous  exposer  ?  J'avoue  que,  pour   ma 
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part,  je  ne  Taccepterais  pas  sans  répugnance.  Revoyons  donc 
les  faits  et  cherchons  s'ils  ne  comporteraient  pas  une  autre 
explication. 

Il  est  certain  que  les  combinaisons  qui  se  présentent  à 
l'esprit,  dans  une  sorte  d'illumination  subite,  après  un  travail 
inconscient  un  peu  prolongé,  sont  généralement  des  combi- 
naisons utiles  et  fécondes,  qui  semblent  le  résultat  d'un  pre- 
mier triage.  S'ensuit-il  que  le  moi  subliminal,  ayant  deviné 
par  une  intuition  délicate  que  ces  combinaisons  pouvaient 
être  utiles,  n'a  formé  que  celles-là,  ou  bien  en  a-t-il  formé 
beaucoup  d'autres  qui  étaient  dépourvues  d'intérêt  et  qui 
sont  demeurées  inconscientes. 

Dans  cette  seconde  manière  de  voir,  toutes  les  combinai- 
sons se  formeraient  par  suite  de  l'automatisme  du  moi  subli- 
minal, mais,  seules,  celles  qui  seraient  intéressantes  péné- 
treraient dans  le  champ  de  la  conscience.  Et  cela  est  encore 
très  mystérieux.  Quelle  est  la  cause  qui  fait  que,  parmi  les 
mille  produits  de  notre  activité  inconsciente,  il  y  en  a  qui 
sont  appelés  à  franchir  le  seuil,  tandis  que  d'autres  restent 
en  deçà  ?  Est-ce  un  simple  hasard  qui  leur  confère  ce  privi- 
lège ?  Evidemment  non  ;  parmi  toutes  les  excitations  de  nos 
sens,  par  exemple,  les  plus  intenses  seules  retiendront  notre 
attention,  à  moins  que  celte  attention  n'ait  été  attirée  sur 
elles  par  d'autres  causes.  Plus  généralement,  les  phéno- 
mènes inconscients  privilégiés,  ceux  qui  sont  susceptibles 
de  devenir  conscients,  ce  sont  ceux  qui,  directement  ou 
indirectement,  affectent  le  plus  profondément  notre  sensi- 
bilité. 

On  peut  s'étonner  de  voir  invoquer  la  sensibilité  à  propos 
de  démonstrations  mathématiques,  qui,  semble-t-il  ne  peu- 
vent intéresser  que  l'intelligence.  Ce  serait  oublier  le  senti- 
ment de  la  beauté  mathématique,  de  l'harmonie  des  nombres 
et  des  formes,  de  l'élégance  géométrique.  C'est  un  véritable 
sentiment  esthétique  que  tous  les  vrais  mathématiciens  con- 
naissent. Et  c'est  bien  là  de  la  sensibilité. 

Or,  quels  sont  les  êtres  mathématiques  auxquels  nous  attri- 
buons ce  caractère  de  beauté  et  d'élégance  et  qui  sont  sus- 
ceptibles de  développer  en  nous  une  sorte  d'émotion  esthé- 
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tique  ?  Ce  sont  ceux  dont  les  éléments  sont  harmonieusement 
disposés,  de  façon  que  Tesprit  puisse  sans  effort  en  embras- 
ser Tensemble  tout  en  pénétrant  les  détails.  Cette  harmonie 
est  à  la  fois  une  satisfaction  pour  nos  besoins  esthétiques  et 
une  aide  pour  Tesprit,  qu'elle  soutient  et  qu'elle  guide.  Et, 
en  même  temps,  en  mettant  sous  nos  yeux  un  tout  bien  or- 
donné, elle  nous  fait  pressentir  une  loi  mathématique.  Or, 
nous  Tavons  dit  plus  haut,  les  seuls  faits  mathématiques 
dignes  de  recevoir  notre  attention  et  susceptibles  d'être 
utiles  sont  ceux  qui  peuvent  nous  faire  connaître  une  loi  ma- 
thématique. De  sorte  que  nous  arrivons  à  la  conclusion  sui- 
vante :  Les  combinaisons  utiles,  ce  sont  précisément  les  plus 
belles,  je  veux  dire  celles  qui  peuvent  le  mieux  charmer 
cette  sensibilité  spéciale  que  tous  les  mathématiciens  con- 
naissent, mais  que  les  profanes  ignorent  au  point  qu'ils  sont 
souvent  tentés  d'en  sourire. 

Qu'arrive-t-il  alors  ?  Parmi  les  combinaisons  en  très  grand 
nombre  que  le  moi  subliminal  a  aveuglément  formées,  pres- 
que toutes  sont  sans  intérêt  et  sans  utilité,  mais  par  cela 
même  elles  sont  sans  action  sur  la  sensibilité  esthétique  ;  la 
conscience  ne  les  connaîtra  jamais  ;  quelques  unes  seulement 
sont  harmonieuses,  et  par  suite  à  la  fois  utiles  et  belles  ; 
elles  seront  capables  d'émouvoir  cette  sensibilité  spéciale  du 
géomètre  dont  je  viens  de  vous  parler,  et  qui,  une  fois  exci- 
tée, appellera  sur  elles  notre  attention,  et  leur  donnera  ainsi 
l'occasion  de  devenir  conscientes. 

Ce  n'est  là  qu'une  hypothèse,  et  cependant  voici  une  obser- 
vation qui  pourrait  la  confirmer:  Quand  une  illumination 
subite  envahit  l'esprit  du  mathématicien,  il  arrive  le  plus  sou- 
vent qu'elle  ne  le  trompe  pas  ;  mais  il  arrive  aussi  quelque- 
fois, je  l'ai  dit,  qu'elle  ne  supporte  pas  l'épreuve  d'une  véri- 
fication ;  eh  bien,  on  remarque  presque  toujours  que  cette 
idée  fausse,  si  elle  avait  été  juste,  aurait  flatté  notre  instinct 
naturel  de  Télégance  mathématique. 

Ainsi  c'est  cette  sensibilité  esthétique  spéciale  qui  joue  le 
rôle  du  crible  délicat  dont  je  parlais  plus  haut,  et  cela  fait 
comprendre  assez  pourquoi  celui  qui  en  est  dépourvu  ne 
sera  jamais  un  véritable  inventeur. 
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Toutes  les  difficultés  n'ont  pas  disparu  cependant;  le  moi 
conscient  est  étroitement  borné;  quant  au  moi  subliminal, 
nous  n'en  connaissons  pas  les  limites,  et  c'est  pourquoi  nous 
ne  répugnons  pas  trop  à  supposer  qu'il  a  pu  former  en  peu 
de  temps  plus  de  combinaisons  diverses  que  la  vie  entière 
d'un  être  conscient  ne  pourrait  en  embrasser.  Ces  limites  exis- 
tent cependant  ;  est-il  vraisemblable  qu'il  puisse  former 
toutes  les  combinaisons  possibles,  dont  le  nombre  effrayerait 
l'imagination  ;  cela  semblerait  nécessaire  néanmoins,  car, 
s'il  ne  produit  qu'une  petite  partie  de  ces  combinaisons,  et 
s'il  le  fait  au  hasard,  il  y  aura  bien  peu  de  chance  pour  que 
la  bonne^  celle  qu'on  doit  choisir,  se  trouve  parmi  elles. 

Peut-être  faut-il  chercher  l'explication  dans  cette  période 
de  travail  conscient  préliminaire  qui  précède  toujours  tout 
travail  inconscient  fructueux.  Qu'on  me  permette  une  compa- 
raison grossière.  Représentons-nous  les  éléments  futurs  de 
nos  combinaisons  comme  quelque  chose  de  semblable  aux 
atomes  crochus  d'Epicure.  Pendant  le  repos  complet  de  l'es- 
prit, ces  atomes  sont  immobiles,  ils  sont  pour  ainsi  dire 
accrochés  au  mur  ;  ce  repos  complet  peut  donc  se  prolonger 
indéfiniment  sans  que  ces  atomes  se  rencontrent,  et,  par  con- 
séquent, sans  qu'aucune  combinaison  puisse  se  produire  entre 
eux. 

Au  contraire,  pendant  une  période  de  repos  apparent  et  de 
travail  inconscient,  quelques-uns  d'entre  eux  sont  détachés 
du  mur  et  mis  en  mouvement.  Ils  sillonnent  dans  tous  les 
sens  l'espace,  j'allais  dire  la  pièce  où  ils  sont  enfermés, 
comme  pourrait  le  faire,  par  exemple,  une  nuée  de  mouche- 
rons, ou,  si  vous  préférez  une  comparaison  plus  savante, 
comme  le  font  les  molécules  gazeuses  dans  la  théorie  ciné- 
tique des  gaz.  Leurs  chocs  mutuels  peuvent  alors  produire 
des  combinaisons  nouvelles. 

Quel  va  être  le  rôle  du  travail  conscient  préliminaire  ?  C'est 
évidemment  de  mobiliser  quelques-uns  de  ces  atomes,  de  les 
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décrocher  du  mur  et  de  les  mettre  en  branle.  On  croît  qu'on 
n'a  rien  fait  de  bon  parce  qu'on  a  remué  ces  éléments  de 
mille  façons  diverses  pour  chercher  à  les  assembler  et  qu'on 
n'a  pu  trouver  d'assemblage  satisfaisant.  Mais,  après  cette 
agitation  qui  leur  a  été  imposée  par  notre  volonté,  ces  atomes 
ne  rentrent  pas  dans  leur  repos  primitif.  Ils  continuent  libre- 
ment leur  danse.  Or,  notre  volonté  ne  les  a  pas  choisis  au 
hasard,  elle  poursuivait  un  but  parfaitement  déterminé;  les 
atomes  mobilisés  ne  sont  donc  pas  des  atomes  quelconques; 
ce  sont  ceux  dont  on  peut  raisonnablement  attendre  la  solu- 
tion cherchée.  Les  atomes  mobilisés  vont  alors  subir  des 
chocs,  qui  les  feront  entrer  en  combinaison,  soit  entre  eux, 
soit  avec  d'autres  atomes  restés  immobiles  et  qu'ils  seront 
venus  heurter  dans  leur  course.  Je  vous  demande  pardon 
encore  une  fois  ;  ma  comparaison  est  bien  grossière,  mais  je 
ne  sais  trop  comment  je  pourrais  faire  comprendre  autrement 
ma  pensée. 

Quoiqu'il  en  soit,  les  seules  combinaisons  qui  ont  chance 
de  se  former,  ce  sont  celles  où  l'un  des  éléments,  au  moins, 
est  l'un  de  ces  atomes  librement  choisis  par  notre  volonté. 
Or,  c'est  évidemment  parmi  elles  que  se  trouve  ce  que  j'ap- 
pelais tout  à  l'heure  la  bonne  combinaison.  Peut-être  y  a-t-il 
là  un  moyen  d'atténuer  ce  qu'il  y  avait  de  paradoxal  dans 
l'hypothèse  primitive. 

Autre  observation.  11  n'arrive  jamais  que  le  travail  incons- 
cient nous  fournisse  tout  fait  le  résultat  d'un  calcul  un  peu 
long  où  l'on  n'a  qu'à  appliquer  des  règles  fixes.  On  pourrait 
croire  que  le  moi  subliminal,  tout  automatique,  est  particu- 
lièrement apte  à  ce  genre  de  travail,  qui  est  en  quelque  sorte 
exclusivement  mécanique.  Il  semble  qu'en  pensant  le  soir 
aux  facteurs  d'une  multiplication,  on  pourrait  espérer  trou- 
ver le  produit  tout  fait  à  son  réveil,  ou  bien  encore  qu'un 
calcul  algébrique,  une  vérification,  par  exemple,  pourrait  se 
faire  inconsciemment.  Il  n'en  est  rien,  l'observation  le  prouve. 
Tout  ce  qu'on  peut  espérer  de  ces  inspirations,  qui  sont  les 
faits  du  travail  inconscient,  ce  sont  des  points  de  départ  pour 
de  semblables  calculs;  quant  aux  calculs  eux-mêmes,  il  faut 
l'^s  faire  dans  la  seconde  période  de  travail  conscient,  celle  qui 
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suit  rinspiration,  celle  où  l'on  vérifie  les  résultats  de  cette 
inspiration  et  où  Ton  en  tire  les  conséquences.  Les  règles  de 
ces  calculs  sont  strictes  et  compliquées;  elles  exigent  la  dis- 
cipline, l'attention,  la  volonté  et,  par  suite,  la  conscience. 
Dans  le  moi  subliminal,  règne,  au  contraire,  ce  que  j'appel- 
lerais la  liberté,  si  Ton  pouvait  donner  ce  nom  à  la  simple 
absence  de  discipline  et  au  désordre  né  du  hasard.  Seule- 
ment ce  désordre  même  permet  des  accouplements  inattendus. 

Je  ferai  une  dernière  remarque  :  quand  je  vous  ai  exposé 
plus  haut  quelques  observations  personnelles,  j'ai  parlé  d'une 
nuit  d'excitation,  où  je  travaillais  comme  malgré  moi  ;  les  cas 
où  il  en  est  ainsi  sont  fréquents,  et  il  n'est  pas  nécessaire 
que  l'activité  cérébrale  anormale  soit  causée  par  un  excitant 
physique  comme  celui  que  j'ai  cité.  Eh  bien,  il  semble  que, 
dans  ce  cas,  on  assiste  soi-même  à  son  propre  travail  incons- 
'Cient,  qui  est  devenu  partiellement  perceptible  à  la  conscience 
surexcitée  et  qui  n'a  pas  pour  cela  changé  de  nature.  On  se 
rend  alors  vaguement  compte  de  ce  qui  distingue  les  deux 
mécanismes  ou,  si  vous  voulez,  les  méthodes  de  travail  des 
deux  Ci  moi  ».  Et  les  observations  psychologiques  que  j'ai  pu 
faire  ainsi  me  semblent  confirmer  dans  leurs  traits  généraux 
les  vues  que  je  viens  d'émettre. 

Certes,  elles  en  ont  bien  besoin,  car  elles  sont  et  restent, 
malgré  tout,  bien  hypothétiques  :  l'intérêt  de  la  question  est 
si  grand  pourtant  que  je  ne  me  repens  pas  de  vous  les  avoir 
soumises. 


LE  NOUVEAU  DIPLOME  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES 
ET  L'AGRÉGATION   DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


La  question  de  la  préparation  aux  épreuves  du  Concours 
d'Agrégation  est  une  de  celles  qui  intéressent  le  plus  les 
Universités  provinciales  françaises.  Cet  intérêt,  je  le  dis  tout 
de  suite,  est  souvent  négatif  et,  à  enjuger  par  les  vœux  émis 
dans  différentes  Facultés,  il  semble  résulter  surtout  que  les 
efforts  nécessaires  à  la  préparation  des  candidats  sont  pres- 
que totalement  perdus  à  cause  du  très  petit  nombre  d'élèves 
dont  il  faut  s'occuper  et  du  nombre  encore  bien  plus  res- 
treint de  ceux  qui  parviennent  au  résultat  convoité.  Et,  pen- 
dant le  temps  consacrée  ces  rares  élèves,  d'autres,  beaucoup 
plus  nombreux,  qui  suivent  les  cours  en  vue  des  Certificats 
d'Etudes  supérieures  manquent  de  conférences  supplémen- 
taires qui  leur  seraient  des  plus  utiles. 

D'autre  part,  pour  le  professeur,  les  conférences  d'Agréga- 
tion sont  une  charge  des  plus  lourdes  et  des  plus  ennuyeu- 
ses. Ce  professeur  est  naturellement  chargé  de  cours  corres 
pondants  aux  Certificats  d'Etudes  supérieures  et,  bien  qu'au 
fond  le  programme  d'Agrégation  n'excède  pas  le  niveau  des 
Certificats  précédents,  il  est  beaucoup  plus  étendu,  exige  de 
grands  développements  sur  des  problèmes  à  énoncés  fort 
longs,  comprend  de  la  Géométrie  analytique,  de  la  Géométrie 
élémentaire  et  comme,  de  plus,  il  faut  aussi  surveiller  les  le- 
çons que  les  candidats  s'exercent  à  faire,  il  y  a  là  matière  à 
plusieurs  enseignements  différents.  Que  Ton  se  représente 
en  outre  ledit  professeur  comme  animé  du  désir  de  faire  pro- 
gresser la  Science,  de  mettre  au  jour  des  travaux  personnels 
sur  des  sujets  qui  ne  peuvent  guère  coïncider  avec  ceux  des 
programmes  d'Agrégation  et  l'on  comprendra  à  quelle  gym- 
nastique intellectuelle,  fatigante  et  peu  utile,  il  doit  se  livrer. 
Ce  n'est  d'ailleurs  pas  là  une  opinion  personnelle;  tous  les 
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collègues  que  j'ai  pu  interroger  la  partagent.  Et,  si  des  ma- 
thématiciens nous  passons  aux  physiciens,  les  ennuis  semblent 
être  les  mêmes. 

Ceci^  je  me  hâte  de  Tajouter,  n'est  qu'une  pure  description 
de  la  question.  J'estime  qu'il  ne  m'appartient  nullement  d'in- 
diquer un  remède  et  d'ailleurs  je  serais  fort  embarrassé  de  le 
faire. 

Pour  les  uns  la  préparation  à  l'Agrégation  —  partie  péda- 
gogique —  devrait  être  localisée  dans  un  petit  nombre  de 
Facultés  et  serait  Tœuvre  d'un  personnel  spécial,  pour  les 
autres,  plus  radicaux,  on  ne  s'en  occuperait  plus  du  tout, 
celle-ci  devenant  une  spécialité  exclusive  de  l'Ecole  normale 
supérieure.  A  coup  sûr,  la  seconde  solution  est  encore  plus 
commode  pour  le  personnel  enseignant,  mais  combien  égoïste 
si  Ton  songe  aux  candidats  malheureux  quant  à  l'admission  à 
l'Ecole  normale.  Ces  derniers,  réduits  à  leurs  propres  forces, 
ne  trouvant  plus  personne  pour  les  préparer,  croiraient  qu'il 
n'y  a  plus  de  chance  de  réussite  que  pour  les  normaliens  et 
abandonneraient  tout  espoir  d'être  jamais  agrégés. 

Laissant  ces  troublantes  questions,  je  vais  montrer  que  les 
Facultés  des  Départements  peuvent  jouer  un  rôle  très  utile 
dans  la  formation  des  futurs  agrégés,  s'il  est  possible  de  faire 
travaillerd'abord  ceux-ci  dansunevoienettementscientifique. 

Et  la  récente  réforme  des  programmes,  le  prouve  suffisam- 
ment. 


* 


Ce  qui  précède  est  relatif,  en  effet,  à  la  préparation  au 
Concours  d'Agrégation  proprement  dit.  Or  ce  Concours  n'est 
plus  maintenant  un  but  unique  vers  lequel  les  licenciés  mar- 
chent sans  étape.  Nul  n'y  peut  être  candidat  s'il  n'a  obtenu 
d'abord  un  diplôme  institué  par  Arrêté  ministériel  du  18  juin 
1904  et  dénommé  Diplôme  d'Etudes  supérieures. 

Voici  d'ailleurs  le  texte  même  indiquant  les  conditions  de 
délivrance  de  ce  titre  : 

Le»  candidats  au  diplôme  d'études  supérieures  doivent  satisfaire  aux 
épreuves  ci -après  : 

a)  Composition  d'un  travail  écrit  sur  un  sujet  agréé  par  la  Faculté  ; 

L'En8eigneinent  mathém.,  10«  année  ;  1908.  ^ 
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b)  Interrogation  sur  ce  travail  et  sur  des  questions  données  trois  mois 
au  moins  à  l'avance  et  se  rapportant  à  la  même  partie  des  mathématiques. 

Le  travail  peut  consister  soit  en  recherches  originales,  soit  dans  l'exposé 
partiel  ou  total  d'un  cours  d'ordre  supérieur.  Dans  ce  dernier  cas,  par  a  exposé  » 
on  doit  entendre  soit  le  résumé  simpHGé  du  mémoire  ou  du  cours,  soit  le 
développement  détaillé  de  résultats  ou  de  méthodes  que  l'auteur  ou  le  pro- 
fesseur n'a  fait  qu'indiquer. 

Est  tenu  pour  équivalent  au  diplôme  d'études  supérieures  de  mathéma- 
tiques un  des  certificats  suivants  délivrés  en  conformité  du  décret  du  22 
janvier  1896  sur  la  Licence  :  Géométrie  supérieure,  analyse  supérieure, 
physique  mathématique,  mécanique  céleste,  mécanique  physique  et  expéri- 
mentale. 

On  voit  qu'au  delà  de  la  Licence,  les  membres  de  TEnsei- 
gnement  supérieur  sont  conduits  à  initier  leurs  élèves  à  une 
science  plus  élevée  et  à  leur  donner  une  idée  d'un  travail  pré- 
sentant quelque  originalité.  Cela  sera  surtout  vrai  dans  les 
Facultés  de  province  où  les  Certificats  d'Etudes  supérieures 
sont  peu  nombreux  et  où  manque  la  ressource  de  conquérir 
un  des  certificats  supplémentaires  mentionnés  ci-dessus. 

On  ne  peut  donc  qu'applaudir  à  cette  innovation  dont  je 
me  propose  d'indiquer  les  résultats  obtenus  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Montpellier.  Quatre  Diplômes  d'Etudes  supérieu- 
res y  ont  été  délivrés  jusqu'ici  et  je  vais  en  parler  brièvement 
en  les  rangeant  simplement  dans  l'ordre  des  dates. 

Le  premier  travail  dont  l'exécution  fut  dirigée  par  M.  S. 
Dautheville,  professeur  de  Mécanique  rationnelle,  a  pour  au- 
teur M.  Dellag  qui  a  ainsi  obtenu  le  diplôme  le  28  juin  1907. 
Ce  travail  consiste  en  une  traduction,  avec  commentaires,  du 
mémoire  de  M.  A.  Kneser  Die  StabilitàL  des  Gleicligewichts 
hàngender  schn'erer  Fàden  (Journal  fur  die  reine  iind  ange- 
ivandte  Mathemalik,  B.  ±25).  Je  rappelle  que  M.  Kneser  y  re- 
vient sur  le  fameux  problème  de  la  stabilité  de  Téquilibre  si 
ingénieusement  discuté  par  Dirichlet;  il  montre  toutefois 
que  les  conclusions  de  Dirichlet  ne  sont  pas  absolument  ri- 
goureuses dans  le  cas  de  systèmes  dépendant  d'un  nombre 
infini  de  paramètres,  tel  un  fil  suspendu,  et  il  se  propose 
de  rétablir  la  rigueur.  C'est  ce  sujet  que  M.  Dellac  a  étudié 
et  commenté. 

Le  second  travail  dirigé  par  M.  Pierre  Boutroux,  maître  de 
conférences,  est  du  à  M.  Perfetti  qui  en  a  soutenu  le  sujet 


r 


f 
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le  29  juin  1907.  Ce  travail  a  pour  titre  :  Sur  la  singularité  à 
l'origine  des  intégrales  de  l'équation 

OÙ  a  est  une  constante  et  oii  les  A  sont  des  polynômes.  Dans 
une  première  partie  l'auteur  montre  que  Torigine  est  un 
point  transcendant  directement  critique  pour  les  intégrales 
de  l'équation  réduite 

où  a  et  )3  sont  des  constantes.  Dans  une  seconde  partie  il  étend 
par  voie  de  continuité  à  Féquatign  générale  les  résultats 
trouvés  pour  l'équation  réduite.  J'ai  plaisir  à  mentionner  que 
M.  Perfetti  se  propose,  quand  il  sera  débarrassé  du  concours 
d'Agrégation  proprement  dit,  de  compléter  ce  mémoire  et 
de  le  publier. 

J'en  arrive  maintenant  à  un  troisième  travail  dû  à  M.  Char- 
KASSE,  répétiteur  au  Lycée  de  Nice,  travail  examiné  par  M.  Fa- 
BRY,  professeur  de  Calcul  infinitésimal,  et  soutenu  par  son  au- 
teur le  18  janvier  1908.  11  s'agit  cette  fois  de  Géométrie  su- 
périeure et  plus  particulièrement  de  théorèmes,  dus  à  M. 
Darboux,  dont  les  démonstrations  ont  subi  decertaines  varian- 
tes. On  aura  une  idée  des  recherches  de  M.  Charrasse  en  se 
reportant  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (décem- 
bre 1907)  ou,  sous  le  titre  Sur  un  théorème  relatif  à  la  défor- 
mation des  surfaces  gauches,  il  reprend  notamment  la  dé- 
monstration du  théorème  suivant  :  Toutes  les  surfaces  gau- 
ches dont  la  ligne  de  striction  coupe  les  génératrices  à  angle 
droit  et  pour  lesquelles  le  paramètre  de  distribution  des  gé- 
nératrices est  constant  sont  applicables  sur  une  alysséide. 
(G.  Darboux,  Théorie  générale  des  surfaces,  T.  111,  p.  312). 

Enfin  le  quatrième  diplôme  a  été  obtenu  par  M.  A.  Costabkl 
le  23  juin  1908  avec  un  mémoire  intitulé  Sur  le  prolongement 
analytique  d'une  fonction  méromorphe.  C'est  moi,  en  ma 
qualité  de  maître  de  conférences,  qui  ai  dirigé  les  recher- 
ches de  M.  Costabel.  Je  suis  complètement  dispensé  d'indi- 
quer en  quoi  consiste  ce  dernier  travail  par  le  fait  qu'on  en 
trouvera  un  résumé  à  la  suite  du  présent  article;  Et  j'estime 
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que  cette  publication  montrera  mieux  que  toute  description 
ce  que  Ton  peut  exiger  ou  attendre  des  candidats  au  Diplôme 
d'Etudes  supérieures.  Il  va  sans  dire  que  je  laisse  à  M.  Cos- 
tabel  la  responsabilité  de  sa  rédaction. 


* 


Comme  conclusion,  il  me  semble  utile  dMnsister  —  surtout 
dans  une  Revue  internationale  —  non  pas  seulement  sur  le 
nouveau  diplôme  considéré  comme  échelon  ne  devant  jamais 
être  franchi  que  par  des  candidats  à  TAgrégation  française, 
mais  tout  au  contraire  sur  son  caractère  général  et  indénia- 
blement scientifique.  Il  ne  peut  être  comparé  au  Doctorat, 
bien  qu'il  puisse  donner  lieu  à  de  véritables  petites  thèses 
et  qu'on  ait  même  débattu  la  question  de  savoir  si  l'on  n'exi- 
gerait pas  des  candidats  un  résumé  imprimé.  Toutefois  les 
exigences  à  cet  égard  étaient  modestes;  il  n'a  jamais  été  ques- 
tion de  demander  plus  de  ^row  pages  du  format  des  Comptes 
Rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris.  Mais,  d'autres 
part,  le  diplôme  témoigne  de  connaissances  supérieures  à 
celles  des  licenciés. 

M.  Dellac  a  approfondi  une  question  qui  n'est  pas  du  tout 
classique,  le  classicisme  consistant  précisément,  en  matière 
de  stabilité,  à  s'en  tenir  aux  démonstrations  de  Dirichlet. 
M.  Perfetti  a  étudié  une  question  qui  peut  être  considérée 
comme  une  introduction,  dans  un  cas  particulier,  aux  recher- 
ches de  M.  Pierre  Boutroux  sur  les  intégrales  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre.  M.  Gharrasse  a  dû  étudier, 
beaucoup  plus  que  n'exige  le  programme  de  la  licence,  la 
Théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux  et  M.  Costabel  témoigne 
d'une  connaissance  des  Leçons  sur  les  séries  divergentes  de 
M,  E.  Borel  et  de  mes  propres  travaux  très  suffisante  pour 
aborder  les  savantes  Notes  publiées  par  M.  Mittag-Leffler 
dans  les  Acta  Mathematica. 

Je  puis  signaler  aussi  les  travaux  d'étudiants  en  Physique 
dirigés  à  Montpellier  par  M.  le  Professeur  Meslin.  L'un  d'eux, 
M.  Boutaric,  a  notamment  publié  une  Etude  théorique  des 
phénomènes  de  diffraction  présentés  par  des  réseaux  circu^ 


SUR   LE   PROLOSGEMENT  ASALYTIQi  E  377 

laires  ou  rectilignes  Journal  de  Physique^  avril  1908  ,  ce  qui 
prouve  que  le  succès  du  nouveau  diplôme  n'est  pas  moindre 
dans  le  clan  des  physiciens  que  dans  celui  des  géomètres. 

Je  serais  heureux  d'inspirer  à  quelque  étudiant  étranger 
le  désir  de  le  conquérir  et  heureux  d'autre  part  si  la  prépa- 
ration à  l'Agrégation  n'entraînait  plus  dans  l'avenir,  pour 
les  membres  de  l'Enseignement  supérieur,  que  la  considé- 
ration de  travaux  de  la  nature  indiquée. 

A.  BuHL.  ^Montpellier}. 


SUR  LE  PROLONGEMENT  ANALYTIQUE 
D'UNE  FONCTION  MÉROMORPHE» 


1.  —  Les  méthodes  de  prolongement  anal}^ique  reposent 
surtout  sur  un  théorème,  dû  à  Weierstrass,  d'après  lequel 
toute  fonction  définie  hors  d'un  cercle  taylorien,  et  coïnci- 
dant dans  celui-ci  avec  l'élément  de  fonction  y  relatif,  pro- 
longe l'élément  considéré.  Une  des  méthodes  les  plus  remar- 
quables, étudiée  surtout  par  MM.  Borel  et  Mittag-Lefflkr 
consiste  à  construire  effectivement  le  prolongement  au  moyen 
d'expressions  linéaires  où  ne  figurent  que  des  polynômes 
constitués  eux-mêmes  par  des  fragments  du  développement 
taylorien  connu.  M.  A.  Buhl  est  revenu,  par  des  formules 
très  simples,  sur  la  méthode  en  question  [BulL  des  Sciences 
mathém,,  1907  et  1908).  Je  me  propose  de  reprendre  les  ré- 
sultats de  M.  Buhl  et  d'en  tirer  quelques  applications  et 
remarques  nouvelles. 

Je  me  bornerai,  pour  plus  de  simplicité,  à  une  fonction  mé- 
romorphe  F(.r)  ayant  des  pôles  a*  de  résidus  Ajt. 

Je  forme  d'abord  Tétoile  de  M.  Mittag-Lefller  obtenue  en 
traçant  des  demi-droites  issues  desû*  et  opposées  à  l'origine. 


^  Résumé  d'un  trayail  présenté  à  la  Faculté  des   Sciences  do  Montpellier,  le  S3  juin  1908, 
pour  l'obtention  du  Diplôme  d'Etudes  supérieures. 
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Tout  contour  C  entourant  Torigine  (supposée  point  régulier) 
peut  grandir  en  s'étoilant  entre  les  coupures  fornnant  l'étoile 
mais  sans  jamais  franchir  celles-ci.  Pour  un  tel  contour  on 
aura  la  formule  fondamentale  de  Cauchy  : 


Ziit  Je,  z  —  X 


Si  C  se  réduit  à  un  cercle  n'enfermant  aucun  «*  on  aura  la 
formule  de  Taylor  : 

J'en  considère  la  somme  des  n  +  1  premiers  termes,  soit 

Soit  maintenant  /({)  une  fonction  entière.  J'aurai  pour 
celle-ci  la  formule  de  Taylor,  valable  quel  que  soit  le  con- 
tour r, 

Soit  Cn  le  {n  +  1)'*"*  terme  de  ce  développement.  On  met 
immédiatement  le  produit  CnSn  sous  forme  d'une  inté'j^rale 
double  et,  en  s'appuyant  sur  les  identités 


n=  X 


^       ^«+i.„4i      «    ~^wi+i         "^^  (î». ,«+»""   C  —  Ç       Çz  —  ix 

vraies  si  |  $  |  <  |  Ç  !  et  si  I  J.r  I  <  I  Ç3  I ,  on  trouve  la  formule 
fondamentale 


/t=  oc 


Quels  que  soient  (  et  .r  on  peut  toujours  imaginer  que  le 
contour  F  soit  un  cercle  de  rayon  |  Ç  ]  assez  grand  pour  que 
les  inégalités  précédentes  soient  vérifiées. 

2.  —  M.  Buhl  a  étudié  la  formule  précédente  en  commen- 
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çanl  par  intégrer  par  rapport  à  z.  Je  me  propose  de  retrouver 
ses  résultats  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  Ç.  Le  second 
membre  de  (1)  peut  immédiatement  s'écrire 

D'après  les  inégalités  fondamentales  accompagnant  la  for- 
mule (1)  on  voit  que  l'intégration  en  (  donne  immédiatement 

d'où 


/!=  00 


Supposons  les  pôles  ak  rangés  par  modules  croissants.  Soit 
un  cercle  Ck  ayant  l'origine  pour  centre  et  passant  entre  û*  et 
ak^\.  La  théorie  des  résidus  donne,  le  contour  C  étant  tou- 
jours supposé  intérieur  à  Cj^, 

(3)  2in  Jcf,       2in  Je  ""  ^  ^  Vû^/  fljt(a^  -  x)  ' 

k 

le  sigma  étant  relatif  à  tous  les  pôles  Uk  contenus  entre  Cjt  et  C. 
Reste  à  évaluer 

^  '  2in  JCk^\z  )  z[z--x)  ' 

Pour  cela  on  peut  imaginer  que  la  circonférence,  C*  soit 
une  couronne  de  Laurent  aussi  étroite  qu'il  le  faudra.  Pourz 
dans  cette  couronne  on  aura 

FW=  J-   f  ¥[u)(-  +-i  +  ..  ^rf,|^-  J-    f  V{u](^-\^\  +  ..\du. 
livJCf^  \a        M»    '         /  2ijrt/C|.  \z    ^    z^   ^       ) 

D'ailleurs  on  a  aussi 

.(V)  =  .  +  r,t  +  ,.(Ç)'+... 

1  \  X  X* 


=  T  +  r.  +  n  +  --- 


Z  X  z  z 
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Or,  si  Ton  forme  maintenant  Texpression 


V  5/   2(3  — 


on  en  fera  une  série  procédant  suivant  les  puissances  posi- 
tives et  négatives  de  z  et  l'intégrale  (4)  sera  une  série  dont 
tous  les  termes  seront  nuls  à  l'exception  de  celui  qui  con- 
tient z  à  la  puissance  —  1. 

On  a  alors  pour  représenter  (4)  l'expression 

Avec  ce  nouveau  résultat  les  formules  (2),  (3),  (4)  donnent 


FUI  =  'S!  ï^il»  + 'S!  Afî/      ""* 


*  c..s^       .«-•     \  au)        xki 


(A)       ' 


«=«  ^.      I    ^.  e    I  I    ^.         en— 1 


C'est  bien  la  formule  donnée  par  M.  Buhl  dans  son  mé- 
moire Sur  la  représentation  des  fonctions  méromorphes  par 
des  séries  de  polynômes  tayloriens,  [Bull,  des  Sciences  ma- 
thém,,  1908). 

3.  —  Dans  ce  travail  je  ne  me  propose  pas  une  étude  com- 
plète de  la  formule  (A),  mais  seulement  du  cas  où  le  second 
membre  de  cette  formule  peut  se  réduire  au  premier  sigma. 
Pour  cela  imaginons  que  |  ^  |  croisse  indéfiniment  dans  une 
direction  issue  de  l'origine  et  choisie  de  telle  manière  qu'il 
en  soit  de  même  de  |/{{)!.  Alors  on  voit  facilement  que  le 
dernier  sigma  de  (A)  tend  vers  zéro.  Si  de  plus,  pour  ||| 
croissant  comme  il  est  indiqué,  on  a  toujours 

{=x   ni) 
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la  formule  (A)  se  réduit  à 


c„  s. 


C*est  le  type  général  des  formules  de  sommabilité  de 
M.  Borel.  Quant  à  la  condition  (B),  on  conçoit  qu'elle  ne  peut 
être  réalisée  que  pourx  dans  une  certaine  région  du  plan  où 
Ton  cherche  à  définir  F(x).  Je  dirai  que  c'est  la  région  de 
sommabilité  Adin^  laquelle  la  formule  (C)  est  valable. 

4.  —  La  formule  (A)  a  été  établie  dans  le  cas  où  les  pôles  de 
F(j:)  étaient  simples.  Si  ce  sont  des  pôles  multiples  d'ordre  //, 
on  voit,  d'après  une  formule  bien  connue,  que  le  second 
membre  de  (3),  et  par  suite  le  second  sigma  de  (A),  contien- 
nent linéairement 

et  non  pas  seulement  la  première  de  ces  quantités.  Alors  la 
condition  (B)  est  à  remplacer  par  n  conditions  qui,  cas  très 
important,  se  confondent  si  /(^)  =:  e^. 


Etude  de  la.  formule  (C). 

5.  —  La  formule  (C)  ne  sera  applicable,  si  n  est  l'ordre  de 
multiplicité  des  pôles  de  F(x),  que  pour  x  situé  dans  des  ré- 
gions du  plan  telles  que  Ton  ait 

lim    — -p^  =0  .  1  =  0,  1,  2 /i  ~  1  . 


« 


Si  ces  n  conditions  sont  réalisables,  il  s'ensuit  notamment 
que  la  formule  (G)  est  n  —  1  fois  dérivable  dans  le  cas  où 
¥{x)  serait  une  fonction  à  pôles  simples  car  la  [n  —  !)**"•  dé- 
rivée a  alors  des  pôles  d'ordre  n,  La  formule  (C)  est  même 
indéfiniment  dérivable  si  /*($)  =  e^.  Ce  résultat  a  été  signalé 
par  M.  Borel.  On  pourrait  le  généraliser  mais  il  est  partiou- 
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lièrement  évident  quand  la  fonction  sommalrice  est  la  fonc- 
tion exponentielle. 

La  méthode  de  sommation  exponentielle  est  donc  particu- 
lièrement importante.  Je  me  propose,  dans  ce  qui  suit,  de 
retrouver  les  résultats  de  M.  Borel  concernant  les  fonctions 
sommatrices 

/•,f)  =  e*^  ,  /-(Ç)  =  e*^    ,     (p  entier) 

et  d'étudier  en  outre  le  cas  de 


6.  —  Méthode  de  sommation  exponentielle,  —  C'est  le  cas 
où  Ton  prend  /($j  =  e^.  Cherchons  les  points  x  pour  lesquels 
on  ait 


€    * 


lira      -y  =  0  . 
Ç  =  00      e^ 

Posons  pour  cela 

Envoyons  $  à  Tinfini  dans  la  direction  d'argument  ûj.  La  li- 
mite à  chercher  est  celle  d'une  exponentielle  dont  l'exposant 
est 

p(co8  w-f-  (sin  0))  I  —  C08  (6  —  tJ  H-  —  i  sin  (6  —  Tt)  —  il. 

L«*  «A  *  J 

Cette  exponentielle  tendra  vers  0  si  la  partie  réelle  de  l'ex- 
posant croît  indéfiniment  par  valeurs  négatives,  ce  qui  exige 

r 

—  cos  |w  -}-  6  —  T..)  —  C08  0»  ■<  0   . 

Considérons  la  droite  d'équation 

r 

—  cos  (»  +  6  —  Tr.)  —  cos  «  =  0  . 

«A 

Si  (û  est  compris  entre  —  ^  et  +  ^  l'inégalité  précédente 
est  vérifiée  pour  tous  les  points  situés  du  même  côté  que 
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rorigine  par  rapport  à  cette  droite.  Comme  à  chaque  pôle  de 
la  fonction  F  correspond  une  droite,  la  région  des  points  du 
plan  où  la  formule  (B)  sera  applicable  sera  formée  par  la  ré- 
gion située  du  même  côté  que  Torigine  par  rapport  à  toutes 
ces  droites;  c'est  donc  une  région  polygonale,  appelée /?o^y- 
gone  de  sommabiliti. 

Si  ct>  est  compris  entre  ^  et  -^  l'inégalité  précédente  n'est 

alors  vérifiée  que  pour  les  points  du  plan  situés  de  l'autre 
côté  de  l'origine  par  rapport  à  la  droite  précédente. 

Dans  ce  cas  la  région  de  sommabilité,  si  elle  existe,  est 
constituée  par  tous  les  points  du  plan  situés  de  l'autre  côté 
de  Torigine  par  rapport  à  toutes  ces  droites.  Elle  n'existe  que 
si  Y{x)  se  réduit  à  une  fraction  rationnelle  car  alors  le  der- 
nier terme  de  (A)  n'existe  pas.  Si  ce  terme  était  conservé  il 
ne  pourrait  disparaître  pour  |f|  croissant  dans  la  direction 
indiquée,  e^  ne  croissant  pas  alors  indéfiniment. 

7.  —  Etude  du  polygone  de  sommabilité,  —  Le  côté  du 
polygone  de  sommabilité  relatif  au  point  singulier  a^,  x^  ^ 
pour  équation 

X  C08   f«t>    —   T^)  r  Sin   ('■»  —   T|^.)     —   «jt  POS   Cl)  =  0   . 

Le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  est  cotg  (w  —  -.^  ;  le 
coefficient  angulaire  de  la  droite  joignant  l'origine  au  point 
(«1^,  T|t)  esttg  T|^.  L'angle  y  de  ces  deux  droites  se  calcule  fa- 
cilement et  est  égal  à 


ff 


?=  2"" 


d'où  la  propriété  suivante  : 

Les  droites  joignant  l'origine  aux  points  singuliers  de  la 
fonction  F  font  avec  les  côtés  du  polygone  passant  par  ces 

points  des  angles  constants  égaux  à  7,  —  &) . 

Dans  le  cas  où  &)  =  0  l'angle  précédent  est  droit,  et  les 
côtés  du  polygone  correspondant  aux  points  singuliers  situés 
sur  le  cercle  de  convergence  sont  tangents  à  ce  cercle.  Le 
cercle  de  convergence  est  alors  situé  tout  entier  à  l'intérieur 
du  polygone  de  sommabilité. 
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Au  contraire  si  co  est  différent  de  0  mais  compris  entre 

—  ^  et  +  ^ ,  certains  côtés  du  polygone  de  sommabilité  sont 

sécants  par  rapport  au  cercle  de  convergence,  et  il  y  a  alors 
une  région  du  cercle  de  convergence  qui  est  extérieure  au 
polygone  de  sommabilité  ;  ce  qui  nous  conduit  à  cette  re- 
marque curieuse,  que,  pour  les  points  d'une  région  du  plan 
où  la  série  de  Taylor  est  convergente,  la  sommabilité  peut 
ne  pas  avoir  lieu.  Le  cas  de  w  =  0  est  celui  étudié  d'abord 
par  M.  Borel. 

Pour  0)  =  Hh  -  le  polygone  de  sommabilité  est  réduit  au 

point  origine. 

Quand  o)  varie  chaque  côté  du  polygone  tourne  autour  du 
point  singulier  y  relatif]  dans  le  même  sens.  Ces  côtés  font 
tous  des  angles  égaux  avec  les  droites  joignant  les  dits  points 
singuliers  à  l'origine. 

Les  sommets  du  polygone  de  sommabilité  ou,  plus  généra- 
lement, les  points  de  rencontre  de  deux  côtés  du  polygone  dé- 
crivent des  cercles  passant  par  l'origine  et  les  deux  points 
singuliers,  correspondants. 

Proposons-nous  le  problème  suivant. 

A  quelles  conditions  le  point  de  rencontre  de  deux  côtés 
correspondants  à  deux  points  singuliers  sera-t-il  sommet  du 
polygone  de  sommabilité  pour  une  valeur  de  w;  et  à  quelles 
conditions  le  restera-t-il  quel  que  soit  a. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  point  de 
rencontre  de  deux  côtés  correspondants  à  deu.x  points  sin- 
guliers a^,  a,  soit  un  sommet  du  polygone  de  sommabilité, 
quel  que  soit  «,  est  qu'il  n'y  ait  aucun  point  singulier  de  la 
fonction  F  à  l'intérieur  du  cercle  passant  par  l'origine  et  les 
points  singuliers  a^,  a,. 

La  condition  est  nécessaire,  il  suffit  de  montrer  pour  cela 
que  s'il  existait  un  point  singulier  a^  à  l'intérieur  du  cercle 
«iOûJ,,  le  point  M  de  rencontre  des  côtés  «i,  a^  serait  séparé 
de  l'origine  par  le  côté  a^.  Donc  OM  serait,  quel  que  soit  a>, 
coupé  par  le  côté  relatif  à  «g  en  un  point  Q  situé  entre  O  et  M. 

Le  lieu  du  point  Q  quand  u  varie,  est  un  cercle  passant 


SUB    LE   PROLONGEMENT   ANALYTIQUE  385 

par  «3,  O,  et  tangent  en  O  au  cercle  a^O^a.  On  a  en  eflet 


MQtf, 
/\ 

/\ 
QMP 

/\ 
MQa, 


ir  —  QP«i--  QMP  , 
axOat  =  Ti  —  Ts  , 


=  axa%0  =  const  , 

=  ir  —  (  T,  —  T,)  — 


atUtO 


=  const 


Donc  le  point  Q  décrit  un  cercle  et  la  tangente  à  ce  cercle 
au  point  O  fait  avec 
le  côté  0^3  l'angle 

ic  —  (Ti  —  Tb)  —  atfltO  . 

De  même  la  tan- 
gente au  cercle  a^afi 
au  point  O  fait  avec 
0^3  l'angle 


qui  est  égal  à 


/\ 


ir  —  (Ti  —  T|)   -  flitfiO  . 


Fig.  1, 


Le  point  Q  est  donc 
à  l'intérieur  du  cercle  rt^Ortj  et  il  est,  quel  que  soit  w,  com- 
pris entre  O  et  M. 

La  condition  est  suffisante  car,  s'il  existait  un  côté  du  po- 
lygone séparant  le  point  M  du  point  O,  on  voit  en  s'aidant 
de  la  démonstration  précédente  que  ce  point  singulier 
auquel  ce  côté  correspondrait  serait  situé  à  l'intérieur  du 
cercle  a^Oa^.  Ce  que  l'on  ne  suppose  pas. 

Ces  propriétés  géométriques  nous  permettent  de  cons- 
truire les  seuls  côtés  utiles  intervenant  dans  la  formation  du 
polygone  de  sommabilité. 

8.  —  Région  de  sommabilité  obtenue  par  la  variation  de  w. 
—  Déterminons  toute  la  région  constituée  par  les  points  du 
plan  pour  lesquels  la  série  de  Taylor  de  la  fonction  sera  som- 
mable  pour  une  valeur  de  (ù  au  moins  ;  il  existe  en  eflet  des 
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régions  du  plan  qui  sont  situées  dans  des  polygones  de  som- 
mabilité  correspondant  à  de  certaines  valeurs  de  w  et  ne  sont 
pas  à  l'intérieur  d'autres  polygones  de  sommabilité  corres- 
pondant à  d'autres  valeurs  de  &>. 

Or  tout  point  sommet  du  polygone  de  sommabilité  pour 
une  valeur  de  u  Test  pour  toutes  les  valeurs  de  o»  comprises 

entre  —  ^  et  +■  7  ;  et  lorsque  0»  varie  entre  ces  limites,  ces 

points  sommets  du  polygone  décrivent  entièrement  leur  cir- 
conférence lieu. 

Il  résulte  donc  que  la  région  de  sommabilité  sera  limitée 

par  des  cercles  passant 
par  l'origine  et  par  les 
groupes  de  deux  points 
singuliers  auxquels  cor- 
respondent les  sommets 
du  polygone.  Dans  le  cas 
où   ct)   est  compris  entre 

,       TT  Oit    I 

+  -^  et  +  Y  *^  région  ex- 
térieure de  sommabilité 
n'existe  qu'autant  que  la 
fonction  F(.r)  est  une  frac- 
tion rationnelle.  Il  est  de 
plus  nécessaire  et  suffi- 
sant que  les  pôles  de  cette 
Fig.  2.  fonction  soient  tels  qu'il 

en  existe  deux  d'entre 
eux  tels  que  le  cercle  passant  par  l'origine  et  ces  deux  points 
contienne  tous  les  autres.  La  région  de  sommabilité  est  alors 
l'angle  limité  par  les  côtés  correspondants  à  ces  deux  points  ; 
région  située  de  l'autre  coté  de  l'origine  par  rapport  à  ces 
deux  côtés.  Ceci  nous  permet  de  déterminer  la  région  totale 

de  sommabilité  lorsque  &>  varie  de  ^  à  —  . 

9.  —  Méthode  de   sommation    exponentielle   généralisée. 
Elle    correspond    à    l'emploi    de    la    fonction    sonnnatrice 

fil)  =  c'*  1  p  étant  entier. 
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Cherchons  les  points  .r  du  plan  vérifiant,  quel  que  soit  le 
point  singulier  Uk^  la  condition 

m' 


lim    ' — ^=0 


Cela  revient  à  chercher  la  limite  d'une  exponentielle  dont 
l'exposant  est 

j/(cos  pu  +  i  sin  pu)    (  —  )   cos  />(6i  —  t^->  +  {  —  )   '  *""  P^^  —  '""a-^  ~"  ^     • 

Cette  exponentielle  tendra  vers  0  lorsque  J  croîtra  indéfi- 
niment dans  la  direction  a>,  si  Ton  a 

I  —  I   cos  p(«  +  6f  —  T^J  —  cos  pu  <C  0  . 

C'est  une  condition  analogue  à  celle  déjà  trouvée,  mais 
elle  nous  amène  à  considérer  les  courbes 


rP- 


P 

a,  ces  pu 


cos  piU   +   6   —    Tj^l 


qui,  dans  le  cas  de  w  =  0,  ont  été  encore  considérées  par 
M.  Borel. 

On  peut  faire  sur  ces  courbes  limitant  la  région  de  som- 
mabilité  des  raisonnements  absolument  identiques  à  ceux 
déjà  fait  dans  le  cas  de  la  méthode  exponentielle,  on  est 
conduit  à  des  résultats  plus  généraux;  et  l'on  peut  montrer 
que  l'on  peut  disposer  du  nombre  />,  entier,  de  manière  à 
étendre  la  région  de  sommabilité  en  un  point  quelconque 
<lu  plan. 

10.  —  Emploi  de  la  fonction  sommatrice  f  (Ç;  =  e*'  .  —  Par 
un  raisonnement  toujours  analogue  aux  précédents  on  déter- 
minera la  région  de  sommabilité  en  égalant  à  zéro  la  limite, 
pour  |$|  croissant  indéfiniment,  d'une  exponentielle  dont 
l'exposant  est 
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Cela  nous  conduit  à  écrire  que  la  partie  réelle  de  cette 
quantité  croît  indéfiniment  par  valeurs  négatives.  Or  on 
trouve  facilement  que  cette  partie  réelle  est 

e"A  cos  K-  siii  (Ô  -f  r.»  —  tj^)     —  c'^^'^^'-'cos  (/>  sin  t^) 

les  notations  étant  les  mêmes  qu'au  paragraphe  6. 
Considérons  maintenant  la  droite 

qui  est  parallèle  à  l'axe  réel  et  pour  laquelle  nous  suppose- 
rons a  <  ^  .  Si  l'extrémité  du  rayon  vecteur  p  va  à  l'infini  en 

suivant  cette  droite  dans  le  sens  positif,  le  second  terme  de 
la  partie  réelle  ci-dessus  considérée  se  comporte  à  l'infini 
comme 

—  e^  coe  a  , 

C'est  dire  que  ce  terme  croît  indéfiniment  par  valeurs  né- 
gatives. Je  dis  qu'on  peut  s'arranger  à  ce  que  le  terme  précé- 
dent tende  vers  zéro  dans  les  mêmes  conditions.  Il  suffit  pour 
cela  que  le  facteur  cos  (6  +  w  —  -.^  qui  figure  dans  l'exposant 
soit  toujours  négatif.  Gomme,  pour  les  grandes  valeurs  de 
p,  a>  devient  nul,  il  faudra 


>e-r,>|  ou         Ç  +  .,>e>|-f-r, 


Géométriquement  cela  revient  à  dire  qu'un  point  singulier 
d'argument  z^  de  F(a:)  entraîne  que  la  région  de  sommabilité 
n'est  qu'un  demi-plan  limité  par  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine et  perpendiculaire  à  la  direction  t^^.  Si  tous  les  points 
singuliers  de  F(j;)  sont  compris  dans  un  angle  ayant  son 
sommet  à  Torigine  et  une  ouverture  X,  la  région  de  sommabi- 
lité est  un  angle  de  même  nature  dont  les  côtés  sont  perpen- 
diculaires à  ceux  du  précédent  et  dont  l'ouverture  est  par 
suite  180°  —  \,  On  voit  que  la  fonction  sommatrice  ici  étu- 
diée ne  peut  être  employée  que  pour  une  fonction  F(.r)  dont 
les  singularités  ne  sortent  pas  d'un  demi-plan. 
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•    Etude  du  cas  ou  la  fonction  /*($)  n'est  pas  entière. 

RÉSULTATS    DE    CeSARO. 

11.  —  Je  vais  indiquer  très  brièvementce  qu'il  advient  lors- 
que la  fonction  sommatrice/'adessingularitésàdistancefînie. 
Je  m'en  tiendrai  d'ailleurs  au  cas  oii  ce  sera  une  fraction  ra- 
tionnelle. Ce  cas  qu'il  me  semble  naturel  de  placer  après 
celui  où  /*n'a  pas  de  singularités  à  distance  finie  a  été  cepen- 
dant le  premier  étudié  au  point  de  vue  historique.  Il  corres- 
pond à  des  formules  données  en  premier  lier,  par  Cesàro. 
La  formule  fondamenlale  (1)  du  paragraphe  1  subsiste  si  F 
est  un  cercle  de  rayon  fini  mais,  pour  que  les  intégrations 
conservent  la  forme  indiquée  dans  la  suite,  T  ne  doit  conte- 
nir aucun  point  singulier  de  f.  On  peut  alors  imaginer  que 
ce  cercle  F  qui  a  l'origine  pour  centre  soit  décrit  de  manière 
à  s'approcher  autant  qu'on  le  voudra  du  point  singulier  de  f 
le  plus  rapproché  de  l'origine  et  que  la  variable  f,  tout  en 
restant  dans  F,  s'approche  aussi  du  point  singulier  en  ques- 
tion ce  qui  est  une  manière  de  faire  croître  \f[l)\  autant  qu'on 
veut.  Mais  alors,  des  conditions  |||  <  |Ç|,  |$.r|  <  |Ç3|,  on  ne 
peut  tirer  autre  chose  que  \x\^\z\.  La  condition  \x\  <  |  2  | 
est  la  même  que  celle  qui  caractérise  la  formule  de  Taylor; 
comme  de  plus  nous  pouvons  avoir  |  j7|  =  |2  |  il  s'en  suit  que 
l'on  peut  obtenir  des  formules  valables  sur  la  circonférence 
du  cercle  de  convergence  d'un  développement  taylorien. 

Prenons  par  exemple  /(^)  =  .  __  g  .  Nous  aurons 
ou 

F(:r)=    lim — ^-? 

ce  qui  est  la  formule  bien  connue  donnée  par  Cesàro. 
Prenons  encore,  p  étant  entier. 
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Alors 


¥(x)=    lim     on-,    p^^      2p 


6=1      i  +  5/'+ç»/'4-... 


ou 


n=oo  « 

Pour  /?  r=:  1,  cette  dernière  formule  redonne  celle  de 
Cesàro.  On  peut  faire  à  son  sujet  plusieurs  remarques  cu- 
rieuses. 

D'abord  on  peut  la  considérer  comme  un  cas  particulier 
des  formules  obtenues  non  pas  en  faisant  tendre  f  vers  la 
racine  égale  à  1  de  Téqualion  {''  —  1  =  0  mais  en  faisant 
tendre  J  vers  Tune  quelconque  des  racines  de  cette  équa- 
tion, c'est-à-dire  vers  Tun  des  sommets  d'un  polygone  régu- 
lier de/7  côtés  inscrit  dans  le  cercle  |  Ç  |  12=  1. 

Voici  une  remarque  plus  importante  encore  relative  à  la 
dernière  formule  donnée  pour  V{x).  Soit  j;  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence.  Alors  on  peut  prendre  p  assez  grand 
pour  que  les  sommes  Sp^  s^p^  ...  ,  S(^n—\)p  diffèrent  les  unes 
des  autres  d'aussi  peu  qu'on  voudra.  Dans  ces  conditions  la 
formule  considérée  peut  s'écrire 

c'est-à-dire 

F  [x]  =  lim  5^„_^j^  . 


n=oo 


Ce  n'est  autre  chose  que  la  formule  de  Taylor  elle-même 
qu'il  est  bien  intéressant  de  retrouver  directement  comme 
cas  particulier  de  formules  plus  générales  étudiées  dans  ce 
travail. 

A.  CosTABEL  (Montpellier). 


LE  PREMIER  LIVRE  DE  LA  GEOMETRIE  NATURELLE 


CHAPITRE  V 


La  symétrie. 
Sphère  et  Plan  comparés;  analogies  et  dissemblances. 

Avant  d'étudier  les  analogies  et  les  dissemblances  des  triangles 
sphériques  comparés  aux  triangles  plans,  nous  devons,  pour  cet 
objet  même,  étudier  un  mode  remarquable  de  correspondance 
entre  deux  Ggures  :  le  mode  de  correspondance  par  symétrie. 


L  —  Définitions  et  propriétés  des  figures  symétriques. 

DÉFINITIONS.  —  1®  Si  deux  figures  F^  et  F,  se  correspondent, 
point  par  point,  de  manière  que  (fig.  53)  toute  droite  qui  réu- 
nit un  point  M,  de  la  première  à  un  point 
correspondant  M,  de  la  seconde  soit  tra- 
versée en  son  milieu  H  par  un  plan  P 
fixe,  mais  perpendiculaire  à  la  droite  de 
jonction,  on  dira  que  les  figures  F^  et  F, 
sont  symétriques  par  rapport  au  plan  P, 

Remarques,  —  a)  Le  plan  P  est  le  lieu 
des  points  de  Tune  des  deux  figures  qui 
coïncident  avec  leurs  correspondants 
respectifs  de  l'autre  figure.  G*est  le  plan 

de  symétrie.  —  b)  Une  droite  juxtaposée  sur  sa  symétrique 
est  ou  bien  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  ou  bien  si- 
tuée dans  ce  plan. 

2®  Si  deux  figures  G^  et  G,  (fig.  54)  se  correspondent  point 
par  point  de  manière  que  le  milieu  de  la  droite  qui  réunit 


^  Voir  VEnseign,  Math.,  année  1908,  n*  du  15  mai,  p.  185-307;  n*  du  15  juillflt,  p.  396-318. 
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Fig. 
54. 


les  deux  points  correspondants  M^  et  M,  soit  un  point  fixe  O 
de  l'espace,  on  dit  que  les  deux  figures  sont  symétriques 
^.  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  point  O.  Le  point  O 
s'appelle  le  centre  de  symétrie. 

Remarque,  —  Une  droite  juxtaposée  sur  sa  symé- 
trique doit  nécessairement  passer  par  le  centre  de  sy- 
métrie. 

Problème  fondamental.  —  On  construit  (fig.  55)  la 
figure  Fj  symétrique  de  F^  par  rapport  au  plan  P  et  la 
figure  F.,  symétrique  de  F^  par  rapport  au  point  0  pris 
dans  le  plan  P.  Cherchons 
quelle  relation  existe  entre 
les  deux  figures  F,  et  F3. 

Pour  répondre  à  cette  ques- 
tion menons  par  le  point  O  la 
droite  ZOZ'  perpendiculaire 
au  plan  P;  soit  Mf  un  point 
quelconque  de  la  figure  F^, 
soient  M,  son  correspondant 
dans  F,  et  M3  son  correspon- 
dant dans  F3. 

Le  milieu  H  de  MfM,  est 
la  projection  commune  des 
points  M|  et  M^  sur  le  plan  P; 
nous  avons  vu  (chapitre  II,  théorie  du  dièdre)  que  la  droite 
ZOZ'  est  dans  le  plan  des  trois  droites  M^OMa,  OH,  OM,,  et 
si  Ton  fait  le  rabattemjent  de  ce  plan  sur  lui-même  par  un 

demi-tour  exécuté  autour  de  OH,  M,  venant  en  M,  l'angle 

/\  /\ 

M^OH  recouvre  Tangle  M, OH:  il  résulte  de  là  que  les  sup- 

/\  /\ 

pléments  de  ces  angles  ou  ZOM,  et  Z  OiM,  sont  égaux;  en 

considérant  alors  Tangle  opposé  par  le  sommet  à  ZOMi  c'est- 
à-dire  Tangle  Z  OM3  on  voit  enfin  que  la  droite  OZ'  est  la 

bissectrice  de  Tangle  au  sommet  0  du  triangle  M3OM,,  et 
comme  ce  triangle  est  isocèle  puisque  OM,  et  OM3  tous  deux 
égaux  à  OM^  sont  égaux,  la  droite  OZ'  doit  passer  par  le  mi' 
lieu  de  M^M^  et  être  perpendiculaire  à  cette  droite. 

On  voit  donc  que  pour  amener  la  figure  F3  en  coïncidence 
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avec  la  figure  F,  il  suffira  de  la  faire  tourner  autour  de  Taxe 
de  rotation  OZ  d'une  demi-révolution. 

Conséquence.  —  Les  figures  symétriques  d'une  même  figure 
sont  super posables,  —  Ce  fait  est  la  conséquence  du  problème 
précédent  et  de  la  remarque  suivante. 

Remarque,  —  Les  figures  symétriques  d'une  même  figure 
F  par  rapport  à  deux  centres  différents  sont  superposables, 
car  elles  sont  chacune  superposable  sur  la  symétrique  de  la 
même  figure  F  par  rapport  à  un  plan  contenant  les  deux 
centres. 

2.  —  Une  figure  non  plane  n'est  en  général  pas  superposable  sur 
sa  symétrique^  et  elle  n'est,  dans  tous  les  casy  jamais  superposable 
avec  correspondance  des  éléments  symétriques  dans  la  superposi- 
tion, bien  que  tous  les  éléments  plans  correspondants  soint  égaux. 

Exemple  :  (fig.  56)  soit  un  trièdre,  formons  le  trièdre  symétrique 
par  rapport  à  son  sommet  S; 
faces  et  dièdres  du  nouveau 
trièdre  sont  respectivement 
égaux  aux  éléments  corres- 
pondants du  premier  trièdre, 
car  ce  sont  des  faces  ou  des 
dièdres,  deux  à  deux,  oppo- 
sés par  le  sommet  ou  par 
Taréte.  Or,  une  trame  d'un 
solide  fixant  la  position  du 
solide^  on  pourra,  si  on  veut 
essayer  la  superposition  du 
trièdre  et  de  son  symétrique  -* 
par  éléments  symétriques, 
commencer  par  faire  coïn- 
cider la  trame  ASC  sur  la 
symétrique  A'SC  par  une 
rotation  de  un  demi-tour  exécutée  autour  d'une  perpendiculaire 
menée  par  S  à  cette  face,  mais,  après  ce  mouvement,  la  droite  SB 
est  restée  d'un  même  côté  du  plan  ASC  et  ne  pourra  donc  pas 
venir  coïncider  avec  sa  symétrique  SB'.  Si  pourtant  le  trièdre 
est  isocèle,  si  par  exemple  (fîg.  57)  le  dièdre  d'arête  SA  est  égal 
au  dièdre  d'arête  SC,  une  rotation  de  un  demi-tour  exécutée 
autour  de  la  perpendiculaire  XY  à  la  bissectrice  de  Tangle  ASC 
fera  coïncider  le  trièdre  sur  son  symétrique;  mais  dans  ce  mode 
de  superposition  l'arête  SC  recouvre  SA'  qui  n'est  pas  son  élé- 
ment symétrique. 

Autre  exemple,  —  Il  résulte  des  lois  de  la  réflexion  de  la  lumière 


Fig.  56. 
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que  rimage  d\ine  figure  F  éclairée,  fournie  par  un  miroir  plan,  est 
une  figure  symétrique  de  F,  par  rapport  à  ce  miroir. 

Or,  regardez-vous  dans  une  glace  plane,  et  que  votre  main  gauche 
tire  votre  oreille  gauche,  votre  image  ne  vous  est  pas  superposable 
car  elle  se  tire  Toreille  droite. 

3.  —  Les  figures  planes  sont  égales  à  leurs  symétriques.  — 
Ce  fait  résulte  du  théorème  suivant  (fig.  58)  : 

Théorème.  —  Si  on  fait  tourner  une  figure  plane  F  autour 
d'un  axe  XY situé  dans  le  plan  (1)  de  la  figure  et  si  la  figure 

F  vient,  après  la  rotation  occuper  la  po^ 
sition  F'  dans  le  plan  (2)  les  figures 
égales  F  et  F'  sont  encore  symétriques 
'2'  par  rapport  au  plan  P  qui  partage  en 
deux  dièdres  égaux  le  dièdre  formé  par 
les  deux  demi-plans,  (1),  XY,  d'une  part, 
et,  2,  XY,  d'autre  pari. 

En  effet  tout  point  S  de  la  figure  si- 
tué sur  Taxe  demeure  immobile,  si  donc 
H  est  le  milieu  de  la  droite  qui  réunit 
un  point  M  de  la  figure  à  sa  nouvelle  ve- 
nue dans  la  figure  F',  la  droite  SH  sera 
perpendiculaire  à  MM'  et  bissectrice  de 
Tangie  en  S  du  triangle  isocèle  MSM'. 
En  faisant  varier  à  volonté  le  point  S  on  voit  que  la  droite 
MM'  est  perpendiculaire  en  H  au  plan  (|ui  passe  par  H  et  par 
XY;  en  prenant  pour  S  le  point  I  projection  commune  des 
points  M  et  M'  sur  XY  on  voii:  de  suite  que  le  plan  H,  XY  est 
le  plan  qui  forme  des  dièdres  égaux  avec  les  plans  (1)  et  (2) 
ce  plan  est  donc  le  même  pour  tous  les  points  M  ;  or  M  et 
M'  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  plan  fixe.  Il  en  est  de 
même  des  figures  F  et  F'. 

Remarque.  —  Ce  théorème  est  la  clef  des  propriétés  du 
triangle  sphérique  isocèle. 


II.  —  Propriétés  du  triangle  sphérique. 


1.  —  Propriété  du  triangle  sphérique  dont  deux  côtés  sont 
égaux. —  Soit  (fig.  59;   ABC  un  triangle  sphérique  isocèle 
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Fig.  59. 


c'est-à-dire  dont  les  côtés  arc  AB  et  arc  AC  sont  égaux. 
Soient  I  le  milieu  de  Tare  de  base  BC,  H  le  milieu  de  la 
corde  de  Tare  de  grand  (cercle  BC,  et  0  le  centre  de  la  sphère  ; 
il  résulte  du  théorème  précédent  que  ; 
1®  les  arcs  égaux  AB  et  AC  sont  symé- 
triques par  rapport  au  plan  bissecteur 
du  dièdre  (B,  OA,  C);  2°  les  arcs  égaux 
BI  et  IC  sont  symétriques  par  rapport 
au  plan  bissecteur  du  dièdre  (équiva- 
lent à  2  droits)  (B,  01,  C);  de  plus,  tous 
deux  perpendiculaires  à  BC  au  point  H, 
ces  deux  plans  doivent  coïncider. 

Ainsi  donc  :  La  figure  formée  par 
Tare  de  cercle  AB,  l'arc  Bl,  les  deux  rayons  OA,  OB,  est  sy- 
métrique de  la  figure  formée  par  Tare  de  cercle  AC,  Tare  Cl, 
les  deux  rayons  OA,  OC.  En  particulier  les  tangentes  en  B 
aux  deux  arcs  de  grand  cercle  BA  et  BC  forment  un  angle 
plan  symétrique  de  Tangle  formé  par  les  tangentes  en  C  aux 
deux  arcs  de  grand  cercle  CA  et  BC,  ces  deux  angles  sont 
donc  égaux,  et  enfin  les  angles  en  B  et  C  du  triangle  sphé- 
riqueABC  sont  égaux;  de  plus  le  plan  des  quatre  points 
A  I  H  O  étant  le  plan  de  symétrie  des  deux  portions  du 
triangle  sphérique  considéré,  on  voit  que  les  deux  tangentes 
en  1  aux  deux  arcs  IB  et  IC,  portions  du  même  arc  BC,  sont  à 
la  fois  coïncidantes  et  symétriques  par  rapport  à  ce  plan, 
mais  hors  de  ce  plan  ;  elles  forment  donc  une  perpendiculaire 
à  ce  plan  qui  est  celui  de  Parc  de  grand  cercle  AI;  donc  enfin 
dans  le  triangle  sphérique  isocèle  Tare  AI  qui  joint  le  sommet 
au  milieu  de  Tare  de  base  est  perpendiculaire  à  cette  base. 

2.  Propriété  du  triangle  sphérique  dont  deux  angles  sont 
égaux,  —  Soit  O  le  centre  de  la  sphère.  Considérons  d'abord 
le  cas  d'un  triangle  sphérique  ABC  (fig.  60)  dont  les  angles 
en  B  et  C  sont  droits;  A  est  alors  un  pôle^  de  l'arc  de  grand 
cercle  BC,  (^'est-à-dire  que  le  rayon  OA  est  perpendiculaire 
au  plan  BOC  (théorie  du  dièdre),  les  arcs  AB  et  AC  égaux 
chacun  à  un  quadrant^  sont  égaux.   Soit  H  le  milieu  de  BC, 


*  pôU  d'un  cercle  do  la  sphère  :  point  oil  l'axe  du  rcrcle  perce  la  surface  sphérique. 
'  qn€tdrant  ou  quart  de  la  circonfërence  d'un  grand  cercle. 
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Tare  AH  est  dans  le  plan  de  symétrie  des  figures  planes  BOA 
et  COA,  soit  D  un  point  quelconque  de  Tare  AH  ;  joignons 

OD,  D  est  à  lui-même  son  symé- 
trique, B  et  C  sont  symétriques  par 
rapport  au  plan  ADHO,  les  angles 
plans  DOB  et  DOC  symétriques  sont 

égaux,  donc  les  arcs  BD  et  DC  sont 

/\ 
égaux  et  les  angles  sphériques  DBG 

/\ 
et  DCB  sont  égaux. 

Il  n  y  a  d'ailleurs  à  partir  du  som- 
(*  met  G  qu'un  arc  de  grand  cercle  fai- 
sant avec  Tare  de  grand  cercle  BG 
et  d'un  côté  de   cet  arc  un  angle 
sphérique  donné,  comme  le  montre  la  notion  du  dièdre. 

GoNSÉQUKNCE.  —  Si  (fig.  61)  un  triangle  quelconque  sphé- 
rique A'BG  a  ses  angles  en  A  et  G  égaux,  Tangle  DBG  étant 
par  exemple  aigu,  nous  considérerons 
le  pôle  A  de  Tare  BG  qui  est  dans  le 
même  hémisphère  que  A',  soit  H  le 
milieu  de  Tare  BG  et  D  le  point  où  Tare 
BA'  coupe  AH.  Joignons  D  à  G  par  un 
arc  de  grand  cercle,  les  arcs  DG  et  A'G 
feront  au-dessus  de  BG  un  angle  égal  à 
Tangle  DBH  ;  donc  ces  arcs  DG  et  A'G 
coïncideront.  Donc  A'  devant  coïncider 
avec  D,  on  aura  bien  arc  A'G  =  arc  A'B. 

Ainsi,  un  triangle  sphérique,  qui  a  deux  angles  égaux,  aura 
aussi  égaux  les  côtés  opposés  à  ces  angles. 

3.  —  Triangle  sphérique  propre  qui  a 
deux  angles  inégaux,  —  Théorème.  — 
Dans  un  pareil  triangle  sphérique  les  cô- 
tés opposés  à  ces  angles  sont  inégaux  et 
dans  le  même  ordre  de  taille. 

Du  sommet  B  du   plus  grand  des  deux 

angles  (fig.  62)  traçons  Tare  de  grand  cercle 

Bl  qui,  dans  le  triangle  fait  avec  le  côté 

BG  commun  aux  deux  angles  un  angle  égal  au  plus  petit  des 

deux  angles  comparés  dont  le  sommet  est  en  G,  cet  arc  coupe 


£ 


Fig.  61. 


Fig.  62. 


GÉOMÉTRIE   NATURELLE  397 

le  côté  ÂC  en  I  ;  le  triangle  équiangle  IBC  est  alors  isocèle  et 

arc  BI  =  arc  IC. 

Or  le  triangle  propre  AIB  donne  : 

arc  AB  <^  arc  AI  +  arc  IB 

c'est-à-dire 

arc  AB  <  arc  AI  -}-  arc  IC 

OU  enfin 

arc  AB  <C  arc  AC. 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

On  va  établir  la  réciproque  de  cette  proposition. 

4.  —  Triangle  sphérique  qui  a  deux  côtés  inégaux,  —  Soient 

(sans  figure)  a  e\  b  les  côtés  inégaux  ;  A  et  B  les  angles  res- 
pectivement opposés  à  ces  côtés;  je  dis  que  le  fait  :  a  <  6  va 

entraîner  le  lait  :  A  <  B. 

En  effet  des  trois  seules  hypothèses  possibles 

lo  A  >  B  ;       2o  A  =r  B  ;      3o  A  <  B 

la  première  entraînerait  (V;  II,  3)  ^z  >  6  ;  la  seconde  exige- 
rait (V;  II,  2)  que  a=^  b\  la  troisième  hypothèse  subsiste  donc 
seule  et  la  démonstration  est  achevée. 

5.  —  Comparaison  de  ces  théorèmes  avec  les  théorèmes  analogues 
du  plan.  —  En  comparant  les  propositions  qui  précèdent  et  leurs 
analogues  dans  le  plan  (Chapitre  III)  le  lecteur  aperçoit  la  raison 
des  changements  nécessaires  dans  les  étapes  des  démonstrations. 
Nous  avions,  avec  les  propriétés  admises  pour  la  droite,  adopté  et 
justifié  pour  cette  série  de  propositions  le  point  de  départ  sui- 
vant : 

L'angle  extérieur  d'un  triangle  dépasse  Tun  et  l'autre  des  deux 
angles  du  triangle  qui  n'ont  pas  même  sommet  que  l'angle  exté- 
rieur considéré. 

Or  cette  proposition,  on  le  voit  aisément,  est  fausse  pour  les 
triangles  sphériques  ;  exemple  :  ceux-ci  peuvent  avoir  deux  angles 
droits  et  un  troisième  angle  supérieur  à  1  droit. 

En  revanche  nous  possédions  pour  les  triangles  sphériques, 
images  des  trièdres,  celte  proposition  qu'un  côté  du  triangle  est 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 
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De  là  ce  changement  dans  la  marche  suivie;  les  angles  sphé- 
riques  ne  sont  plus  superposables  sur  eux  mêmes  par  retourne- 
ment, et  les  raisonnements,  qui  pour  le  plan  employaient  le  re- 
tournement, sont  remplacés  sur  la  sphère  par  les  raisonnements 
qui  invoquent  les  propriétés  de  la  symétrie. 

Ces  remarques  se  vérifieront  encore  dans  la  théorie  des  perpen- 
diculaires et  des  obliques  sphériques  que  nous  allons  résumer 
succinctement. 


111.  —  Perpendiculaires  et  obliques  sur  la  sphère. 


Etant  donnés  sur  la  sphère  (sans  figure)  un  arc  de  grand  cercle 
XY  et  un  point  A  hors  de  cet  arc,  nous  distinguerons  deux  cas  : 
1°  ou  bien  A  est  un  pôle  de  XY  :  2°  ou  bien  A  est  distinct  des 
pôles  de  XY  ;  en  nous  rappelant  les  propriétés  de  la  projection 
d*une  droite  sur  un  plan  (chapitre  II)  nous  voyons  que  dans  le  cas 
l^'tous  les  arcs  de  grand  cercle  joignant  A  aux  divers  points  de 
XY  sont  égaux  à  un  quadrant  et  tous  perpendiculaires  à  XY  ;  au 
contraire  dans  le  second  cas  on  obtient  Tare  perpendiculaire  à 
XY  et  passant  par  A  en  joignant  ce  point  à  Tun  ou  Tautre  pôle 
de  XY. 

L'arc  ainsi  obtenu  est  unique  mais  il  a  deux  pieds  :  (fig.  63)  le  pied 
H  ou  le  pied  K;  Tun  d'eux  H  est  à  une  distance  de  A  moindre 
qu'un  quadrant.  Nous  allons  voir  que  cette  distance  AH  est  la  plus 
courte  distance  sphérique  de  A  aux  divers  points  de  XY  ;  compa- 
rons l'arc  AH  à  l'arc  oblique  AM  prolongeons  AH  d'une  longueur 

égale  au-dessus  de  XY  et  joi- 
gnons A'  et  M  par  un  grand  arc; 
le  triangle  AA'M  est  un  triangle 
propre  et 

arc  AA'  <  arc  AM  +  arc  A'M 

Y  les  arcs  AM  et  A'M  sont  égaux 
comme  symétriques  par  rapport 
au  plan  du  cercle  XY,  donc 


ou 


Fig.  63. 


2  arc  AH  <  2  arc  AM 
arc  AH  <^  arc  A  M  . 


Soient  (fig.  63)  AM  et  AN  deux  obliques  aboutissant  du  même  côté 
de  H  et  telles  que  HM  et  HN  soient  tous  deux  moindres  que  2  qua^ 
drants.  Soit  alors  arc  HM  •<  arc  HN. 
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Le  triangle  AMA'  est  intérieur  alors  au  triangle  propre  ANA' 
or  soient  (fig.  64)  deux  tels  triangles;  prolongeons  Tare  AM  jus- 
q.u'en  J  sur  A'N;  par  les  deux  triangles  sphériques  partiels  on  a  : 

arc  AM  +  arc  MJ  <^  arc  AN  +  arc  NJ 
arc  A'M  <  arc  MJ  +  arc  JA  ; 

d*où,  en  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre  : 

arc  AM  +  arc  MA'  <  arc  AN  +  arc  i\A'. 

en  appliquant  ceci  à  la  figure  63,  nous  abouti- 
rons à  la  conclusion  :  A 

2  arc  AM  <  2  arc  AN  ,        ou  à  :        arc  AM  <  arc  AN  ; 


Fig.  6«. 


donc,  de  2  obliques  sphériques  qui  s'écartent  inégalement  du  pied 
propre  de  la  perpendi<*ulaire  celle  qui  s'écarte  le  plus  est  la  plus 
grande. 

Propriété  des  obliques  réduites.  —  Triangles  réduits.  —  Nous 
considérons  d'abord  (fig.  65)  les  obliques  dont  les  pieds  s'écartent 
de  moins  d'un  quadrant  du  pied  de  la  plus  courte  distance;  consi- 
dérons d'abord  deux  telles  obli- 
ques AM  et  AN,  situées  dans  un 
même  hémisphère  par  rapport  à 
AH;  soit  arc  HM  <  arc  HN  et  soit 
AM'  l'arc  symétrique  de  AM  par 
rapport  au  plan  de  l'arc  AH;  arc 
AM  •<  arc  AN  ;  donc  :  arc  AM'  <  arc 
AN;  donc,  dans  le  triangle  propre 

M'AN  angle  A^'II  >  angle  A'NM; 
donc,  en  revenant  au  triangle  AMN, 

angle  extérieur  en  M  -<  angle  ANM. 
Remarque,  —  On  étendra  aisé- 
ment cette  propriété  à  tout  triangle 
sphérique  réduit,  c'est-à-dire,  dont  les  trois  côtés  sont  moindres 
qu'un  quadrant. 

Petits  cercles  sur  la  sphère,  —  Le  rayon  sphérique  d'un  petit 
cercle  de  la  sphère  sera  la  distance  sphérique  de  l'un  des  pôles  à 
un  point  quelconque  du  petit  cercle;  dans  ce  qui  suit  nous  pren- 
drons pour  pôle  celui  des  pôles  pour  lequel  le  rayon  sphérique 
est  moindre  qu'un  quadrant. 

La  remarque  faite  tout  à  l'heure  sur  l'angle  extérieur  des  tri- 
angles sphériques  réduits  nous  permettra  de  démontrer  à  l'égard 
des  petits  cercles  de  la  sphère  les  mêmes  théorèmes  de  continuité 
que  ceux  établis  pour  les  cercles  du  plan;  en  considérant  ainsi 
les  pôles  propres  et  les  rayons  propres  des  petits  cercles  de  la 


Fig.  65. 
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sphère,  nous  aurons  alors  pour  les  positions  mutuelles  de  deux 
petits  cercles  de  la  surface  sphérique  les  mêmes  critères  que  pour 
les  cercles  du  plan  (voir  chapitre  IV). 


IV.  —  Quelques  propriétés  spéciales  aux  triangles 
sphériques,  leurs  aires  comparées. 

1®  Le  fuseau  sphérique  et  la  notion  d*aire  sphérique,  — 
Les  fuseaux  sphériqiies  de  même  angle  sont,  au  moins  d'une 
manière,  superposables;  ils  représentent  des  étendues  ou 
aires  sphériques  mesurables  et  comparables  entre  elles 
comme  les  angles  des  fuseaux  considérés. 

D'autre  part  si  on  partage  un  fuseau  en  deux  portions  par 
un  plan  perpendiculaire  à  Tarête  du  fuseau  on  obtient  deux 

triangles  sphériques  bi-rectangles  symétriques 
et  isocèles  admettant  un  mode  de  superposi- 
tion indiqué  par  la  figure  66. 

L'aire  du  fuseau  est  alors  double  de  Taire 
de  Tun  ou  l'autre  de  ces  triangles. 

Nous  appellerons  aires  sphériques  équiva^ 
lentes  :  des  aires  qui  sont  composées  de  por- 
tions  superposables  en  correspondance  dans 
les  deux  figures. 

Si  on  prend  comme  unité  d'aire  Vaire  du 
triangle  sphérique  trirectangle  qui  est  la  hui- 
tième portion  de  la  sphère,  l'aire  d'un  fuseau 
sera  évidemment   mesurée   par   deux  fois   le 
nombre  qui  mesure  son  angle  comparé  à  l'angle  droit. 

2®  Théorème.  — Deux  triangles  sphériques  symétriques  sont 
équivalents.  —  Si  on  élève  sur  deux  côtés  d'un  triangle  sphé- 
rique, et  en  leurs  milieux,  dos  arcs  de  grand  cercle  perpendi- 
culaires respectivement  à  ces  côtés,  le  point  I  (sans  figure) 
où  ces  arcs  se  coupent  est  à  des  distances  sphériques  égales 
des  trois  sommets,  il  appartient  donc  à  l'arc  de  grand  cercle 
perpendiculaire  au  troisième  côté  en  son  milieu. 

Soient  (fig.  67,  en  haut)  ABC  et  A'B'C  deux  triangles  sphé- 
riques symétriques,  le  point  V  symétrique  du  point  I  de  l'un 
sera  évidemment  à  distances  sphériques  égales  des  trois  som- 


Fig.  66. 
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mets,  puisque  les  éléments  plans  correspondants  des  figures 
symétriques  sont  égaux. 

Pour  la  même  raison  les  distances  sphériques  AI,  AH,  BH, 
HG  sont  respectivement  égales  à  leurs  symétriques,  arcs  AT, 
arc  A'H',  arc  B'H',  arc 
H'C;  d'où  résulte  que 
si  le  point  I  est  intérieur 
à  ABC,  r  sera  intérieur 
à  A'B'C,  et  que  si  le 
point  I  est  dans  Tangie 

ABC  et  de  l'autre  côté 
de  AC  que  B,  la  posi- 
tion de  r  à  regard  des 
éléments  symétriques 
A'B'C  sera  la  même  que 
la  disposition  précé- 
dente, quoiqu'avec  une 
orientation     différente. 

Le  triangle  sphérique  considéré  est  alors  la  somme  de  trois 
portions  additives  ou  la  somme  de  deux  portions  positives 
diminuée  d'une  portion  soustractive;  ces  portions  sont  wo- 
cèleSj  et  par  conséquent  admettent  un  mode  de  superposition 
avec   leurs   symétriques,   d'où  résulte   enfin   que   les   deux 

triangles    sphériques    ABC    et 
A'B'C  sont  bien  équivalents. 

3®  Mesure  de  l'aire  d'un  tri-* 
angle  sphérique.  —  En  prolon- 
geant (fig.  68)  les  côtés  AC  et 
CB  jusqu'aux  points  A'  et  B'  où 
ils  recoupent  respectivement  le 
côté  AB  prolongé,  on  partage 
toute  une  moitié  de  la  sphère 
en  quatre  triangles  :  ACB,  et  les 
trois  triangles  (1),  (2),  (3).  Avec 
l'unité  d'aire  adoptée  la  demi- 

sphère  vaut  4  unités;  soient  A, 
B,  C  les  angles  du  triangle  sphérique  considéré,  le  triangle 
(1)  vaut  le  fuseau  B  moins  le  triangle  ACB  ;  le  triangle  (2) 


/\  /\ 
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vaut  le  fuseau  A  moins  le  triangle  ACB;  le  triangle  (3)  vaut 
le  fuseau  C  moins  le  symétrique  A'G'B'  du  triangle  ACB, 
d'ailleurs  équivalent  à  ce  dernier;  chaque  fuseau  étant  me- 
suré par  2  fois  son  angle  mesuré  lui-même  avec  l'angle 
droil,  nous  aurons,  par  la  décomposition  de  Thémisphère 
ci-dessus  définie, 

(2A  —  aire  ACB)  -|-  (2B  —  aire  ACB)  +  (2C  —  aire  ABC)  +  aire  ACB  =  4 

d'où  : 

aire  ABC  =  (À  +  B  +  C  —  2)  droits. 

c'est-à-dire  : 

Théorème,  —  Uaire  d'un  triangle  sphérique  est  mesurée 
par  L'excès  sur  deux  droits  de  la  somme  de  ses  angles;  c'est 
ce  qu'on  nomme  l'excès  sphérique  du  triangle. 


CHAPITRE  VI 

Géométrie  qualitative  de  la  sphère.  —  Déplacements  de 
pivotement  d'un  corps  solide. 

Oit  s'arrête  la  géométrie  qualitative  ?  Oit  commence  la  géométrie 

métrique  ? 

I.  —Triangles  sphériques supplémentaires  et  trièdres  associés. 

En  comparant  les  aires  des  triangles  sphériques  situés 
sur  une  même  surface  sphérique,  nous  avons  reconnu  que 
la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  sphérique  surpasse 
deux  angles  droits  par  un  excès  Aoni  la  valeur  est  propor- 
tionnelle à  l'aire  du  triangle  ;  cet  excès  est  ce  qu'on  appelle 
l'excès  sphérique  du  triangle. 

On  peut  se  proposer  d'établir  directement  l'existence  de 
cet  excès  sphérique  soit  sur  le  triangle  sphérique,  mais  sans 
passer  par  la  notion  d'aire,  soit  sur  l'angle  trièdre  dont  le 
triangle  est  l'image. 

C'est  cette  dernière  méthode  que  nous  suivrons. 

Nous   allons   définir  d'abord    les  trièdres  réciproques  ou 


\ 
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associés^  dont  les  images  sphériques  seront  deux  triangles 
dits  polaires  ou  supplémentaires. 

Envisageons  (fig.  69)  un  trièdre  de  sommet  S  et  dont  les 
arêtes  sont  les  trois  demi-droites  SA,  SB,  S(^.  Par  S  élevons 
une  droite  perpendiculaire  à  la 
face  BSC  du  trièdre,  et  nous  au-  A* 
rons  soin  de  la  tirer  du  même  côté 
de  cette  face  que  celui  où  se  trouve 
l'arête  SA,  nous  obtenons  ainsi  la 
demi-droite  SA';  en  répétant  cette 
construction  pour  chaque  face, 
nous  formons  un  nouveau  trièdre  ji 
de  sommet  S  et  dont  les  arêtes 
sont  SA',  SB',  se. 

Ces  deux  trièdres  sont  dans  une 
corrélation  telle  que  toute  face  de  Tun  orientée  par  rapport  à 
Tarête  opposée,  engendre  une  arête  correspondante  du  se- 
cond trièdre;  on  les  appelle  deux  trièdres  associés  ou  reW- 
proques  ou  encore  :  deux  trièdres  supplémentaires  ;  ces  dé- 
signations se  rattachent  à  des  propriétés  aussi  simples  que 
remarquables  que  nous  allons  maintenant  établir. 

1®  Le  mode  d'association  des  deux  trièdres  est  réciproque. 
Faisons  d'abord  la  remarque  suivante  qui  est  une  vérité  de 
la  Palice  :  considérons  un  assemblage  de  deux  demi-droites 

(fig.  70)  tirées  par  un  point  O  d'un  plan  F, 
et  dont  Tune  D  est  perpendiculaire  à  ce 
plan;  ces  demi-droites  seront  d'un  même 
côté  du  plan  F  ou  bien  de  part  et  d'autre 
de  ce  plan  suivant  que  Tangle  de  ces 
demi-droites  sera  aigu  ou  obtus;  la  re- 
marque se  justifie  immédiatement  en 
considérant  l'intersection  OU  du  plan  F 
avec  le  plan  passant  par  les  droites  données. 

Dès  lors,  revenons  à  nos  deux  trièdres  asso(*iés  (fig.  69). 
L'arête  SB'  a  été  conduite  perpendiculaire  au  plan  ASC  ; 
l'arête  SC  a  été  menée  perpendiculaire  au  plan  ASB  ;  en 
particulier  SB'  et  SC  sont  l'une  et  l'autre,  perpendiculaires 
à  SA  ;  SA  est  donc  une  droite  perpendiculaire  à  la  face  B'SC 


!Fig.  70. 
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et  comme  l'angle  A'SA  est  aigu,  SA  sera  perpendiculaire  à 
la  face  B'SC  et  du  même  côté  de  cette  face  que  SA'. 

Ainsi  le  premier  trièdre  dérive  du  second  trièdre,  comme 
le  second  dérivait  du  premier. 

2®  Dans  le  trièdre  d'arêtes  SA,  SB,  SC,  considérons  le 
dièdre  d'arête  SC  ;  et  (fig.  71)  soient  tracées  :  la  droite  SA' 
perpendiculaire  orientée  à  la  face  GSB  et  la  droite  SB'  per- 
pendiculaire orientée  à  la  face  CSA  de  ce  dièdre.  Soit  XSY 
l'angle  rectiligne  de  ce  dièdre  ayant  S  pour  sommet.  Pour 
fixer  les  idées  supposons  XSY  aigu,  en  ce  cas  : 

^  /\         /\  /\ 

!««'  =  A'SY  r=  XSY  +  A'SX  ; 


et  de  même  : 
1*'  =  B^x 


XSY  4-  YSB'  ; 


ces  égalités  se  lisent  dans  le  plan 
du  rectiligne  du  dièdre;  ajoutons 
ces  égalités  membre  à  membre,  on 
aura  : 


2dr 


=  XSY  +  (A'SX  H-  XSY  -f  YSB') 


Fig.  71. 


XSY  +  A'SB'  . 


Ainsi  une  face  du  trièdre  associé  est  le  supplément  de 
l'angle  dièdre  correspondant  qui  a  pour  arête  l'arête  du  triè- 
dre primitif  associée  à  cette  face  du  second  trièdre. 

Nouvelles  propriétés  des  trièdres  déduites  de  la  notion  des 
trièdres  associés,  —  Soient  :  «,  6,  c,  les  faces  et  A,  B,  C,  les 
dièdres  d'un  trièdre  T,  opposés  à  ces  faces  ;  soient  :  «',  b\  c\ 
les  faces  et  A',B',C',  les  dièdres  du  trièdre  T'  associés  à  T  ; 
d'après  la  propriété  déjà  établie,  et  d'après  la  réciprocité  de 
l'association  des  deux  trièdres  on  a  : 


—  oô 


2°-    A'. 


^  =  2^  — B', 

c  =  2^  —  C\ 

Or  dans  le  trièdre  T'  on  a  : 

fl'  -h  ^'  -h  c'  <  4*'  : 


A  =  2^  —  a\ 
B  =  2^  —  h'. 
C  =  2^  — c'. 
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Or  des  égalités  précédentes  on  déduit  : 

A  -f  B  +  C  =  6^'  —  (a'  +  «»'  4-  C)  , 

c'est-à-dire  : 

A  4-  B  -h  C  >  e*--  —  4*"^  ou  2*^  . 

Nous  retrouvons  ainsi  l'existence  de  l'excès  sphérique, 
comme  propriété  corrélative  du  théorème  du  parapluie. 
(Chap.  III.) 

Cherchons  de  même  un  théorème  corrélatif  du  théorème 
qui  montre  toute  face  d'un  trièdre  plus  petite  que  la  somme 
des  deux  autres  ;  soit  a'  la  plus  grande  face  du  trièdre  T' on  a  : 

ou  en  vertu  des  égalités  précédentes  : 

2— A<2  —  B-h2  —  C      ou      A-|-2>B-hC. 

Ainsi  :  dans  un  angle  trièdre  le  plus  petit  dièdre  augmenté 
de  deuœ  droits  dépasse  la  somme  des  deux  autres  dièdres. 

Remarque,  —  Le  théorème  sur  l'excès  sphérique  peut 
encore  s'énoncer  ainsi  : 

Dans  un  triangle  sphérique,  un  angle  extérieur  est  plus 
petit  que  la  somme  des  angles  intérieurs  qui  n'ont  pas  même 
sommet  que  lui, 

IL  —  Le  problème  du  dallage  de  la  sphère. 

Nous  appelons  polygone  sphérique  convexe  une  portion 
de  la  sphère,  limitée  par  des  arcs  de  grand  cercle,  mais  située 
tout  entière  dans  une  même  hémisphère  bornée  par  chaque 
côté  du  polygone  prolongé  en  circonférence  entière  de  grand 
cercle. 

On  voit  sans  peine  que  si  on  considère  un  polygone  con- 
vexe régulier,  c'est-à-dire  ayant  ses  angles  égaux  entre  eux 
et  ses  côtés  égaux  entre  eux,  les  sommets  de  ce  polygone 
seront  tous  situés  sur  un  même  petit  cercle  dont  le  pôle  sera 
dit  un  pôle  du  polygone. 

Problème,  —  Quels  sont  les  polygones  réguliers  sphériques 
convexes  que  l'on  peut  reproduire  et  réunir,  contigus  par 
côtés  et  par  sommets,  de  manière  à  recouvrir  toute  la  sur- 

L'Ensoigncinont  mathôm.,  10*  année;  1908.  27 
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face  de  la  sphère ^  sans  répétition  nilacune  ?  en  d^ autres  termes 
quels  sont  les  polygones  réguliers  convexes  aptes  à  daller  la 
surface  de  la  sphère  ?  Désignons  par  x  le  nombre  des  poly- 
gones réunis  autour  d'un  même  sommet  ou  naud  du  réseau 
de  dallage,  x  angles  contigus  formant  4  angles  droits,  cha- 

4 

que  angle  du  polygone  vaut  -  droits.  D'autre  part,  soit  y  le 

nombre  des  côtés  de  chaque  polygone,  on  dalle.  Du 
pôle  de    chaque    dalle,    on  verra  chaque   côté    de  la    dalle 

sous  un  angle  sphérique  égal  à  -  droits  ;  le  triangle  isocèle 

qui  a  pour  sommet  ce  pôle  et  pour  base  un  côté  de  la  dalle  a 

un  excès  sphérique  égal  à  -  H 2  droits. 

Ce  nombre  mesure  la  surface  sphérique  de  la  y™"  partie  de 
la  dalle  quand  on  prend  comme  unité  le  triangle  trirectangle 

qui  vaut  le  -g  de  la  sphère;  avec  cette  unité  Taire  d'une  dalle 

est  donc  ( — V  -:  —  '^)  V'y  dès  lors,    si   nous   nommons  z  le 

nombre  des  dalles  dont  l'ensemble  recouvre  la  sphère,  on 
aura  entre  les  trois  nombres  entiers  x^  y  et  z  la  relation  : 


(i.i-,).,.=. 


que  nous  pourrons  écrire  ainsi  : 

l^)  x^  y         %-  zy    ' 

le  problème  du  dallage  sphérique  revient  donc  à  trouver 
tous  les  nombres  entiers  x^  y^  z  unis  par  cette  relation,  ou 
comme  on  dit  encore  à  résoudre  l'équation  (1)  en  nombres 
entiers. 

Ce  problème  d'arithmétique  est  d'ailleurs  très  facile  ;  nous 
nous  contenterons  ici  d*en  énoncer  les  solutions,  qui  sont 
au  nombre  de  cinq,  savoir  : 

l"  solution  :  jr=:3,  j=:3,  2=  4 
2n»e  solution  :am:3,  j  =  4,  2=  6 
3me  solution  :  jc  =  3,  j=r5,  2  =  12 
4me  solution  :  ar=4,  r  =  3,  szr:  8 
5n>«  solution  :  armô,  ji=:3,  s  =  20. 
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Ces  cinq  modes  de  dallages  sphériques  font  évidemment 
connaître  aussi  cinq  solides,  limités  par  des  polygones  régu- 
liers qui  sont  réunis  par  leurs  côtés  et  assemblés  par  angles 
polyèdres  réguliers  ;  ces  solides,  nommés  polyèdres  réguliers 
convexes^  ont  tous  leurs  sommets  situés  sur  la  surface  sphé- 
rique  que  Ton  a  envisagée. 

111. — Triangles  sphériques  et  rotations  successives  d'un  solide. 

Glissement  sphirique.  —  Quand  un  corps  solide  reste  cloué 
par  un  point  fîxe  O  et  quMl  se  meut,  ce  mouvement  se  nomme 
un  mouvement  Ae  pivotement;  une  portion  du  solide  qui  est 
à  un  instant  sur  une  surface  sphérique  ayant  le  point  O  comme 
centre  demeurera  sans  cesse  sur  la  surface  de  cette  même 
sphère.  Comme  trois  points  définissent  un  solide,  on  peut 
dire  que  le  mouvement  de  pivotement  équivaut  au  glissement 
d'une  figure  sphérique  sur  sa  sphère. 

1®  Effet  de  deux  rotations  successives.  Soient  marqués  sur 
la  sphère  considérée  les  pôles  de  deux  rotations  successives; 
sans  doute,  pour  chaque  rotation  on  pourrait  hésiter  entre 
deux  pôles,  mais  nous  adopterons  le  » 

pôle  sur  lequel  un  observateur  mar- 
chant sur  la  sphère,  étant  posé  tête 
hors  la  sphère,  verrait  s'accomplir 
la  rotation  considérée  dans  un  sens  pjg,  72, 

déterminé  par  rapport  à  sa  gauche  et 

à  sa  droite;  A  (fig.  72)  est  le  point  de  la  sphère  fixe  qui  va 
être  le  pôle  de  la  première  rotation;  B  est  le  point  de  la 
sphère  fixe  qui  va  être  le  pôle  de  la  deuxième  rotation. 

On  peut  même  supposer  que  ces  rotations  soient  chacune 
moindre  qu'un  demi-tour,  soit  alors  u  la  rotation  sur  A  vue 
par  l'observateur  posé  sur  le  pôle  A  dans  le  sens  des  aiguilles 
d'une  montre,  soit  de  même  v  la  rotation  également  orientée 
sur  le  pôle  B. 

Nous  nous  proposons  de  construire  un  point  de  la  figure 
sphérique  entraînée  qui  finalement  n'aura  pas  bougé;  à  cet 
effet  joignons  le  premier  pôle  A  au  second  par  un  arc  de 
grand  cercle  AB  moindre  qu'une  demi-circonférence. 
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Fig.  73. 


Faisons  tourner  (fig.  73)  l'arc  AB  autour  de  \  d'un  angle -^i/^ 

mais  en  sens  contraire  du  sens  de  la  rotation  donnée,  nous 
obtenons  sur  Théinisphère  (Ij  un  arc  AX;  faisons  de  même 

tourner  l'arc   BÀ  autour   du   second   pôle    d'un    angle  ^  f , 

mais  dans  le  sens  même  de  la  se- 
conde rotation  ;  nous  obtenons 
ainsi   un  arc  BY  allant  encore 
sur  l'hémisphère  (1)  ;  les  deux 
arcs  AX  et  BY  se  croisent  sur 
rhémisphère  (l)  en  un  point  C. 
Le   point  de  la  figure  sphé- 
rique   qui   était  en   C  avant  la 
première  rotation  va  par  cette 
rotation    venir  en    D,    position 
symétrique  de  C  par  rapport  au 
plan  de  Tare  AB;  la  seconde  rotation  ramène  le  point  D  en  C. 
G  n'a  donc,  en  définitive,  point  bougé. 

Donc,  le  déplacement  final  du  solide  résulte  d'une  rotation 
autour  de  G  qui  représente  sur  la  sphère  Vaxe  qui  joint 
à  G  le  centre  O  de  la  sphère. 

Ainsi  deux  rotations  dont  les  axes  se  croisent  en  un  point  O 
sont  remplaçables  par  une  rotation  unique  dont  Vaxe  passe 
aussi  par  le  même  point  O. 

Remarque,  —  Si  Tordre  des  rotations  avait  été  changé, 
mais  si  leurs  grandeurs  et  si  leurs  pôles  sur  la  sphère  fixe 
avaient  été  maintenus,  le  pôle  G  de  la  rotation  unique  rem- 
plaçant les  deux  autres  eût  été  au  point  D. 

Grandeur  de  la  rotation  remplaçante.  —  Soit  (fig.  73)  E  le 
point  symétrique  de  B  par  rapport  au  plan  de  Tare  AX,  le 
point  E  de  la  figure  sphérique  vient  en  B  par  la  première 
rotation,  de  plus  il  y  demeure  pendant  la  seconde  rotation. 


/\ 


De  là  résulte  que  l'angle  XCB  extérieur  au  triangle  AGB 
représente  la  moitié  ^  w  de  la  rotation  remplaçante  w. 

2**  Théorème.  —  Tout  déplacement  défini  de  pivotement 
sur  un  point  O  peut  toujours  être  réalisé  par  une  rotation 
exécutée  autour  d'un  certain  axe  passant  par  O. 
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En  effet,  une  figure  sphérique  a  toujours  sa  situation  définie 
par  les  situations  de  deux  de  ses  points;  or  le  changement 
des  positions  de  ceux-ci  peut  toujours  être  produit  par  un 
premier   changement  amenant   le    point  P     r/» 

(fig.  74)  en  sa  position  finale  P',  suivi  d'une     j,,^- -^* 

rotation  convenable  autour  du  pôle  P',  qui     \  .^, 

laisse  la  droite  OP'  invariable.  ^         „,    „, 

Fig.  74. 

Le  premier  changement  peut  être  réalisé 
par  une  rotation  convenable  exécutée  autour  d'un  pôle  I  ap- 
partenant à  Tare  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  Tare  PP' 
en  son  milieu,  et  ceci,  même  d'une  infinité  de  manières»  Le 
déplacement  final  de  la  figure  est  donc  produit  par  une  pre- 
mière rotation  autour  de  I  suivie  d'une  seconde  rotation  au- 
tour de  P'  ;  or  nous  venons  de  voir  que  ces  deux  déplacements 
successiFs  peuvent  être  remplacés  par  une  rotation  unique, 
et  le  théorème  est  démontré. 

Remarques.  —  Il  est  d'ailleurs  bien  évident,  d'après  la 
définition  de  la  ligne  droite,  et  les  propriétés  des  trames, 
que  deux  rotations  autour  de  deux  axes  concourants  ne 
s'équivalent  que  si  elles  sont  exécutées  autour  d'un  même 
axe.  D'où  la  conséquence  suivante  : 

Autre  remarque.  —  Si  le  pôle  A  est  donné,  le  lieu  des  axes 
des  secondes  rotations  qui  produisent  après  une  rotation  de 
pôle  A  un  pivotement  total  donné  est  un  plan,  c'est  le  plan 

du  grand  cercle  qui  fait  en  C  avec  l'arc  (]X  (fig.  73)  Tangle 
déterminé  ^  w. 

iv.—  Fin  de  la  Géométrie  qualitative.  Prévision  de  la  Géométrie 

métrique. 

Un  triangle  plan  ou  un  triangle  sphérique,  image  à\\n 
trièdre,  renferment  6  éléments  :  3  côtés  et  3  angles;  notons 
seulement  que  dans  un  triangle  sphérique  les  mots  côtés, 
appliqués  aux  arcs  de  cercle  qui  forment  les  côtés,  désignent 
en  réalité  :  les  angles  au  centre  de  la  sphère  dont  ces  arcs 
sont  les  images,  ou  encore  les  faces  du  trièdre  correspondant 
au  triangle  sphérique. 
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Aux  trois  cas  généraux  d'égalité  des  triangles  plans  cor- 
respondent, on  le  vérifie  bien  aisément,  trois  cas  A^égaliti 
ou  symétrie  des  triangles  sphériques.  Exemple  :  si  deux 
triangles  sphériques  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  Tun  des  triangles  est  ou  bien 
égal  à  l'autre  ou  égal  à  un  symétrique  de  Tautre, 

Or,  ces  divers  cas  d'égalité  nous  montrent  que,  aussi  bien 
dans  les  triangles  sphériques  que  dans  les  triangles  plans, 
les  six  éléments  d'un  triangle  solide  dépendent  de  trois 
d'entre  eux,  puisque  trois  d'entre  eux  permettent  de  cons- 
truire le  triangle  ou  son  symétrique.  II  doit  donc  exister  uo 
moyen  de  calculer  ou  de  construire  les  grandeurs  de  trois 
des  éléments  du  triangle,  connaissant  les  trois  autres. 

Ces  constructions  ou  ces  calculs  seront  l'objet  du  second 
livre  de  la  géométrie  naturelle,  elles  formeront  la  géométrie 
quantitative  ou  métrique. 

Nous  terminons  ici  le  premier  livre^  et  nous  pourrons  le 
résumer  en  disant  qu'il  comprend  essentiellement  : 

1^  La  notion  des  deux  mouvements  fondamentaux  d'un 
solide:  rotation  autour  d'une  droite;  translation  avec  gui- 
dage plan  autour  d'une  droite  qui  est  l'axe  de  la  translation. 

2®  L'ajustage  ou  la  correspondance  des  figures  égales. 

3**  La  symétrie. 

C'est  ce  qu'on  peut  encore  appeler  la  Géométrie  qualitative. 

Elle  doit  être  enseignée  avec  des  modèles  de  solides  et  de 

mouvements. 

J.  ÂNDRA.DE  (Besançon). 

P. -S.  —  Remarques.  —  1.  Bien  que  l'exposé  didactique  du  pre- 
mier livre  de  la  géométrie  nouvelle  soit  achevé,  je  rappellerai  aux 
lecteurs  de  cette  Revue  que  le  second  livre  ou  la  géométrie  mé- 
trique a  été  approfondi  ici  même  dans  mon  article  intitulé  «  Les 
fonctions  angulaires  dans  la  géométrie  de  l'ajustage  »  (8*^  année, 
p.  257-281).  Cet  article  pourra  être  aisément  et  considérablement 
allégé  en  vue  d'un  enseignement  élémentaire  qui,  à  mon  avis,  doit 
rester  euclidien  (en  ce  sens  qu'on  adoptera  avec  Euclide  le  phé- 
nomène de  la  similitude),  mais  qui  néanmoins  doit  faire  sentir^ 
même  au  débutant,  que  le  solide  euclidien  pour  être  le  plus  simple 
n'est  pourtant  pas  le  seul,  logiquement  possible,  et  cela  suflira 
pour  une  première  étude  élémentaire. 

II.  Quittons  maintenant  le  domaine  pédagogique.  Voici  une  re- 
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marque  qui  peut  intéresser  les  lecteurs  géomètres  ;  les  propriétés 
de  retendue  vectorielle  en  géométrie  générale,  telles  que  je  les  ai 
exposées  dans  l'article  précité,  vont  être  éclairées  d*un  nouveau 
jour  par  le  théorème  d'Ampère-Stokes. 

En  effet,  le  vecteur  tourbillon  d'un  vecteur  donné,  correspond  à 
une  distribution  continue  et  même  dérivable;  or,  les  deux  carac- 
tères de  déri\fabilité  et  de  continuité,  dont  le  premier  contient 
d'ailleurs  le  second,  ne  sont  pas  essentiellement  euclidiens.  De  là 
l'extension  du  théorème  d'Ampère-Stokes  en  géométrie  générale  ; 
enfin,  cette  extension  nous  donne  immédiatement  et  d'une  ma- 
nière intuitive  le  théorème  suivant  : 

L'espace  euclidien  est  le  seul  dans  lequel  puisse  exister  un  ré- 
seau triple  orthogonal  avec  conservation  de  la  longueur  des  arcs 
correspondants  ;  en  d'autres  termes,  le  théorème  d'Ampère-Stokes 
nous  montre  de  suite  que  si  l'élément  linéaire  ds  d'un  espace  est 
réductible  à  la  forme  : 

cet  espace  est  nécessairement  euclidien. 

Ce  rapprochement  entre  la  méthode  classique  des  [ds)^  et  ma  mé- 
thode s^ectorielle  pour  l'étude  de  la  géométrie  générale  me  paraît 
intéressant  à  signaler. 

J.  A. 


L'IMPORTANCE  DES 

TRANSFORMATIONS  LINÉAIRES  DES  VECTEURS 

DANS  LE  CALCUL  VECTORIEL  GÉNÉRAL 


Une  fois  établi  (et  cela  nous  semble  logique)  que  :  «  l'uni- 
fication des  notations  vectorielles  doit  être  faite  en  tenant 
compte  des  résultats  auxquels  conduira  l'analyse^  complète 
et  rationnelle,  des  entités  géométriques  et  mécaniques,  de  leurs 
opérations  et  de  leurs  fonctions^  »  nous  croyons  utile  d'indi- 
quer brièvement  Télat  actuel  des  recherches  relatives  à  la 
question,  et  quelles  sont  les  entités  qui  doivent  encore  être 
étudiées  par  rapport  à  leur  théorie  générale  et  à  leurs  appli- 
cations. 

M.  R.  Marcolongo  et  moi,  nous  avons  étudié  *  sous  l'as- 


>  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  PaUrnio.  Nota  I,  tomo  XXIII  (1*  scm.  1907)  :  NoU 
II,  t.  XXIV;  2»  sem.  1907):  Note  III,  l.  XXIV  :  Note  IV,  t.  XXV  (!•  sem.  1908):  NoU  V  (ed 
ultima),  t.  XXVI  (&•  sam.  1908). 
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pect  historique^  scientifique^  logique  ei  pratique,  les  systèmes 
vectoriels  qui  sont  employés  actuellement.  Avec  les  entités 
nombre  réel,  point,  vecteur,  et  les  opérations  et  fonctions 
somme  (+),  différence  ( — ),  produit  par  un  nombre  (symbole 
sous-entendu),  produit  interne  (x),  produit  vectoriel  {/\),  ro- 
tation dans  un  plan  (c'''),  gradient  (grad),  divergence  (div), 
rotation  (rot),  nous  avons  obtenu  le  système  minimum,  qui, 
les  notations  exclues,  coïncide  avec  le  système  de  Gibbs. 
Par  ce  système  nous  avons  déduit  le  calcul  barycentrique  de 
MôBius  (Note  II),  les  quaternions  de  Hamilton  (Note  III)  et 
les  formations  géométriques  de  Grassmann  (NoteV):  et  ces 
dernières,  sous  une  forme  très  simple,  analogue  à  celle 
donnée  par  M.  G.  Peano,  et  suivie  par  M.  Carvallo  et  par 
d'autres  auteurs.  Nous  avons  aussi  fait  observer  (Note  V)  que 
le  système  minimum  e^l  insuffisant.  II  doit  être  complété  par 
les  transformations  linéaires  des  vecteurs,  nécessaires  pour 
la  résolution  de  plusieurs  questions,  et  par  les  formations 
géométriques  de  Grassmann-Peano,  nécessaires  lorsque  les 
droites,  les  plans,  les  systèmes  de  forces  appliquées  à  un 
corps  rigide,  doivent-étre  considérés  comme  des  entités  au- 
tonomes. Les  barycentres  et  les  quaternions  sont  insuffisants 
dans  ce  but. 

L'interprétation  erronée  des  concepts  et  des  symboles  de 
Hamilton  a  donné  naissance  à  certaines  notations  vecto- 
rielles qui,  sans  l'usage  systématique  des  quaternions,  sont 
inexactes,  impropres  et  inopportunes.  Nous  avons  tâché  de 
démontrer  cela,  M.  Marcolongo  et  moi,  dans  la  Note  III. 

J'ai  encore  examiné  la  question  des  quaternions  dans  ma 
Note  *  «  I  Quaternioni  di  Hamilton  e  il  calcolo  vettoriale  » 
dans  le  but  d*établir  exactement  quelle  est  la  relation  entre 
les  quaternions  et  les  transformations  linéaires,  et  de  mon- 
trer que  le  produit  complet  (détaché  des  vrais  quaternions) 
ne  possède  point  la  vertu  magique  que  quelque  auteur  lui 
attribuait.  Je  rappelle,  ici,  le  principal  résultat  :  les  quater- 
nions forment,  il  est  vrai,  un  système  à  quatre  dimensions, 
mais  ce  système  n'est  pas  linéaire,  dans  la  complète  signifi- 
cation du  mot  «  linéaire  ». 


^  Âtti  <UltÂccademia  délie  scienze  di  Torino,  1908. 
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Si  nous  observons  que  dans  plusieurs  questions  de  Physi- 
que et  de  Mécanique  on  rencontre  des  craies  transformations 
linéaires  *  qui  ont  6  ou  9  ou  18  dimensions,  il  est  bien  aise 
d'en  déduire  que  les  quaternions  sont  entièrement  insuffi- 
sants pour  établir  un  calcul  mécanique  complet. 

Les  applications  du  système  minimum  que  nous  avons 
données  dans  la  Note  IV,  prouvent  amplement  comment, 
aussi  dans  les  questions  qui  ne  réclament  pas  Tusage  des 
entités  de  Grassmann,  il  est  bien  plus  simple  de  faire  usage 
des  vecteurs  que  des  quaternions.  Mais  les  études  que  nous 
venons  d'indiquer,  ne  montrent  pas  encore  comment  on 
peut  résoudre  la  question  de  la  composition  des  rotations 
autour  d'axes  qui  ne  sont  point  parallèles,  avec  un  calcul  for- 
mal  aussi  simple  que  celui  qui  résout  les  autres  questions.  Il 
est  bien  connu  que  le  problème  est  résolu  par  les  quaternions 
avec  un  symbole  à  Joug.  Il  est  donc  permis  de  douter  que 
Ton  doive  toujours  dépendre  de  la  théorie  des  quaternions 
pour  la  résolution  de  ce  problème  fort  important  en  Géomé- 
trie et  en  Mécanique.  Mais  ce  doute  n'est  point  légitime. 
Pour  les  rotations,  et  en  général  pour  tous  mouvements  des 
systèmes  rigides,  on  peut  faire  usage  des  transformations 
linéaires  des  vecteurs  en  vecteurs^,  transformations  nécessaires 
et  qui  ont  un  algorithme  bien  plus  simple  que  celui  des 
quaternions. 

J'indique,  ici,  les  principaux  résultats  en  faisant  usage  des 
notations  que  nous  avons  proposées. 

1.  —  Une  transformation  linéaire  de  vecteurs  en  vecteurs 
ou  bien  une  homographie  vectorielle  o-,  est  toujours  décom- 
posable,  et  d'une  seule  manière,  dans  la  somme  de  deux 
homographies  yi^  X,  caractérisée  par  les  conditions 

xxpy  —  yXfxx  =  o.    xx>y  +  yx>x  =  o 

vérifiées  quels  que  soient  les  vecteurs  X  ,  y  . 

Nous  appellerons  dilatation  de  o-,  ou  Do- ,  l'homographie  y,  ; 
car  jtx  donne,  dans  les  déformations  des  systèmes,  la  dilata- 
tion^ ou  vibration,  et  l'ellipsoïde  (de  Lamé)  correspondent. 


'  C.  BuRALi-FoRTi,  Atti  Accad.  Torino  :  Sopra  alcune  operazioni  proiettive  applicabili  nella 
Meccanica  (1906)  :  Sulle  omografie  vettoriali  (1907)  :  Funxioni  vettoriali  (1907). 
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L'homographie  i  donne  la  rotation  de  la  déformation.  Pré- 
cisément :  il  existe  un  vecteur  u  tel  que,  quel  que  soit  le 
vecteur  x , 

^x  —  u  A  '  • 

Le  vecteur  u  sera  appelé  vecteur  de  d,  ou  Vœ  . 
On  a  donc,  identiquement, 

0  =  Da  +  (Vff'A     o"  *^'en     n  —  D<jx  -h  (Va)  f\  x  . 

Si  Dor  est  un  nombre  réel  (la  quadrique  de  dilatation  est 
une  sphère)  alors  :  V homographie  <t  ^  à  laquelle  on  donne 
comme  champ  d'application  *  le  champ  formé  par  les  vecteurs 
normaux  an  Va ,  est  précisément  le  quaternion  dont  Dd  est 
le  scalaire  et  Va  est  le  vecteur  ;  mais  cette  transformation 
spéciale  n'est  pas  une  homographie. 

Avec  Thomographie  a  il  est  important  de  considérer  la 
conjuguée  de  c,  ou  Ka ,  définie  par 

Kff  =  De  —  (Va)  A  • 

L'invariant  troisième  de  cr,  ou  invgo-,  est  le  nombre  réel 

lU  /\  <J7  X  iJW  ^ 

U  A  ▼  X  ^ 

quels  que  soient  les  vecteurs,  non  complanaires,  u,  v,  w. 

Les  invariants  deuxième  et  premier  de  o-,  ou  inv^o-,  inv^cr, 
sont  définis  par  la  relation 

inv,  (a*  -f-  a)  =  jr*  +  (invia)  x*  -\-  (inv,a)  x  -f-  inv,a 

quel  que  soit  le  nombre  réel  x. 

L'algorithme  général  des  homographies  est  fort  intéressant; 
nous  citons  seulement  les  formules  suivantes  *  : 

X  X  oy  =  y  X  Kax 

^y  (X  A  y)  =  (»»via)  xAy  —  xAKoy  +  yAKox 
a  I  (Kox)  A  (K<ïy)  î  =  Ka  }  (ax)  A  i»y)  j  =  (inv.ai  X  A  y  • 


^  Voir  note  p.  412. 

*  M.  Marcolongo  et  moi,  nous  espérons  publier  prochainement  une  étude  complète  de  U 
théorie  des  homographies  vectorielles  et  de  leurs  applications  h  la  Physique  et  à  la  Méca- 
nique. 
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2.  —  Nous  appellerons  mouvements  vectoriels^y  les  homo- 
graphies or  qui  ne  changent  pas  la  longueur  des  vecteurs, 

Elles  sont  caractérisées  par  la  condition 

<r  (Ka)  =  1 

et  on  a  toujours 

Si  0",  X  sont  des  mouvem.  vect.^  Xa,  Kc,  cr"\  sont  aussi  des 
mouvem,  vect.^  et  on  a 

9  (V»)  =  it  Va     selon  que     invs9  =:  1     ou     înv,ff  =  —  1   . 

Les  propriétés  suivantes  sont  fondamentales. 

Si  V(7  9z^  0  et  invgo-  =  1,  alors  ax  est  le  vecteur  qu'on  obtient 
en  donnant  au  vecteur  x  une  rotation  autour  du  vecteur  Vo-, 
d'un  angle  9  tel  que 

1 

sin  f  =  mod  Vff  ,     cos  y  =  „  (invia  —   I)  ; 

ainsi  /e^  «  mouvem.  vect.  »  o-  /e/^  que  Va  z^O  et  \ïi\^fj=  1, 
5o«^  des  rotations  autour  du  Ver. 

Si  V<T  =  0  alors  o-*  =  1  et  le  vecteur  x  +  o-x  a  une  direc- 
tion fixe  (qui  ne  dépend  pas  de  x,  mais  varie  avec  o-]  ou  est 
parallèle  à  une  orientation  fixe  :  les  «  mouvem.  vect.  »  cr  tels 
que  Vo-  =  0 ,  sont  des  symétries  par  rapport  à  une  direction 
ou  à  une  orientation^  selon  que  invgO"  =  i  ou  inVga  =  —  1. 

Cela  justifie  la  dénomination  mouvement  vectoriel. 

3.  —  Voici  des  applications. 

Soient  :  i,  u  des  vecteurs  unitaires  ;  a  =  ang  (1,  u)  ;  cr,  X  les 
rotations  autour  de  1  et  u  des  angles  ^ ,  ^  . 

Un  calcul  direct,  bien  plus  simple  que  le  calcul  corres- 
pondant avec  les  quaternions,  prouve  que  Xo-  est  la  rotation 


^  J'avais  déjà  envoyé  cet  article  k  L'Ens.  Mathém.  lorsque  j'ai  reçu  l'intéressant  mémoire 
do  M.  Mario  Puni,  La  Gtometria  elemetUare  istituita  sullt  nozioni  di  punto  et  sfera  {Ment, 
délie  Soc.  ital.  délie  Sdenze,  série  3«,  t.  XV).  Je  préfère  la  nomenclature  |de  M.  Pieri  à  celle 
dont  j'ai  fait  usage  dans  cette  note.  Au  Heu  de  «  mouv,  vect.  »  il  vaudra  mieux  dire  «  iso" 
mirie  vectorielle  •,  et  tout  simplement  «  isomirie  •  au  lieu  de  «  mouv.  gèom,  •  (n*  4). 
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autour  du  vecteur 


sin  I  cos  ^  i  +  ^os  I  sin  ^  U  —  sin  ^  sin  |-  i  /\  U  . 


de  Tangle 


2  cos— ï  I  siu  î  sin  ^  cos  a  —  cos  '-  cos  ^  > 


Si  y  =  J/  =  TT ,  c'est-à-dire,  si  ex ,  i  sont  les  symétries  par 
rapport  à  i  et  u,  alors  un  calcul  direct,  fort  simple,  prouve 
que  X(7  est  la  rotation  autour  de  i  A  u  d©  Tangle  2a  . 

On  parvient  à  ces  résultats  plus  rapidement,  comme  on 
sait,  par  des  considérations  géométriques  ^  mais  cela  ne  di- 
minue l'importance  du  calcul  direct  qui,  dans  certains  cas, 
est  nécessaire. 

4.  —  Nous  appelions  mouQement  géométrique^  toute  trans- 
formation linéaire  qui  change  une  forme  géométrique  de 
premier  ordre  de  Grassmann  en  une  forme  du  même  ordre, 
avec  la  condition  de  transformer  points  en  points  et  vecteurs 
en  vecteurs  de  même  module*.  La  forme  générale  d'un 
mouv.  géom,^  est 

g  __  /B  ,   «JU  .    «V  .   (IW\ 

~"  \A  ,    u   ,    V  ,  w/ 

où  A,  B  sont  des  points  et  œ  est  un  mouv.  vect. 

Supposons  par  exemple,  que  Vo-  ^  0  et  inv^a  =  1.  On  a 
identiquement,  étant  P  un  point  quelconque, 

P  =  A  +  (P  —  Ai 

et  par  conséquent, 

(1)     6P  =:B  -f  ff  {P  —  A)  ,  ÔP—  P  =  B  -  A  +  <i{P  —  A)  —  (P  — A); 

mais   o-(P  —  A)  et  P  —  A  ont  la    m^^.me    projection   sur  une 
droite  parallèle  à  Vo-  et  la  dernière  formule  donne 

{ÔP  —  P)  X  Ver  =  (B  —  A)  X  Va  . 


*  Voir,  par  ex.,  M.  Pieri,  loc.  cit. 

*  Une  traosformation  de  points  en  points  ne  peut  pas  être  linéaire,  car  «  la  somme  de 
deux  points  »  on  le  produit  d'un  point  par  un  nombre  n'est  pas  un  point.  Les  transforma- 
tions que  nous  venons  de  considérer  conservent  la  masse  des  formes  du  premier  ordre,  et 
la  longueur  dos  vecteurs. 
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Si,  donc,  nous  posons 

(B  —  A)  X  Vff  _^ 

les  points  ^P,  P  —  v  ,  ou  bien,  P  +  v  ,  ^P,  ont  la  même  pro- 
jection sur  une  droite  parallèle  à  Va. 

Menons  par  le  point  A  le  plan  y  normal  à  Vo-  :  le  point 
B  —  V  est  placé  sur  ce  plan.  Sur  le  plan  y  existe  un  point  O, 
et  un  seul,  tel  que 

O  -f  (y(A  -  O)  =  B  —  v; 

mais  d'après  la  première  des  formules  (1),  nous  avons 

0P— V=:B~V-|-<J(P—  A)=ii 

=  O  -f  ff  {A  —  O)  +  <r  (P  —  A)  =  O  4-  ff  (P  —  O)  , 
0P  =  O  -h  <j(P  —  O)  -f  v; 

donc  :  le  mouvement  géométrique  9  est  un  mouvement  hélicoï- 
dal dont  l'axe  est  parallèle  à  Vo-  et  la  translation  est  v. 
(Théorème  de  Mozzi). 

Il  est  bien  connu  que  :  le  produit  de  deux  symétries  par 
rapport  à  deux  axes  est  un  mouvement  hélicoïdal,  etc.  — 
La  démonstration  formale  est  fort  simple.  Soient  :  i ,  u  vec- 
teurs unitaires  parallèles  aux  axes  donnés;  A,  B  les  points 
qui  donnent  la  moindre  distance  entre  les  deux  axes  (B  — :  A 
est  parallèle  à  i  A  u)  ;  o-,  X  les  mouv,  vect,,  qui  sont  les  sy- 
métries par  rapport  à  i  et  u.  Si  P  est  un  point,  le  symétrique 
de  P  par  rapport  à  Taxe  Ai  est 

P,  =  A  +  <T  (P  —  A)  , 

et  le  symétrique  de  P^  par  rapport  à  Taxe  Bu  est 

eP  =  B  -f  >  (P,  —  B)  =  B  -h  >  (A  —  B)  -f  Xff  (P  —  A)  ; 

mais 

1  (A  —  B)  =  B  —  A         (hypothèses) 

ei  donc 

ÔP  =  A  -f  2  (B  —  A)  -h  >(r  (P  —  A) 

par  laquelle  résulte  (n**  3)  que  :   la  droite  A  B  est  l'axe  du 

mouvement  hélicoïdal,  2  (B  —  A)  en  est  la  translation  et  2  ang 

(i,  u)  la  rotation. 

C.  BuRALi-FoRTi  (Turin). 
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Les  mathématiques  an  37""*  congrès  de  TAssociatioii  française 

pour  rAyaDcement  des  Sciences. 
Clermont-Ferrand,  3—10  août  1908. 

I.  Séance  d'ous^erture,  —  Le  S?""  congrès  de  TAssociation  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  sciences  s*est  ouvert  le  lundi  3  août, 
à  Clermont-Ferrand,  sous  la  présidence  de  M.  P,  Appell,  membre 
de  rinstitut.  Dans  un  remarquable  discours  d'ouverture  le  pré- 
sident de  l'Association  a  examiné,  avec  une  haute  compétence,  la 
question  de  l'enseignement  des  sciences  et  la  formation  de  Vesprit 
scientifique^. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue  il  parle  successivementde  l'école 
primaire  française,  où  l'on  trouve  un  enseignement  trop  théorique, 
trop  abstrait,  trop  éloigné  des  réalités  qui  entourent  l'écolier;  de 
l'enseignement  secondaire,  dont  la  principale  raison  d'être  est  dans 
la  préparation  à  l'enseignement  supérieur  scientifique  ou  techni- 
que; et  de  l'enseignement  supérieur  des  sciences  tel  qu'il  est 
donné  dans  les  Facultés.  Pour  chacune  de  ces  catégories  il  indi- 
que les  progrès  réalisés,  les  défauts  et  les  abus  qui  subsistent  et 
les  t*emèdes  qu'il  serait  désirable  d'apporter  pour  assurer  le  déve- 
loppement de  l'esprit  scientifique.  Dans  les  Lycées  l'enseignement 
des  mathématiques  a  été  rendu  plus  intuitif,  avec  moins  de  théo- 
rèmes et  plus  de  problèmes,  le  cours  dicté  a  été  supprimé,  le  pas- 
sage d'une  classe  à  l'autre  interdit  aux  incapables;  mais  toutes  ces 
modifications  resteront  stériles,  dit-il,  si  le  système  d'examens  du 
baccalauréat  est  maintenu,  avec  ses  vastes  programmes,  l'absence 
de  toute  épreuve  pratique,  l'effort  énorme  de  mémoire  qu'il  exige 
pour  quelques  jours.  D'autre  part  les  agrégations  de  l'enseigne- 
ment des  sciences  expérimentales  demandent  une  érudition  écra- 
sante; elles  sont  faites  comme  à  souhait  pour  former  des  maîtres 
qui  écraseront,  à  leur  tour,  la  jeunesse  sous  le  poids  de  leurs  con- 
naissances théoriques. 

Le  but  de  l'enseignement  supérieur  est  triple.  1.  Faire  de  la 
science  (travaux  de  recherches,  laboratoires  de  recherches,  coUec- 


^  Ce  discours  se  trouve  reproduit  dans  la  Revue  scientifique  du  8  aoAt  et  dans  la  Revue  du 
mots  du  10  aoAt. 
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lions,  bibliothèques);  les  établissements  chargés  de  cette  fonction 
primordiale  sont  le  Collège  de  France,  les  laboratoires  de  recher- 
ches dans  les  diverses  universités,  le  Muséum;  chacun  de  ces  éta- 
blissements a  d'ailleurs  sa  mission  propre.  —  II.  Enseigner  la 
science^  c'est  le  rôle  des  Facultés  des  sciences.  —  III,  Appliquer 
la  science.  Cette  fonction  est  dévolue  aux  Ecoles  ou  instituts  tech- 
niques. Mais  pour  le  moment  ces  écoles  n'ont  pas  de  laboratoires 
et  elles  se  bornent  à  des  enseignements  de  science  pure  qui  pour* 
raient  et  qui  devraient  être  donnés  dans  les  Facultés  des  sciences. 
On  réaliserait  un  grand  progrès  en  supprimant  les  enseignements 
théoriques  et  en  exigeant  des  candidats  aux  écoles  techniques 
d'avoir  pris,  dans  les  Facultés  des  sciences,  certains  certiCcats  et 
diplômes  déterminés  sur  les  matières  de  renseignement  supérieur 
jugées  indispensables.  Les  ressources  des  écoles  techniques  se- 
raient alors  entièrement  consacrées  à  leur  objet  propre.  Le  savant 
conférencier  rappelle,  à  titre  d'exemple,  que  c'est  dans  cet  esprit 
qu'a  été  entreprise  la  récente  réforme  de  l'Ecole  normale  supérieure 
qui  joue  le  rôle  d'institut  technique  de  préparation  aux  fonctions 
de  professeur,  la  culture  scientifique  étant  donnée  auparavant 
dans  les  Facultés. 

IL  Communications  présentées  aux  sections  1  et  2  (Mathéma^ 
tiques^  Astronomie^  Géodésie  et  Mécanique),  —  Le  Bureau  de  ces 
sections  était  composé  comme  suit  :  Président  d'honneur,  M.  P. 
Appell,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  ;  président,  M. 
Pkllbt,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Clermont-Ferrand  ; 
vice-président,  M.  Ern.  Lbbon,  professeur  honoraire  au  Lycée 
Charlemagne  à  Paris  ;  secrétaires,  MM.  Richard  et  Rousseau,  pro- 
fesseurs au  Lycée  de  Dijon. 

1.  —  E.-N.  Barisien  (Paris),  Résolution  de  l'équation  du  troisième 
degré.  —  Procédé  permettant  de  ramener  le  polynôme 

aa:^  +  b:v'  +  ca:  +  d 
à  la  forme  : 

A(.r  +  a,^  +  B(.r  +  p)^ 

ce  qui  permet  de  résoudre  l'équation  complète  du  troisième  degré. 

2.  —  Emile  Borel  (Psivis),  Enseignement  des  mathématiques  dans 
les  Facultés.  —  L'auteur  signale,  parmi  les  branches  des  mathé- 
matiques appliquées  trop  négligées  dans  nos  Universités,  les 
applications  des  mathématiques  et  en  particulier  du  calcul  des 
probabilités  aux  questions  statistiques,  économiques  et  financières. 
Ces  «  mathématiques  sociales  »  ont  une  importance  pratique 
chaque  jour  croissante  et  donnent  lieu,  en  Allemagne,  en  Angle- 
terre, en  Autriche,  en  Italie,  à  des  enseignements  importants  et 
à  des  publications  nombreuses  ;  une  section  spéciale  a  été  créée 
pour  cette  branche  de  la  science  au  dernier  Congrès  des  mathé- 
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maticiens,  et  Tintérét  théorique  de  certaines  questions  soulevées 
est  souvent  considérable.  En  France  l'initiative  privée  a  été  seule 
à  s'intéresser  à  ces  sujets  et,  sans  méconnaître  Fimportance  des 
résultats  obtenus  par  ses  efforts,  on  doit  regretter  que  l'Université 
ne  s'y  associe  pas. 

3.  —  Aug.  BouTiN  (Paris),  Sur  un  certain  groupe  de  nombres.  — 
Cette  note  constitue  une  indication  sommaire  des  nombres  d'un 
carré  arithmétique  : 

avec  les  valeurs  initiales  :  'L\,p-=i  1 , ... ,  Z^.i  =  1,  nombres  signa- 
lés par  M.  C.-A.  Laisant. 

L'auteur  donne  l'expression  générale  de  Z/»,p  en  w,  et  en/>,  les 
fonctions  génératrices  de  ces  nombres,  puis  il  indique  leur  intro- 
duction naturelle  dans  la  sommation  de  la  suite  : 

1^4-  2PX  -\'  '^Px'^  +  .... 

On  peut  leur  rattacher  un  autre  triangle  arithmétique  qu'il  serait 
également  intéressant  d'étudier. 

4.  —  Aug.  BouTiN  (Paris),  Développement  de  |/N  en  fraction 
continue  et  résolution  des  équations  de  Fermât,  —  Cette  note  donne 
une  période  de  la  série  des  quotients  incomplets  de  j/N,  pour  un 
assez  grand  nombre  de  valeurs  algébriques  de  N=  ax^  -\-  bx  -^  c. 
Après  avoir  rappelé  la  solution  des  équations  de  Fermât,  quand 
on  connaît  la  plus  petite  solution,  l'auteur  obtient  cette  plus  petite 
solution  pour  diverses  valeurs  algébriques  de  N.  Enfin,  il  établit 
la  période  des  quotients  incomplets  de  >/N,  de  N  =  2  à  N  =  1023, 
et  la  plus  petite  solution  (en  dehors  de  a;  =  1  y  =  0)  de  l'équa- 
tion de  Fermât  : 

x^  -  Xy»  =  1 

de  N  =  2  à  N  =  450. 

Ces  deux  tables  numériques  peuvent  rendre  de  réels  services 
aux  mathématiciens. 

5.  —  Ernest  Lebon  (Paris),  Pour  la  recherche  des  facteurs  pre- 
miers des  grands  nombres.  —  Après  avoir  indiqué  l'espace  qu'oc- 
cupait une  Table  d" Eléments  donnant  les  facteurs  premiers  des 
nombres  jusqu  à  cent  millions^  en  prenant  la  base  510  510,  l'auteur 
donne  une  suite  de  théorèmes  généraux,  ou  loiSy  permettant  de 
décomposer  en  deux  facteurs  des  nombres  ayant  la  forme  : 
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a,  ^y  y  étant  des  entiers  quelconques  décroissants.  Par  exemple  : 
Les  nombres  de  la  forme  :. 

«OAi^  divisibles  par  les  nombres  de  la  forme  : 

Enfin,  il  expose  d'autres  lois  plus  générales  encore. 

6.  —  A.  Pellet  (Clermont-Ferrand),  Sur  les  équations  ayant 
tontes  leurs  racines  réelles, 

7.  —  P.  Appell  (Paris),  Sur  un  théorème  relatif  au  déplacement 
initial  d'un  système  sans  frottement.  —  Si  un  système  de  points  de 
masses  m^  ,  /n, ,  ...  mp,  assujettis  à  des  liaisons  sans  frottements, 
part  du  repos,  sous  l'action  de  forces  données,  le  déplacement 
initial  est  caractérisé  par  la  propriété  suivante.  Soient  ^S^  ^S,  ... 
dSp  les  déplacements  des  divers  points  :  parmi  tous  les  déplace-- 
ments  possibles  pour  lesquels  : 


rfS  =  |//w,  dSj  +  ...  +  mj,  rfS^ 

a  une  chaleur  donnée,  le  déplacement  initial  est  celui  qui  rend  maxi^ 
mum  le  tras^ail  des  forces  appliquées. 
Cette  règle  parait  pouvoir  être  étendue  au  cas  de  frottement. 

8.  - —  A.  Gérardin  (Nancy),  Recherches  sur  les  nombres  amiables, 

9.  —  A.  Gérardin  (Nancy),  Sur  la  résolution  en  entiers  positifs 

de 

xP  ±  ay^  =  A*  . 

10.  —  A.  Gérardin  (Nancy),  Solutions  générales  de 

ax*  +  by^  =  6-z*  +  dt^. 

L'auteur  obtient    des    formules   exprimant  la  solution    générale 
à  Taide  de  quatre  indéterminées. 

11.  —  J.  Richard  (Dijon),  Sur  quelques  points  de  la  philosophie 
des  mathématiques.  —  a}  Sur  les  axiomes  de  logique.  11  n'y  a  pas 
de  pareils  axiomes.  On  se  sert  pour  raisonner  des  propositions 
de  la  science  envisagée,  et  non  d'une  science  spéciale  appelée 
logique  ; 

bi  Sur  la  définition  du  nombre.  On  peut  définir  une  classe 
d'objets  de  trois  façons.  Par  définition  générale,  parénumération, 
par  récurrence.  Les  nombres  se  définissent  par  récurrence,  d'où 
l'impossibilité  d'une  définition  générale,  et  l'impossibilité  de 
démontrer  le  principe  d'induction  ; 

L'Enseignement  mathém.,  lo«  année;  1908.  28 
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c)  Le  théorème  dit  de  Cantor  Bernstein  exîge-t-il  la  notion  de 
nombre  pour  sa  démonstration?  Oui,  car  cette  démonstration 
emploie  des  définitions  par  récurrence  ; 

d)  Réflexions  sur  les  nombres  transfinis. 

12.  —  J.  Richard  (Dijon),  Sur  l'enseignement  de  V astronomie.  — 
L'astronomie  est  une  science  généralement  ignorée.  Cependant 
rintérét  qu'elle  présente,  son  importance  au  point  de  vue  philo- 
sophique, ses  rapports  avec  les  difierentes  sciences  mathématiques 
et  physiques,  la  rendent  digne  d'être  étudiée.  On  examine  en  par- 
ticulier le  rôle  que  l'astronomie  pourrait  jouer  dans  l'enseigne- 
ment secondaire  en  fournissant  des  applications  concrètes  inté- 
ressantes des  différentes  parties  des  mathématiques. 
,  13.  —  Th.  Rousseau  (Dijon),  La  Géométrie  élémentaire  basée  sur 
le  groupe  des  déplacements.  —  Après  avoir  posé  nettement  une 
douzaine  de  postulats,  l'auteur  établit  dans  une  1''*  partie  toutes  les 
propositions  de  la  Géométrie  élémentaire  qui  ne  sont  pas  spécia- 
les à  la  Géométrie  euclidienne.  Il  définit  la  droite  comme  le  lieu 
des  points  qui  restent  fixes  dans  un  déplacement  qui  laisse  deux 
points  fixes,  et  le  plan  comme  la  surface  engendrée  par  la  rotation 
d'une  perpendiculaire  à  une  droite  fixe  en  un  point  de  cette  droite. 
Il  démontre  qu'un  plan  qui  contient  deux  points  d'une  droite  la 
contient  toute  entière,  que  par  trois  points  de  l'espace  passent 
toujours  un  plan  et  un  seul,  que  tout  plan  partage  l'espace  en  deux 
régions  etc.  —  Il  étudie  ensuite  le  cercle,  les  angles,  les  dièdres, 
les  triangles,  les  trièdres,  la  symétrie,  la  sphère,  la  composition 
des  rotations. 

Dans  la  2°**  partie,  l'auteur  établit  les  propositions  de  la  géo- 
métrie élémentaire,  qui  sont  propres  à  la  Géométrie  euclidienne. 
Il  admet  d'abord  le  postulat  suivant  :  Le  groupe  des  déplacements 
admet  un  sous^groupe  invariant;  les  déplacements  de  ce  sous- 
groupe  s'appellent  des  translations.  Il  en  déduit,  sans  aucun  cal- 
cul, et  par  des  raisonnements  élémentaires,  que  toute  translation 
qui  laisse  un  point  fixe  est  la  translation  identique  ;  que  les  trans- 
lations sont  équivalentes  à  des  glissements  plans  rectilignes  ;  que 
le  produit  de  deux  translations  est  commutatif.  La  théorie  des  pa- 
rallèles peut  alors  être  faite  comme  l'a  si  clairement  exposé  M. 
Carlo  BouRLET  dans  son  Cours  abrégé  de  Géométrie.  L'auteur 
montre  qu'en  introduisant  la  notion  de  bande  de  plan,  on  peut 
simplifier  la  seule  démonstration  pénible  de  cette  théorie. 

Immédiatement  après  se  place  la  théorie  des  projections,  (dont 
le  théorème  fondamental  n'est  autre  que  le  théorème  de  Thaïes), 
et  la  définition  du  cosinus  et  du  sinus.  Cette  théorie^  complétée 
par  la  notion  de  produit  géométrique,  permet  de  traiter  toutes  les 
questions  de  relations  métriques  sans  parler  de  triangles  sem- 
blables. 

La  3'"*  partie  de  la  Géométrie  élémentaire  comprendrait  l'étude 


CHRONIQUE  423 

des  transformations  :  homothétie,  similitude  (triangles  sembla- 
bles)^ inversion,  transformation  par  pôles  et  polaires  réciproques. 
L'auteur  a  voulu  montrer  par  cette  communication,  que  si  on 
prend  pour  base  de  la  Géométrie  élémentaire  Texistence  du  groupe 
des  déplacements,  on  a  besoin  de  moins  de  postulats  que  dans 
Texposition  classique  due  à  Euclide;  que  ces  postulats  peuvent 
être  plus  nettement  posés;  que,  lorsqu'on  les  a  admis,  on  n'a  plus 
besoin  de  recourir  à  l'expérience  et  que,  par  suite  cette  exposition 
au  point  de  vue  purement  logique^  vaut  au  moins  autant  que  celle 
(TEuclide,  Si,  d'autre  part,  cette  façon  de  présenter  les  choses 
percuLet  aux  élèves  de  suivre  de  plus  près  les  réalités,  et  les  initie, 
par  l'introduction  de  la  notion  de  groupe  de  transformations,  aux 
méthodes  les  phis  fécondes  de  la  Géométrie  moderne,  de  sorte, 
comme  l'a  dit  M.  Bourlet^  qu'«  elle  descend  plus  bas  et  monte 
plus  haut  que  celle  qui  a  cours»,  il  semble  qu'on  doive  faire  des 
efforts  pour  la  faire  pénétrer  dans  renseignement.  Quand  et  com- 
ment cette  introduction  sera-t-elle  possible,  c'est  aux  professeurs 
eux-mêmes  qu'il  appartient  de  le  juger. 

14.  —  Julien  Wklsch  (Aigueperse,  Puy-de-Dôme),  De  la  corres- 
pondance homographique  et  de  ses  applications  à  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  problèmes,  —  Propriété  des  figures  qui  se  corres- 
pondent homographiquement.  — Triangle  invariant.  —  Tétraèdre 
invariant.  —  Enveloppe  ou  lien  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
homologues  dans  une  homographie  du  plan  ou  de  l'espace,  ces 
points  décrivant  des  courbes  ou  des  surfaces  données. 

Figures  autohomographiques  :  1®  dans  le  plan,  2**  dans  l'espace. 

15.  — Henri  Chrétien  (Nice),  La  romète  Daniel  idOl-à  et  son 
spectre,  —  Le  spectre  de  la  comète  1907-rf  a  été  étudié  photogra- 
phiquement  à  l'Observatoire  de  Nice  par  la  méthode  du  prisme- 
objectif  préconisée  par  M.  le  comte  de  la  Baume-Pluvinel.  M. 
Chrétien  donne  la  description  des  clichés  obtenus  et  la  détermi- 
nation des  longueurs  d'ondes  des  principales  radiations  émises 
par  la  comète,  dont  trois  importantes  sont  nouvelles  et  n'ont  en- 
core pu  être  rattachées  à  aucun  spectre  connu. 

16.  —  Henri  Chrétien  (Nice),  Un  nous^eau  modèle  de  spectrohé- 
liographe,  présentant  le  minimum  de  masse  de  la  partie  mobile. 

17.  —  Luc.  LiBERT  (Paris),  Un  catalogue  de  çingt^cinq  bolides, 
catalogue  complémentaire  au  catalogue  de  mille  trois  cent  soixante- 
huit  météores  notés  par  l'auteur. 

18.  —  Em.  Belot,  Essai  de  cosmogonie  tourbillonnaire.  —  Les 
faits  astronomiques  découverts  depuis  un  demi-siècle  sont  en 
contradiction  avec  l'hypothèse  cosmogonique  de  T^aplace.  Obser- 
vant les  formes  linéaires  ou  spirales  de  la  matière  nébuleuse  autour 
des  étoiles,  M.  E.  Belot  est  conduit  à  introduire  en  cosmogonie 
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les  mouvements  de  translation,  ainsi  pour  le  système  solaire  son 
déplacement  vers  la  constellation  d'Hercule. 

Notre  système,  d'après  Tauteur,  doit  sa  naissance  au  choc  d'un 
tourbillon  gazeux  sur  un  nuage  cosmique,  choc  qui  a  produit 
dans  le  tourbillon  des  vibrations  le  décomposant  en  nappes  pla- 
nétaires qui  se  sont  épanouies  autour  de  son  axe  dirigé  vers  Yapex, 
Un  choc  semblable  est  observé  dans  les  étoiles  nouvelles.  L'étude 
mathématique  de  ce  choc  a  permis  à  M.  E.  Belot  de  démontrer  la 
loi  de  Bode,  la  loi  des  inclinaisons  des  axes  planétaires  et  la  loi 
des  rotations  des  astres,  résultats  déjà  présentés  à  l'Académie  des 
sciences  et  à  la  Société  astronomique  de  France  en  1905  et  1906. 

Le  prochain  Co/i^rè*  aura  lieu  à  Lille^  en  1909.  Les  sections  1 
et  2  seront  présidées  par  M.  Ern.  Lbbon. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  Bourgeois,  lieutenant-colonel,  chef  de  section  de  Géodésie 
au  service  géographique  de  l'armée,  est  nommé  professeur  d'Astro- 
nomie et  de  Géodésie  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  en  rem- 
placement de  M.  Poincaré,  démissionnaire. 

M.  E.  Almansi,  professeur  à  l'Université  de  Pavie,  a  été  nommé 
membre  correspondant  de  l'istituto  Lombardo. 

M.  DuLAc,  maître*  de  conférences  à  la  Faculté  des  sciences  de 
Poitiers,  est  nommé  professeur  de  mathématiques  générales  à 
l*fi!cole  des  sciences  d'Alger. 

M.  R.  BoNOLA  a  été  nommé  privat-docent  pour  la  Géométrie 
projective  et  descriptive  à  l'Université  de  Pavie. 

M.  H.  BuRKHARDT,  profcsseuT  à  l'Université  de  Zurich,  a  accepté 
rappel  qui  lui  a  été  adressé  par  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Munich  pour  la  chaire  devenue  vacante  par  le  décès  du  professeur 
V.  Braunmûhl. 

M.  Fréchbt  est  nommé  maître  de  conférences  à  l'Université  de 
Kennes. 

M.  HussoN  est  chargé  du  cours  de  Mécanique  rationnelle  et 
appliquée  à  l'Université  de  Caen. 

M.  M.  Lacombe,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale  de 
Zurich,  a  accepté  l'appel  qui  lui  a  été  adressé  pour  la  chaire  de 
Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie  analytique  à  l'Université 
de  Lausanne,  en  remplacement  de  M.  Joly,  décédé. 

M.  LiAPOUNOFF,  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  Saint- 
i^étersbourg,  est  nommé  membre  associé  étranger  de  l'Académie 
royale  des  Lincei  de  Rome. 

M.  G.  Hale,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Mount-Wilson  en 
Californie,  est  nommé  membre  correspondant  de  l'Académie  des 
sciences  de  Paris. 

La  Société  italienne  des  Sciences  (Accademia  dei  XL)  a  décerné 
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le  prix  biennal  des  mathématiques  à  feu  Pigciati  pour  Tensemblo 
de  ses  travaux. 

M.  H.  Seeliger,  Directeur  de  TObservatoire  de  Munich,  est 
nommé  membre  associé  étranger  de  l'Académie  royale  des  Lincoi 
de  Rome. 

M.  C.  SoMiGLiANA,  professeur  à  TUniversîté  de  Turin,  membre 
correspondant  de  TAcadémie  des  Lincei,  est  nommé  membre 
ordinaire. 

M.  F.  Sevbri,  professeur  à  l'Université  de  Padoue,  a  été  nommé 
membre  correspondant  du  Reale  Istituto  Veneto. 

M.  VoLTERRA,  professeur  à  l'Université  de  Rome,  a  été  nommé 
associé-étranger  de  la  Leopoldinisch-Carolinische  deutsche  Aka- 
demie  de  Halle. 

Retraite,  —  M.  Fouret,  répétiteur  à  l'Ecole  polytechnique  de 
Paris,  est  admis  à  la  retraite. 

M.  Th.  Reye,  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg,  prend  sa 
retraite. 

Prîçat-doceni.  —  M.  E.  Hill  aété  admis  à  l'Université  d'Erlangcn 
en  qualité  de  privat-docent. 

Nécrologie. 

La  science  française  vient  de  perdre  deux  de  ses  savants  les  plus 
illustres,  les  physiciens  Henri  Becquerel  et  E.-Elie-Nicolas  Mas- 

CART. 

Becquerel  n'était  âgé  que  de  56  ans.  Fils  et  petit-fils  de  physi- 
ciens célèbres,  il  avait  brillamment  continué  la  tradition  de  la 
famille  par  la  découverte  de  la  radioactivité.  Deux  mois  à  peine 
avant  sa  mort,  il  avait  été  appelé  au  secrétariat  perpétuel  de 
l'Académie  des  sciences.  Becquerel  était  ancien  élève  de  l'Ecole 
polytechnique  et  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 

Mascart  est  décédé  à  Paris  à  l'âge  de  71  ans.  Ancien  élève  de 
l'Ecole  normale  il  était  professeur  de  Physique  au  Collège  de 
France  depuis  1872.  Ses  travaux  appartiennent  principalement 
aax  domaines  de  l'Optique  physique,  sa  branche  de  prédilection, 
à  l'Electricité  et  à  la  Météorologie.  En  1873  l'Académie  des  Sciences 
lui  décerna  le  Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques  pour  ses 
recherches  sur  l'entraînement  de  l'éther  lumineux  et  les  modifi- 
cations que  subit  la  lumière;  puis  en  1884  elle  l'appella  au  fau- 
teuil laissé  vacant  par  Jamin.  Mascart  était  gendre  du  mathéma- 
ticien Ch.  Briot. 

O.  PuND,  professeur  à  Charlottenbourg,  est  mort  à  l'âge  de  40 ans. 

MaxRosENMUND,  professeur  de  Géodésie  à  l'Ecole  polytechnique 
fédérale  de  Zurich,  est  décédé  à  l'âge  de  51  ans.  On  sait  qu'il 
dirigea  d'une  manière  très  remarquable  la  mesure  de  la  base 
géodésique  du  tunnel  du  Simplon. 
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Cours  uniTersitaires. 
Semestre  d'hiver  1908-1909. 

ALLEMAGNE 

Berlin;  Universitàt.  —  Schwarz  :  Differentialrechnung,  4  ;  Uebungen  dazu  ; 
Synthetisehe  Géométrie,  4  ;  Th.  d.  komplexen  Zahlgrôssen,  1  ;  Seminar  ; 
Kolloquien.  —  Frobenius  :  Algebra,  4;  analyt.  Géométrie,  4;  Seminar.  — 
ScHOTTKY  :  Allgemeine  Funktionentheorie,  4  ;  Thetarcihen,  2  ;  Seminar.  — 
Hi^TTKEK  :  Potentialtheorie,  2.  —  Kmoblauch  :'  Théorie  und  Anwendung  der 
Determinanten,  4  ;  Théorie  der  Raumkurven  und  der  krummen  Plâchen,  4  ; 
Uebungen  fur  jùngere  Semester.  —  Lebmann-Pilhes  :  Analyt.  Mechanik,  4. 
—  Landau  :  Integralrechnung,  4  ;  Mengenlehre  mit  Anwendungen  auf  die 
Th.  d.  Funktionen  reeller  Verânderlichen,  4.  —  Schur  :  Zahlentheorie,  4  ; 
Th.  der  ellipt.  Funktionen,  4.  —  Bauschinger  :  Potentialtheorie  mit  Anwen- 
dungen auf  die  Figur  und  Rotation  der  Himmelskôrper  ;  Seminar  fur  wissen- 
8(*haftliches  Rechnen.  —  Fœr&tbr  :  Fundamentale  Ausgleichung  der  Zeit- 
uiid  Raummessung,  2  ;  Geschichte  der  neueren  Astronomie,  2.  —  Helmert  : 
Gradmessungen,  1  ;  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  1.  —  Struve  :  Sphâr. 
Astronomie,  3;  Prakt.  Uebungen.  —  Schmidt  :  Allgemeine  Geophysik,  2; 
Kollektivmasslehre,  1  ;  Uebungen  in  der  rechneriachen  Behandlung  geophy* 
sikalischer  Problème.  —  Sgheiner  :  Spektralanalyse  der  Gestirne,  2  ;  Astro- 
physikalisches  Kolloquium,  1.  —  Mahcuse  :  Théorie  und  Praxis  der  geo- 
graphisch-  und  nautisch-astronomischen  Ortsbestimmung,  mit  Uebungen,  2; 
AUgemeinverstândliche  Himmelskunde.  —  v.  Bortkiewicz  ;  Allgemeine 
Théorie  der  Statistik,  2;  Yersicherungsrechnung.  mit  Uebungen,  2.  — 
Mbyer  :  Einfûhrung  in  die  moderne  Maschinentechnik,  2  ;  Technische  Ex- 
kursionen.  —  Aschkinass  :  Elemente  der  hôheren  Mathematik,  mit  beson- 
derer  Berûcksichtigung  ihrer  Anwendung  iu  den  Naturwissenschaften,  2.  — 
BoRNSTEiN  :  Uebungen  in  Herstellung  und  Gebrauch  physikalischer  Unter- 
richtsapparate.  —  Gruneisen  :  Diflerentialgleichungen  schwingender  Système, 
1.  —  Hbnning  :  Ausgewahlte  Kapitel  aus  der  Potentialtheorie,  1.  —  Martens  : 
Die  wichtigsten  Kapitel  aus  der  Mecbanik,  Akustik.  Warmelehre.  -  •  Valen- 
TiNER  :  Yektoraualysis  mit  Anwendung  auf  die  mathematische  Physik  und 
auf  technische  Problème,  2.  —  v.  Wartexbero  :  Kinetische  Théorie  der  Ag- 
gregatzustande,  1.  —  Weinstein  :  Einleitung  in  die  mathematische  Physik, 
Mechanik,  Akustik,  Wârme,  3. 

Bonn.  —  Study  :  Ellipt.  Funktionen.  3  ;  Anwendungen  komplexer  GrÔssen 
in  der  Géométrie.  3;  Seminar.  —  Lomdon  :  Annlyt.  Géométrie  der  Ebene 
und  des  Raumes,  4;  Uebungen  dazu  ;  Darst.  Géométrie  II  mit  Uebungen,  3; 
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Seminar.  — ^Kowalewski  :  Difibrential-  und  Integrairechnung  II,  4  ;  Uebungen 
dazu  ;  Fouriersche  Reihen  und  ihre  Anwendungen,  2  ;  Grundzûge  der  Mengen- 
lehre,  2;  Seminar.  —  Caratheodort  :  Maxima  und  Minima,  1;  Technische 
Mechanik,  2.  ' —  Schmidt  :  Einfûhruag  in  die  Algebra,  4.  —  Kûstner  :  Th. 
der  Bahnbesttaimung  der  Kometen  und  Planeten,  3  ;  Th.  des  Sonnensystems. 
MôNiXicHMETER  '.  Himmelsmechanik,  2  ;  Praktische  Uebungen  in  der  Stern- 
warte  (mit  Kûstner).  —  Kayssr  :  Physikalisches  Kolloquium.  —  Bucherer  : 
Bd»thema(Î8che  Physik,  2. 

BrSllfla.  —  RosANEs  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4  ;  Elemente  der  De- 
terminantentheorie,  1  ;  Seminar.  —  Sturm  :  Zahlentheorie,  3  ;  Kurven  und 
Flâchen  3.  Ordnung,  3  ;  Seminar.  —  Knbsbr  :  Differentialgleichungen  und 
Fouriersche  Reihen,  3  ;  Ellipt.  Funktionen,  3  ;  Seminar.  —  Frarz  :  Mechanik 
des  Himmels,  4;  Astron.  Seminar. —  Pringshbim  :  Allgemeine  Mechanik»  4  ; 
Seminar. 

Erlangen.  —  Gordan  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4  ;  Zahlentheorie.  4  ; 
Seminar.  —  Nœthbr  :  Diff,-  und  Integralrechnung  I,  4  ;  Th.  der  algebraischen 
und  Abeischen  Funktionen,  4  ;  Analyt.  Uebungen.  —  Hilb  :  Darst.  Géomé- 
trie, 4  ;  Uebungen  dazu  ;  Analyt.  Uebungen  (mit  Nœther)  ;  Einfûbrung  in  die 
Théorie  der  Funktionen  von  unendlich  vielen  Yerftnderlichen',  2.  —  Rbiger  : 
Mechanik,  2  ;   Elektrizitât  mit  Rûcksicht  auf  die  Bedûrfnisse  der  Praxis.  2. 

Froiburg.  —  Lûroth  :  Th.  der  Funktionen  einer  komplexen  verftnderlichen 
Grosse,  4;  Populaire  Astronomie,  2  ;  Seminar.  —  Stickblbbrger  :  Analyt. 
Géométrie  der  Ebene  und  Differentialrechnung.  5  ;  Bestimmte  Intégrale,  3. 
Lœwt  :  Differentialgleichungen,  4  ;  Die  Technik  der  Lebens-,  Invalident  und 
Krankenversicherung,  4  ;  Seminar.  —  Weingartbn  :  Einleitung  in  die  Th. 
der  ElastizitUt  fester  Kôrper,  2.  —  Seith  :  Darst.  Géométrie,  2;  Uebungen 
dazu,  1. 

61688611.  —  Pasch  :  Géométrie  der  Ebene  mit  Invariantentheorie,  4;  Ubgn. 
des  mathem.  Seminars,  1.  —  Netto  :  Th.  der  ellipt.  Funktionen,  4;  Zahlen- 
theorie, 2;  Ubgn.  des  mathem.  Seminars,  1.  —  Grassmann  :  Differential- 
und  Elemente  der  Integralrechnung,  4;  Analyt.  Mechanik  II,  4;  Ubgn.  dazu, 
1.  —  Fromme  :  Ausgleichungsrechnung  u.  Elem.  d.  Geodâsie,  2. 

GÔttingen.  —  Klein  :  Mechanik,  4  ;  Seminar.  —  Hilbbrt  :  Funktionen- 
theorie,  4;  Prinzipien  der  Mathematik,  2;  Seminar.  —  Minkowski  :  Algebra, 
4  ;  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  2  ;  Seminar.  —  Rurge  :  Diff.-  und  Inte- 
gralrechnung Il  mit  Uebungen,  5  ;  Seminar.  —  Prandtl  :  Statik  der  Bau- 
konstruktionen,  3;  Seminar;  Pratikum.  —  Wiecuert  :  Yermessungswesen 
II  mit  Uebungen,  4;  Erdmagnetismus,  2;  Ebbe  und  Flutt.  1;  Kinetische 
Théorie  der  Gase,  2;  Kolloquium,  1.  —  Bbknstei.'y  :  Geschichte  der  neueren 
Mathematik,  2;  Versicherungsmathematik,  2.  —  Kœbe  :  Darst.  Géométrie, 
4  ;  Uebungen  dazu,  4.  —  Zermelo  :  Variationsrechnung,  4  ;  Uebungen  zur 
mathematischen  Logik,  1.  —  Tœplitz  :  Gruppentheorie,  2  ;  Uebungen  ftir 
mittlere  Semester,  2.  —  Krùger  :  Einfûhrung  in  die  mathematische  Behand- 
lung  der  Naturwissenschafteu,  3.  —  Schwarzschild  :  Klassische  Himmels- 
mechanik, 3  ;  Behandlung  astronomischer  Fragen,  2.  — Ambronn  :  Geschich- 
te der  Astronomie,  2  ;  Méthode  der  kleinsten  Quadrate  mit  Anwendung  auf 
Astronomie  und  GeodUsie,  1  ;  Astron.  Uebungen.  —  Herglotz  :  Bahnbe- 
stimmung  der  Planeten  und  Kometen,  2;  Uebungen  dazu,  1. 
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Greifswald.  —  Thome  :  DifT.-  und  IntegralrechnuDg  I,  4;  Synth.  Géométrie, 
2;  Seminar.  —  Emgel  :  Punktionentheorie  II,  4;  Projektive  Géométrie  und 
homogène  Koordinaten,  4;  Théorie  der  Difierentialgleichungen,  2;  Seminar. 

—  Vahlen  :  Analyt.  Mechanik,  I,  4;  Uebungen  dazu,  mit  Berûcksichfigung 
der  techniachen  Mechanik,  1.  —  Mie  :  Elementarmathematische  Ergaozun- 
gen  zur  Experimentalphysik,  1  :  Besprechungen  neuerer  physikaliscber  Ar- 
beiten  (mit  Starke),  2.  —  Holtz  :  Mechanik  und  Molekularphysik,  1  ;  Physik 
der  Gestirne,  1  —  Hp^weg  :  Einfiîhrung  in  die  theoretische.Behandlung  na- 
turwissenschaftlicher  Problème  und  ausgewâhlte  Kapitel  der  theoretischen 
Physik,  2.  —  Roth  :  Einfuhrung  in  diemathem.  Behandlungchemischer  Pro- 
blème, 1. 

Halle.  —  Cantor  :  Théorie  der  analyt.  Funktionen,  5;  Seminar.  —  Wan- 
GBRiN  :  Synth.  Géométrie,  4;  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  2;  Sphar.  Tri- 
gonométrie und  mathem.  Géographie.  2;  Seminar.  —  Gutzi^er  :  Variations- 
rechnung,  4;  Théorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  2;  Einfuhrung  in 
die  Théorie  der  hôheren  ebenen  Kurven,  2;  Seminar.  —  Eberhard  :  Inte- 
gralrechnung,  4;  Uebungen  dazu,  1.  —  Berndt  :  Vektoranalysis,  2.  —  Buch- 
in>LZ  :  Grundlagen  der  theor.  Astronomie,  2;  SphUr.  Astronomie  und  Th. 
der  astronomischen  Instrumente,  2. 

Heidolberg.  —  Kœnigsberger  :  Hôhere  Algebra,  4  ;  Dilf.-Integralrech- 
nung  II,  3;  Elemente  der  Zahlentheorie,  1  ;  Seminar.  —  Cantor  :  DiiTeren- 
tial-  und  Integralrechnung,  4;  Uebungen  dazu,  1;  Elementare  Arithmetik. 
Zahlentheorie  und  Algebra,  2.  —  Kœhler  :  Synth.  Géométrie.  4.  —  Bœhm  : 
Vektoranalysis  und  Einfuhrung  in  die  analyt.  Mechanik,  4;  Uebungen,!.  — 
Bopp  :  Potentialtheorie,  1;  Théorie  und  Geschichte  spezieller  hôherer  Kur- 
ven, 1. Valentiner  :  Ausgew&hlte Kapitel  aus  der  Fixsternastronomie,  2. 

—  WoLF  :  Elemente  der  Astronomie  (astronomische  Géographie),  2.  —  Koppf  : 
Wahrscheîniichkeits-  und  Ausgleichungsrechnung,  1. 

Jena.  —  Thomae  :  Ellipt.  Funktionen,  4  ;  Seminar.  —  Haussier  :  Elemente 
der  Zahlentheorie,  4  ;  DifT.-  und  Integralrechnungll,  mit  Uebungen,  4  ;  Analyt. 
Géométrie  des  Raumes,  4;  Seminar;  Proseminar.  —  Frege  :  Analyt.  Mecha- 
nik, 4;  Begrifïsschrift,  1.  —  Rau  :  Darst.  Géométrie,  4;  Uebungen  dazu,  2; 
Einfuhrung  in  die  Elektrotechnik,  2;  Elektrotechnisches  Praktikum,  3;  Ao- 
leitung  zu  selbstândigen  Arbeiten.  —  Knopp  :  Berechnung  des  scheinbaren 
Laufes  der  Planeten  und  Kometen,  2;  Mathem.  Géographie,  3. 

Kiel.  —  PocHHAMMER  :  Aualyt.  Géométrie  des  Raumes,  3;  Partielle  DifTe- 
rentialgleichungen,  4  ;  Seminar.  —  Heffter  :  Integralrechnung,  4;  Uebungen 
dazu  ;  Zahlentheorie,  4  ;  Seminar.  —  Landsberg  :  Théorie  der  elliptischen 
Funktionen,  4;  Kolloquium  dariiber;  Théorie  der  unendiichen  Reihen,  2.  — 
Harzer  :  Sphar.  Astronomie.  3;  Diflerenzenrechnung,  1.  Kobold  :  Théorie 
der  speziellen  Stôrungen,  2  ;  Uebungen  dazu;  Uebungen  an  den  Instrumenlen 
der  Stcrnwarte. 

KÔnigsberg.  —  Meyer:  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  3;  Uebungen  dazu -. 
Einleitung  in  die  hôhere  Géométrie,  4;  Seminar.  —  Schoenflies  :  DifTeren- 
tialgleichungen.  4  ;  AusgewUhlte  Kapitel  der  Punktionentheorie,  2  ;  Seminar. 

—  Saalschûtz  :  Integralrechnung,  4  ;  Uebungen  dazu,l;  Algebraische  Unter- 
suchungeu,  1.    —  Battermann  :    Sphar.   Astronomie,   2;   Interpolation  uud 
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numerUche  Intégration,  1.  — Cohr  :  Ausgleichungsrechnung,  3;  Uebungon 
dazu,  2. 

Leipzig.  —  Nbuma!in  :  Diff.-  und  Integralrechnung,  4.  — Hôldbr  :  Mecha- 
nik.  5;  Algebraîsche  Gleichungen,  2;  Serninar.  —  Rohn  :  Anwendung  der 
DifTerential-  und  Integralrechnung  auf  Kurven  und  FIftcben,  4;  Flftchen.  3. 
Ordnung,  1;   Seminar.  —  Hausdorff  :  Reihen  und  bestimmte  Intégrale,  4. 

—  LiBBMANN  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  4  ;  Uebungen  dazu.  —  Brunb  : 
Himmlische  Mechanik,  4  ;  Praktische  Analysis;  Praktische  Uebungen  auf 
der  Sternwarte.  —  Peter  :  Théorie  der  geograph.  Ortsbestimmungen,  1  ; 
Uebungen  im  EphemeridenrechnenundBahnbestimmen;  Praktische  Uebungen 
auf  der  Sternwarte.  —  Fischer  :  Einfûhrung  in  die  mathem.  Behandiung  der 
Naturwissenschaften.  3.  —  v.  Œttincex  :  Eleniente  der  geometrischen 
Optik,  1. 

Marbarg.  —  Hbnsel  :  Integralrechnung,  4  ;  AUgemeine  Théorie  der 
Ebenen  Kurven,  3;  Proseniinar;  Seminar.  —  Neumann  :  Théorie  der  linearen 
Differentialgieichungen,  3;  Partielle  DifTerentialgleichungen  der  mathem. 
Physik,  4  ;  Seminar.  —  v.  Dalwigk  :  EUipt.  Funktionen,  4  ;  Analyt;  Géo- 
métrie des  Raumes,  bes.  Théorie  der  Flftchen,  2.  Orduung.  4;  Uebungen 
ans  der  darst.  Géométrie  fiir  Vorgerûckte,  2. 

MÛnchen;  Universitàt.  —  Li?iDEMA^N  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4; 
Einleitung  in  die  Théorie  der  gewôhnlichen  und  partiellen  DifTerential- 
gleichungen, 4  ;  Ueber  die  mathem.  Grundlagen  des  Versicherungswesens,  2; 
Seminar.  —  Voss  :  DifTerentialrechnung.  4;  Uebungen  dazu.  2;  DifTerential- 
géométrie  der  Kurven  und  Flachen  I,  4  ;  Seminar  —  Pringshrim  :  Algebra, 
4;  Ellipt.  Funktionen,  4.  —  Doehlman.n  :  Darst.  Géométrie  I,  5;  Uebungen 
dazu,  3;  Liniengeometrie  in  synthetisch-analytischer  Darstellung,  4  ;  Die 
Raumdarstellung  in  der  bildenden  Kunst.  2.  —  v.  Srbliger  :  Mechanische, 
physikalische  und  mathematische  Grundlagen  der  Astronomie,  4;  Astro- 
nomisches  Kolloquium.  —  Grossmann  :  AUgemeine  Astronomie,  2. 

TftbingOIl.  —  v.  Brill  :  Einfûhrung  in  die  hôhere  Mathcmatik,  4;  Ueber 
nichtstarre  Système  und  die  Mechanik  von  Hertz,  3;  Seminar.  —  v.  Stahl  : 
Hôhere  Algebra,  2;  Anwendungen  der  Funklionentheorie,  3.  —  Maurer  : 
Hôhere  Analysis  II,  3;  Uebungen  dazu,  1  ;  Zahlentheorie,  2. 

WÔnbarg.  —  Prym  :  Théorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Ver- 
ânderiichen,  4;  Proseminnr;  Seminar.  —  Rost  :  Analyt.  Mechanik  I.  4; 
Ausgieichung  der  Beobachtungsfehler,  2;  Proseminar*.  Seminar.  —  v.Wbber: 
Algebra,  4;  Darst.  Géométrie  I,  4;  Uebungen  dazu,  4;  Abbildung  und 
Biegung  der  Flachen,  2. 

Strassbnrg.  —  Weber  :  DifT.-  u.  Inlegralrechnung,  4;  Th.  d.  ellipt. 
Funktionen,  2;  math.  Obersemiuar,  mit  Wellstein,   Timerdinc  u.  Epstei?(. 

—  Wellstein  :  Enzykiopâdie  der  Elementarniathematik,  II,  Teil  (Géométrie), 
3;  Lineare  DifTerentialgleichungen,  2;  Mathematisches  Unterseminar.  — 
TiMERDiKG  :  Anal.  Géométrie  der  Ebene,  3;  Uebungen  dazu,  1:  Darst.  Géo- 
métrie der  Ebene,  I.  2:  Uebungen  dazu,  2;  Sphâr.  Trigonométrie.  1.  — 
SiMor«  :  Nichteukiidische  Géométrie  in  elem.  Behandiung,  2.  —  Epstein  : 
Einfûhrung  in  die  Zahlentheorie,  2.  —  Beckkr  :  Th.  der  speziellen  Stôrungen 
und  Bahnbestiramung  II.    Teil;   Einleitung  in  die  Théorie  der  allgemeincn 
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Stôrungen,  3;  Astron.  Kolloquium;  Astron.  Beobachtungen  an  Instrumenten 
der  Sternwapte.  —  Wirtz  :  A  us  der  Pfaotomeirie  der  Gestirne,  1.  —  Cohn  : 
Mechanik,  2. 

AUTRICHE-HONGRIE 

KolOSSVàr  (Klausenburg,  Hongrie).  —  Schlesingbr  :  Calcul  différentiel  et 
intégral,  5;  Rotation  des  corps  célestes,  3  ;  Exercices,  1  ;  Séminaire,  1.  — 
Valyi  :  Algèbre  supérieure,  5;  Théorie  des  nombres,  3;  Exercices,  l  ; 
Séi&inaire»  1.  —  Pejér  :  Fonctions  elliptiq^ues,  3  ;  Équations.  di£E)épe»tieli«9 
de  la  dynamique,  2.  —  Kluc  :  Géométrie  descriptive  1,  3  ;  II  surfaces 
gauches,  2-,  Exercices,  2.  —  Faiula.s  :  Théorie  des  vecteurs,  3;  Transfor- 
mations de  l'énergie,  4  ;  Séminaire,  2. 

SUISSE 

Bâle«  —  KiNKELiN  :  Algebr.  Analysis.  3.  —  Von  der  Muhll  :  Analyt.  Me- 
chanik,  mit  Ueb.,  4;  mathem.  Physik,  4.  —  Fueter  :  DiflF.-  u.  Integralrech- 
nung  I,  4,  mit  Ueb.,  1;  FlUchentheorie,  2.  mit  Ueb.,  1  ;  Gew.  Diff.-Gleich- 
ungen,  2.  —  Priv.-Doc.  Flatt  :  Pâdag.  math.  Seminar  ;  Géométrie  der  Lage,  2. 

Berne.  —  Graf  :  Kugelfunkt.  m.  Repetit.,  3  ;  Besselsche  Funkt.  m.  Repe- 
tit. ,3*,  Bestimmie  Intégrale  mit  Repetit.,  3;  Differentialgleichungen,  2; 
Difierential-u.  Intégral rechnung,  2  ;  Funktîonentheorie,  2  ;  Repetit,  d.  Math., 
4;  Renten-  iind  Yersicherungsrechnung,  2;  Math.  Seminar  in  Verb.  m. 
G.  HuBER,  2.  —  Ott  :  Algebr.  Analysis,  II.  Teil,  2;  Integra! rechnung,  2; 
Analyt.  Géométrie,  II.  Teil,  2.  —  Huber  :  Sphâr.  Astronomie,  I.  Teil,  2; 
Théorie  d.  hôhern  ebenen  Kurven,  3;  Théorie  d.  ellipt.  u,  Thetafunkt.,  2, 
Math.  Seminar  (geometr.-astr.  Richt.)  in  Verb.  m.  Graf,  1.  —  Bekteli  : 
Darst.  Geom.  Kurven,  Strahlenflilchen,  regulUre  Polyëder,  2  ;  Darst.  Geom. 
Ueb.  u.  Repetit.,  2;  Prakt.  Geom.,  I.  Teil,  1  ;  Konstrukt.  Perspektive,  1.  — 
Crelier  :  Synthet.  Geom.,  II.  Teil,  2;  Geom.  des  Dreiecks,  2.  —  Moser  : 
Ausgew.  versicherungswissenschafll.  Seminar,  1 — 2.  —  Bohren  :  Ausgleich- 
ungsrechnung,  2;  Politische  Arithmetik,  2.  —  Gruner  :  Anwendung  der 
Besselschen  Funkt.  in  d.  Physik,  2. 

Genève.  —  Cailler:  Calcul  différentiel  et  intégral,  3  ;  Exercices,  2;  Mé- 
canique rationnelle,  3  ;  Exercices,  2;  Conférences  d'analyse,  2;  -<^  Fehr  : 
Eléments  de  mathématiques  supérieures,  3  ;  Exercices,  2  ;  Conférences  d'al- 
gèbre et  de  géométrie,  1  ;  Géométrie  projeclive,  1;  Séminaire  de  géométrie 
supérieure,  2.  —  R.  Gautier  :  Astronomie  physique,  2.  —  Priv.-doc.  : 
Bernoud  :  Aéronautique,  1.  —  Briner  :  Thermodynamique.  2.  —  R.  de  Saus- 
sure :  Géométrie  du  mouvement,  2. 

Lausanne.  —  Amstein  :  Calcul  diff.  et  intégral,  Cours  I,  6;  Exercices,  2; 
Cours  m,  2;  Exercices,  1;  Théorie  des  fonctions,  3.  —  Mayor  :  Mécanique 
rationnelle.  Cours  III,  4;  Exercices.  1;  Statique  graphique.  Cours  III,  3; 
Epures;  Cours  V,  2,  Epures;  Physique  mathém.,  2.  —  Lacombe  :  Géom. 
descriptive,  4;  Epures,  4;  Géométrie  analyt.,  2;  Géométrie  de  position,  2. 
—  Maillard  :  Elem.  de  Cale.  diff.  et  intégral,  I,  3.  —  Priv.  doc.  —  Jac- 
coTTET  :  Séries  de  Fourier  et  applications. 
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Znrich,  Universitât.  —  Vacat.:  Elem.  der  Diff.- u.  Integralrechoung,  4. — 
WoLFER  :  Einl.  in  die  Astronomie,  3;  Ueb.,  2;  Bahnbestimmung  v.  Planeten 
u.  Kometen,  2.  —  Weilkr  :  Darst.  Géométrie,  mitUeb. ,  4;  Analyt.  Géo- 
métrie, mit  Ueb.,  4;  mathem.  Géographie,  2.  —  Gublkr  :  Algebr.  Analysis, 
2;  Inhalt  u.  Méthode  des  geom.  UnternchtH  an  der  Mittelschule,  1;  Ver- 
sicherungsmathematik,  1  ;  sphar.  Trigonométrie. 

Zurich  ;  Ecole  polytechnîqut  fédérale,  section  normale,  —  Hirsch  :  Diffe- 
rentialrechnung,  4;  Repet.,  1,  Ueb.,  ?;  Differentialgleichungen,  4,  Ueb.,  1  ; 
Yariationsrechnung,  2.  — Franbl  :  Calcul  difT.,  4;  Repet.,  1;  Exerc,  2; 
Equat.  diif.,  2  ;  Exerc,  1.  —  Geisbh  :  Analyt.  Géométrie,  4  ;  Repet.,  1,  Ueb. 
2.  —  GaossMArtn  :  Darst.  Géométrie,  4;  Repet.,  1  ;  Ueb.,  4,  Géométrie  der 
Lage,  4.  —  Hurwitz  :  Ellipt.  Funktionen,  4.  -^  Hurwitz  u.  Grossmann  : 
Math.  Seminar^  2.  —  Herzog  :  Mechanik,  4,  1,  2  ;  ausgewâlte  Kapitel,  1.  — 
WoLFER  (v.  Université).  —  Cours  libres.  —  Beyel  :  Rechenschieber,  1  ;  Darst. 
Géométrie,  2;  Proj.  Géométrie,  1;  Flâchen  2.  Grades,  2.  —  Keller  :  Die 
wichtigsten  Prinzipien  d.  darst.  Géométrie,  2.  —  Kkaft  :  Analyt.  Mechanik, 
3;  Geom.  Kalkûl,  I,  2,  III,  2.  —  Schweitzbr  :  Thermodynamik,  2. 
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R.  Baire.  —  Leçons  sur  les  théories  générales  de  TAnalyse.  T.  II.  Varia- 
bles complexes.  Applications  géométriques.  —  1  vol.  de  X-347  p.  et  52 
fig.;  12  fr.;  Gauthier- Yillars,  Paris. 

Etant  donnée  la  renommée  si  justement  acquise  par  M.  Baire  dans  l'étude 
des  fonctions  de  variables  réelles,  il  était  bien  intéressant  d'attendre  de  lui 
ce  second  volume  ^  où  il  traite  surtout  des  fonctions  de  variables  complexes. 
Le  sujet,  comme  il  le  reconnaît  lui-même,  est  essentiellement  différent,  mais 
il  y  apporte  les  mêmes  qualités  d'esprit,  la  même  netteté  et  la  même  rigueur. 
Comme  l'indique  le  titre  du  volume  il  s'agit  surtout  de  généralités,  concer- 
nant les  fondements  de  la  science  et  non  d'un  exposé  de  résultats  spéciaux, 
exposé  qu'on  ne  peut  guère  faire  avec  compétence  que  sur  quelques  points 
d'où  une  allure  trop  restrictive  donnée  à  certains  traités.  D'ailleurs  ce  sont 
des  Leçons,  professées  dans  une  Faculté.  L'étendue  et  la  solidité  en  sont 
des  conditions  essentielles. 

Dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques^  l'auteur  cherche  à  profiter  à 
la  fois  des  points  de  vue  de  Cauchy  et  de  Weierstrass.  Il  emploie  les  inté- 
grales curvilignes  ou  les  séries  entières  sans  aucun  parti  pris  pour  l'une  ou 
l'autre  des  méthodes  qu'il  relie  d'ailleurs  très  simplement  en  étudiant  le 
développement   taylorien.    Les   félicitations  que   je   pourrais   lui    adresser 


'  Voir  l'AnalyBc  du  premier  volume  dans  V Enseignement  math,  t.  IX.  1907,  p.  497. 
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à  cet  égard  seront  d'autant  plus  sincères  que  dans  l'étude  du  prolongement 
analytique  qui  fait  actuellement  l'objet  de  mes  travaux  en  cours  (Bulletin 
des  Se.  math.,  Juillet  1908)  j'avais  remarqué  que  dans  une  question  très  gé- 
nérale on  pouvait  à  volonté  manier  des  intégrales  curvilignes  ou  des  séries. 
Et  sans  prévoir  que  j'allais  më  trouver  d'accord  avec  M.  Baire,  je  faisais 
remarquer  l'absurdité  qu'il  y  avait  à  se  cantonner  dans  une  méthode  et  à 
ignorer  l'autre. 

Pour  en  revenir  à  l'ouvrage  du  professeur  de  Dijon,  je  dois  faire  remarquer 
aussi  le  soin  extrême  qu'il  apporte  dans  le  maniement  des  séries  et  notam- 
ment la  manière  délicate  dont  il  développe  les  théorèmes  d'Abel.  A  la  notion 
de  série  uniformément  convergente  qui,  dans  certains  cas,  ne  lui  semble  pas 
assez  souple,  il  substitue  celle  de  série  normalement  convergente;  une  telle 
série  est  celle  dont  la  convergence  absolue  est  établie  par  comparaison  avec 
une  série  majorante. 

A  propos  des  équations  différentielles,  un  grand  développement  est  donné 
aux  équations  aux  dérivées  partielles.  La  méthode  des  caractéristiques  de 
Cauchy  et  la  méthode  de  Lagrange  et  Charpit  sont  exposées  toutes  deux  et 
comparées.  Pour  la  première,  M.  Baire  compare  tout  au  long  le  cas  de  l^qua- 
tion  linéaire  et  celui  de  l'équation  quelconque  et  cela  avec  une  élégance  et 
un  bonheur  dans  Texposition  qui  me  semblent  surpasser  tout  ce  que  je  con- 
nais de  mieux  à  cet  égard. 

il  emprunte  à  l'Acoustique  une  équation  linéaire  du  second  ordre  pour 
donner  au  moins  uo  exemple  de  ces  équations  remises  plus  en  lumière  que 
jamais  par  la  théorie  de  la  propagation  des  ondes.  Il  va  sans  dire  que  toutes 
les  questions  relatives  à  rexisleucc  des  intégrales  sont  examinées  jusque 
dans  les  plus  intimes  détails. 

Dans  les  Applications  géométriques  M.  Baire  a  mis  beaucoup  de  choses. 

Il  attache  beaucoup  d'importance  à  la  théorie  du  conlact,  aux  enveloppes 
de  lignes  et  de  surfaces.  Les  courbes  gauches,  étudiées  d'abord  quant  à  leur 
courbure  et  à  leur  torsion,  sont  finalement  définies  par  leur  équation  intrin- 
sèque. Des  exemples  courts  et  précis  sont  donnés  à  Tappui  des  notions  fonda- 
mentales; d'intéressantes  courbes  particulières  sont  mentionnées.  La  déforma- 
tion et  la  représentation  des  surfaces  les  unes  sur  les  autres  sont  illustrées 
par  les  problèmes  des  cartes  géographiques  dans  le  système  stércograpbique 
et  dans  le  système  de  Mercator.  Souvent  une  propriété  particulière  constitue 
une  ouverture  sur  de  vastes  domaines  de  la  Science;  c'est  ainsi  que  l'héli- 
coïde  à  plan  directeur  sert  à  faire  comprendre  ce  que  sont  les  surfaces  mi- 
nima.  Cette  partie  se  termine  par  l'étude  des  ligues  géodésiques. 

Enfin  l'ouvrage  comprend  un  chapitre  sur  les  fonctions  elliptiques.  C'est 
une'  belle  application  du  développement  donné  à  la  théorie  des  fonctions 
d'une  variable  complexe.  Là  encore  un  appel  judicieux  est  fait  tantôt  aux 
définitions  de  Weierstras's  tantôt  aux  propriétés  des  intégrales  curvilignes. 
De  plus  bien  des  longueurs  sont  évitées  par  l'emploi  du  langage  concis  et 
rigoureux  créé  par  M.  Baire  au  début  de  son  volume. 

Qu'il  me  soit  permis  de  remarquer  en  terminant  que,  dans  l'actuelle  génè. 
ration  de  jeunes  géomètres,  M.  Baire  a  fait  une  œuvre  unique.  C'est  le  pre- 
raier  cours  d'une  université  provinciale  qui  soit  publié.  Dans  les  générations 
d'avant  le  précédent  le  plus  remarquable  fut  constitué  par  le  cours  de 
M.  Méray,  qui  fut  précisément  à  Dijon  le  prédécesseur  de  M.  Baire. 

li'Université  bourguignonne  n'a  donc  rien  perdu  de  son  éclat. 

A.  BuHL  (Montpellier). 
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R.  BoNOLA.  —  Die  nichtenklidische  Géométrie.  HistoriBch-kritische  DarsteU 

lung  ihrer  Entwicklung.  Deutsche  Ausgabe  von  H.  Liebikann.  (Collection 
Wissenschaft  und  Hypothèse),  —  1  vol.  cart.  in-16,  244  p.  ;  5  M.;  B.  G. 
Teabner,  Leipzig. 

Nous  avoos  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  cette  nouvelle  collection  que  la 
maison  Teubner  publie  sous  le  titre  de  Wissensehafi  und  Hypothèse  et  dont 
les  deux  premiers  volumes  sont  formés  par  la  traduction  des  deux  ouvrages 
bien  connus  de  M.  H.  Poingark  :  Science  et  hypothèse ^  et  la  Valeur  de  la  science. 

Ce  nouveau  volume  rentre  bien  dans  le  but  de  la  collection  qui  est  de  pré- 
senter au  monde  .savant  les  diverses  branches  scientifiques  dans  l'évolution 
de  leurs  principes  fondamentaux.  Il  contient  un  exposé  bien  ordonné  du  dé- 
veloppement  historique  et  systématique  de  la  Géométrie  non-euclidienne. 
L'auteur  montre  d'abord  comment  le  postulat  des  parallèles  a  été  envisagé 
par  les  géomètres  grecs,  puis  chez  les  Arabes  et  pendant  la  Renaissance;  il 
fait  une  étude  critique  des  essais  de  démonstrations  qui  ont  été  données. 
Passant  ensuite  aux  précurseurs  de  la  Géométrie  non-euclidienne,  il  donne 
un  aperçu  rapide  des  travaux  de  Saccheri,  J.-H.  Lambert,  de  Wolfg.  Bolyai 
et  de  P.  L.  Wachter.  Puis  viennent  les  fondateurs  Lobatschefsky  et  Jean 
Bolyai,  dont  il  analyse  les  principaux  travaux. 

L'étude  des  développements  ultérieurs  amène  l'auteur  à  distinguer  deux 
directions  :  I,  la  direction  métrique  différentielle,  dans  laquelle  on  fait  inter- 
venir la  Géométrie  sur  une  surface  et  les  idées  de  Riemann,  Helmholtz,  Lie, 
Betrami,  etc.;  II.  la  direction  projective  ;  subordination  de  la  Géométrie  mé- 
trique à  la  Géométrie  projective  ;  la  Géométrie  lobatschefskienne  dans  le 
plan  euclidien;  la  Géomtrie  ellptique  de  Riemann  dans  l'espace  euclidien; 
les  fondements  de  la  Géométrie  en  partant  des  concepts  graphiques;  Tin- 
démontrabilité  du  postulat  d'Euclide. 

L'Ouvrage  se  termine  par  trois  Notes  ayant  pour  objets  I,  les  parallèles 
et  la  surface  de  Clifford;  II,  les  principes  fondamentaux  de  la  statique  et 
le  postulat  d'Euclide;  III,  les  constructions  non-euclidiennes  des  parallèles. 

Comme  le  montre  cette  rapide  énumération,  M.  Bonola  aborde  les  princi- 
paux problèmes  de  la  Géométrie  non-euclidienne.  Par  ses  nombreuses  et 
importantes  recherches  dans  ce  domaine,  il  était  particulièrement  qualifié 
pour  présenter  celte  étude  critique.  Haie  grand  mérite  d'avoir  su  éviter  tout 
développement  inutile  dans  un  exposé  de  ce  genre,  suivant  le  but  de  la  col- 
lection. Son  livre  constitue  un  excellent  ouvrage  d'initiation  pour  tous  ceux 
qui  désirent  s'orienter  dans  cette  branche  de  la  Géométrie.  L'édition  alle- 
mande a  été  rédigée  avec  beaucoup  de  soin  par  un  mathématicien  qui  a  lui- 
même  apporté  d'intéressantes  contributions  à  la  Géométrie  non-euclidienne. 

H.  F. 

M.  Fr.  Daniels.  —  Essai  de  Géométrie  sphériqne  en  coordonnées  projec- 

tives.  —  1  vol.  in-8°,  280  p.;  Librairie  de  l'Université,  Fribourg  (Suisse). 

Si  l'on  prend  pour  coordonnées  homogènes  d'un  point  quelconque  d'une 
sphère,  les  composantes  xi,  xt.  xt,  suivant  trois  directions  fixes,  du  rayon 
aboutissant  à  ce  point.  les  grands  cercles  de  la  sphère,  qui  jouent  on  Géo- 
métrie sphériqne  le  rôle  de  «  lignes  droites  »,  sont  représentés  par  des  équa- 
tions linéaires  ;  on  a  donc  ainsi,  pour  la  sphère,  un  système  de  coordonnées 
projectives.  On  obtient  encore  un  système  de  telles  coordonnées  en  divisant 
chacune  des  quantités  précédentes  par  un  nombre  constant  fii  (i  =  1,  2,  3). 
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Tel  est  le  système  de  coordonnées  qu'emploie  M.  Daniels  pour  établii*  la 
Géométrie  sphérique  et,  comme  cas  limite,  la  (xéométrie  plane.  La  généra- 
lité de  la  méthode,  bien  loin  d'être  une  cause  de  complication,  prête  un 
caractère  de  grande  simplicité  aux  démonstrations,  qui  sont  remarquable- 
ment directes  et  sobres.  C'est  ainsi  que  sont  établies  les  propriétés  pro- 
jectives  sphériques,  telles  que  celles  qui  ont  les  mêmes  énoncés  que  les 
théorèmes  de  Carnot,  de  Pappus  et  de.  Desargues,  ainsi  que  la  théorie  du 
rapport  auharmonique,'de  l'involution,  de  la  collinéation  et  de  la  corrélation 
sphériques. 

Quant  à  l'idée  métrique,  elle  est  représentée  par  une  expression  quadra- 
tique des  coordonnées.  Cette  expression  varie  avec  le  système  de  coor- 
données pris  pour  référence  ;  mais,  comme  les  propriétés  métriques  sont 
indépendantes  des'  valeurs  des  coefficients,  la  généralité  et  la  simplicité  des 
démonstrations  ne  sont  pas  atteintes.  Signalons  à  ce  propos  —  M.  Daniels 
n'en  fait  pas  la  remarque  —  que,  en  raison  de  cette  indépendance,  l'ouvrage 
se  trouve  contenir  une  théorie  de  toutes  les  métriques  sphériques  et  non 
pas  seulement  de  la  métrique  ordinaire. 

Les  courbes  sphériques  du  6econd  ordre  ou  coniques  sphériques  et  les 
faisceaux  de  ces  courbes  font  l'objet  d'une  étude  approfondie  et  très  com- 
plète. 

Ajoutons  qu'un  emploi  judicieux  de  la  notation  vectorielle  contribue  à  la 
condensation  de  l'exposition. 

G.  CoMBBBiAC  (Bourges). 

P.  DuHBM.  —  Les  origines  de  la  Statique.  —  Deux  volumes,  gr.  in-8o; 

prix  20  fr.;  librairie  liermann,  Paris. 

On  sait  la  difficulté  des  recherches  historiques,  les  surprises  des*  textes 
et  ta  traîtrise  des  documents  qui  se  contredisent  mutuellement,  laissant  le 
chercheur  dans  l'incertitude  la  plus  complète  à  propos  d'un  nom,  d'un  lieu, 
d'un  livre  ou  d'une  époque. 

L'obscurité  des  sources,  les  emprunts  des  plagiaires,  les  oublis  de 
l'Histoire  autant  que  les  dévastations  du  Temps,  déforment  les  faits  et 
rompent  l'etichainement  des  idées.  C'est  au  critique  à  posséder  l'érudition 
qui  mettra  à  sa  portée  le  matériel  d'étude,  et  la  sagacité  qui  lui  permettra 
de  s'orienter  et  de  se  retrouver  dans  le  dédale  de  ses  notes. 

Les  origines  de  la  Statique  de  M.  P.  Duhem  forment  un  ouvrage  remar- 
quable à  deux  points  de  vue,  l'ampleur  du  sujet  et  la  clairvoyance  de 
l'auteur  ;  d'une  part,  une  quantité  énorme  de  documents  à  déchiffrer,  d'autre 
part,  une  coordination  à  établir  entre  tous  ces  matériaux. 

Il  a  fallu  connaître  les  ouvrages  de  plus  de  deux  cents  auteurs,  dont 
beaucoup  manuscrits,  disséminés  dans  les  bibliothèques  d'Europe,  quelques- 
uns  inédits  bouleversant  les  idées  reçues  jusqu'alors,  d'autres,  truqués 
impudemment  par  un  faussaire  voulant  accaparer  la  science  de  son  temps 
aux  yeux  de  la  postérité  ;  d'autres  encore  obscurcis  par  des  copistes  ignares, 
envahis  par  les  gloses  des  commentateurs  et  qu'on  a  dû  reconstituer  et 
mettre  au  point,  avant  de  pouvoir  les  utiliser. 

Cependant  un  principe  unique  a  guidé  l'auteur  à  travers  son  étude  ;  d'un 
bout  à  l'autre,  l'histoire  de  la  Statiqne  est  traversée  par  la  continuité  et 
l'enchaînement  des  idées.  Mais  laissons  parler  M.  P.  Duhem. 

«  La   Science,    en   sa    marche    progressive  ne  connaît   pas  les    brusques 
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cbangemeiita  ;  elle  croît»  mais,  par  degrés  ;  elle  avance,  mais  pas  à  pas. 
Aucune  intelligence  humaine,  quelles  que  soient  sa  puiss^ce  et  son  origi- 
nalité, ne  saurait  produire  de  toutes  pièces  une  doctrine  absolument 
nouvelle.  L'historien  ami  des  vues  simples  et  superficielles  célèbre  les 
découvertes  fulgurantes  qui,  à  la  nuit  profonde  de  l'ignorance  et  de  l'erreur, 
ont  fait  succéder  le  plein  jour  de  la  vérité.  Mais  celui  qui  soumet  à  une 
analyse  pénétrante  et  minutieuse,  l'invention  la  plus  primesautière  et  la  plus 
imprévue  en  apparence  y  reconnaît  presque  «toujours  la  résultante  d'une 
foule  d'imperceptibles  efforts  et  le  concours  d'une  infinité  d'obscures 
tendances  ». 

L'ouvrage  contient  une  série  de  chapitres  consacrés  à  des  époques  parti- 
culières de  l'histoire  de  la  Statique.  D'abord  il  importe  de  fixer  la  valeur 
des  idées  léguées  par  les  anciens,  Aristote,  Euclide,  Archimède,  pour  distin- 
guer l'originalité  des  auteurs  postérieurs.  Le  legs  n'est  pas  énorme  :  un 
fragment  De  ponderoso  et  levi  que  l'on  pense  être  d'Euclide.  les  quatre 
propositions  nommées  Liher  Euclidis  de  ponderibus  secundum  terminorum 
circum  ferentiam,  les  Quxstiones  mechanic»  d'Aristote  et  quelques  bribes 
tansmtses  aux  Occidentaux  par  les  Arabes. 

a  Nous  allons  voir,  maintenant  »  dit  M.  P.  Duhem  a  l'intelligence  occi- 
dentale s'emparer  de  ces  débris  et  les  incorporer  aux  systèmes  mécaniques 
qu'elle  va  construire.  Nous  allons  assister  à  un  .travail  de  transformation  et 
d'organisation,  prodigieusement  intense  et  puissant  qui  produira  la  Statique 
moderne  ». 

Mais  perdus  dans  les  profondeurs  du  Moyen  Age,  les  noms  des  premiers 
constructeurs,  ne  nous  sont  pas  parvenus.  Un  seul  a  survécu  auquel  on 
attribue  les  travaux  de  .ses  contemporains,  Jordanus  de  Nemore.  Etait-ce 
un  maître,  un  génie  isolé,  un  chef  d'Ecole  ?  L'histoire  reste  muette  et 
l'énigmatique  Jordanus  Nemorarius  reste  célèbre  par  la  démonstration  de 
la  loi  d'équilibre  du  levier  en  établissant  l'égalité  du  travail  virtuel  moteur 
et  du  travail  virtuel  résistant.  Ce  point  est  capital. 

Plus  surprenant  encore  que  ce  Jordanus,  dont  nous  savons  au  moins  le 
nom,  il  faut  remarquer  cet  auteur  du  XIIIi>>«  siècle^  auquel  on  attribue  la 
première  notion  du  moment.  On  ignore  son  nom  mais  l'efiet  produit  par  ses 
travaux  dans  l'œuvre  de  Léonard  de  Vinci,  l'ont  fait  qualifier  par  M.  Duhem, 
le  Précurseur  de  Léonard  de  Vinci. 

Jordanus  dont  l'école  se  prolongera  jusqu'au  XYI™*  siècle  avec  Nicolo 
Tartaglia,  le  Précurseur  et  Léonard  de  Vinci  lui-même  ont  jeté  les  bases 
de  la  Statique.  Leur  action  ne  sera  pas  toujours  continuée  ;  des  esprits 
minutieux  leur  préféreront  les  géomètres  déductifs  comme  Euclide  et  négli- 
geront les  idées  intuitives  qu'ils  ne  sauront  pas  développer.  C'est  le  rôle 
de  Guido  Ubaldo  et  de  Benedetti  ;  ces  deux  esprits  rompent  la  tradition, 
et  la  plupart  des  vérités  découvertes  à  leur  époque  sont  oubliées.  Ce  sera 
l'œuvre  de  Galilée,  de  Simon  Stevin,  de  Roberval,  de  Descartes  et  de 
Torricelli  que  de  retrouver  et  de  lancer  la  Statique  sur  la  bonne  voie. 

A  mesure  que  l'histoire  de  la  Statique  se  rapproche  de  notre  époque, 
les  chapitres  deviennent  plus  copieux,  et  les  travaux  de  Galilée  et  de  Stevin 
sont  analysés  complètement. 

La  seconde  partie  des  Origines  de  la  Statique  contient  en  trois  chapitres 

l'histoire  de   la  Statique  depuis  l'époque   de   Torricelli  jusqu'au   milieu  du 

XVni"<*<>  siècle.  Les  deux  premiers   sont   consacrés  à  l'évolution  des   idées 

'  sur    le    centre    de  gravité    depuis    les    anciens    commentateurs    d'Aristote 
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jusqu'au  célèbre  principe  de  Torricelli  :  Vn  système  pesant  dont  le  centre 
de  gravité  se  trouve  aussi  bas  que  possible  est  assurément  en  équilibre. 

C'est  au  XIY°>«  siècle  à  l'époque  d'Albert  de  Saxe  qui  ^'établit  uoe 
doctrine  du  centre  de  gravité  «  doctrine  »  dit  M.  Duhem  <f  qui  nous  parait 
aujourd'hui  bien  étrange,  mais  qui  fut  admise  sans  conteste  pendant  des 
siècles  et  par  de  très  grands  esprits 

Cette  doctrine  peut  se  formuler  ainsi  :  Il  est  en  tout  grave  un  point  où 
sa  pesanteur  est  comme  concelitrée  ;  c'est  le  centre  de  gravité  ;  en  tout  grave, 
la  pesanteur  est  un  désir  d'unir  ce  centre  de  gravité  au  centre  de  l'Univers. 
Si  son  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  l'Univers,  le  grave  est 
en  repos.  Si  le  centre  de  gravité  est  hors  du  centre  de  l'Univers,  le  premier 
point  tead  à  joindre  le  second  et,  s'il  n'en  est  empêché,  il  se  dirige  sur  lui 
en  ligne  droite  La  Terre  est  un  grave  semblable  aux  autres;  elle  joint  donc 
son  centre  de  gravité  au  centre  de  l'Univers  ;  et  c'est  ainsi  que  la  Terre 
demeure  immobile  au  centre  du  Monde  o. 

Soutenue  par  l'autorité  d'Aristote,  par  les  développements  de  ses  com- 
mentateurs, cette  doctrine  est  consacrée  par  la  parole  d'Albert  de  Saxe  qui 
sait  à  point  voulu  résoudre  les  paradoxes  et  contourner  les  objections  par 
la  puissance  de  sa  dialectique. 

La  révolution  copernicaine,  en  déplaçant  le  centre  du  monde,  modifie  les 
doctrines  d'Albert  de  Saxe,  et  peu  à  peu  la  notion  du  centre  de  gravité 
s'épure  avec  Galilée,  Torricelli  et  Kepler. 

Nous  voici  au  milieu  du  XVII">«  siècle  ;  les  propositions  importantes  sont 
établies,  mais  elles  manquent  de  liaison.  Il  s'agit  de  coordonner  les  prin- 
cipes épars  et  de  nouer  tous  les  fils  de  la  Statique.  C'eut  été  la  tâche  du 
P.  Mersenne  si  sa  curiosité  inlassable  lui  avait  laissé  le  temps  de  construire 
un  système  logique.  On  ignore  si  Pascal  y  parvint  ;  en  tout  cas  ses  essais 
ne  nous  ont  pas  été  transmis.  Ni  le  P.  Zucchi,  ni  le  P.  Pabri  n'ont  le 
sens  critique  assez  aiguisé  pour  réussir  dans  leurs  ouvages.  Quant  à  la 
Mécanique  de  Roberval,  elle  n'eut  point  d'influence  sur  les  contemporains 
puisqu'elle  resta  manuscrite  et  inédite.  C'est  John  Wallis  qui  dans  son 
traité  Mechanicasive  de  -Motu.  Tractatus  geometricus  donne  toutes  les  règles 
coordonnées  de  la  science  de  l'équilibre. 

Enfin  l'ouvrage  de  M.  P.  Duhem  se  termine  avec  la  Nouvelle  Mécanique 
de  Varignon  et  la  lettre  de  Jean  Bernoulli.  A  ce  moment  s'ouvre  la  Période 
classique. 

«  Lorsque  l'historien  d,  écrit  M.  Duhem,  «  après  avoir  suivi  le  dévelop- 
pement continu  et  complexe  de  la  Statique,  se  retourne  pour  embrasser 
d'un  coup  d'œil  le  cours  entier  de  cette  Science,  il  ne  peut,  sans  un 
étonnement  profond,  comparer  l'ampleur  de  la  théorie  achevée  à  l'exiguité 
du  germe  qui  l'a  pioduite.  D'une  part,  en  un  manuscrit  du  XIII^"*'  siècle, 
il  déchiffre  quelques  lignes  d'une  écriture  gothique  presque  effacée  ;  elles 
justifient  d'une  manière  concise  la  loi  d'équilibre  du  levier  droit.  D'autre 
part,  il  feuillette  de  vastes  traités,  composés  au  X1X>^®  siècle  ;  en  ces 
traités,  la  méthode  des  déplacements  virtuels  sert  à  formuler  les  lois  de 
Tcquilibre  aussi  bien  pour  les  systèmes  purement  mécaniques  que  pour 
ceux  où  peuvent  se  produire  des  changements  d'état  physique,  des  réac- 
tions chimiques,  des  phénomènes  électriques  ou  magnétiques.  Quel  dispa- 
rate entre  la  minuscule  démonstration  de  Jordanus  et  les  imposantes 
doctrines  des  Lagrange.  des  Gibbs  et  des  Helmholtz  !  Et  cependant  ces 
doctrines  étaient  en  puissance  dans  cette  démonstration  ». 
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L'ouvrage  de  M.  P.  Duhem  est  l'histoire  du  développement  de  cette 
doctrine  de  Jordanus  à  travers  les  siècles  ;  il  nous  fait  pénétrer  au  cœur 
même  des  théories  mécaniques,  en  fait  saisir  la  genèse  et  les  avatars  sans 
nombre  d'un  esprit  à  l'autre. 

Les  Origines  de  la  Statique  constituent  un  moyen  excellent  d'initiation  à 
.l'histoire  des  sciences  mécaniques,  si  obscure  jusqu'au  moment  où  M.  P. 
Duhem  y  a  projeté  les  clartés  de  son  intelligence  et  de  son  érudition. 

Alpb.  Bbrnoud  (Genève). 

C.  Flammarion.  —  Initiation astronomiqao  (Collection  des  Initiations  scienti- 
fiques fondée  par  C.-A.  Laisant).  ^-  1  vol.  petit  in-8o  de  220  pages  et  89 
figures  ;  2  fr.;  H»chette  et  C*«,  Paris. 

Ce  volume  est  le  second  de  la  Collection  des  Initiations  scientifiques  que 
M.  Laisant  a  fondée  en  publiant  son  Initiation  mathématique.  Le  succès  de 
ce  dernier  ouvrage  fut  si  grand,  les  éditions  successives  furent  épuisées 
avec  une  telle  rapidité  que  M.  Laisant  pensa  à  trouver  des  collaborateurs 
qui  feraient  pour  les- différentes  parties  de  la  science  ce  qu'il  avait  si  bien 
fait  pour  la  partie  mathématique.  De  telles  œuvres  s'adressent  surtout  aux 
éducateurs  de  l'enfance,  à  ceux  qui  ne  se  font  voir  souvent  que  sous  les  traits 
de  maîtres  austères,  enseignant  des  choses  dont  une  jeune  intelligence  ne 
comprend  pas  l'exacte  portée  ;  ils  s'adressent  aussi  aux  parents,  qui  pour- 
root  devenir  les  meilleurs  des  éducateurs,  en  faisant  naître  la  curiosité  des 
tout  petits  vis-à-vis  des  harmonies  naturelles  si  facilement  insoupçonnées,, 
mais  non  moins  facilement  admirées  pour  peu  que  l'attention  soit  attirée  sur 
elles. 

A  ce  point  de  vue,  la  symétrie  des  nombres  et  des  figures  peut  jouer  un 
grand  rôle,  ce  que  M.  Laisant  a  fort  bien  montré. 

M.  Flammarion  nous  montre  maintenant  tout  ce  que  l'on  peut  tirer  de 
manière  extrêmement  élémentaire  de  l'observation  du  ciel.  N'est-ce  pas  une 
des  plus  hautes  manières  d'ouvrir  et  d'élever  la  pensée  que  de  l'inciter  à 
parcourir  l'espace  infini  où  se  meuvent  les  astres  et  d'y  voyager  avec  la  lu- 
mière qui  nous  met  en  communication  avec  tant  et  tant  de  mondes.  L'auteur 
propose  d'apprendre  à  l'enfant  à  connaître  le  Soleil,  le  beau  Soleil,  le  bon 
Soleil  que  l'on  peut  commodément  observer  à  l'aide  d'un  verre  noirci  dans 
une  flamme  et  qui  parait  alors  fort  petit,  maïs  qui  n'en  donne  pas  moins  à 
la  nature  les  riantes  couleurs  qui  la  parent,  les  vertes  prairies  qui  nourris- 
sent les  êtres  et  ces  êtres  eux-mêmes. 

Puis  nous  étudions  Phébé  la  blonde  dans  ses  phases  plus  capricieuses  ; 
nous  voyons  que  cette  compagne  de  Phébus  est  loin  d'être  semblable  à  son 
flamboyant  époux,  mais  que  la  difl'érence  révélée  par  l'astronomie  n'est  pa» 
moins  intéressante  que  l'analogie  imaginée  par  la  poésie. 

Nous  dirons  aussi  à  l'enfant  qu'il  y  a  des  plan^^ss  des  sœurs  de  la  Terre 
qui  font  partie  avec  celle-ci  de  la  famille  solaire  en  dehors  de  laquelle  le  vide 
immense  apparaît.  Et  à  cheval  sur  un  rayon  de  lumière  nous  marcherons 
pendant  des  années  pour  arriver  aux  étoiles. 

M.  Flammarion  n'a  même  pas  négligé  les  fantaisies  amusantes,  les  voya- 
ges abracadabrants,  les  combats  entre  les  habitants  de  la  Lune  et  ceux  da 
Soleil.  Nul  doute  qu'il  n'ait  créé  un  précieux  instrument  de  récréation  et 
d'éducation  et  peut  être  aussi  un  livre  pouvant  intéresser  beaucoup  de  pa- 
rents qui  se  sentiront  stupéfaits  des  merveilles  inconnues  d'eux-mêmes,  qui 

T/RnMignement  mathëm.,  10«  année;  1908.  39 
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s'enthousiasmeront   pour   leur  compte   personnel  et.  communiqueront  avec 
plus  de  plaisir  encore  leur  enthousiasme  à  leurs  enfants. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

Georges  Matisse.  —  Le  principe  de  la  conservation  de  l'asuse  et  ees  ap- 
plications. —  1  vol.  grand  in-8<>,  65  pages  ;  2  fr.  50  ;  A.  Hermann. 

Ce  volume  manque  de  mise  au  point  avec  l'état  actuel  de  la  physique  théo* 
rique  et  même  de  la  physique  mathématique  ;  s'il  avait  paru  il  y  a  une  quin- 
zaine d'années,  les  idées  de  l'auteur  auraieut  pu  être  prises  en  considération, 
mais  aujourd'hui  nous  ne  le  pensons  pas.  Notre  langage  est  complètement 
changé,  et  certaines  notions  fondamentales  sont  autrement  interprétées,  dé- 
finies et  appliquées.  La  théorie  des  électrons  pourra  être  complétée,  et  même 
dans  la  suite  remplacée  par  une  autre  pénétrant  le  mécanisme  même  de  la 
charge  électrique,  mais,  en  attendait,  cette  théorie  est  acceptée  par  la  géné- 
ralité des  physiciens  et  des  physico-mathématiciens,  et  il  est  impossible  d'en 
faire  abstraction  comme  cela  a  lieu  dans  cet  ouvrage: 

Th.  ToMMAsiNA  (Genève). 

O.  M  AN  VILLE.  Les  découvertes  modernes  en  physique.  Leur  théorie  et  leur 

rôle  dans  l'hypothèse  de  la  constitution  électrique  de  la  matière.  —  1  vol. 
in-S»  de  186  pages;  5  fr.;  A.  Hermann,  Paris. 

L'auteur  a  résumé  dans  ce  volume  la  matière  de  plusieurs  ouvrages  ré- 
cents ;  c'est  ce  qui  a  rendu  sa  besogne  certes  très  ardue,  aussi  n'est-il  pas 
entièrement  parvenu  à  s'assimiler  tous  les  Ouvrages,  Mémoires,  Notes,  etc. 
qui  sont  passés  entre  ses  mains.  Le  langage  scientifique  manque  d'unité,  et 
certains  chapitres  sont  par  trop  sommairement  traités. 

Ce  livre  n'est  pourtant  pas  inutile  et  arrive  au  bon  moment,  il  pourra  cer- 
tes rendre  des  services,  surtout  à  ceux  dont  les  multiples  occupations  ne 
leur  laissent  que  peu  de  temps  disponible  pour  se  tenir  au  courant  de  la 
marche  de  la  science;  et  à  ceux  qui  désirent  passer  rapidement  en  revue  les 
plus  récents  progrès  et  les  différentes  nouvelles  théories,  pour  les  embras- 
ser plus  facilement  dans  une  large  vue  synthétique. 

A  aucune  époque  de  l'histoire  de  la  Physique  ne  s'est  manifesté,  comme 
dans  celle  qui  nous  est  contemporaine,  la  nécessité  absolue  de  procéder  sé- 
rieusement à  un  travail  de  classification  d'une  foule  de  résultats  nouveaux, 
classification  qui  ne  peut  être  faite  que  par  celui  qui  est  capable  de  tous  les 
embrasser  et  de  les  alligner  facilement  devant  sa  mémoire.  Cet  ouvrage 
peut  certes  rendre  plus  rapide  ce  travail  préliminaire. 

Th.  Tommasina  (Genève). 

E.  Parisot  et  F.  Henry.  —  Les  meilleures  pages  des  Ecrivains  pédagogi- 
ques (de  Rabelais  au  XX®  siècle).  Extraits,  avec  un  Avant-propos  et  des 
Notes.  Préface  par  Jules  Payot.  —  1  vol.  in-18,  364  p.;  3  fr.;  Librairie 
Arm.  Colin,  Paris. 

Les  professeurs  de  l'enseignement  scientifique  ne  s'intéressent  guère  aux 
doctrines  pédagogiques  d'autrefois;  la  pratique  même  de  l'enseignement 
restera  toujours  pour  eux  la  meilleure  méthode,  car  la  pédagogie,  telle  qu'ils 
la  conçoivent  est  avant  tout  une  science  expérimentale.  Si  les  gros  traités 
l€s  rebuttent  en  général,  ils  liront  par  contre  avec  le  plus  vif  intérêt  et  le 
plus  grand  profit  le  présent   ouvrage  dans  lequel  les  auteurs  ont  réuni  un 
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véritable  choix  d'Extraits  d'écrivains  pédagogiques.  Le  cercle  des  auteurs 
consuUés  est  conçu  d'une  manière  très  large  ;  il  renferme  non  pas  les  «  péda- 
gogues», dans  le  sens  étroit  du  terme,  mais  la  plupart  des  grands  penseurs 
en  matière  dléducation,  depuis  Rabelais,  Pest.alozzi,  Rousseau,  jusqu'aux 
écrivains  et  savants  modernes  tels  que-  Payot,  Buisson,  Anatole  France,  James, 
Sully,  Luc.  Poincaré,  J.  Tannery  et  d'autres.  Tout  en  donnant  une  large  part 
aux  anciens,  les  auteurs  se  sont  préoccupés  avant  tout  de  réunir  les  élé- 
ments d'une  pédagogie  vraiment  moderne  qui  est  la  mise  au  point  de  vérités 
pédagogiques  éprouvées  par  Texpérience,  conArméçs  par  le  jugement  des 
meilleurs  esprits  et  adaptées  aux  conditions  de  la  vie  présente. 

Les  extraits,  dont  le  choix  est  des  plus  heureux,  sont  groupés  dans  les  cha* 
pitres  suivants:  Education  générale;  la  pédagogie;  l'éducation  nationale; 
Téducation  de  Tesprit.  —  Les  méthodes;  méthodes  particulières  aux  divers 
enseignements;  méthodes  générales.  —  Psychologie  de  l'enfant. — Education 
morale.  —  Education  esthétique.  —  Education  physique.  —  La  destinée  de 
la  femme.  —  Rôle  social  de  l'instituteur  et  de  l'école. 

Bien  que  cet  ouvrage  ne  consacre  que  quelques  pages  à  l'enseignement 
scientifique,  nous  tenons  À  le  signaler  à  l'attention  des  professeurs  et  des 
candidats  à  l'enseignement  des  sciences. 

H  k: 

J.  A.  Sbrret.  —  Lahrbiich  der  Differential-and  Integralrechnnng.    Nach 

Axel  Harnacks  Uebersetzung.  Dritte  Auflage,  neu  bearbeitet  von  G.  Schef- 
FERS.  Band  I  :  Differentialreckung;  Band  II  :  Inlegralrechnung.  —  2  vol. 
in-8<>,  relié,  624  ^  585  p.  ;  13  M.  chaque  volume ;.B. -G.  Teubner.  Leipzig* 

Cette  troisième  édition  allemande  du  Traité  classique  de  Serret  diflère  en 
beaucoup  de  points  de  l'édition  originale.  Le  texte  a  été  entièrement  revu 
et  refondu  en  tenant  compte -des  progrès  réalisés  et  des  exigences  ac- 
tuelles de  la  science;  les  figures  ont  même  été  remplacées  par  de  nou- 
velles exécutées  avec  plus  de  soin.  Chacun  des  volumes  est  accompagné 
d'une  table  analytique  des  matières. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  signaler  ici  en  détail  les  modifications  et  additions  dues 
à  M.  Scheffers.  Nous  nous  bornerons  à  mentionner  le  chapitre  d'introduc* 
tion,  placé  en  tète  du  premier  volume  et  consacré  aux  notions  de  nombre, 
de  fonctions,  de  limite  et  de  continuité.  Dans  le  second  volume  on  a  complété 
les  théorèmes  d'existence  des  intégrales  simples  et  doubles;  le  chapitre  des 
fonctions  d'une  variable  complexe  a  reçu  d'importantes  améliora^tions. 

Sous  cette  nouvelle  forme  le  Traité  de  Serret  maintient  sa  place  au  rang 
des  meilleurs  ouvrages  d'analyse  et  continuera  à  être  lu  avec  profit  par  les 
étudiants  de  langue  allemande. 

Le  tome  III,  consacré  aux  Equations  différentielles  et  au  calcul  des  varia- 
lions,  est  en  préparation. 
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1.  Sommaires  des  principaux  périodiques: 

Acta  MathematiCa,  dirigé  par  Mittag-Lbplek.  t.  XXXI,  Stockholm. 

Fasc.  3  et  4.  —  Kônig  :  Sur  les  foudements  de  la  théorie  des  ensembles  et 
le  problème  du  continu.  —  H.  Dulac  :  Sur  les  séries  de  Mac  Laurin  à  plu- 
sieurs variables.  —  E.  Cotton  :  Sur  l'intégration  approchée  des  équations 
différentielles.  —  H.  Petrini  :  Les  dérivées  premières  et  secondes  du  poten- 
tiel. 

ArchÎT  der  Hathematik  nnd  Phyaik,  herausgegeben  von  E.  Lampe,  W.  Fr. 
Mbter,  et  E.  Jahnke,  12,  Band.  —  B.-G.  Teubner;   Leipzig  und   Berlin. 

N<*"  3  et  4.  —  H.  Stahl  :  Uber  die  Darstellung  algebraischer  Funktiouen 
und  Abelscher  Intégrale  aus  gegebenen  Elementen.  —  W.  Ludwig  :  Uber  das 
Problem,  eine  Flâche  II. -Grades  in  einem  der  Gestalt  und  Grosse  nach  gege- 
benen Kegelschnitte  zu  schneiden.  —  E.  Ohlich  :  Ûber  Aufnahme  von 
Wechselstromkurveu  durch  Oszillographen  und  ihre  Analyse.  —  Otto  Bibr- 
MANN  :  Cher  den  Wechsel  der  unabhângigen  Variablen  bei  Differentiations- 
prozessen.  -—  Eucen  Mbyer  :  Pascalscher  Salz.  Dtfsargnesscher  Satz  und 
NuUsystem.  —  G.  A.  Miller  :  The  groups  of  isomorphisms  of  the  simple 
groups  whose  degree  is  less  than  fifteen.  —  K.  A.  Poukka  :  Ûber  die  grôsste 
Schwankuug  einer  analytischen  Funktion  auf  einer  Kreisperipherie.  —  H, 
Wieleitner  :  Die  Scheitel-Konchoiden  der  Kegelschnitte.  —  J.  Neuberg  : 
Uber  hyperboloïdische  Wûrfe.  —  Edvard  Janisch  :  Zur  Schattenkonstruk- 
tiou  fur  das  Plûckersche  Konoid.  —  Franz  Rogel  :  Beitrag  zur  trigonome- 
trischen  Analysis.  —  R.  Heger  :  Die  Kugeln,  die  einem  unebenen  Yierecke 
eingeschrieben  sind.  —  Ë.  Malo.  :  Sur  la  génération  cissoïdale  des  quarti- 
ques  unicursales  bicirculaires.  —  Clemens  Schaefer  :  Théorie  zweier  Beu- 
gungsversuche  mit  elektrischen  Wellen. 

Atti  della  Reale  Academia  dei  Lincei.  Anno  CCCIV,  Rendiconti.  Vol.  XVI 

2m«  semestre  1907.  Rome. 

Levi-Civita  :  SuUo  sviluppo  della  funzione  implicite.  —  Picciati  :  Intc- 
grazione  dell'equazione  funzionale  che  regge  la  caduta  di  una  sfera,  in  un 
liquido  viscoso.  —  Eug.  E.  Lsvi  :  Sul  problema  di  Cauchy.  —  Medici  :  Sui 
gruppi  di  movimenti.  —  Picciati  :  Sul  moto  di  un  cilindro  indefinito  in  un 
liquido  viscoso.  —  Luc.  Orlando  :  Sull'equazione  differenziâle  As  i^  -f-  \u  =  o. 
—  Tommaso  Boggio  :  Nuova  risoluzione  di  un  problema  fondamentale  della 
teoria  delTelaslicità.  —  Fr.  Sevbri  :  Alcune  proposizioni  fondamentali  per 
la  geometria  sulle  varietà  algebriche.  —  G.  Lauricella  :  Sulla  întegrazione 
dèU'equazione  à*V  :=  o.  — Tommaso  Boggio  :  Sull'equazione  del  moto  vibra- 
torîo  délie  membrane  elastische.  —  Tommaso  Boggio  :  Determinazione  della 
deformazione  di  un  corpo  elastico  per  date  iensioni  superficiali.  —  Eugenio 
Elia  Levi  :  Sull'equazione  del  calore.  —  Ant.  Garbasso  :  Traiettori  e  onde 
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luminose  in  un  parlicolare  mezzo  isotropo  e  non  omogeneo.  —  Luc.  Ok> 
LANDO  :  Sopra  alcune  equazioni  integraii.  -^  Eugenio  Elia  Levi  :  Sulle  equa- 
zioni  integrali.  —  Tommaso  Boooio  :  Integrazione  dell'equazione  Funzionale 
cbe  regge  la  caduta  di  uua  sfera  in  un  liquido  viscoso  (Nota  I^).  -^  Carlo 
Sqmiglianà  :  Sulla  teoria  maxwelliana  délie  azioni  a  distanza.  — -  T.  Lbvi- 
CiviTA  :  Sulle  onde  progressive  di  tipo  permanente.  —  O.  Tedoke  :  Un  teo- 
rama  sulle  equazioni  dellelasticità. 

Bulletin  de  la  Société  Mathématiqae  de  France.  T.  XXXY.  Paris. 

Pasc.  3  et  4.  —  Comptes  rendus  des  séances.  —  Goursat  (E.)  :  Sur  un  cas  élé- 
mentaire de  l'équation  de  Fredholm.  — d'Ocacne(M.)  :  Sur  les  équations  d'ordre 
nomographique  3  et  4.  —  Wbill  (M.)  :  Propriétés  des  polygones  inscrits  à 
une  conique.  —  Lebrsgvk  (H.)  :  Contribution  à  l'étude  des  correspondances 
de  M.  Zermelo.  —  Blumemthal  (0.)  :  Sur  le  mode  de  croissante  des  fonc- 
tions entières.  —  Biochb  (Ch.)  :  Sur  les  courbes  gauches  unicursales  du 
quatrième  ordre.  —  Lalesco  (T.)  :  Sur  la  représentation  des  nombres  par  les 
classes  de  formes  appartenant  à  un  déterminant  donné.  —  Pbllet  (A.)  :  Re- 
marques sur  le  mouvement  d'une  flgnre  plane  dans  son  plan.  —  RéMOUNDOs 
(G.)  :  Sur  les  trajectoires  auxquelles  donnent  lieu  les  forces  centrales.  — 
Raffy(L.):  Sur  l'isothermie  relative  des  réseaux.  —  Table  des  hatières  du 
Tome  XXXV. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  rédigé  par  G.  Darboux,  E.  Picard, 

J.  Tannbrt.  —  Tome  XXXI.  1907»  Gauthier- Villars,  Paris. 

Septembre-décembre  1907.  —  J.  Dolbnia  :  Quelques  nouvelles  remarques 
sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  et  sur  la  réduction  des  inté- 
grales abéliennes.  —  E.  Boumtzky  :  Sur  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions de  Raffy.  —  G.  Tzitzéica  :  Sur  une  propriété  caractéristique  des  sur- 
faces de  révolution.  —  J.  Taiymery  :  Manuscrits  et  papiers  inédits  de  Galois 
(Suite),  —  A.  BuHL  :  Sur  de  nouvelles  formules  de  sommabilité. 

Tome  XXXll,  1908.  Janvier-avril.  —  Bounitzky  :  Sur  une  classe  d'équa- 
tions intégrales.  —  J.  Tannery  :  Correspondance  entre  Liouville  et  Dirichlet. 
^  G.  Darboux  :  Le»  origines,  les  méthodes  et  les  problèmes  de  la  Géomé- 
trie infinitésimale. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 

par  les  secrétaires  perpétuels.  Gauthier-Yillars,  Paris. 

Premier  semestre,  1908.  —  13  janv.  —  A.  Buhl  :  Sur  la  sommabilité  des 
séries  de  Fourier.  —  A.  Denjoy  :  Sur  le  choix  de  l'exposant  de  convergence 
pour  les  béries  entières  de  genre  iuGni. 

20  janvier.  —  Schlesinger  :  Sur  un  système  différentiel  du  second  degré. 
—  EscLANGON  :  Sur  les  solutions  périodiques  de  certaines  équations  fonc- 
tionnelles. 

27  janvier.  —  Eug.-E.  Levi  :  Sur  l'équation  ô*2  |  ôx*  —  ôs|ô;^-  =  0  .  — 
E.  Cartan  :  Sur  la  définition  de  l'aire  d'une  portion  de  surface  courbe.  — 
TziTziicA  :  Sur  une  classe  de  surfaces. 

3  février  :  Léop.  Féjer  :  Sur  le  développement  d'une  fonction  arbitraire 
suivant  les  fonctions  de  Laplaoe. 

10  février.  —  M.  Petrovitsch  :  Théorème  sur  les  séries  de  Taylor.  —  E. 
CoTTON  :  Sur  l'intégration  approchée  des  équations  différentielles. 
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17  février.  —  E.  Goursat  :  Sur  un  théorèitie  de  la  théorie  des  équations 
intégrales. 

24  février.^-  E.  Holmgubn  :  Reiparque  sur  une  communication  de  M.Eug.-E. 
Levi.  —  Remoundos  :  Sur  les  singularités  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre.  —  Popovici  :  Sur  les  congrueuces  de  courbes  planes. 

2  mars^ —  P.  Raffy:  Sur  les  si|rface«  à  lignes  de  courbure  confondues.  — -- 
StÔrmer:  Cas  de  réduction  des  équations  différentielles  de  la  trajectoire  d'un 
corpuscule  électrisc  dans  un  chaipp  magnétique. 

9  mars*  —  StÔkmer  (v.  ci-dessus)  :  2»»^  note.  —  Traynaro  :Sur  Une  sur- 
face byperelliptiqiie  du  ^^^  ordre.  —  Kolosoff  :.Sur  le  problème  d'élasticité 
à  deux  dimensions.  —  Nordmann  :  Recherches  nouvelles  sur  les  étoiles  va- 
riables. 

16  mars.  —  A.  Buhl  :  Sur  les  séries  de  polynômes  tayloriens.  —  Korn  : 
Solution  générale  du  problème  d'équilibre  dans  la  théorie  de  l'élasticité  dans 
le  cas  où  les  efforts  sont  donnés  à  la  surface 

23  mars.  —  Zarrmba  :  Sur  l'application  d'un  problème  altei^é  au  problème 
biharmonique.  —  Rafft  :  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  confondues. 
—  C.  Stôrmer  :  Sur  les  équations  différentielles  d'un  corpuscule  électrisé 
dans  un  champ  magnétique. 

6  avril.  —  Le  Vavasseur  :  Sur  les  sous-groupes  du  groupe  linéaire  homo- 
gène  à  quatre  variables  et  les  systèmes  d'équation  aux  dérivées  partielles 
qui  leur  correspondent.  —  Raffy  :  Sur  les  réseaux  conjugués  persistants 
.qui  comprennent  une  famille  de  lignes  minima. 

27  avril.  —  G.  Darboux  :  Sur  un  théorème  relatif  à  la  théorie  des  courbes 
gauches.  —  Auric  :  Sur  l'entropie.  ^ 

4  mai.  —  Humbkrt  :  Formules  relatives  aux  minima  des  classes  de  formes 
quadratiques  binaires  et  positives.  —  Krygowski  :  Sur  les  intégrales  hyper- 
elliptiques  canoniques  de  seconde  espèce.  —  P.  Duhem  :  Sur  la  découverte 
de  la  loi  de  la  chute  des  graves. 

25  mai.  — •■  P.  Zervos  :  Sur  une  méthode  de  M.  Goursat  dans  le  problème 
de  Monge.  —  L.  Bachelier  :  Le  problème  général  des  probabilités  dans  les 
épreuves  répétées, 

11  mai.  —  Jacob  :  Intégromètre  permettant  l'intégration  de  l'équation 
d'Abel. 

9  juin.  —  AuRiG  :  Sur  le  développement  eu  fraction  continue  d'un  nombre 
algébrique, 

15  juin.  —  E.  Picard  :  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  relative 
à  une  surface  fermée.  —  De  Séguier  :  Sur  les  formes  bilinéaires.  —  Sanie- 
Lovici  :'Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  membranes  vibrantes. 

22  juin.  —  E.  Borel  :  Sur  l'analyse  des  courbes  polymorphiques. 

29  juin.  —  A.  Demoulin  :  Sur  les  surfaces  réglées.  —  A.  Denjoy  :  Sur  les 
produits  canoniques  de  genre  infini.  —  Sanielevjgi  :  Sur  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  des  membranes  vibrantes. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  in  Monatsheften 

herausgegeben  von  A.  Gutzmer.  —  B.  16.  1907  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

No«9-12  (septembre-décembre  1907).  —  K.  Hensel  :  Ûber  die  arithmeti- 
schen  Eigenschaften  der  Zahlen.  —  K.  Schwarzschild  :  Uber  astronomischc 
Ausbildung  der  Lehramtskandidaten.  —  F.  Klein  :  Uber  den  Zusammen- 
hang  zwischen  dem  sogenannten  Oszillatioustheorem  der  linearen  Differen- 
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tialgleichungen  uod  dem  Fuiidameoiallheorem  der  automorphen  FuDktionen. 

—  G.  Faber  :  Einfaches  Beispiel  einer  stetigen  oirgends  differeûtiierbaren 
Funktioo.  —  F,  Hausdorff  :  Uber  dichte  Ordnungstypen.  —  G.  Landsberg  : 
Krummungstheorie  und  VariationsrechnuDg.  •—  E.  Jahnke  :  Die  bilinearen 
Relationen  zwischen  den  quadraten  der  Thetafunktionen  von  zwei  Argumen- 
ten  und  den  zugehôrigen  j9-Funkiionen.  —  Â.  v.  Brill  :  Zur  Einleitung  der 
EuLERfeier.  —  Edm.  Hoppe  :  Die  Yerdienste  Eulbr's  um  die  Optik. 

—  Band  17,  1908.  Januar-Mai.  —  A.  Schônflies  :  Zur  Statîstik  des  mathe* 
mntischen  Studiums.  —  Félix  Mîjller  :  Ûber  eine  Biographie  L.  Eulers  voni 
Jahrc  1780  und  Zuaâtze  zur  Euler-Literatur.  —  E.  Braubr  :  Eulers  Tur- 
binentheorie.  —  Georg  Landsberg  :  Ûber  Differentiierbarkeit  steliger  Funk- 
tionen.  —  G.  Freoe  :  Die  Unmôglichkeit  der  Thomaeschen  fornialen  Arith- 
nietik  aufs  Neue  nachgewiesen  ;  Bemerkungen  von  J.  Thomae.  —  Ludw. 
ScuLESiNGBR  :  Uber  eîn  Problem  der  Diophantischen  Analysis  bei  Fermai, 
Euler,  Jacobi  und  Poincaré.  —  Joseph  Kûrschak  :  Eine  besondere  Darstel- 
luug  der  linken  Seilen  der  Monge-Ampèreschen  partiellen  DifFerential- 
gleichungen.  —  Vladimir  Yaricak  :  Beitrage  zur  nicheukiidischen  Géométrie. 

—  H.-E.  TiMERDiNo  :  EùleràT  Théorie  des  Schifles  und  die  Bewegungs- 
gleichungen  des  starren  Kôrpers.  —  K.  Rohn  :  Konslruktion  eines  Kegel- 
schnittes,  wenn  ein  reeller  Punkt  P.  zwei  konjugiert  imaginare  Punkte  und 
zwei  konjugiert  imaginare  Taiigenten  gegeben  sind.  —  A.  Korselt  :  Uber 
die  Logik  der  Géométrie.  —  E.  Study  :  Kritische  Betrachiungen  ûber  Lies 
Invariantentheorie  der  endiichen  koutinuierlichen  Gruppen.  —  F.  Engel  : 
Zu  der  Siudyschen  Abhandiung.  —  Gerhard  Hessbnberg  :  Willkûrliche 
Schôpfungen  des  Yerstaudes  ?  —  M.  Krause  :  Enno  Jûrgens.  —  I.  Scbvr  : 
Neuer  Beweis  eines  Satzes  von  W.  Burnside.  —  Félix  Klein  :  Die  Gôttinger 
Yereinigung  zur  Fôrderung  der  angewandten  Physik  und  Mathematik.  — 
Yoshio  MiKAMi  :  Seki  and  Shibukawa.  —  Fr.  Riesz  :  Ûber  die  Approximation 
einer  Funktion  durch  Polynôme. 

Jahrbnch  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik  herausgegeben  von  Emil 

Lampe.  Band  36  ;  Jahrgang  1905.  —  G.  Reimer.  Berlin. 

Heft  2  (p.  529  à  752).  Reine,  elemeniare  und  synthetische  Géométrie.  — 
Analytische  Géométrie.  —  Mechanik. 

Heft  3  (p.  753-1088,  LXXII).  —  Mechanik.  —  Mathem.  Physik.  —  Geo^ 
dâsie,  Astronomie,  Météorologie. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  herausgegeben  von  K. 

Hensel.  Band  CXXXIII.  —  Georg  Reimer,  Berlin. 

No"  1  à  4.  •*-  Thomé  :  Uber  simultané  linearc  DifTerentialgleichungen.  — 
J.  HoRN  :  Uber  die  asymptotische  Darstellung  der  Intégrale  linearer  DifTe- 
rentialgleichungen. —  J.  N.  Hatzidakis  :  Ûber  die  Krafte  die  Kegelschnitle 
als  Bahnen  hervorrufen.  —  G.  Pirondini  :  Sur  la  théorie  générale  des  radi- 
cales et  des  anti-radicales.  —  P.  Appell  :  Sur  la  tendance  des  systèmes 
matériels  à  échapper  au  frottement.  —  G.  Voronoï  :  Nouvelles  applications 
des  paramètres  continus  à  la  théorie  des  formes  quadratiques.  —  4.  Koenios- 
berger  :  Ûeber  die  Elimination  von  Variabeln  zwischen  den  Lagrangeschen 
Gleichungen  der  Dynamik,  —  E.  Jahnke  :  Ûber  orthogonale  Substilulionen 
und  die  DifTerentialrelationen  zwischen  den  Thetafunktionen  von  zwei  Argu- 
meuten.  —    M.    Réthy  :   Ûber    Stabilitât    und    Labilitat    eines    materiellen 
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Punkles  im  widerstrebenden  Mittel,  —  Heinrich-W.-E.  Juwo  :  Darstellung 
der  Fuoktionen  eines  algebr.  Kôrpers  zweier  unabbangigen  Verânderlichen. 

Pâdagogisches  ArchiT.  Monatsschrift  fur  Erxiehung,  Unterricht  u.  Wissen- 
scbafi,  herausgegeben  voq  Karl  Khabb  u.  Fr.  Dammemamm.  50.  Jahrg.  1908. 
—  Quelle  u.  Meyer,  Leipzig. 

Cette  revue  pédagogique,  bien  connue  dans  les  milieux  du  corps  ensei* 
gnant  allemand,  a  atteint  sa  50«  année.  A  cette  occasion  la  Rédaction  et  l'Ad- 
ministration viennent  de  subir  quelques  cbangements.  La  Revue  sera  dirigée 
pour  la  partie  scientilique  par  M.  Kmàbb  et  pour  les  autres  domaines  par 
M.  Dannbmann.  Elle  s'occupera  plus  particulièrement  des  intérêts  des  éta** 
blissements  secondaires  supérieurs,  classiques,  réaux  ou  modernes,  ainsi 
que  des  séminaires  de  maîtres  et  des  écoles  de  jeunes  filles. 

Proceeding»  of  the  London  Mathematical  Society.  Série  2,  vnl.  5,  fasc.  5-7. 

E.  W.  HoBSON  :  On  Repeated  intégrais.  —  M.  J.  M.  Hill  :  On  a  Formula 
for  the  Snm  of  a  Finite  Number  of  Terms  of  the  Hypergeometric  Séries 
vvehn  the  Fourth  Elément  is  Equal  to  Unity. —  G. -H.  Habdy  :  The  Singular 
Points  of  Certain  Classes  of  Functions  of  several  Variables.  —  J.  E.  Little- 
wooo  :  On  the  Asymptotjc  Approximation  to  Intégral  Functions  of  Zéro 
Order.  —  A.  C.  Dixon  :  Harmonie  Expansions  of  Functions  ofTwo  Variables. 
—  J.  W.  L,  Glaishbr  :  On  the  Numbers  of  Représentations  of  a  Number 
as  a  Sum  of  2r  Squares,  where  2r  Does  not  exceed  Eighteen. 

2.  Liivres  nouveaux: 

J.  Andrade.  —  Ghronométlis.  (Encyclopédie  scientifique  publiée  sous  la 
direction  du  D*"  Toulouse).  —  1  vol.  cart.  in-18,  382  p.  avec  193  fig.  ;  5  fr.  ; 
O.  Doin,  Paris. 

Edw.  M    Laisgley.  —  Solid  Geometry  throngh  the    Stéréoscope.  — 

1  broch.   43   p.    et  25  vues   stéréoscopiques;  Underwood   and   Underwood» 
Londres. 

S.  de  Lima  Salcedo.  —  Nnovo  metodo  para  resolver  la  ecuacion  de 

teroer  grade  y  la  Triseccion  del  arco.  —  1  broch.  in-8o,  24  p.,  Caracas. 

Gino  LoRiA.  —  Il  passato  ed  il  présente  délie  principali  Teorie  geome* 

triche.  Terza  edizione  accresciuta  di  uno  Sguardo  allo  sviluppo  délia  Geo- 
metria  in  quest'ultimo  decennio.  —  1  vol.  cart.  in-8;  H.  Rinck,  Turin. 

E.  MûLLER.  —  Lehrbuch  der  darstellenden  Géométrie  fur  technische 

Hochschulen.  Band  I.  —  1  vol.  cart.  in-8<',  367  p.,   273  fig.  et  3  planches; 
12  M.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Mesare  de  la  base  géodésiqae  dn  tunnel  dn  Simplon.  (Vol.  XI  des  Tra- 
vaux astronom.  et  géodes,  exécutés  en  Suisse).  —  1  vol.  gr.'  in-4o,  avec  35 
fig.;  Fœsi  et  Béer,  Zurich. 

Max  Simon.  —  Didaktik  a.  Metbodik  des  Rechnens  a.  der  Mathematik. 

2'c  umgearbeitete  u.  vermehrte  Auflage.  —  1  vol.  br.  in-8°,  206  p.;  4  M.  50; 
O.  Beck,  Munich. 
Thèses  de  doctorat  : 

Sam.  Dumas.  —  Snr  le  développement  des  fonctions  elliptiques  en  frac- 
tions continues.  —  l  broch.  in-S^,  60  p,,  Zûrcher  et  Furrer,  Zurich. 

P.  Mahlo.  —  Topologische  Untersnchnngen  nber  Zerlegong  in  ebene  n. 

sphsBrische  Polygone.  —  1  broch.  p.  in-8o,  98  p.  et  39  fig.;  Kammerer  &  C^^ 
Halle  a.  S. 
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A.  —  INTRODUCTION. 


La  section  PhUosophiCy  Histoire  et  Enseignement  du  4*  Con- 
grès international  des  mathématiciens,  tenu  à  Rome  du  6  au 
11  avril  1908,  a  entendu  une  série  de  rapports  sur  rensei- 
gnement mathématique  dans  les  principaux  pays.  Sur  Tini- 
tiative  de  M.  le  prof.  Dav.-Eug.  Smith,  auteur  du  rapport 
concernant  les  Etats-Unis,  elle  décida  de  soumettre  au  Con- 
grès une  résolution  tendant  à  créer  une  Commission  inter- 
nationale chargée  de  faire  une  étude  d'ensemble  des  progrès 
de  renseignement  mathématique  dans  les  différentes  nations. 
Cette  proposition  avait  déjà  été  formulée  par  le  savant  pro- 
fesseur de  New-York,  en  1905,  dans  sa  réponse  à  une  enquéle 
de  la  Revue  internationale  L'Enseignement  mathématique 
(p.  469)  sur  les  «  réformes  à  accomplir  ».  Elle  fut  vivement 
appuyée  par  le  Congrès,  qui,  dans  sa  séance  du  11  avril 
adopta  la  résolution  suivante  : 

«  Le  Congrès  ayant  reconnu  l'importance  d'un  examen 
comparé  des  méthodes  et  des  plans  d'étude  de  l'enseignement 
mathématique  dans  les  écoles  secondaires  des  différentes  na- 
tions^ confie  à  MM.  Klein,  Greenhill  et  Fehr  le  mandat  de 
constituer  une  Commission  internationale  qui  étudiera  ces 
questions  et  présentera  un  rapport  d'ensemble  au  prochain 
Congrès  ». 

On  sait  que  le  prochain  Congrès  aura  lieu  à  Cambridge 
(Angleterre)  en  août  1912. 

Le  Comilé  s'est  constitué  de  la  manière  suivante  : 

Président  :  M.  le  Prof.  F.  Klein,  G.  R.  R.  Gottingue. 

Vice-président  :  Prof.  Sir  George  Greenhill  F.  R.  S. 
Londres. 

Secrétaire-général  :  M.  le  Prof.  H.  Fkhr,  Genève. 

Le  Comité  ne  tarda  pas  à  se  mettre  à  Tœuvre  et,  dans  une 
réunion  tenue  à  Cologne,  en  septembre  1908,  adopta  ce  rap- 
port préliminaire  sur  l'organisation  de  la  Commission  et  le 
plan  général  de  ses  travaux. 
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B.  —  ORGANISATION  DE  LA  COMMISSION 


I.  —  LES  DELEGATIONS 

I 

I 

a)  La  Commission  est  formée  par  des  délégués  représen- 
tant les  pays  qui  ont  pris  part  au  moins  à  deux  des  Congrès 
internationaux  des  mathématiciens  avec  une  moyenne  d'au 
moins  deux  membres.  Chacun  de  ces  pays  a  droit  à  un  délé- 
gué. Les  pays  qui  ont  eu  une  moyenne  d'au  moins  dix  repré- 
sentants peuvent  avoir  deux  ou  trois  délégués.  Dans  les  vota- 
tions  et  les  discussions  de  la  Commission  chaque  pays  n'a 
cependant  qu'une  voix. 

Les  pays,  dits  pays  participants  ^  qui  sont  appelés  à  prendre 
part  aux  travaux  de  la  Commission  sont  les  suivants  : 

Allemagne  (2  ou  3  délégués).  Hongrie  (2  ou  3). 

Autriche  (2  ou  3).  Iles  britanniques  (2  ou  3). 

Belgique  (1).  Italie  (2  ou  3). 

Danemark  (1).  Norvège  (1). 

Espagne  (1).  Portugal  (1). 

Etats-Unis  d'Amer.  (2  ou  3).  Roumanie  (1). 

France  (2  ou  3).  Russie  (2  ou  3). 

Grèce  (1).  Suède  (1). 

Hollande  (1).  Suisse  (2  ou  3). 

b)  Les  pays  qui  ne  répondent  pas  aux  conditions  ci-dessus, 
mais  qui  par  leurs  institutions  peuvent  contribuer  aux  pro- 
grès de  la  science,  seront  invités  à  se  faire  représenter  par 
un  délégué  qui  suivrait  les  travaux  de  la  Commission,  sans 
toutefois  prendre  part  aux  volalions. 

Ces  pays  seront  dits  pays  associés;  en  voici  une  première 
liste,  qui  pourra  être  complétée  s'il  y  a  lieu  : 


Argentine  (Rép.). 

Bulgarie 

Australie. 

Canada. 

Brésil. 

Chili. 
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Chine.  Mexique. 

Colonie  du  Cap.  Pérou. 

Egypte.  Serbie. 

Indes  anglaises.  Turquie. 
Japon. 

c)  Sous-commissions  nationales.  —  Les  différentes  délé- 
gations sont  invitées  à  s'adjoindre  des  sous-commissions 
nationales,  comprenant  des  représentants  des  divers  degrés 
de  renseignement  mathématique  dans  les  établissements 
d'instruction  générale  ou  dans  les  écoles  techniques  ou  pro- 
Tessionnelles.  Ces  sous-commissions  sont  destinées  à  aider 
les  délégués  dans  Télaboralion  des  rapports  dont  il  est  ques- 
tion sous  la  rubrique  G. 


II.  —  LE  COMITE  CENTRAL 

La  Commission  est  dirigée  par  le  Comité  des  trois  mem- 
bres désignés  par  le  4""  Congrès  international  des  mathé- 
maticiens. Ce  comité  est  dit  le  Comité  central^  il  a  les  pou- 
voirs les  plus  étendus.  Avec  Tapprobalioii  de  la  Commission 
il  se  réserve  notamment  tous  les  droits  concernant  l'organi- 
sation et  la  publication  des  rapports  généraux  de  la  Com- 
mission. 

Pour  ce  qui  concerne  la  constitution  de  la  Commission,  le 
Comité  tient  à  s'assurer  le  concours  actif  de  personnes  qui 
s'intéressent  tout  particulièrement  aux  progrès  de  l'enseigne- 
ment mathématique.  Il  priera  ces  personnes  d'entrer  en 
temps  utile  en  relation  avec  leur  Gouvernement,  afin  que 
celui-ci  soit  déjà  informé  du  but  et  de  l'organisation  de  la 
Commission  lorsqu'il  sera  invité  officiellement  à  approuver 
les  propositions  du  Comité  pour  ce  qui  concerne  la  déléga- 
tion, ainsi  que  les  propositions  des  délégués  au  sujet  de  la 
sous-commission  nationale.  En  raison  de  la  tâche  très  vaste 
qui  incombe  aux  délégations,  il  est  en  effet  très  désirable 
que  leurs  travaux  puissent  commencer  dans  le  plus  bref 
délai  possible. 
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III.  —  DISPOSITIONS  FINANCIÈRES 

Le  4"*  Congrès  international  n'ayant  fourni  aucun  subside 
les  gouvernements  des  pays  participants  seront  invités  à 
mettre  à  la  disposition  de  leur  délégation  une  somme  per> 
mettant  de  couvrir  entièrement  les  frais  de  la  délégation  et 
de  la  sous-commission  nationale  et  de  contribuer  aux  frais 
généraux  de  la  Commission. 

Pour  subvenir  aux  frais  généraux  de  la  Commission  (com- 
prenant notamment  les  frais  du  secrétariat-général  et  du 
Comité  central),  il  sera  constitué  un  fonds  formé  par  des  con- 
tributions annuelles  de  cent  francs  par  pays  participant  ; 
elles  devront  être  versées  au  secrétaire-général  au  commen- 
cement de  janvier  des  années  1909,  1910,  1911  et  1912  ou,  si 
on  le  préfère,  en  un  seul  versement  en  1909.  Le  secrétaire- 
général  présentera  un  rapport  financier  à  la  réunion  de  la 
Commission  qui  aura  lieu  à  Cambridge  en  1912,  à  l'occasion 
du  5"*  Congrès  international. 

Quant  aux  délégués  des  pays  associés^  ils  sont  priés  de 
s'entendre  directement  avec  leur  gouvernement  au  sujet  des 
frais  de  délégation.  Le  Comité  se  réserve  de  fixer  ultérieure- 
ment, s'il  y  a  lieu,  une  légère  participation  des  pays  associés 
aux  frais  généraux  de  la  Commission. 

C.  -  ORGANE  OFFICIEL  DE  LA  COMMISSION 
PUBLICATIONS  DES  RAPPORTS  DES  SOUS-COMMISSIONS 

La  Revue  internationale  L'Enseignement  mathématique^ 
dirigée  par  MM.  Laisant  et  Fehr,  servira  d'organe  à  la  Com- 
mission. Elle  publiera  le  Rapport  préliminaire  et  fera  con- 
naître la  composition  des  délégations.  Dans  la  suite,  elle  ren- 
dra régulièrement  compte  des  travaux  de  la  Commission  et 
des  sous-commissions. 

Il  va  sans  dire  que  ces  communications  pourront  être 
reproduites  par  d'autres  périodiques  ou  par  d'autres  moyens 
de  publication. 

Les  sous-commissions  publieront  leurs  rapports  suivant 
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leur  propre  convenance.  Le  Comité  central  exprime  toute- 
fois le  désir  que  ces  rapports  soient  imprimés  suivant  le  for- 
mat de  L'Enseignement  mathématique  et  que  les  délégations 
des  divers  pays  en  adressent  75  exemplaires  au  secrétariat 
général  qui  les  fera  distribuer  aux  membres  de  la  Com- 
mission. 

D.  -  LANGUES  OFFICIELLES 

La  correspondance  et  les  rapports  doivent  être  rédigés 
dans  Tune  des  quatre  langues  admises  aux  Congrès  interna- 
tionaux des  mathématiciens,  au  gré  des  auteurs.  Ces  langues 
sont  :  raUemand,  l'anglais,  le  français  et  l'italien. 

E.  —  BUT  GÉNÉRAL  DE  LA  COMMISSION 

Conformément  aux  vœux  divers  qui  ont  été  formulés  à 
Rome,  le  Comité  central  estime  que  le  but  général  de  la  Com- 
mission doit  être  le  suivant  : 

Faire  une  enquête  et  publier  un  rapport  général  sur  les 
tendances  actuelles  de  l'enseignement  mathématique  dans  les 
divers  pays. 

On  devra  tenir  compte  non  seulement  des  méthodes  d'en- 
seignement et  des  plans  d'études,  mais  aussi  de  l'organisation 
même  des  études,  sans  cependant  exposer  celle-ci  d'une  ma- 
nière complète  dans  son  développement  historique.  Il  ne  sera 
pas  de  la  tâche  de  la  Commission  d'élaborer  des  statistiques. 

Dans  tous  les  cas,  le  travail  de  la  Commission  devra  beau- 
coup plus  tendre  à  faire  ressortir  quels  sont  les  principes 
généraux  dont  doit  s'inspirer  le  maître,  que  de  chercher 
l'uniformité  des  détails  ou  de  proposer  des  programmes 
devant  s'adapter  à  la  fois  aux  institutions  des  divers  pays. 

F.  -  ORGANISATION  DES  TRAVAUX 

Pour  que  l'étude,  dont  nous  allons  tracer  le  plan  général, 
apporte  des  résultats  réellement  utiles  aux  progrès  de  l'en- 
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seigAement,  il  est  indispensable  que  tous  les  délégués  et 
leurs  sous-commissions  nationales  apportent  une  collabora- 
tion active  et  dévouée. 

Les  délégations  des  pays  participants  seront  tout  d'abord 
appelées  à  donner  leur  préavis  sur  le  plan  général  des  tra- 
vaux ;  puis,  dans  une  première  période,  elles  établiront  leur 
rapport  à  Taide  de  leur  sous-comntission,  d'après  le  plan  des 
travaux  tel  qu'il  aura  été  définitivement  arrêté  par  le  Comité 
central.  Pour  les  pays  associés  ce  rapport  est  facultatif. 

Il  est  désirable  que  les  principaux  points  des  rapports 
soient  préalablement  discutés,  dans  chaque  pays,  dans  des 
réunions  de  professeurs  et  dans  les  sociétés  scientifiques, 
techniques  ou  autres  qui  s'intéressent  aux  progrès  de  l'en- 
seignement mathématique.  Il  est  bon  d'autre  part  que  le 
texte  soit  accompagné  d'indications  bibliographiques  aussi 
précises  et  aussi  complètes  que  possible. 

Les  rapports  imprimés  devront  être  remis  au  secrétariat 
général  au  commencement  de  l'année  1911. 

La  Commission  se  réunira  ensuite  en  conférence  pendant 
les  vacances  de  Pâques  1911  pour  faire  une  étude  d'ensemble 
des  questions  soulevées  dans  le  programme  général  et  pour 
arrêter  les  bases  du  rapport  général.  Pour  ce  qui  concerne 
la  rédaction  de  celui-ci,  le  Comité  central  étudiera  les  me- 
sures à  prendre  pour  qu'il  puisse  être  présenté  au  Congrès 
de  Cambridge  en  1912  et  les  soumettra  à  la  Commission. 


G.  —  OBJET  DES  TRAVAUX  DE  LA  COMMISSION 

I.  —  CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES 

Dans  le  texte  même  de  la  résolution  du  Congrès  de  Rome 
il  n'est  question  que  de  «  l'enseignement  mathématique  dans 
les  écoles  secondaires  ».  Mais,  étant  donné  que  le  but  de 
ces  écoles  et  la  durée  de  leurs  études  est  très  variable  d'un 
Etat  à  un  autre,  le  Comité  fera  porter  son  travail  sur  l'en- 
semble du  champ  de  l'instruction  mathématique,  depuis  la 
première  initiation  jusqu'à  l'enseignement  supérieur.  Il  ne 
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se  bornera  pas  aux  établissements  crinstruclion  générale 
conduisant  à  l'Université,  mais  il  étudiera  aussi  renseigne- 
ment mathématique  dans  les  écoles  techniques  ou  profes- 
sionnelles. En  raison  de  l'importance  croissante  que  pren- 
nent ces  écoles  et  des  exigences  nouvelles  qu'on  ne  cesse 
de  montrer  vis-à-vis  de  l'enseignement  mathématique,»  il  y 
aura  lieu  d'accorder  dans  cette  enquête  une  large  place  aux 
mathématiques  appliquées. 

Il  s'agit  donc  d'une  étude  d'ensemble  de  l'enseignement 
mathématique  dans  les  différents  types  d'écoles  et  à  ses 
divers  degrés,  cette  étude  étant  principalement  destinée  à 
présenter,  d'une  manière  objective,  les  tendances  actuelles 
de  cet  enseignement. 

Le  travail  de  la  Commission  sera  basé  sur  les  rapports  que 
les  délégués  des  pays  participants  établiront  à  l'aide  de  leur 
sous-commission  nationale  conformément  au  plan  général 
arrêté  par  le  Comité  central.  Dans  wn^  première  partie  ces 
rapports  donneront  un  aperçu  de  l'organisation  actuelle  des 
études,  des  examens  qui  s'y  rattachent,  des  méthodes  d'en- 
seignement et  de.  la  préparation  du  corps  enseignant.  Ce 
n'est  qu'après  cet  exposé  que  l'on  pourra  examiner  et  pré- 
senter d'une  manière  claire  quelles  sont  les  tendances  aC" 
tuelles  de  l'enseignement,  tendances  qui  se  révèlent  souvent 
par  la  nature  des  réformes  accomplies  au  cours  des  dernières 
années.  Ce  sera  l'objet  d'une  seconde  partie,  qui  conservera 
les  mêmes  divisions  que  la  première. 

II.  —  PLAN  GÉNÉRAL  DES  TRAVAUX 

PREMIÈRE   PARTIE 

Etat  actuel  de  l'organisation  et  des  méthodes  de  l'instruction 

mathématique. 

Chapitre  I.  —  Les  divers  types  d'écoles.  —  Dans  ce  pre- 
miei*  chapitre  on  donnera  un  exposé  succinct  des  divers 
établissements  d'instruction  publique  dans  lesquels  on  ren- 
contre l'enseignement  mathématique  et  l'on  indiquera  le  but 
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de  chaque  érole.   On  tiendra  également  compte  des  écoles 
de  jeunes  filles. 

Les  établissements  seront  répartis  d'après  la  classification 
suivante  : 

a)  Ecoles  primaires,  élémentaires  et  supérieures  ; 

b)  Ecoles  moyennes  ou  secondaires  supérieures  (lycées, 
gymnases,  écoles  réaies,  etc.  •  ; 

c)  Ecoles  professionnelles  moyennes  .technicum,  etc.)  ; 

d)  Ecoles  normales  pour  les  divers  enseignements  (sémi- 
naires de  maîtres,  «  teachers  colle^res»,  etc.)  ; 

f)  Ecoles  supérieures  :  Universités  et  Ecoles  polylechni- 
c|ues. 

11  sera  bon  d'accompagner  <'et  exposé  d'un  tableau  sché^ 
malique  donnant  un  aperçu  d'ensemble  et  taisant  ressortir 
la  succession  et  la  correspondance  entre  les  divers  établis- 
sements et  en  indiquant  aussi  Tâge  moyen  des  élèves. 

Chapitre  II.  —  But  de  Tinstniction  mathématique  et  bran- 
ches d'enseignement.  —  On  examinera  cette  question  pour 
les  divers  types  d'établissements  mentionnés  ci-dessus  en 
tenant  compte,  s'il  y  a  lieu,  des  mathématiques  appliquées, 
notamment  de  la  mécanique. 

Non  seulement  le  but  de  l'instruction  mathématique  varie 
nécessairement  d'un  établissement  à  un  autre,  mais  il  a  subi 
quelques  transformations  au  cours  du  siècle  dernier.  Il  peut 
être  purement  formel,  ou  formel  en  tenant  compte  de  l'in- 
tuition ;  il  peut  aussi  tendre  à  la  Ibis  au  développement 
logique  et  envisager  le  <*ôté  utilitaire,  ou  encore  envisager 
uniquement  la  pratique.  D'autre  part,  on  peut  avoir  en  viie 
principalement  la  culture  de  la  mémoire  ou  chen'her  au 
contraire  à  développer  les  facultés  mathématiques. 

Quelles  sont  les  branches  mathématiques  enseignées  dans 
les  divers  types  d'écoles?  On  indiquera  le  temps  qui  leur  est 
consacré  et  l'étendue  du  programme.  Dans  quelle  mesure 
tient-on  compte  des  liens  entre  ces  branches  et,  s'il  y  a  lieu, 
des  liens  avec  les  mathématiques  appliquées  (comprenant  la 
mécanique)  et  la  physique? 

Chapitre  III.  — Les  examens.  —  Il  est  incontestable  que 
le  système  des  examens  a  une  grande  influence  sur  la  mé- 
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thode  d'enseignement.  On  indiquera  donc  sommairement  ce 
qui  caractérise  les  examens  dans  chaque  catégorie  d'écoles, 
et  tout  particulièrement  ceux  qui  conduisent  aux  «  certificats 
de  maturité»,  aux  «  baccalauréats  »,  etc.,  et  les  examens  des 
candidats  à  renseignement. 

Chapitre  IV.  —  Les  méthodes  d'enseignement.  —  Quelles 
sont  les  méthodes  suivies  <lans  les  divers  établissements, 
depuis  renseignement  d'initiation  jusqu'aux  études  supé- 
rieures ? — Matériel  d'eiïseignement;  modèles  mathématiques. 

—  Emploi  de  manuels,  lext-books,  recueils  d'exercices.  — 
Exercices  théoriques  ;  problèmes  empruntés  aux  sciences 
appliquées.  —  Travaux  pratiques. 

Chapitre  V.  —  Préparation  des  candidats  à  renseignement. 

—  Ici  encore  on  envisagera  les  divers  types  d'établisse- 
ments et  Ton  indiquera  quelles  sont  les  garanties  exigées 
par  l'autorité  scolaire  :  a)  au  point  de  la  préparation  théo- 
rique; b)k  celui  de  la  préparation  professionnelle. 

DEUXIÈME  PARTIE 
Les  tendances  modernes  de  l'enseignement  mathématique. 

Chapitre  I.  —  Les  idées  modernes  concernant  rorganisation 
scolaire.  —  Réformes  à  Tétude.  —  Nouveaux  types  d'écoles. 

—  La  question  de  la  coéducation  des  deux  sexes. 
Chapitre  II.  —  Les  tendances  modernes  concernant  le  bat 

de  l'enseignement  et  les  branches  d'études. 

But  de  renseignement.  —  Branches  nouvelles  ou  chapitres 
nouveaux  à  substituer  à  des  objets  d'études  inutiles  dans  la 
suite,  ou  d'un  intérêt  très  secondaire,  mais  conservés  par 
pure  tradition  ou  par  routine. 

Etant  donnés  tes  rapides  progrès  des  mathématiques  et  de  leurs 
applications,  le  Comité  propose  d'examiner  à  nouveau  avec  soin 
quelles  sont  les  branches  de  cette  science  qui  sont  les  plus  à  même 
(le  contribuera  la  culture  générale.  Parmi  les  sujets  qui  réclament 
actuellement  une  place  dans  les  programmes  élémentaires  on  peut 
mentionner,  d'une  part,  le  calcul  différentiel  et  intégral,  la  géomé- 
trie analytique,  certaines  notions  de  géométrie  descriptive  et  pro- 
jective,  et  une  étude  de  la  physique  à  un  point  de  vue  mathématique. 
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D'autre  part,  on  propose  d'introduire  de  nouveaux  sujets,  d'un 
genre  plus  spécial,  ou  de  nouvelles  notions  fondamentales  (telles 
que  les  notions  de  fonction,  de  groupes,  d'ensemble).  Il  serait 
utile  que  Tenquéte  examinât  dans  quelle  mesure  on  peut  tenir 
compte  de  ces  demandes  et  qu'elle  établisse  quel  est  le  minimum 
nécessaire  des  éléments  de  géométrie  euclidienne,  de  géométrie 
descriptive  et  projective,  d'algèbre,  de  calcul  différentiel  et  inté- 
gral, de  trigonométrie  et  de  géométrie  analytique,  formant  la 
base  des  études  ultérieures. 

La  même  question  se  pose  pour  les  établissements  d'ordre  pro- 
fessionnel. Quelles  sont  les  branches  utiles  aux  différentes  car- 
rières ? 

Chapitre  III.  —  Les  examens.  —  Projets  à  l'étude  concer- 
nant la  transformation  du  système  des  examens  ou  leur  sup- 
pression complète. 

Chapitre  IV.  — Les  méthodes  d'enseignement.  —  Les  idées 
modernes  concernant  les  méthodes  aux  divers  degrés  de  ren- 
seignement et  dans  les  différents  types  d'écoles.  —  Les  liens 
entre  les  différentes  branches  mathématiques.  —  Les  rap- 
ports entre  les  mathématiques  et  les  autres  branches.  — 
Exercices  et  applications  pratiques;  modèles  et  instruments. 
—  L'usage  des  manuels. 

Sur  quelques  objets  concernant  ce  chapitre.  1.  -—  Depuis  l'épo- 
que de  Pestalozzi,  les  considérations  psychologiques  ont  joué  un 
rôle  important  dans  l'éducation  primaire,  et,  depuis  une  généra- 
tion, elles  se  rendent  également  utiles,  dans  une  certaine  mesure, 
dans  l'élaboration  des  programmes  des  établissements  secon- 
daires. Il  y  aurait  lieu  d'examiner  quels  sont  les  résultats  de  la 
psychologie  4ans  l'enseignement  des  mathématiques,  et  jusqu'à 
quel  point  ils  sont  utiles  à  la  réforme  de  cet  enseignement.  |1I 
conviendrait  d'examiner  tout  particulièrement  le  rôle  d'un  ensei- 
gnement d'initiation  et  la  nécessité  de  faire  précéder  l'étude  théo- 
rique des  mathématiques  d'un  enseignement  intuitif. 

A  quel  moment,  au  contraire,  les  considérations  purement  logi- 
ques doivent-elles  prendre  une  place  prépondérante,  par  exemple 
dans  l'étude  de  la  géométrie  élémentaire  ou  du  calcul  diflerentiel 
et  intégral  ? 

2.  ~  Les  applications  pratiques.  —  Bien  des  écoles  ont  consacré 
de  longues  discussions  à  la  part  que  l'on  doit  attribuer  aux  consi- 
dérations d'ordre  pratique  et  expérimental. 

a)  Dans  l'enseignement  élémentaire  on  peut  mentionner,  par 
exemple,  le  plissage  de  papier,  le  travail  en  plein  air,  l'usage  des 
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instruments  simples  de  mesure,  la  géométrie  d'observation,  etc;  le 
calcul  pratique  et  approximatif  (degré  d'approximation,  logarith- 
mes à  un  nombre  varié  de  décimales,  usage  de  la  règle  à  calcul, 
etc)  ;  la  question  générale  des  graphiques  en  algèbre,  Tusage  plus 
répandu  du  papier  quadrillé. 

bi  11  a  été  question  ces  dernières  années  de  laboratoires  mathé- 
matiques. Qu'a-t-on  fait  dans  ce  sens  et  quels  sont  les  résultats  ? 
—  Modèles  mathématiques  confectionnés  par  les  élèves.  Le  rôle 
des  collections  de  modèles. 

Quels  sont  les  moyens  qui  permettraient  d'accorder  une  plus 
grande  place  aux  mathématiques  dans  l'enseignement  populaire 
(extension  universitaire)  ?  —  Place  des  mathématiques  appliquées 
dans  les  Musées.  —  Récréations  mathématiques. 

Il  y  aurait  là  un  ensemble  de  moyens  de  nature  à  réagir  contre 
les  préjugés  qui  existent  à  l'égard  des  mathématiques. 

3.  —  Les  liens  entre  les  différentes  branches  mathématiques.  — 
Il  serait  utile  d'examiner  dans  quelle  mesure  on  peut  faire  dispa- 
raître les  limites  conventionnelles  qui  existent  entre  certains  su- 
jets de  mathématiques  pures,  comme  l'algèbre  et  la  géométrie; 
l'algèbre  et  le  calcul  différentiel  et  intégral,  la  géométrie  d'Ruclide 
et  la  géométrie  analytique,  et  la  géométrie  et  la  trigonométrie. 
Non  seulement  il  faudrait  examiner  la  possibilité  de  cette  réforme, 
mais  on  devra  aussi  tenir  compte  des  inconvénients  et  des  dangers 
qui  pourraient  en  résulter,  ce  qui  est  tout  aussi  important. 

Il  serait  bon,  d'autre  part,  de  connaître  le  résultat  des  transfor- 
mations suivantes  qui  ont  été  proposées  ou  examinées  à  nouveau 
ces  dernières  années  : 

a)  La  place  de  la  géométrie  démonstrative  relativement  à  l'al- 
gèbre. —  b)  La  fusion  de  la  géométrie  plane  et  de  la  géométrie  de 
l'espace.  —  c)  L'union  plus  intime  du  calcul  différentiel  et  du  cal- 
cul intégral  ou  l'introduction  de  ce  dernier  avant  le  premier. 

4.  —  Les  rapports  entre  les  mathématiques  et  autres  branches. — 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  il  serait  également  utile  d'examiner 
les  points  de  contact  qui  existent  entre  les  mathématiques  et  les 
autres  branches  ;  ainsi  les  rapports  :  1)  avec  le  dessin  (géométrique, 
technique  et  artistique)  ;  2)  avec  les  sciences  appliquées;  3)  avec  les 
autres  branches  scientifiques  (Physique,  Chimie,  Biologie,  Géo- 
graphie, etc.);  4)  avec  la  Philosophie;  5)  avec  les  problèmes  de  la 
vie  journalière. 

Ces  points  de  contact  sont  importants  pour  ce  qui  concerne 
l'éducation  pratique.  11  ne  suffirait  pas  d'étudier  simplement  les 
possibilités  et  desiderata  généraux,  il  faut  encore  tenir  compte 
de  ce  qui  se  fait  actuellement  avec  succès  et  des  dangers  à  courir. 
Par  exemple,  ceux  qui  réclament  une  relation  étroite  entre  les 
mathématiques  et  la  physique  devront  établir  exactement  quelles 
sont  les  notions  de  géométrie  qui  sont  d'une  application  directe 
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à  la  physique,  et  citer  les  problèmes  de  physique  élémentaire  qui 
exigent  les  équations  linéaires  simultanées,  les  équations  du  se- 
cond degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  les  équations  irration- 
nelles et  les  progressions. 

5.  —  Les  considérations  historiques.  —  On  a  demandé  qu*il  soit 
accorde  une  plus  large  place  au  développement  historique  des 
mathématiques.  Dans  quelle  mesure  est-ce  possible  et  désirable  ? 

Chapithe  V.  —  La  préparation  des  maîtres.  ^-  Quelles  sont 
les  conditions  que  doit  remplir  une  préparation  rationnelle 
des  candidats  à  renseignement?  Comment  organiser  les  cours 
théoriques  et  la  préparation  pratique? 

Les  progrès  de  l'enseignement  dépendent  directement  de 
la  préparation  des  maîtres.  C'est  là  une  question  d'une  im- 
portance fondamentale.  Les  études  et  les  exigences  varient 
nécessairement  d'un  pays  à  un  autre,  elles  dépendent  beau- 
coup du  nombre  des  candidats  et  des  facilités  dont  on  dis- 
pose en  matière  d'éducation.  Le  Comité  pense  donc  qu'il  est 
utile  de  s'informer  des  réformes  ou  des  projets  de  réforme, 
qui  se  font  actuellement  en  vue  d'obtenir  une  préparation  des 
maîtres  conforme  aux  conditions  modernes,  et  cela  non  seule- 
ment pour  le  personnel  des  écoles  primaires  et  secondaires 
mais  aussi  pour  l'université. 

Cette  enquête  pourra  se  faire  notamment  sur  : 

a)  Le  travail  mathématique  que  Ton  exige  des  candidats. 

h)  Leur  initiation  aux  recherches  scientifiques. 

c)  La  meilleure  méthode  ayant  pour  objet  de  leur  pré- 
senter la  pédagogie  théorique  et  pratique  (considérée  comme 
science  d'éducation). 

d)  La  question  du  sexe  du  maître  dans  les  différentes  an- 
nées scolaires. 

e)  Des  questions  concernant  par  exemple  le  temps  à  con- 
sacrer à  l'histoire  des  mathématiques,  l'histoire  de  l'enseigne- 
ment mathématique,  le  côté  récréatif  des  mathématiques,  et 
la  littérature  générale  touchant  à  l'éducation  mathématique. 

REMARQUE   GÉNÉRALE 

Dans  chacun  de  ces  chapitres  on  fera  ressortir  d'une  ma- 
nière concise^  d'une  part,  ce  qui  caractérise  les  réformes  pro- 


458  COiVMISSIOX  INTERNATIONALE 

posées,  d'autre  part,  quels  sont  les  dangers  à  éviter  et  quels 
sont  les  objections  et  Ips  arguments  que  font  valoir  ceux  qui 
s'opposent  aux  transformations  projetées.  Voici  quelques 
questions  fondamentales  qui  devront  être  discutées  : 

1.  —  Le  désir  de  rendre  Tinstruction  attrayante  peut  en 
diminuer  le  caractère  sérieux,  résultat  qui  serait  désastreux 
aussi  bien  au  point  de  la  science  qu'à  celui  de  la  valeur 
pratique  des  mathématiques. 

2.  —  Une  psychologie  mal  comprise  pourrait  conduire  à 
utiliser  d'une  manière  exagérée  les  bases  logiques  des  ma- 
thématiques, et  il  en  résulterait  chez  Téléve  une  incertitude 
continuelle. 

3.  —  Le  fait  de  négliger  le  côté  abstrait  qui  semble  néces- 
saire pour  graver  dans  l'esprit  d'une  manière  indélébile  les 
vérités  mathématiques. 

4.  —  Le  fait  de  ne  pas  se  rendre  compte  qu'une  branche 
comme  la  géométrie,  telle  qu'on  la  conçoit  actuellement,  con- 
duit à  des  résultats  d'un  genre  différent  de  ceux  que  fournil 
l'algèbre,  et  qu'une  fusion  des  deux  pourrait  avoir  comme 
conséquence  la  perte  de  quelques-uns  des  principaux  avan- 
tages de  chacune  de  ces  branches.  —  De  même  pour  d'autres 
sujets. 

D'autres  dangers  se  présentent  encore,  et  le  Comité  estime 
qu'il  est  nécessaire  de  les  examiner  tous  avec  soin,  afin  que 
seules  des  réformes  pouvant  conduire  à  de  réels  progrès 
soient  entreprises. 

Octobre  1908. 

Le  Comité  central  : 

F.  Klein,  Président^  3,  Wilhelm  Weberstr.,  Gôt- 
tingue  (Allemagne)  ; 

Sir  George  Gkeenhill,  Vice-président,  1,  Staple 
Jnn.,  Londres,  W.  C.  ; 

H.  Fehr,  Secrétaire-général^  72,  Florissant,  Ge- 
nève (Suisse). 


L'ENSEIGNEMENT  DES  MATHÉMATIQUES 

DANS  LES 
ECOLES  PUBLIQUES  ANGLAISES  POUR  GARÇONS» 


I 

1.  —  Cette  publication  se  borne  uniquement  aux  conditions  qui 
régnent  en  Angleterre,  à  l'exclusion  de  FEcosse,  de  l'Irlande  et 
du  Pays  de  Galles. 

2.  —  En  Angleterre,  le  terme  «  d'école  publique  »  a  un  sens 
un  peu  spécial.  Par  «  école  publique  »  on  entend  généralement 
une  [école  secondaire,  école  dotée,  instruisant  les  jeunes  gens 
des  classes  supérieures  et  moyennes  et  indépendante  du  contrôle 
de  l'Etat  sauf  lorsque  la  Caisse  publique  lui  fournit  un  apport. 
Les  écoles  publiques  peuvent  être  soit  des  internats,  soit  des  exter- 
nats, mais  la  plupart  sont  de  la  première  catégorie. 

Il  existe  d'autres  catégories  d'écoles  secondaires  telles  que  des 
externats,  non  dotés,  entretenus  par  des  impôts  locaux;  ces  écoles 
sont  de  plus  en  plus  nombreuses  et  importantes  et  dans  bien  des 
cas  concourent  avec  succès  avec  les  écoles  dotées  plus  faibles. 
Elles  se  différencient  des  écoles  publiques  en  ce  que  leurs  règle- 
ments sont  sous  le  contrôle  d'un  bureau  du  gouvernement,  le 
lioard  of  Education, 

3.  —  Les  écoles  publiques  monopolisent  l'éducation  des  classes 
supérieures  du  pays.  Elles  se  sont  toujours  glorifiées  de  leur  exemp- 
tion d'un  contrôle  étranger  ;  chaque  école  est  administrée  par  son 
propre  corps  dirigeant  et  par  son  principal,  généralement  omni- 
potent. Cette  liberté  en  apparence  complète  est  restreinte  par  les 
causes  suivantes.  En  premier  lieu,  beaucoup  d'écoles  publiques, 
trouvent  opportun  d'accepter  l'aide  pécuniaire  de  l'Etat,  ce  qui 
impose  l'inspection  par  le  «  Board  of  Education.  »  Les  écoles  les 
plus  riches  et  les  plus  importantes  sont  en  état  de  se  passer  de 
cette  aide;  mais  dans  ces  dernières  années  il  v  a  une  tendance 
de  la  part  des  principales  écoles,  à  se  soumettre  volontairement  à 
l'inspection. 


A  lUpport  adresse  au  4*  Congrès  intemAtional  den  mathématieieos,  Rome,  avril  1908,  à  la 
section  IV  (Philusophie,  Histoire,  Enseignement)  par  C.  GoiïKitKV,  directeur  du  R.  N.  Coi- 
loge,  Osborne.  —  Traduit  par  Renée  Mahkon,  (Genève). 
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En  second  lieu,  malgré  cette  indé^pendance,  ces  écoles  ne  sont 
pas  réellement  libres  ;  Tintructîon  esl  déterminée  en  majeure 
partie  par  un  grand  nombre  d'examens  publics,  tels  que  les  exa- 
mens pour  les  bourses  de  collège  aux  universités  d'Oxford  et  de 
Cambridge,  les  examens  préliminaires  pour  les  grades  dans  les 
universités,  les  examens  pour  les  certificats  d'aptitude  dirigés  par 
les  universités,  les  examens  pour  entrer  dans  Tarmée  dirigés  par 
les  commissaires  du  «  Civil  Service.  » 

La  position  d'une  école  aux  yeux  du  public,  son  pouvoir  d'atti- 
rer des  élèves  et  de  faire  son  chemin,  dépend  en  grande  partie  des 
succès  qu'elle  a  obtenus  dans  ces  divers  concours.  Bien  peu  de 
réformes  peuvent  être  accomplies  sans  l'assentiment  des  autorités 
inspectrices  ;  ainsi  Tétude  du  grec  est  obligatoire  pour  tous  les 
jeunes  gens  aspirant  à  un  grade  dans  les  universités  d'Oxford  et 
de  Cambridge  et  les  écoles  publiques  sont  de  ce  fait  obligées 
d'enseigner  le  grec  à  tous  ces  jeunes  gens.  On  verra  que  l'influence 
des  corps  examinateurs  a  été  toute  puissante  dans  l'enseignement 
mathématique  anglais. 

Ce  rapport  concerne  les  conditions  qui  prévalent  dans  les  éco- 
les publiques.  Nous  donnerons  d'abord  un  aperçu  de  Vorganisadon 
de  renseignement  mathématique  : 

4.  —  Une  école  publique  est  divisée  en  classes  (forms),  la  clas- 
sification étant  déterminée  principalement  par  la  force  dans  les 
branches  littéraires  comme  le  Grec,  le  Latin,  l'Anglais,  l'Histoire, 
la  Géographie,  l'Ecriture  Sainte.  Ces  sujets  sont  enseignés  par  le 
maître  de  classe. 

Pour  les  mathématiques  un  certain  nombre  de  classes  forment 
un  groupe^  (hlockj  et  les  élèves  de  ce  groupe  sont  répartis  en  séries^ 
(sets),  suivant  leurs  aptitudes  en  mathématiques.  Une  école  de  400 
élèves  peut  être  divisée  en  4  «  groupes  »  et  un  «  groupe  »  de  100 
élèves  peut  former  de  4  à  6  séries,  le  nombre  de  garçons  dans  une 
série  de  mathématique  variant  de  25  à  15.  Les  raisons  de  ce  sys- 
tème de  répartition  pour  les  mathématiques  sont  les  suivantes  ; 
l°Le  maître  de  classe  n'a  généralement  pas  des  connaissances  très 
complètes  en  mathématiques.  2®  Les  garçons  d'une  môme  classe 
différent  beaucoup  trop  dans  leurs  connaissances  et  aptitudes  ma- 
thématiques pour  recevoir  un  enseignement  commun  sans  nou- 
velle répartition.  ■ 

Le  nombre  d*heures  affecté  à  l'enseignement  mathématique  en 
classe  est  de  4-7  heures  par  semaine  avec  1  ou  2  heures  de  prépa- 
ration en  dehors  de  l'école.  Beaucoup  d'écoles  ont  une  section 
moderne  dans  laquelle  le  grec  est  remplacé  par  l'allemand  et  un 
supplément  de  mathématiques  et  de  sciences.  En  classe  une  grande 
partie  du  temps  est  employée  par  les  élèves  à  résoudre  des  exerci- 
ces écrits,  le  maître  se  promenant  dans  la  salle  pour  leur  aider 
lorsque  cela  est  nécessaire. 
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Les  différentes  branches  des  mathématiques  sont  enseignées  en 
général  par  le  même  maître  ;  mais  dans  quelques  écoles  il  y  a  une 
organisation  différente  ;  les  élèves  sont  groupés  en  une  classe  pour 
l'Arithmétique  et  TAlgèbre  et  une  autre  pour  la  Géométrie. 

On  peut  ajouter  que  le  même  arrangement  est  courant  pour 
renseignement  respectif  des  langues  modernes  et  des  sciences. 

5.  —  Pendant  les  2  dernières  années  d'école,  de  17  à  19  ans,  il  y 
a  une  forte  tendance  parmi  les  jeunes  gens  à  se  spécialiser,  le 
sujet  choisi  pour  une  étude  spéciale  étant  généralement  un  des 
suivants  :  langues  anciennes,  mathématiques,  sciences,  langues 
modernes,  histoire.  Celte  spécialisation  précoce  est  le  résultat  des 
concours  organisés  par  les  Collèges  d'Oxford  et  de  Cambridge  en 
vue  des  bourses  destinées  à  ceux  qui  se  distinguent  dans  une  bran- 
che ;  de  sorte  qu'un  garçon  ayant  des  aptitudes  égales  pour  les 
langues  anciennes  et  Los  mathématiques  n'aurait  pas  de  chance 
s'il  était  en  compétition  avec  un  élève  particulièrement  fort  sur 
un  seul  sujet  ^  Il  en  résulte  qu'un  candidat  à  une  bourse  classique 
cessera  souvent  tout  travail  mathématique  et  scientifique  à  l'âge 
de  17  ans.  De  même  un  jeune  mathématicien  renoncera  souvent 
pendant  ses  2  dernières  années  d'études  à  toute  instruction  litté- 
raire ;  cependant  il  n'est  que  juste  de  dire  qu'il  y  a  une  grande  dif- 
férence à  cet  égard  entre  les  différentes  écoles.  En  tout  cas  la  con- 
currence entre  les  écoles  pour  l'obtention  des  bourses  tend  à  faire 
échouer  les  tentatives  de  ceux  qui  trouvent  que  l'instruction  de- 
vrait être  générale  jusqu'à  la  fin  des  études  scolaires. 

6.  —  Avant  d'examiner  plus  particulièrement  les  différentes 
branches  mathématiques,  il  est  bon  de  dire  quelques  mots  des 
réformes  considérables  qui  ont  été  réalisées  dans  l'enseignement 
mathématique  pendant  les  dernières  années.  Bien  des  barrières 
ont  été  renversées  et  on  a  modifié  sur  divers  points  la  conception 
du  programme  d'études. 

7.  —  Chaque  branche  peut  être  envisagée  à  deux  points  de  vue, 
suivant  qu'on  la  considère  pour  sa  valeur  utilitaire  ou  disciplinaire. 
Peut-être  les  maîtres  sont-ils  sujets  à  fixer  leur  attention  sur  le 
dernier  point,  tandis  que  la  généralité  du  public  considère  le 
premier  comme  plus  important.  Il  n'est  guère  nécessaire  d'appuyer 
sur  le  fait  que  c'est  une  erreur  de  ne  considérer  qu'un  des  poiivts 
de  vue.  On  pourrait  soutenir  que  presque  toutes  les  branches  ont 
été  introduites  dans  les  programmes  à  cause  de  leur  utilité  pra- 
tique, mais  que  les  maîtres  y  trouvant  une  discipline  de  l'esprit, 
sont  tentés  de  les  conserver  même  lorsque  les  circonstances  ont 
détruit  leur  valeur  pratique. 

Quoiqu'il  en  soit,  jusqu'il  y  a  dix  ans,  les  mathématiques  sem- 


y  pans  certains  cas  oo  peut  obtenir  une  bourse  pour  une  combinaison  1*  de  mathématiques 
et  d'un  peu  de  sciences  physiques,  2*  de  lettres  classiques  «t  d'histoire. 

L'Enseignement  mathém.,  10*  année  ;  1908.  31 
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blaient  être  considérées  dans  les  écoles  comme  une  gymnastique 
mentale.  Cette  exagération  était  nuisible,  les  jeunes  gens  ne  pou- 
vant guère  être  amenés  à  s'intéresser  à  un  sujet  enseigné  pour  des 
raisons  qui  leur  paraissaient  futiles.  De  bons  maîtres  sentirent  la 
nécessité  de  renouveler  un  peu  les  méthodes  afin  de  moderniser 
leur  travail.  Mais  le  système  en  vigueur  était  fixé  par  les  feuilles 
d^examen  et  il  était  évident  pour  tout  le  monde  que  quoique  les 
temps  fussent  mûrs  pour  des  changements,  il  n'y  en  aurait  point 
jusqu'à  ce  que  les  examinateurs  et  les  maîtres  y  fussent  poussés 
par  l'opinion  publique. 

8.  —  L^impulsion  nécessaire  vint  des  ingénieurs.  Le  temps 
n'est  plus  où  les  ingénieurs  méprisaient  lès  mathématiques  et  se 
fiaient  uniquement  au  bon  sens  et  à  l'intuition  joints  à  une  forte 
réserve  de  sûreté.  Us  disent  aujourd'hui  qu'on  ne  peut  pas  savoir 
trop  de  mathématiques  pourvu  que  ce  soit  de  bonnes  mathémati- 
ques. Une  nouvelle  période  s'est  ouverte  par  la  création  d'une 
section  d'ingénieurs  à  l'Université  de  Cambridge,  section  dont  les 
diplômés  trouvent  aisément  des  places  à  leur  sortie  de  l'Université. 

Les  ingénieurs  se  plaignaient  de  ce  que  l'enseignement  donné 
n'avait  pas.  de  bases  pratiques.  En  1902  à  la  réunion  delà  j!?/77/5/i. 4  6*«o- 
ciation^  à  Glascow,  M.  J.  Pkr« y,  professeur  de  Mécanique  au  «  Royal 
Collège  of  Science  »  à  Londres,  attaqua  l'état  de  choses  existant. 

9.  —  Ce  mouvement  amena  la  formation  de  divers  comités  qui 
comparèrent  les  opinions  des  hommes  du  métier  et  des  maîtres 
d'école  et  trouvèrent  que'^l'acccord  était  possible  sur  la  plupart 
des  points.  Les  professeurs  reconnurent  que  des  sujets  utiles  pou- 
vaient être  aussi  éducatifs  que  les  futilités  conventionnelles  qui 
avaient  fini  par  s'identifier  avec  les  mathématiques  enseignées 
dans  les  écoles.  De  même  que  lés  mathématiques  supérieures  pures 
gagnent  en  valeur  et  en  intérêt  par  un  contact  plus  intime  avec  les 
problèmes  posés  par  les  physiciens  et  deviennent  en  revanche 
irréelles  et  sans  but  quand  elles  sont  séparées  de  leurs  applica- 
tions, de  même  les  mathématiques  élémentaires  ont  trouvé  leur 
salut  dans  l'introduction  des  applications  sans  nombre  fournies 
par  la  vie  industrielle  moderne. 

Les  Universités  et  les  corps  examinateurs  consentirent  à  modi- 
fier leurs  règlements  et  programmes  de  façon  à  entrer  dans  les 
vues  modernes.  Une  meilleure  situation  a  été  faite  aux  mathémati- 
ques et  il  est  peut-être  possible  actuellement  de  porter  un  juge- 
ment sur  les  conditions  nouvelles. 

II.  —  Arithmétique. 

10.  —  Cette  branche  n'est  arrivée  que  très  lentement  à  occuper 
une  position  convenable  dans  les  écoles  anglaises.  Elle  était,  à  une 
certaine  époque,  considérée  seulement  comme  un  instrument  pour 
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la  comptabilité  et  le  commerce.  Le  temps  était  employé,  mais  sans 
profit,  à  se  rendre  maître  des  difficultés  du  système  britannique 
des  monnaies,  poids  et  mesures.  L^Arithmétique  n'était  pas  ensei- 
gnée dans  ses  véritables  relations  avec  les  autres  branches  des 
mathématiques.  Les  questions  financières  prenaient  trop  de 
temps  et  comme  on  pouvait  s'y  attendre,  étaient  souvent  devenues 
singulièrement  irréelles  entre  les  mains  des  maîtres  d'école.  Un 
mal  plus  sérieux  résidait  dans  la  quantité  considérable  de  problè- 
mes spéciaux  avec  des  artifices  qui  encombraient  les  programmes. 
Tous  les  problèmes  posés  aux  examens  publics  étaient  collection- 
nés par  les  auteurs  de  manuels  d'exercices  et  élevés  par  eux  à 
l'état  de  modèle,  dans  des  chapitres  spéciaux,  et  y  étaient  résolus 
par  des  méthodes  particulières  et  ingénieuses.  C'est  ainsi  que 
nous  trouvons  dans  des  livres  d'exercices  courants,  des  chapitres 
sur  :  a  des  robinets  remplissant  et  vidant  des  bains,  »  «  sur  des 
courses  et  sur  des  jeux  d'adresse,  »  «  sur  des  vaches  broutant  des 
champs  avec  une  parfaite  égalité.  » 

L'arithmétique  n'était  plus  guère  envisagée  qu'avec  mépris  et  on 
remarqua,  qu'à  Tàge  de  18  ans,  certains  jeunes  gens  étaient  absolu- 
ment incapables  de  faire  aucune  application  utile  de  l'Arithmétique 
et  ignoraient  même  complètement  le  système  décimal.  L'Arithmé- 
tique que  ces  jeunes  gens  avaient  apprise,  inutile  dans  la  vie  pra- 
tique, dépendait  d'une  quantité  d'artifices  particuliers,  plutôt  que 
de  quelques  principes  simples  et  était  également  inutile  comme 
moyen  éducatif.  Cette  branche  était  devenue  si  vulgaire,  que  des 
mathématiciens  compétents  la  négligeaient  et  étaient  souvent  em- 
barrassés en  présence  de  chiffres  et  de  résultats  numériques.  Ja- 
mais sous  aucun  prétexte  on  n'introduisait  des  données  numé- 
riques dans  la  Géométrie.  Il  était  très  rare  de  rencontrer  des 
questions  numériques  dans  les  problèmes  de  mathématiques  su- 
périeures posés  dans  les  universités.  11  en  résulte  que  les  connais- 
sances du  mathématicien  formé  par  ce  système  sont  presque  en- 
tièrement ^/laZ/Va^/V^^  :  il  lui  arrivera  rarement  de  rechercher  une 
preuve  quantllatwe  à  moins  que  ses  expériences  ultériejires 
n'aient  corrigé  les  effets  de  l'éducation  première. 

11.  —  Les  tendances  qui  caractérisent  les  dernières  réforme»  en 
Arithmétique  sont  :  V*  simplifier  la  branche,  la  débarrasser  des  rè- 
gles et  expédients  particuliers  inutiles,  supprimer  les  types  arti- 
ficiels de  problèmes,  dont  l'intérêt  originaire  a  disparu,  attacher 
moins  d'importance  à  l'arithmétique  financière. 

2^  Insister  sur  l'exactitude  et  l'habileté  dans  les  plus  simples 
opérations  avec  les  entiers  et  les  fractions  décimales,  insister  sur 
la  compréhension  parfaite  de  la  notation  décimale  et  du  sys- 
tème métrique,  faire  comprendre  à  l'élève  do  quel  nombre  resti*ehit 
de  principes  et  de  règles  différentes  il  a  a  se  rendre  maître  et  que 
pour  le  reste  il  peut  se  fier  à  son  bon  sens. 
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12.  —  Quelques-uns  des  meilleurs  maîtres  sont  tentés  d'appuyer 
sur  Tétudc  de  la  théorie  de  TArithmétique,  par  exemple  de  s'appe- 
santir sur  les  preuves  rigoureuses  des  opérations  fondamentales 
des  fractions  ordinaires,  d'examiner  minutieusement  le  degré 
d'approximation  d'une  suite  de  calculs,  etc.  D'autres  trouvent  que, 
bien  que  ces  sujets  soient  sans  doute  dignes  d'être  mentionnés,  ils 
sont,  à  cette  période,  pour  la  plupart  trop  difïiciles  pour  être 
Tobjet  d'une  étude  approfondie;  ils  préféreraient  les  renvoyer 
jusqu'au  moment  où  l'élève  aura  une  plus  grande  maturité  d'esprit 
et  aura  des  connaissances  suffisantes  de  l'algèbre. 

1.'5.  —  L'usage  des  tables  de  logarithmes  k  4  décimales  commence 
à  entrer  en  vigueur.  H  y  a  10  ans  les  seules  tables  que  l'on  trouvait 
dans  les  écoles  étaient  celles  à  7  décimales,  qui  étaient  employées 
dans  la  résolution  des  triangles.  Celles-ci  n'étaient  pas  assez 
maniables  et  les  jeunes  gens  n'en  avaient  jamais  une  habitude 
assez  grande  pour  employer  ces  logarithmes  avec  confiance.  Les 
maîtres  de  science,  cependant,  reconnurent  l'utilité  pratique  des 
tables  à  4  décimales  et  se  plaignirent  de  devoir  faire  le  travail  de 
leurs  collègues  mathématiciens  en  en  enseignant  l'usage.  Ceci 
cesse  d'être  vrai.  On  a  trouvé  qu'un  garçon  de  14  ans  peut  appren- 
dre à  se  servir  des  tables  à  4  décimales  et  qu'il  le  fait  volontiers 
et  avec  compréhension  ;  de  cette  façon  le  champ  des  opérations 
possibles  a  été  grandement  élargi. 

14.  —  Sous  le  même  titre  d'Arithmétique  il  est  bon  de  parler  de 
deux  choses  qui  s'y  rattachent  très  étroitement.  Il  s'agit,  d'une 
part,  de  V importance  des  exercices  numériques  dans  toutes  les 
branches,  el,  d'autre  part,  de  l'introduction  du  travail  de  labora- 
toire dans  l'enseignement  mathématique. 

ImI>OMTA\CK  des  KXERCICES  MT.MÉRIQUKS  DANS  TOUTES    LES  BRANCHES. 

La  suppression  des  matières  inutiles  du  cours  d'Arithmétique 
aurait  pu  avoir  l'inconvénient  de  faire  perdre  à  l'élève  l'occasion 
de  s'exercer  dans  les  opérations  numériques.  Ce  dangeraété  évité 
par  l'usagé  d'exercices  numériques  fréquents  dans  les  autres 
branches,  plus  spécialement  en  Géométrie  et  Trigonométrie.  Dans 
chaque  branche  on  appuyé  sur  la  nécessité  du  contrôle  numérique 
approximatif.  Cette  tendance  se  retrouvera  plus  loin  sous  diffé- 
rents titres;  il  suffira  de  dire  ici  quç  cola  amène  à  :  1®  l'habileté 
dansle  calcul  numérique;  2"  une  réalisation  plus  vivante  des- résul- 
tats ainsi  illustrés. 

15.  —  Travaux  de  laboratoire  ex  mathématiques.  Actuellement, 
dans  nombre  d'établissements,  les  garçons  de  13  à  15  ans,  suivent 
comme  faisant  partie  des  mathématiques,  un  cours  de  travaux 
expérimentaux  dans  un  laboratoire.  Dans  ce  cours  on  leur  enseigne 
à  mesurer  et  à  peser.  Ils  apprennent  incidemment  avoir  les  avan- 
tages du  système  décimal,  à  déterminer  les  surfaces  et  les  volumes 
d'objets  réels,  à  déterminer  les  densités* et  les  poids  spécifiques^ 
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à  découvrir  les  lois  les  plus  simples  de  l'hydrostatique,  etc.  La 
quantité  de  connaissances  acquises  dans  ce  cours  n*est  peut-être 
pas  très  grande,  mais  il  n'y  a  pas  de  doute  sur  le  fait  que  ce  cours 
donne  un  aperçu  pratique  et  vulgarisateur  des  mathématiques  et 
qu'il  satisfait  au  besoin  de  coordination  entre  le  cerveau,  les  yeux 
et  les  mains,  besoin  que  bien  des  maîtres  pensent  être  inhérents 
à  la  nature  des  jeunes  Anglais. 

m.  —  Géométrie. 

It). —  Géométrie  PLANE.  Les  changements  les  plus  remarquables 
ont  été  effectués  dans  renseignement  de  la  Géométrie.  Ily  a  5  ans 
les  Universités  et  la  plupart  des  corps  examinateurs  exigeaient  la 
suite  des  propositions  d'Ruclide.  Les  preuves  mêmes  d'Euclide 
n'étaient  pas  demandées;  mais  aucune  preuve  n'était  acceptée  si 
elle  violait  la  suite  logique  d'Euclide. 

Cette  restriction  était  depuis  longtemps  gênante  et  il  semblait 
possible  de  perfectionner  la  suite  d'Euclide.  La  restriction  consa- 
crait et  fixait  un  mode  d'enseignement  sans  vie.  Un  maître  capa- 
ble avait  les  mains  liées.  11  n'y  avait  pas  déplace  pour Toriginalité 
ou  la  nouveauté  dans  la  manière  de  présenter  les  choses;  on 
enseignait  sans  doute  beaucoup  de  bonnes  choses,  mais  la  plupart 
des  maîtres  se  contentaient  de  développer  la  mémoire  plutôt  que 
la  véritable  compréhension  des  démonstrations.  Ils  considéraient 
les  exercices  ou  les  u déductions»  comme  au  dessus  des  forces  des 
jeunes  gens. 

Les  constructions  étaient  très  rarement  faites  avec  de  vrais 
instruments.  La  plus  grande  partie  des  jeunes  gens  n'étaient  pas 
familiarisés  avec  les  notions  sur  lesquelles  ils  étaient  censés 
raisonner;  par  exemple,  il  arrivait  fréquemment  de  trouver  un 
élève  ayant  lu  tout  le  livre  II  d'Euclide  laire  des  rectahgles)  sans 
faire  la  distinction  entre  rectangle  et  angle  droit  iright  angle). 

17.  —  I^e  parti  réformateur  maintenait  qu'une  perception  plus 
vivante  des  formes  et  des  propriétés  des  figures  géométriques 
était  nécessaire  avant  que  ces  propriétés  puissent  être  exposées 
logiquement  avec  profit.  11  appréciait  tout  autant  que  les  conser- 
vateurs Téducation  logique  que  peut  fournir  la  Géométrie,  mais  il 
arguait  que  si  la  logique  doit  être  plus  qu'un  mot,  il  faut  première- 
ment être  familiarisé  avec  le  sujet. 

Prenons  comme  exemple  le  théorème  de  Pythagore  relatif  aux 
carrés  des  côtés  d'un  triangle  rectangle.  L'ancienne  méthode  d'en- 
seignement consistait  à  dire  :  Voici  donc  un  fait  remarquable.  Nous 
voulons  vous  montrer  qu'il  est  possible  de  partir  des  principes 
les*plus  simples,  d'employer  des  arguments  qui  convaincront  les 
plus  ignorants  et  d'arriver  finalement  à  ce  résultat  étonnant. 

Les  adeptes  de  la  nouvelle  école,  tout  en  admettant  la  nécessité 
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et  la  valeur  du  moyen  ci-dessus,  maintenaient  qu'il  faut  davantage, 
il  est,  disaient-ils,  non  seulement  nécessaire  d'intéresser  et  de 
conquérir  par  la  force  de  la  logique  pure,  mais  aussi  d'inculquer 
Tart  d'appliquer  l'œuvre  de  la  logique  à  de  nouvelles  conquêtes. 
Dans  le  cas  du  théorème  de  Pythagore  le  besoin  d'une  preuve 
logique  ne  se  fait  pas  sentir  jusqu'à  ce  que  Télève  ait  été  convaincu 
par  d'autres  moyens  que  les  faits  sont  bien  tels  qu'ils  ont  été 
énoncés.  Il  devra  mesurer  les  côtés  et  calculer  les  carrés,  il  devra 
vérifier  l'équivalence  en  découpant  et  superposant  (et  peut-être  en 
pesant).  De  plus  les  faits  ne  devront  pas  être  énoncés  crûment 
comme  une  chose  à  vérifier.  Ils  devront  plutôt  être  présentés  de 
telle  façon  que  l'élève  ait  l'occasion  de  penser  par  lui-même  et 
d'anticiper  ainsi  les  résultats.  De  toute  façon  il  devra  être  encou- 
ragé à  diriger  plutôt  qu'à  suivre. 

18.  —  La  Géométrie  était  considérée  comme  étant  un  sujet 
propre  à  l'expérience.  Pour  expérimenter  en  Géoméirie,  un  enfant 
doit  apprendre  à  dessiner  et  mesurer  avec  une  exactitude  suffi- 
sante. Il  peut  faire  aussi  d'autres  essais,  par  exemple  en  coupant 
et  pliant  du  papier,  en  employant  du  papier  quadrillé,  du  papier 
transparent,  de  la  ficelle,  des  blocs  de  bois,  etc.  Mais  il  peut  difli- 
cilement  aller  bien  loin  sans  une  habitude  sufRsante  des  instru- 
ments servant  à  dessiner.  Il  devra  donc,  en  vue  de  ces  exercices, 
avoir  une  règle  graduée,  un  rapporteur  (pour  mesurer  les  angles), 
un  compas,  une  équerre  (pour  dessiner  les  perpendiculaires  et  les 
parallèles). 

Ces  instruments  lui  seront  utiles  pour  une  autre  raison  encore. 
Un  problème  de  construction  n'a  pas  de  signification  s'il  n'est  pas 
spécifié  quels  sont  les  instruments  autorisés.  Le  problème  consis- 
tant à  diviser  un  angle  donné  en  3  parties  est  possible  s'il  est  permis 
de  se  servir  d'une  règle  sur  laquelle  une  longueur  donnée  peut 
être  marquée.  Mais  le  problème  est  impossible  avec  les  instruments 
admis  par  Euclide.  Les  problèmes  de  construction  ne  peuvent 
donc  être  entrepris  intelligemment  sans  que  l'élève  comprenne 
ces  restrictions  concernant  les  instruments  et  il  est  peu  probable 
qu'il  les  comprenne  à  moins  d'avoir  manié  et  s'être  ser\'i  des  ins- 
truments autorisés. 

De  plus,  l'usage  des  instruments  géométriques  satisfait  les 
besoins  d'activité  physique  de  l'enfant.  Il  réfléchira  mieux  si  ses 
doigts  sont  occupés.  Des  idées  lui  seront  suggérées  par  l'action  de 
dessiner  des  figures.  Son  attitude  devient  active  au  lieu  de  passive. 

19.  —  De  pareils  arguments  ont  été  employés  pour  justifier 
l'usage  des  instruments  dans  les  écoles.  On  n'oublia  naturelle- 
ment pas  que  dans  bien  des  professions  le  dessin  géométrique  à 
une  valeur  utilitaire,  par  exemple  pour  les  ingénieurs,  l'architec- 
ture, la  navigation  et  les  travaux  militaires.  Sous  l'ancien  système 
l'enseignement  du  dessin  géométrique  avait  été  séparé  de  l'étude 
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théorique  de  la  Géomélrie  au  détriment  d«s  deux  études.  Il  était 
fréquemment  enseigtjé  comme  une  brandie  des  beaux-arts  plutôt 
que  comme  une  branche  des  mathématiques.  II  en  résultait  un 
respect  exagéré  pour  le  fini  artistique  et  le  lavis  et,  ce  qui  était 
plus  grave,  c'est  que  le  dessin  géométrique  ne  consistait  qu'en 
une  vaste  collection  de  règles  spéciales  et  sans  relation  entre 
elles;  la  valeur  éducative  du  sujet  était  nulle. 

20.  —  Les  maîtres  demandaient  un  système  d'enseignement 
géométrique  plus  libre  et  plus  expérimental,  pensant  qu'une  fami- 
liarisation plus  grande  avec  la  Géométrie  augmenterait  sa  valeur 
comme  moyen  d'éducation  logique.  D'un  autre  côté  les  ingénieurs 
et  les  autres  critiques  s'inquiétaient  peu  de  l'éducation  logique, 
mais  désiraient  vivement  que  leurs  élèves  eussent  quelques  con- 
naissances géométriques,  ce  qui  n'était  évidemment  pas  le  cas 
avec  le  système  alors  en  vigueur. 

2i.  —  Quoique  issu  de  points  de  vue  différents  le  besoiii  d'un 
changement  défini  était  trop  pressant  et  unanime  pour  qu'on  pût 
y  résister.  Les  universités  revisèrent  leurs  programmes  d'exa- 
mens. L'université  de  Cambridge  donna  le  ton  de  la  réforme  : 
1^  en  exigeant  l'usage  des  instruments  ;  2°  en  acceptant  toute 
preuve  d'un  théorème  qui  «  paraîtrait  aux  examinateurs  comme 
faisant  partie  d'un  raisonnement  systématique.  »  Elle  publia  une 
liste  modeste  de  théorèmes  et  constructions  qui  devaient  être 
considérés  comme  fondamentaux.  Cette  liste  supprimait  du  traité 
d'Euclide  quelques-unes  des  propositions  les  moins  utiles  et  les 
moins  intéressantes.  Le  second  livre  d'Euclide  (aire  des  rectangles) 
fut  reconnu  inapte  au  raisonnement  logique  formel,  des  proposi- 
tions principales  furent  introduites  comme  une  «  illustration  géo- 
métrique des  identités  algébriques.  » 

Un  pas  important  fut  fait  par  l'introduction  de  «  preuves  seule- 
ment applicables  à  des  grandeurs  commensurables.  »  Le  raisonne- 
ment d'Euclide  pour  les  proportions  est  rigoureux  et  comprend 
toutes  les  grandeurs  commensurables  ou  incommensurables. 
11  est  du  plus  grand  intérêt  pour  un  étudiant  avancé  et 
pourrait  convenablement  figurer  dans  un  cours  d'université,  bien 
qu'une  méthode  plus  moderne  dans  l'usage  des  incommen- 
surables serait  sans  doute  préférable.  Mais  la  théorie  d'Euclide 
était  une  pierre  d'achoppement  pour  les  commençants,  et  la  façon 
dont  elle  était  généralement  enseignée  dans  les  écoles  anglaises 
était  incompréhensible,  le  livre  V  étant  toujours  supprimé. 
L'université  décida  que  la  théorie  des  figures  semblables  pouvait 
être  étudiée  dans  les  écoles  sans  s'attaquer  prématurément  à  la 
théorie  beaucoup  plus  difficile  des  incommensurables. 

Des  constructions  hypothétiques  furent  permises;  par  exemple 
pour  prouver  l'égalité  des  angles  adjacents  à  la  base  d'un  trian- 
gle isocèle,  on  considéra  comme  légitime  d'employer  la  bissec- 
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trice  de  l'angle  au  sommet,  alors  même  que  la  construction  de  cette 
bissectrice  par  la  règle  et  le  compas  n'avait  pas  encore  été  donnée 
et  prouvée  à  ce  moment.  On  admet  de  fait  le  théorème  d'exis- 
tence qu'un  angle  a  une  bissectrice.  J-e  choix  d'une  méthode 
particulière  pour  tracer  la  bissectrice  n'est  pas  considéré  comme 
faisant  partie  de  la  discussion. 

22. — Le  changement  de  règlement  donna  libre  cours  à  une  grande 
quantité  d'énergie  latente.  Tous  les  enthousiastes  sentirent  qu'ils 
pouvaient  enseigner  la  Géométrie  à  leur  façon.  11  parut  un  grand 
nombre  de  manuels  représentant  toutes  les  nuances  d'opinion. 
Comme  on  pouvait  s'y  attendre,  bien  des  nouveaux  développements 
furent  extravagants  et  n'eurent  pas  de  durée.  Il  y  eut  pendant  un 
temps  une  tendance  à  surenchérir  sur  le  côté  pratique  et  expéri- 
mental. Mais  on  comprit  vite  que  cela  itérait  toute  consistance  au 
sujet.  Il  doit  y  avoir  un  certain  élément  de  sérieux  dans  toute 
branche  d'étude  et  au  point  de  vue  de  L'éducation  générale  la 
Géométrie  vivra  ou  tombera  suivant  son  influence  sur  l'éducation 
logique.  Les  plus  usités  des  nouveaux  manuels  ne  différèrent  pas 
de  celui  d'Kuclide  dans  leur  manière  d'exposer  et  de  réunir  les 
théorèmes.  Quant  à  la  partie  expérimentale  certains  livres  la 
restreignirent  à  une  introduction,  tandis  que  d'autres  préférèrent 
développer  les  expériences  et  la  théorie  simultanément.  Dans 
tous  les  cas  les  constructions  devaient  être  faites  avec  des  instru- 
ments ;  on  eut  largement  recours  aux  données  numériques  et  à  des 
exemples  variés.  En  ce  qui.  concerne  la  succession  des  théorèmes 
aucun  «ystème  qui  puisse  être  appelé  révolutionnaire  n'a  obtenu 
la  faveur  générale;  il  n'y  a  pas  eu  de  séparation  radicale  avec  la 
tradition  euclidienne.  Les  divers  auteurs  diffèrent  d'Kuclide  : 
1°  Par  un  nouvel  arrangement  des  premiers  théorèmes  soit  dans 
l'ordre  suivant  :  angles  en  un  point,  lignes  parallèles,  angles  des 
.triangles  et  polygones,  triangles  semblables.  2°  Par  les  théorèmes 
relatifs  à  l'aire  des  triangles,  parallélogrammes  et  polygones 
présentés  plutôt  sous  l'aspect  de  règles  de  mesure  que  de  théorè- 
mes géométriques. 

23.  —  Quant  ù  l'eflTet  de  tous  ces  changements  sur  l'éducation, 
il  est  peut-être  trop  tôt  encore  pour  conclure.  Nous  sommes 
encore  dans  la  période  transitoire.  Sans  doute  les  jeunes  gens 
trouvent  la  Géométrie  beaucoup  plus  intéressante  qu'autrefois.  Ils 
ont  plus  d'habileté  pour  résoudre  les  exercices  et  ne  la  considèrent 
plus  comme  une  entreprise  sans  but.  Ils  sont  capables  de  mieux 
{foir  un  dessin  géométrique.  Ils  ont  acquis  de  l'assurance  et  peu- 
vent être  facilement  poussés  à  entreprendre  de  petites  recherches 
pour  eux-mêmes;  ils  font  par  exemple  des  levés  de  plans,  etc., 
et  inventent  des  modèles  mécaniques  pour  illustrer  divers  points. 

D'autre  part  on  peut  donner  beaucoup  moins  de  temps  k  écrire 
des  raisonnements  formels  et  il  y  a  quelque  raison  de  penser  que 
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les  jeunes  gens  ont  perdu  quelque  chose  de  leur  facilité  à  exprimer 
le  raisonnement  géométrique  en  mots.  C'est  un  déficit  qui  se 
corrigera  avec  le  temps  et  il  vaut  peut-être  tout  autant  que  le 
langage  euclidien  type  fasse  place  à  une  expression  plus  indivi- 
duelle, même  au  prix  d'une  diminution  dans  la  précision  de 
Texpression.  Il  paraissait  un  moment  à  craindre  que  les  vérifica- 
tions expérimentales  ne  fussent  prises  comme  des  preuves,  mais 
la  distinction  a  été  si  souvent  répétée  que  probablement  ce 
reproche  ne  peut  plus  être  fait  aux  nouvelles  méthodes. 

24.  —  Géométrie  a  trois  dimensions.  La  place  de  cette  branche 
dans  les  écoles  n'est  pas  encore  satisfaisante.  Elle  ne  fait  pas 
encore  partie  de  la  Géométrie  demandée  dans  les  examens  préli- 
minaires d'Oxford  et  de  Cambridge,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  qu'il 
serait  avantageux  de  la  comprendre  dans  ces  programmes. 

Quand  un  jeune  homme  a  parcouru  le  cours  élémentaire  de  Géo- 
métrie plane,  il  est  censé  avoir  reçu  une  éducation  suffisante  dans 
les  méthodes  logiques,  pour  autant  que  celle-ci  peut  être  donnée 
par  des  études  de  Géométrie.  S'il  s'attaque  à  la  Géométrie  à  trois 
dimensions  (géométrie  des  solides],  son  but  principal  doit  être 
d'acquérir  la  faculté  de  réaliser  mentalement  les  relations  des 
figures  dans  l'espace  ;  il  doit  apprendre  à  «  penser  dans  l'espace.» 
Parmi  les  jeunes  gens  qui  étudiaient  le  livre  XI  d'Euclide  bien  peu 
arrivaient  à  acquérir  cette  faculté  ;  c'est  pourquoi  on  ne  peut  guère 
regretter  que  ce  livre  ne  soit,  pour  ainsi  dire,  pas  lu  dans  les 
écoles. 

Pendant  des  années,  des  tentatives  furent  faites  par  le  Dépar- 
tement des  Sciences  et  des  Arts  (maintenant  fondu  avec  le  Board 
of  Education)^  pour  encourager  l'étude  de  la  Géométrie  des  solides. 
Des  examens  publics  furent  établis  pour  la  Géométrie  appelée 
«  Géométrie  descriptive  ',  »  par  exemple  :  La  représentation  des 
solides  au  moyen  du  plan  et  de  l'élévation  et  des  projections  pers- 
pectives. Les  mêmes  jurés  examinaient  le  dessin  géométrique 
dans  le  plan,  et  le  système  d'examen  avait  malheureusement  fini 
par  réduire  les  deux  études  à  u  n  si  mple  amoncellement  de  procédés 
spéciaux,  souvent  enseignés  par  des  maîtres  qui  n'avaient  pas  reçu 
d'instruction  mathématique.  Les  tentatives  échouèrent.  L'effet  sur 
les  écoles  publiques  fut  nul,  ces  écoles  ne  se  servant  pas  des  exa- 
mens du  Département. 

25.  —  Un  cours  satisfaisant  de  Géométrie  à  trois  dimensions 
devrait  comprendre  : 

(1)  La  détermination  des  surfaces  et  volumes  des  solides  élé- 
mentaires. 

(2)  La  discussion  des  relations  des  points,  des  lignes  et  des 


^  C'est  la  «  Géonu'lrie  descriptive  n  de  Mongc.  qu'il  no  faut  pns  confondre  avec  bi  Géomé'- 
trie  projective  ou  non  métrique  do  Chaslos  et  d  autres  auteurs. 
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plans  clans  l'espace.  Ceci  sans  s'attacher  à  la  forme  devrait  être 
comparativement  simple  et  illustré  par  toute  sorte  de  moyens  tels 
que  des  modèles  en  carton  on  en  fil,  des  vues  stéréoscopiques, 
des  ossatures  de  solides,  etc.,  et  être  intercalé  incidemment  dans 
le  cours  de  Géométrie  plane  ;  par  exemple,  quand  on  expose  les 
lignes  parallèles  et  perpendiculaires  dans  le  plan  il  serait  avan- 
tageux de  discuter  les  lignes  et  les  plans  parallèles  et  perpendicu- 
laires dans  Tespace.  En  réalité,  la  première  étude  de  la  Géométrie 
ne  devrait-elle  pas  commencer  par  s'occuper  de  solides  con- 
crets, pour  passer  ensuite  à  des  abstractions  comme  le  point  et  la 
ligne  ? 

;3)  Un  cours  des  constructions  réellement  fondamentales  en 
Géométrie  descriptive.  Probablement  que  si  ce  cours  était  donné 
intelligemment  il  ferait  plus  que  tout  autre  pour  développer  la 
faculté  de  voir  dans  Tespace. 

Il  n'existe  aucun  cours  accepté  ou  donné  comme  exemple  qui 
réponde  ix  ces  conditions.  I^es  maîtres  de  mathématiques  formés 
par  renseignement  universitaire  ignorent  généralement  absolu- 
ment la  Géométrie  descriptive.  Ce  reproche  disparaîtra  graduel- 
lement, puisque  la  Géométrie  descriptive  est  exigée  dans  les  nou- 
veaux cours  pour  Tobtention  de  grades  à  Cambridge  ;  en  atten- 
dant il  faut  espérer  que  ce  sujet  fera  peu  à  peu  son  chemin  dans 
les  écoles  publiques. 

IV.  —  Algèbre. 

20. —  La  réforme  dans  renseignement  de  la  Géométrie  fut  accom- 
pagnée d'une  certaine  activité  en  ce  qui  concerne  TAlgèbre.  Bien 
des  maîtres  et  des  examinateurs  trouvaient  que  renseignement 
avait  donné  une  trop  grande  importance  aux  exercices  pratiques 
au  détriment  de  l'étude  intelligente  du  pourquoi  et  des  causes. 
On  employait  certainement  beaucoup  de  temps  à  résoudre  de 
longues  séries  d'exercices  gradués  sur  les  facteurs,  les  équations, 
les  fractions,  etc.  11  y  eut  une  sorte  de  rébellion  contre  cette 
coutume,  et  les  maîtres  essayèrent  de  faciliter  le  travail  en  intro- 
duisant relativement  de  bonne  heure  des  graphiques,  des  tables 
de  logarithmes  et  d'autres  choses  intéressantes. 

Tout  ceci  eut  un  effet  stimulant.  C'est  une  révélation  pour  un 
élève  d'apprendre  qu'une  fonction  d'une  variable  peut  être  asso- 
ciée à  une  courbe;  qu'il  peut  résoudre  des  équations,  extraire  des 
racines,  etc.,  par  des  méthodes  graphiques. 

Comme  toujours  la  réforme  alla  trop  loin.  Certains  maîtres  et 
certains  manuels  ne  se  contentèrent  pas  déconsidérer  en  passant 
les  graphiques,  si  suggestifs  pour  un  garçon  de  13  ans,  ils  déve- 
loppèrent le  sujet  jusqu'à  empiéter  prématurément  sur  la  Géomé- 
trie analytique.  Il  y  eut  une  certaine  tendance  à  abandonner  les 
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méthodes  analytiques  pour  les  méthodes  géométriques  et  gra- 
phiques. La  résolution  laborieuse  des  exercices  d'Algèbre  fut  de 
plus  en  plus  écourtée,  de  sorte  qu'il  l'ut  à  craindre  que  les  jeunes 
gens  ne  devinssent  incapables  d'employer  les  expressions  algé- 
briques les  plus  simples. 

Le  balancier  penche  maintenant  dans  la  direction  opposée.  Si 
ses  oscillations  peuvent  être  modérées  à  temps,  on  parviendra  à 
obtenir  un  système  qui  donnera  une  habitude  sufïisante  des 
applications  directes  et  en  même  temps  donnera  à  la  partie  gra- 
phique la  place  qu'elle  doit  occuper  dans  l'enseignement  élémen- 
taire. 

27.  — Pour  parler  franchement,  il  n'est  pas  facile  de  déterminer 
le  rôle  exact  de  l'enseignement  de  l'Algèbre  dans  l'éducation 
secondaire.  On  peut  admettre  que  la  conception  de  l'Algèbre 
comme  généralisation  de  l'Arithmétique  est  d'une  grande  valeur 
éducative.  Lorsqu'un  garçon  est  amené  à  voir  qu'une  seule  for- 
mule algébrique  est  une  sorte  de  porte-manteaux  auquel  viennent 
se  rattacher  un  nombre  infini  de  données  arithmétiques,  il  aura  ac- 
quis l'une  des  idées  les  plus  fertiles  que  l'éducation  mathématique 
puisse  lui  donner.  Cela  seul  peut  justifier  l'enseignement  de  l'Al- 
gèbre et  ce  but  peut  être  atteint  sans  donner  beaucoup  de  temps 
à  des  exercices  pratiques. 

Ce  qui  précède  est  un  exemple  de  ce  qu'on  peut  appeler  les 
idées  de  l'Algèbre.  Tout  le  monde  se  trouvera  bien  d'avoir  acquis 
ces  idées.  La  majorité  des  jeunes  gens  des  écoles  publiques  n'au- 
ront pas  l'occasion  plus  tard,  dans  leur  vie,  de  se  servir  des  ma- 
thématiques qu'ils  ont  apprises  à  l'école  :  on  serait  tenté  de  croire 
que  pour  cette  classe  nombreuse  de  jednes  gens  il  suffirait  des  idées 
jointes  au  minimum  d'exercices  nécessaires  pour  les  rendre  intel- 
ligibles. 

Il  en  est  autrement  au  contraire  pour  ceux  qui  doivent  plus  tard 
se  servir  des  mathématiques.  Pour  eux,  l'Algèbre  est  un  instru- 
ment indispensable.  S'ils  n'ont  pas  de  facilité  à  manier  les  expres- 
sions algébriques,  leur  chemin  sera  épineux.  Ils  ne  peuvent  pas 
éviter  le  travail  pénible  de  résolution  des  exercices  ;  et  pour  le 
mathématicien,  comme  pour  le  musicien,  l'habileté  est  la  récom- 
pense d'une  longue  et  patiente  pratique,  pratique  qui  a  peut-être 
peu  de  valeur  par  elle-même,  mais  est  seulement  désirable  pour 
le  but  en  vue. 

La  distinction  ci-dessus  entre  l'amateur  et  l'étudiant  profession- 
nel de  l'Algèbre  est  peut-être  sans  importance  en  Angleterre, 
étant  donné  que  le  but  de  l'éducation  anglaise  est  en  somme  de 
passer  des  examens.  I^es  examens  mettent  en  jeu  l'habileté  ;  mais 
non  les  idées.  Il  s'en  suit  que  tous  les  jeunes  gens  anglais  reçoivent 
l'enseignement  comme  s'ils  étaient  destinés  à  se  servir  plus  tard 
des  mathématiques. 
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V .  —  Trigonométxie. 

28.  —  TiuGONOMÉTRiE  PLANE.  Cc  sujct  est  actuellement  introduit 
de  bonne  heure  dans  bien  des  écoles,  soit  entre  13  et  15  ans. 

11  est  convenu  que  tous  les  écoliers  doivent  pouvoir  apprendre  de 
la  Trigonométrie  comme  développement  de  la  Géométrie. 

Cette  introduction  précoce  est  devenue  possible  grâce  à  l'habi- 
tude d'insister  sur  la  Trigonométrie  numérique.  Un  cours  d'intro- 
duction de  Trigonométrie  numérique  comprend  :  le  sinus,  le  cosi- 
nus, la  tangente  des  angles  aigus,  la  détermination  graphique  de 
ces  fonctions,  Tusage  des  tables,  la  résolution  des  triangles  rec- 
tangles et  des  problèmes  pratiques  qui  en  dépendent;  ceci  étant 
en  étroite  relation  avec  le  dessin  à  Téchelle  qui  fait  maintenant 
partie  de  l'enseignement  de  la  Géométrie.  Les  autres  triangles 
sont  résolus  en  les  décomposant  en  triangles  rectangles.   . 

Traités  de  cette  façon,  les  commencements  de  la  Trigonométrie 
ne  présentent  pas  de  difficulté.  La  possibilité  d'exécuter  le  travail 
à  cette  période  semble  dépendre  de  : 

1**  Une  progression  très  graduelle  et  l'exposition  des  difficul- 
tés les  unes  après  les  autres,  car  l'usage,  par  exemple,  des  sinus 
logarithmiques  à  cette  période  amènerait  de  la  confusion. 

2°  L'ajournement  de  ce  que  l'on  peut  appeler  la  Trigonométrie 
algébrique,  soit  par  exemple  les  transformations  d'expressions 
contenant  les  fonctions  trigonométriques. 

La  résolution  des  problèmes  pratiques  est  souvent  basée  sur 
des  observations  faites  par  les  élèves  avec  un  théodolite  simplifié. 

Quand  les  éléments  ont  été  complètement  digérés,  on  trouve 
que  les  progrès  sur  les  sujets  ordinaires  sont  normaux. 

Yl.  —  Mécanique. 

29.  —  La  Mécanique  se  borne  à  la  Statique  et  la  Cinématique.  Il  n'y 
a  pas  de  règle  uniforme  sur  ce  qui  doit  être  traité  en  premier.  La 
tendance  graphique  des  dernières  années  tend  cependant  à  placer 
la  Statique  en  premier  lieu. 

La  meilleure  méthode  pour  l'étude  de  la  Statique  est  basée, 
aujourd'hui,  sur  un  cours  expérimental  donné  dans  le  laboratoire 
ou  atelier  mathématique.  Là,  l'élève  établit  le  parallélogramme 
des  forces,  les  lois  des  moments,  du  fmttement,  etc.;  et  il 
apprend  à  faire  les  expériences  sur  des  machines  simples  variées. 
Ensuite,  ou  en  même  temps,  il  suit  un  cours  de  Statique  gra- 
phique, qui  est  graduellement  combinée  avec  le  raisonnement 
analytique  pour  lequel  la  Trigonométrie  l'a  préparé.  Tout  ceci 
peut  être  fait  à  l'iige  de  15  à  16  ans. 

Si  cette  méthode  est  adoptée,  la  Cinématique  vient  ensuite.  11 
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n'est  pas  facile  d'organiser  des  travaux  expérimentaux  sur  ce 
sujet,  et  renseignement  est  presque  purement  théorique.  L'élève 
de  force  moyenne  trouve  la  Cinématique  beaucoup  plus  difficile 
que  la  Statique,  et  peut-être  la  Trigonométrie  et  la  Statique  for- 
meront-elles pendant  un  certain  temps  la  limite  des  études  mathé- 
matiques de  la  phipart  des  jeunes  gens  d'une  écolo  publique. 

Vil.  —  Eléments  de  mathématiques  supérieures. 

30. —  Les  jeunes  gens  qui  ont  l'intention  de  continuer  les  études 
mathématiques  à  l'université  doivent  travailler  les  sujets  suivants: 
Géométrie  moderne,  Géométrie  analytique,  Géométrie  des  sec- 
tions coniques  au  point  de  vue  géométrique  et  analytique.  Algèbre 
supérieure,  Trigonométrie,  Mécanique,  Calcul  ditférentiel  et 
intégral. 

Géométrie  moderne,  comprenant  la  Géométrie  du  triangle,  les 
propriétés  des  pôles  et  polaires,  l'inversion,  les  projections  ortho- 
gonales et  coniques,  etc. 

Les  coniques  sont  un  sujet  auquel  on  a  donné  une  importance 
peut-être  exagérée  dans  les  écoles  anglaises.  C'est  sans  doute  dû 
au  fait  que  Newton  avait  été  forcé  de  mettre  son  principe  sous  une 
forme  géométrique,  ses  contemporains  étant  incapables  d'appré- 
cier la  méthode  des  «  fluxions  »  par  laquelle  il  était  airivé  à  ses 
résultats. 

GÉOMBTR1I-:  ANALYTIQUE,  principalement  de  la  droite,  du  cercle  et 
des  sections  coniques.  Ici  encore  les  sections  coniques  ont  une 
large  part;  elles  sont  étudiées  avec  beaucoup  de  détails,  et  l'élève 
atteindra  une  grande  habitude  dans  le  maniement  de  méthodes 
comme  celle  des  coordonnées  trilinéaires  par  exemple.  La  ten- 
dance moderne  cherche  à  réduire  à  sa  vraie  proportion  l'étude 
(analytique  et  géométrique)  des  sections  coniques  et  de  consacrer 
plus  de  temps  aux  méthodes  plus  fructueuses  de  l'Analyse. 

Algèbre  supérieure,  soit:  un  ensemble  hétéroclite  et  antiscien- 
tifique, comprenant  la  sommation  et  la  convergence  des  séries,  les 
fractions  continues,  la  théorie  des  nombres,  les  inégalités,  les 
probabilités,  la  théorie  des  équations,  etc.  La  nomenclature  des 
sujets  serait  alarmante,  si  on  n'expliquait  pas  qu'il  ne  s'agit  que 
de  Tétude  de  propositions  élémentaires  et  isolées. 

Tric;oxométrie  supérieure.  Espèce  d*Algèbre  généralement  clas- 
sée par  les  maîtres  d'école  comme  un  sujet  à  part.  Les  nombres 
complexes  y  font  leur  première  apparition.  Les  jeunes  gens  trou- 
vent ce  premier  travail  très  attrayant.  Plus  tard,  l'étude  des  séries 
et  des  produits  infinis  devient  laborieuse  et  bien  des  maîtres 
pensent  que  sons  la  pression  des  examens  on  donne  trop  d'impor- 
tance à  cette  partie. 

Calcul  différentiel  et  i^ttégral.   11  était  autrefois  considéré 
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comme  le  point  culminant  des  mathématiques  à  Técole.  Mais  il  y 
a  un  fort  courant,  aujourd'hui,  en  faveur  d'un  usage  précoce  de 
ce  calcul.  On  n'a  pas  encore  précisé  à  quel  moment  il  peut  être 
commencé,  mais  il  est  prouvé  qu'une  connaissance  minime  de  dif- 
férentiution  et  d'intégration  simplifie  et  généralise  l'étude  de  la 
Géométrie  analytique  et  de  la  Cinématique,  sujets  auxquels  la  tra- 
dition assigne  un  rang  antérieur. 

C.  GooFREY  (Osborne). 


SUR  LES  CONGRUENGES  Dl^  TROISIEME  DEGRE 


§  1.  —  A  propos  d'un  livre  récent  de  M.  G.  Arnoux*. 
M.  D.  MiRiMANOFF*  a  présenté  aux  lecteurs  de  ce  journal 
quelques  observations  sur  les  congruences  du  troisième 
degré  et  les  conditions  de  leur  résolubilité.  On  sait  que  la 
détermination  effective  des  racines  (Pune  congruence  binôme 
s'effectue  le  plus  souvent  en  calculant,  dans  la  série  des 
puissances  de  la  base,  un  terme  dont  le  rang  est  assigné  par 
les  propositions  les  plus  simples  de  la  théorie  des  nombres. 
Gomme  on  peut,  par  une  transformation  linéaire,  ramener 
Téquation  du  troisième  degré  à  la  forme  cubique  pure,  on 
doit  présumer  que  cette  même  méthode,  convenablement 
modifiée,  permettra  non^seulement  de  discerner  les  cas  de 
résolubilité  de  la  congruence  cubique,  mais  encore  d'en 
trouver  les  racines  au  moins  dans  la  majeure  partie  des  cas. 
En  développant  cette  idée,  on  reconnaît  aisément  que  la 
théorie  des  congruences  du  troisième  degré  peut  être  ratta- 
chée à  celle  des  suites  récurrentes  du  second  ordre  à  échelle 
de  relation  constante;  la  résolution  se  fait  alors  suivant  une 
marche  de  tout  point  comparable  à  celle  donnée  par  Gauss 
pour  les  congruences  du  detixième  degré. 

Un  ancien  mémoire  de  G.  Oltramare' contient  dans  cette 


^  Arithmétique  graphique.  hUrodttrtion  à  l'étude  des  fonctions  arithtnétiques.  Paris,  t90«. 
«  L'Enseign.  Math.,  1907,  p.  381-384. 
»  Journ.  de  Crelle,  1853,  t.  ♦5,  p.  31f». 
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direction  d'intéressants  essais  et  un  grand  nombre  de  résul- 
tats particuliers.  Mais  cet  auteur  ne  me  semble  pas  avoir  porté 
la  méthode  au  degré  de  précision  et  de  simplicité  qu'elle  doit 
recevoir  pour  devenir  vraiment  applicable,  et  ses  théorèmes 
sont  restés  peu  connus.  On  me  permettra  donc  de  revenir 
sur  cette  question  après  Tarticle  de  M.  MirimanofT  auquel 
celui-ci  servira  de  complément.  Les  résultats  précédemment 
énoncés  se  présenteront  d'ailleurs  à  nous  d'une  manière  toute 
naturelle. 

§  2.  —  Commençons  par  rappeler  succinctement  les  prin- 
cipales propriétés  algébriques  etnumériques  des  récurrences 
du  second  ordre. 

Soient  /•  et  s  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux,  a 
et  b  les  racines  de  l'équation  &)*  —  /o»  —  ^  =  0  donnant 

a  -{^  h  1=  r  ,       el       au  =  —  s  . 

Nous  supposons  a  et  b  inégaux,  ou  le  discriminant 

r*  -f-  4*  =  |«  —  6)-  ^  0  . 

La  récurrence  est  définie  par  les  termes  initiaux  Uo^  U], 
et  par  la  loi  de  formation  des  suivants 

On  sait  que  toutes  les  solutions  de  cette  équation  aux  difle- 
rences  sont  linéairement  composées  avec  deux  quelconques 
d'entre  ^elles;  nous  choisirons  pour  celles-ci  les  suivantes 

n  in 

ar„  =  ««  +  /.",       et      ^„  =  ^—f  , 

correspondantaux valeurs initiales.r^  =  2,  ;r,  =  /',  et  ^^  =  0, 
y,  =  1.  La  seconde  nous  servira  presque  seule;  la  récur- 
rence correspondante  0,  1,  /•,  r*  +  *,  ...  sera  souvent  repré- 
sentée par  la  notation  [r,s].  La  première  solution  se  ramène 
d'ailleurs  immédiatement  à  la  seconde  à  cause  de  la  rela- 
tion Xny„  =  yan . 
L'identité 

(a'"+^  —  //"-l-»|  |„«  -  //',  —  ah  ,«'"  -  //")  lu"-*  -  //'-'l  nr 
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donne  la  propriété  fondamentale 

ïm+n  =  r,„+i  .r„  —  ahy^  J„_,  ,  (  1  ) 

En  y  faisant  m  =  2,  on  retrouve  la  récurrenre  de  défi- 
nition 

de  même,  si  Ton  pose  m  =  /*  ou  m  =  /i  +1,  on  aura  les 
formules  de  duplication 

dont  la  première  s'écrit  aussi 

Par  la  même  voie  on  obtiendra  les  formules  de  triplication 
qu'il  convient  de  remarquer  à  cause  de  leur  rapport  avec 
les  congruences  du  troisième  degré;  ce  sont 

>3«     =  («'  +  «*  +  ^''r«  -  3 (a  -h  f^)ylyn^  +  hnyU, .    (5) 
yzn+i  =  yWx  -  3«'>r«+i:^'«  -i-  aM«  +  f*)yl ,  (6) 

Observons  enfin  que  Tensemble  des  quantités  Zn  ^=  ypn+qj 
oii  p  el  q  désignent  des  paramètres  fixes,  tandis  que  n  par- 
court toute  la  série  des  valeurs  entières  0,  1,  2,  ...  ,  autre- 
ment dit  la  suite  des  quantités  y  prises  de  p  en  p  k  partir  de 
y^,  forme  une  nouvelle  récurrence  du  second  ordre  dans 
Inquelle  les  quantités  a^  et  i'' jouent  le  rôle  assigné  précé- 
demment k  a  et  b  eux-mêmes.  En  particulier,  la  série 

«»  ««  «• 

•  '•  ^   yp  *   •  *p  ^    •  •  •  '  np  %    •  •  • 

dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  y^,  a  pour  terme  gé- 
néral 

__  a"P  _  h'ip  ^  „r  _  i,P  a"p  _  i»p  _ 
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Cette  suite  Y^,  Y|  ,  ...  avec  les  valeurs  initiales, Y^  =  0, 
Y|  ^=  1,  n*est  autre  que  la  récurrence  [a^  +  ^i  —  a''^]. 
Si  D  est  le  discriminant  de  cette  récurrence,  d  celui  de  la 
suite  primitive  [a  -{-  b  ^  —  ûè] ,  on  a 

et  par  conséquent 

§  3.  —  Passons  maintenant  aux  propriétés  arithmétiques 
des  quantités  y«,  et  rappelons  que  les  nombres  r  =:  a  +  b^ 
et  ^  =  —  ab^  ont  été  supposés  premiers  entre  eux. 

Dans  celte  hypothèse  tous  les  y»  sont  premiers  avec  ab. 
Car  Xn^\  étant  entier,  on  voit  par  Téquation 

«„_,  =  ïn  -  ^hn-1 
que  tout  facteur  commun  à  y«  et  ab  diviserait  aussi  Xn^\.  Or 


X 


n—\ 


^„_1  ^  ^n^x  __  1^  ^  ^jn-l  __  ^^£ 


E  désignant  un  entier.  Le  facteur  commun  supposé  ne 
saurait  donc  être  premier  avec  (fl  +  6),  ce  qui  implique  con- 
tradiction. 

En  second  lieu,  deux  y„  consécutifs  tels  que  y«,  yn-\-\y  sont 
premiers  entre  eux. 

Car,  puisque 

r„+i  =  («  +  ^ijn  -  «^r«  -i  ' 

tout  facteur  commun  à  ces  deux  quantités,  étant  premier 
avec  aô,  devrait  diviser  y„^\^  et  ainsi  de  suite  en  rétrogradant 
jusqu'à  y^  =  1. 

Grâce  à  cette  double  propriété  la  détermination  des  divi- 
seurs communs  à  deux  nombres  y,„,  y»  n'offre  aucune  diffi- 
culté; nous  allons  voir  que,  e  désignant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  m  et  /i,  y^  sera  celui  de  y  m  et  y». 

En  effet,  en  vertu  des  égalités 

y  m        ^^  ym^n+iyn         ^"ym^ny»—!  * 
L^nseignement  mathém.,  10*  année;  1908.  33 
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on  voit  que  tout  facteur  commun  à  y,«  et  y»  divisera  ym+n  et 
ym—nt  donc  aussi  ymoL-nS ,  a  et  )3  étant  deux  arbitraires.  On  sait 
que  ces  dernières  peuvent  être  choisies  de  manière  que 
ma  —  /î/5  =  0.  En  outre  y.  est  diviseur  de  yn  et  de  y»;  c'est 
donc  bien  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Déterminons,  en  troisième  lieu,  la  forme  des  facteurs  pre- 
miers l  des  y».  Observons  que  \/d  =  a  —  b  est,  en  général, 
une  irrationnelle  algébrique  qui  disparait  de  la  formule 

y-n  =  Ç;^  =  «'""'  +  «"-'  h  +  ...+  ab'^-^  +  b"-'  .       (8) 

Rien  n'empêche  dès  lors,  quand  on  cherche  le  reste  de  yn 
selon  le  module  l,  de  supprimer  dans  les  expressions  a"  ou 
6"  les  termes,  même  irrationnels,  qui  contiennent  le  module 
en  facteur.  En  d'autres  termes,  si  a  et  a'  sont  deux  entiers  algé- 
briques du  domaine  \/d,  quand  a'  =  a,  on  a  aussi  a'"  =  û". 

Distinguons  plusieurs  cas  et  remarquons  qu'aucun  des 
facteurs  l  cherchés  ne  peut  diviser  ab^  comme  on  a  vu  plus 
haut;  ainsi  aucun  des  nombres  a  et  b  ne  peut  être  divisible 
par  l, 

i^  Si  l  est  diviseur  du  discriminant,  on  a  «  =  ô  =  ^  »  P^'' 
suite,  le  second  membre  de  l'équation  (8)  donne 

y'l  =  0  ,  (mod  /) 

et  de  même,  comme  on  voit  aisément, 

r  V  =  0        et        r  «     =  0 .  (mod  /») 

i  i  m 

2®  Si  rf  est   résidu   quadratique  de  l,  a   e{   b  sont   réels 
(mod  Z),  différents  entre  eux,  et  tous  deux  différents  de  zéro. 
On  a  donc 

par  suite 

Xl^i  =  ^  ■  (mod  /) 

3®  Si  d  est  non-résidu  quadratique,  a  et  b  sont  des  imagi- 
naires de  Galois  dans  le  domaine  V/N  ,  N  désignant  un  non- 
résidu  quelconque.  Comme  a  et  b  sont  conjugués 

a  =  m  -^  n  [/H  b  z=z  m  —  n  j/ N^ . 
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on  aura 

a^  =  m^  -\-  n^N  *     |/N  =  & 

el  de  même  V  =:  a.  Donc  a^^  =  ô'+'  =  aô,  par  suite 

De  là  résultent  deux  propriétés  fondamentales. 
Si  M  est  un  module  quelconque,  premier  avec  ab^  et  dé- 
composé en  ses  facteurs  premiers  sous  la  forme 


M 


=  /^/'^'/"^\..  . 


il  existera  toujours  des  yn  admettant  M  comme  diviseur. 
On  aura  par  exemple  y«  =  0  (mod  M),  si 7?  =  ^  (M),  avec 

(f  (M)  =  /^~\'^"*  ..-(/  +  il  (/'  +  O  ...  : 

on  pose  e  =  0,  —  1,  ou  +  1  selon  que  d  est  multiple  de  ^, 
résidu   quadratique,    ou    non-résidu    de   /  ;    autrement    dit 


=(4)- 


Le  fait  a  été  déjà  établi  plus  haut  pour  f =0,  puisque  dans  ce 
cas  ^//(M)  est  divisible  par  tr  et  y„  aussi.  Si  e  =  q=  1,  on  po- 
sera (f  (M)  =  (Z  =p  1)  M',  et  yn  =  y^pi  Y»,' .  Or  le  discriminant 
Dde  la  récurrence  Y^',  étant  égal  à  dyl^x,  sera  divisible  par  Z, 
puisque  yi^i  est  divisible  ;  donc  Y„'  sera  divisible  par  î^~\ 
comme  on  vient  de  le  voir,  et  yn  le  sera  par  l  .  On  prouve- 
rait  de  même  la  divisibilité  par  /'   ,  Z"^  ... 

Si  on  nomme,  en  second- lieu,  diviseurs  propres  de  y„  ceux 
qui  n'appartiennent  à  aucun  nombre  y„' d'indice  inférieur  à  n. 
il  est  facile  de  constater  que  tons  les  lacteurs  premiers  pro- 
pres de  yn  sont  contenus  dans  la  formule 

/=/!/>  ±  1    ,  (9) 

le  signe  étant  +  ou  —  selon  que  d  est  ou  n'est  pas  résidu 
quadratique  de  l. 

En  effet  on  a,  par  supposition,  y„  =  0  (mod  /),  mais  aussi 
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yi^x  =  0,  et  si  Z  =p  1  n'était  pas  divisible  par  /i,  on  aurait 
y^  =  0,  pour  un  nombre  e  <  /î,  à  savoir  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  /?  et  Z  ^  1.  La  démonstration  n'est  évi- 
demment pas  valable  pour  les  facteurs  premiers  diviseurs 
du  discriminant  ;  un  tel  nombre  /  est  diviseur  propre  de  y^ 
J'ajoute  qu'on  pourra,  dans  la  recherche  des  facteurs 
premiers,  limiter  souvent  les  essais  exigés  par  la  formule 
(9).  Si,  par  exemple,  l'indice  n  est  impair,  la  formule  de 
duplication 

montre  que  les  facteurs  cherchés  admettent  ab  comme  résidu 
quadratique;  on  exclura  tous  ceux  qui  ne  vérifieraient  pas 
cette  condition  supplémentaire. 

Observons  enfin  que  si  on  a  y„  =  0  (mod  /),  on  aura  à  cause 

de  (2) 

et  par  conséquent 

ypn^q  •  rpn^^  =  Tq  '  Xq'  ■  («"O^  ^l' 

§  4. —  Après  ces  préliminaires,  qui  ne  sont  pas  indispen- 
sables mais  jettent  une  vive  clarté  sur  ce  qui  suit»  venons  à 
la  congruence  du  troisième  degré 

x^  +  px  -^  q  =  0  .  (mod  /  >  3). 

Nous  adopterons,  pour  la  résoudre,  une  marche  analogue 
à  celle  qui  donne  en  Algèbre  la  racine  de  l'équation  cubique 
et  conduit  à  la  formule  de  Cardan.  Parmi  les  différentes 
manières  d'obtenir  cette  dernière,  prenons  la  suivante. 

J'écris  la  proposée  soîis  la  forme 

a»  —  Sflftx  +  <ï6(fl  +  fr)  =  0  ,  (mod  /)     (10) 

en  déterminant  a  et  b  par  la  résolvante 

2» +  ^5  —  ^  =  0,  (mod  /}      (11) 

P  ** 

dont  il  est  aisé  de  trouver  la  relation  avec  les  fonctions 
cycliques.  Si  Xo,  jr, ,  x^  représentent  trois  racines  hypothé- 
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tiques  de  (10),  et  a  une  racine  de  «■  +  «  +  1  =  0  (mod  /),  on 
trouve  en  effet  facilement 

Les  relations  entre  les  racines  et  les  coeflicients  de  (llj 
donnent  encore 

Nous  exclurons  le  cas  où  la  pro|)osée  serait  binôme,  ou 
p  divisible  par  L  Si  ip^  +  27^*  =^  A  était  divisible  par  Z,  on 

voit  que  a  et  b   seraient  congrus   entre   eux,  chacun  d'eux 

«1 

valant  —  ^  (mod  Z).  Mais  alors  la  congruence  proposée  ad- 
mettrait celte  même  racine,,  car  on  a, 

a*  -j-  pa  +  q=  a*  -  ^i^h  +  ab[a  -\-  b)  =.  a{a  —  A)»  =  0  , 
ht  ^  ph  ^  q=,i,t  —.  3^rt  +  ab(a  +  6)  =  b{a  —  6)«  =  0  . 

La  dite  racine  fonctionne,  en  outre,  comme  racine  double, 
et  ce  cas  est  le  seul  où  la  congruence  puisse  posséder  une 
racine  multiple,  ainsi  qu^on  le  démontre  immédiatement. 

Nous  le  laisserons  encore  de  côté;  il  ne  reste  dès  lors  plus 
que  deux  éventualités.  Si  3A  est  résidu  quadratique  de  2,  a 
et  b  sont  réels  et  distincts;  si  3A  est  non-résidu,  ce  sont  des 
imaginaires  congruentielles  dans  le  domaine  \/^\  dans  ce 
dernier  cas  nous  élargissons  le  problème  en  essayant  de  ré- 
soudre la  congruence  dans  le  même  domaine  de  rationalité. 
Remarquons  que,  quelle  que  soit  la   nature  de  a  et  b^  les 

quantités  a  -^  b  ou ?,  aô  ou  —  f ,  peuvent  toujours  être 

supposées  entières  et  sans  facteurs  communs,  puisque,  r  et  s 
étant  deux  de  leurs  valeurs  (mod  /),  la  suite  linéaire  r  +  ml, 
qui  est  l'expression  générale  de  la  première  d'entre  elles, 
contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  Nous  admettrons 
donc  constamment  que  r  et  $  sont  premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  et  x  désignant  toujours  une  racine  de  (10),  qui 
ne  saurait  être  ni  a  ni  6,  posons 

X  —  a  a  —  by 

=  _-  ,  ou         a:  = -^  , 

'^        X  —  b  1  —  y 
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substitution  qui  transforme  la  proposée  en 
avec  les  valeurs  suivantes  des  coefficients 

a  =  —  (6«  +  /?A  +  ^)  =  -  ^(a  —  6)«  , 

^  =        a*  +  y?a  +  ^   =z       a  (a  —  6)*  , 

7  =  —   3û*6  -f-  Zab(b  +  2fl)  —  3a6(a  +  6)  =  0  , 

/3  =        3fl^»  —  Zab{a  +  26)  +  3a6(a  +  6)  =  0  . 

La  transformée  est  donc  simplement 

j*  =  g^  ,  (mod  /) 

et  sa  résolution  formelle  donne  pour  j?  la  valeur 

dans  laquelle  on  reconnaît  la  formule  de  Cardan.  Il  est,  du 
reste,  préférable  de  prendre  pour  la  solution  Tensemble  des 
formules 

a  —  by  .        « 

Nous  poserons,  pour  abréger,  A  =  r ,  et  nous  distingue- 
rons maintenant  q^uatre  cas. 

Premier  cas,  —  Le  module  /  est  de  la  forme  3m  —  1,  3A  en 
est  résidu  quadratique,  A  est  réel.  Alors,  de  la  condition 
yim-1  =  1  et  de  la  congruence  y'  =  r,  on  tire 

/b  \ni-\ 

puis,  pour  ia  seule  racine  de  la  proposée, 


^m  _  f^m 


m 


.m — t         L/n — 1 


a  —  O  7m— 1 

La  suite  auxiliaire  y^^  l/i^  •••  ®s^  formée  avec  Téchelle  de 
relation  [a  +  b^  —  ab]  ;  on  le  voit,  pour  résoudre  (10),  il  sera 
inutile  de  calculer  a  et  b.  La  formule  de  triplication  (6)  per- 
met d'ailleurs  de   vérifier  immédiatement  le  résultat  qu'on 
^  vient  d'obtenir. 
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Soit,  comme  exemple,  à  résoudre  la  congruence 

ar»  —  3jr  +  3  =  0  .  (mod  521) 

On  a  ici  [a  —  6)*  =  5  et  i^.  )  =  1  ;  ainsi  la  congruence  n'a 

qu'une  racine,  qui  vaut  j?  =  *^—,  la   récurrence  ayant  comme 

échelle  de    relation  [3,  —  11.  On  peut  écrire  aussi  j?  =  ~ 

les  y  étant  calculés  maintenant  suivant  la  récurrence  de 
Fibonacci  [1,  1],  Dans  celle  dernière  supposition,  on  a, 
comme  on  voit  aisément,  y^^  =  0  (mod  521),  et  en  employant 
la  réduction  mentionnée  à  la  fin  du  §  3,  on  obtient 

^=î!«=îî?  =  55  =  474. 
ym        Je         21 

Comme  second  exemple,  considérons  la  congruence 

j:«  -f-  3jc  —  /»  =  0  ;  |mod  /  =:  3m  —  1) 

on  suppose  toujours  (^-y—)=  1,  et  on  a 

ab  =  —  1  a  -h  ^  =  P  («  —  6)*  =  p*  +  4  , 

d'où  Ton  conclut,  m  étant  pair  et  m  —  1  impair, 

^3/»-3  __  ^3m-3  ^  i^m-1  _  ^m-y  _  3(fl'«-l  _  ^m-1^ 
OU 

ÏZm  =  («  —  ^)Vm  +  ^ïm  • 

r3m-3  =  («  -  ^)Vm-l  -  ^Ïm-X  ' 

Mais,  par  suite  des  propriétés  de  divisibilité,  ysm-^  =  1, 
ysm-a  =  0,  y^m-i  =  1,  ysm  ^  p  et  enfin  j?  =  —^  .  On  obtient 

ainsi  le  théorème  que  voici. 

Si  p  est  un  entier  tel  que  /?■  +  ^  soit  résidu  d'un  nombre 
premier  /  =  3m  —  1,  chacune  des  congruences 

X*  -^  Sx  —  p  =  0  , 
{p'  +  4)j«  +  3r-A»  =  0  . 
(p^  +  4)z«  —  32  —  1  =  0  , 
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admet  une  seule  racine  (mod/),  et  l'on  a  entre  res  trois  racines 
la  relation^  =  xz.Oii  prouvera,  au  reste,  facilement  que  ces 
trois  congruences  se  transforment  l'une  dans  Tautre  par  sub- 
stitution linéaire. 

Deuxième  cas,  —  Le  module  l  est  de  la  forme  3/w  -f- 1,  et  3A 

en  est  résidu  quadratique,  (  yj  =  1  ;  a  et  6  sont  de  nouveau 

réels  ainsi  que  leur  quotient  A.  Ce  dernier  devant  être  résidu 
cubique,  la  congruence  ne  sera  résoluble  que  si  A"*  =  1,  au- 
trement dit  si  le  nombre  ym  de  la  récurrence  auxiliaire 
[a  +  ^»  —  O'b]  est=  0.  Quand  cette  condition  est  satisfaite,  y 
a  trois  valeurs  qui  se  suivent  cycliquement,  et  la  proposée 
aura  trois  racines. 

Supposons  que  m  ne  soit  pas  divisible  par  3,  ou  plus  géné- 
ralement, que  rindice  n  auquel  appartient  A  (mod  l)  soit  de 
Tune  des  deux  formes  /i  =  3|ut  q=  1,  l'identité 

A       ==  A  ou  A         =  A 

montre  qu'une  des  valeurs  de  y  sera,  selon  le  cas, 


y = (^)'' .   ou   ^ = (ty . 


Quant  à  j?,  une  des  trois  valeurs  qu'il  peut  prendre,  sera 
en  conséquence 

w  =  3^  —  1  x  =  ab  -f^  =      ''* 


^fA  ^2fA  — l 


Les  deux  autres  racines  ne  s'expriment  pas  par  la  suite  y^* 
Soit,  par  exemple,  la  congruence 

a:*  —  3x  +  3  =  0  (mod  3001). 

L'échelle  de  relation  de  la  suite  auxiliaire  est  [3,  —  1],  et 
la  condition  de  possibilité  est  y^^^^  =  0  (mod  3001).  Si  on 
substitue  à  [3,  —  1],  la  récurrence  [1,  1],  la  condition  devient 
y^f,^^  =  0,  et  elle  est  satisfaite,  car  on  trouve  déjà  y„  =  0. 
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L'une  des  racines  cherchées  se  présente  ensuite  sous  la  forme 

Vtt       2584 

Si  n  était  de  la  forme  3^(3|ui  ±  1),  et,  par  suite,  /  de  la  forme 
3  "^■'m  +  1,  les  racines  de  la  proposée  ne  pourraient  plus  s'ex- 
primer en  fonction  de  la  récurrence  auxiliaire:  maison  pour- 
rait encore  tirer  avantage  delà  réduction  à  la  forme  monôme. 
En  effet  les  racines  3^"*"*  **•"•"  de  l'unité  existent  ici,  et  en  dé- 
signant par  a  l'une  d'entre  elles,  différente  de  l'unité,  on 
conclut  de  A"  =  1  l'identité  A^'*=^*  =  «'  et,  par  conséquent, 
pour  une  des  valeurs  de  y 


y  =:  ot\  ou  J  =  a     A     . 


selon  le  cas. 


Troisième  cas.  —  Le  module  /  est  de  la  forme  3m  +  1,  3A 

en  est  non-résidu  quadratique,  el(jj  =  —  i;  a  et  b  sont 

des  imaginaires  de  Galois  de  la  forme  /•  Hh  s  \/N  ;  A  est  une 
imaginaire  de  la  même  forme.  Nous  avons  démontré  que 
dans  la  récurrence  auxiliaire  [«  -j-  6,  —  ab]^  le  terme  y^„,^ 
est  divisible  par  l;  ainsi  on  a 

A-^«.i    ou     (?y-^'-f. 

Une  valeur  de  y  est  donc  y  =  f  ^  j  ;  elle  donne  pour  x 
la  solution  réelle 

X  =  ab =  - — —  , 

^/n+l         -^a/n-l-l 

qu'on  vérifiera  facilement  sur  les  formules  de  triplication  (6) 
et  (7).  _  .  _ 

Quant  aux  autres  racines,  elles  sont  nécessairement  ima- 
ginaires. En  effet  dans  le  cas  présent  les  racines  cubiques 
de  l'unité  sont  réelles;  si  donc  Xq,  .r, ,  J7,  l'étaieni,  la  résol- 
vante aurait  deux  solutions  réelles  a  et  6,  ainsi  que  le  dé- 
montre l'égalité  (12). 
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Prenons,  comme  exemple,  la  congnience 

a»  -f-  3jc  —  1  =0  (mod  67). 

La  condition  f  y  j  =  —  1  est  satisfaite;  la  récurrence  auxi- 
liaire est  [1,  1].  On  a  donc,  ppur  unique  racine 

a:  =  —  ^=40  (mod  67). 

Quatrième  cas,  —  Le  module  l  est  de  la  forme  3///  —  1,  3A 

est  non-résidu  quadratique,  ou  \-r)  =^  —  1  ;  «  et  è  sont  ici 

encore  des  imaginaires  congruentielles.  Comme  les  racines 
cubiques  de  l'unité  font  partie  du  domaine  \/lS,  il  est  clair 
que  y,  et  par  suite  x^  a  dans  ce  domaine  trois  racines  ou 
aucune. 

Si  X  admet  trois  valeurs,  une  est  réelle,  puisque  l'exis- 
tence d'une  racine  imaginaire  entraîne  celle  de  sa  conju- 
guée; je  dis  que  les  deux  autres  racines  serontaussi  réelles. 
Car  si.ro  désigne  la  racine  réelle  et  j;,,  .r,  deux  racines  conju- 
guées, et  que  a  et  a*  soient  de  même  les  racines  conjuguées 
de  OL^  =.  1,  les  quantités 

•«•o  +  «w-i  +  «'^1  el  or^  -h  car,  4-  a*a-i 

seraient  réelles,  ainsi  que  a  et  6,  en  vertu  de  (12),  ce  qui 
contredit  l'hypothèse  (-r)  =  —  1- 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existence  de 
ces  racines  est  donc  que  A  soit   résidu  cubique  (mod  t)  ou 

que  A    ^    ^  1.  Celte  condition  s'écrit  encore  A^'"*"*'"  =  1  ou 
A'"  =  ^—m-^m^    Mais    la    récurrence    auxiliaire    donne  i/.. 
=  0,  OU  A  '"=  1  ;    donc   enfin    la    condition    de    possibilité 
prend  la  forme  simple  A'"  =  1,  soit  i/,„  =  0  (mod  /). 

Une  fois  reconnue  la  possibilité  de  la  solution^  on  procé- 
dera pour  trouver  les  racines  comme  il  a  été  expliqué  à  l'oc- 
casion du  deuxième  cas.  Ainsi,  si  le  nombre  /w,  ou  plus  gé- 
néralement,   si    Tindice    auquel    appartient    A  (mod   /)   est 
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de  la  forme  3^  +  !<.  on  aura,  pour  Tune  des  valeurs  de  x 


ou  jr  =  a6 


Toutes  ces  propriétés  peuvent  être  facilement  contrôlées 
au  moyen  des  formules  de  tripiication  (6)  et  (7'  et  des  théo- 
rèmes de  divisibilité  énoncés  §§  3. 

Soit,  comme  exemple,  à  résoudre  la  congruence 

x*  -f  3j:  —  1  =  0  .  (mod  47) 

La  récurrence  auxiliaire  est  toujours  [1,  1],  et  son  discri- 
minant 5  est  non-résidu  de  47.  De  plus  y^^  =  987  =:  21  x  47. 
La  congruence  proposée  a  donc  trois  racines  ;  Tune  d'elles 
sera 

x  =  t*  =  l  =  n. 

les  autres  sont  41  et  42. 

C.  Cailler  (Genève). 
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Première  partie. 

1.  —  L'article  intitulé  «  Parallélisme  et  translation  recti- 
ligne  »,  publié  dans  le  numéro  du  15  septembre  1907  de  la 
Revue  L'Enseignement  mathématique  (pp.  367-381),  impose 
de  nouvelles  définitions  pour  le  parallélisme  de  droites  et  de 
plans  et  par  suite  un  nouveau  procédé  de  démonstration  des 
propriétés  qui  les  concernent.  Nous  nous  bornerons  à  énon- 
cer simplement  les  propositions  dont  la  démonstration  est 
devenue  classique  et  surtout  celles  qui  sont  relatives  à  la 
perpendicularité  d'une  droite  et  d'un  plan. 

On  est  convenu  d'appeler  surface  plane  ou  plan  une  sur- 
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face  telle  que  si  on  y  marque  deux  points  à  volonté,  la  droite 
qui  les  joint  est  toute  entière  sur  la  surface. 

On  démontre  qu'un  plan  est  déterminé  de  position  : 

1**  par  deux  droites  qui  se  coupent; 

2®  par  trois  points  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite; 

3®  par  une  droite  et  un  point  extérieur  à  cette  droite; 

4**  par  deux  droites  parallèles. 

Nous  rappelons  également  les  deux  propositions  suivantes  : 

1"  L'intersection  de  deux  plans  qui  se  coupent  est  une  ligne 
droite  ; 

2®  Par  un  point  pris  hors  d'une  droite  on  peut  lui  mener 
une  parallèle  et  une  seule. 

Ces  préliminaires  posés  nous  continuerons  comme  il  suit. 

I.  Droites  parallèles.  Angle  de  deux  droites. 

2.  —  Théorème  I.  Si  par  deux  droites  parallèles  AX  et  BY 
on  fait  passer  deux  plans  P  et  Q  se  coupant  suivant  une  droite 
GZ,  cette  droite  est  parallèle  à  chacune  des  deux  autres. 

Démonstration,  Désignons  par  R  (fig.  1)  le  plan  des  deux 
parallèles  AX  et  BY  •  il  forme  avec  les  deux  autres  une  figure 

invariable.  Concevons  qu'on  lui  fasse 
subir  une  translation  recliligne  de 
directrice  AX  ;  si  on  assujettit  le  plan 
R  «î  glisser  sur  lui-même,  chacun  des 
plans  P  et  Q  glissera  également  sur 
lui-même.  Quand  le  point  A  de  AX 
aura  décrit  sur  cette  droite  un  seg- 
ment AA'  1=  /,  le  point  B  de  BY,  parallèle  à  AX,  aura 
décrit  sur  cette  droite  un  segmt^nt  BB' =  AA'  =  /.  Le 
point  C  de  CZ  aura  décrit  dans  le  plan  P  un  segment  de 
droite  égal  et  parallèle  à  AA'  et  dans  le  plan  Q  un  segment 
de  droite  égal  et  parallèle  à  BB';  or  le  point  C  a  effectué  un 
trajet  unique  qui  appartient  à  chacun  des  plans  P  et  Q;  il  a 
donc  décrit  sur  leur  intersection  CZ  un  segment  CC  =  / 
parallèle  à  la  fois  à  AX  et  à  BY.  Donc  l'intersection  CZ  des 
deux  plans  P  et  Q  est  parallèle  à  chacune  de  ces  droites. 

C.  Q.  F.  D. 
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Corollaire.  Si,  dans  Tespace,  deux  droites  B  Y  et  CZ  sont 
respectivement  parallèles  à  une  3®  droite  AX,  ces  droites 
sont  parallèles  entre  elles. 

Démonstration,  Un  point  C  de  la  droite  CZ  (fig.  1)  déter- 
mine avec  AX  un  plan  P  et  avec  B  Y  un  plan  Q  lesquels  se 
coupent  suivant  une  droite  A  passant  par  le  point  C;  or  cette 
droite  est  parallèle  à  AX  et  à  BY  ;  mais  par  le  point  G  on  ne 
peut  mener  qu'une  seule  parallèle  à  AX;  donc  la  droite  A 
se  confond  avec  CZ  et  pai*  conséquent  les  droites  B  Y  et  CZ 
sont  parallèles.  C.Q.F.D. 

Remarque,  Ce  théorème  fournit  la  démonstration  classique 
bien  connue  du  théorème  suivant  : 

Théorème  ij.  Si  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles  2  à  2 
et  de  même  sens,  ces  angles  sont  égaux. 

Supposons  que  les  deux  angles  ACB,  A'C'B'  (fig.  1)  ré- 
pondent à  la  question,  on  peut  aussi  démontrer  le  théorème 
comme  il  suit  : 

Les  deux  côlés  parallèles  C  A  et  C'A'  déterminent  un  plan 
P;  de  même  les  côlés  parallèles  CB  et  C'B'  déterminent  un 
plan  Q,  ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  CC 
Cela  posé,  concevons  que  Ton  fasse  subir  à  Tangle  ACB  une 
translation  rectilîgne  égale  et  parallèle  à  CC  ;  si  on  assujettit 
le  plan  P  à  glisser  sur  lui-même,  le  plan  Q  glissera  également 
sur  lui-même  et  les  droites  CA  et  GB  viendront  simultané- 
ment coïncider  avec  leurs  parallèles  respectives  C'A'  et 
C'B';  dès  lors  l'angle  ACB  coïncidera  avec  l'angle  A'C'B', 
donc  ces  angles  sont  égaux.  C.Q.F.D. 

Angle  de  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan. 

3.  —  DÉFiîUTiON.  Si  deux  droites  orientées  D  et  D'  ne  sont 
pas  dans  le  même  plan,  on  appelle  angle  de 
ces  droites  l'angle  plan  que  l'on  obtient  en 
menant  par  un  point  O  de  l'espace  deux  demi- 
droites  Di  et  D'i  (fig.  2)  respectivement  paral- 
lèles aux  deux  premières  et  de  même  sens.  Si 
on  recommence  la  même  construction  pour 
un  autre  point  O'  les  nouvelles  demi-droites, 
respectivement  parallèles  à  D  et  à    D'  le  seront  également 
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à  Di  et  à  D'i.  On  aura  donc  deux  angles  plans  ayant  leurs 
côtés  parallèles  2  à  2  et  de  même  sens  et  par  conséquent 
ces  angles  seront  égaux.  Le  point  O  peut  donc  être  choisi  ar- 
bitrairement et  au  besoin  sur  Tune  des  droites  données.  La 
définition  qui  précède  est  donc  ainsi  complètement  justifiée. 

Si  Fangle  plan  ainsi  formé  est  droit,  on  dit  que  les  deux 
droites  D  et  D'  sont  perpendiculaires  ou  bien  orthogonales. 

Il  jest  bon  d'observer  que  si  une  droite  D  est  orthogonale 
à  une  droite  D',  elle  Test  également  à  toute  parallèle  A  à  la 
droite  D',  car  la  parallèle  à  A  par  le  point  0  est  parallèle  à  D' 
et  se  confond  par  conséquent  avec  D'i. 

II.  Perpendicularité  d'une  droite  et  d*un  plan. 

4.  —  Les  propositions  qui  font  l'objet  de  ce  paragraphe, 
le  plus  important  du  5™®  livre,  sont  établies  d'une  façon  très 
simple  et  en  même  temps  très  générale  grâce  à  l'emploi  de 
l'angle  de  deux  droites,  dans  les  Eléments  de  Géométrie  de 
H.  Boset  A.  Rebière,  publiés  en  1881  par  la  Librairie  Hachette 
et  C*^ 

Nous  utiliserons  dans  ce  qui  va  suivre  les  propositions 
suivantes: 

1®  Si  une  droite  D  est  perpendiculaire  à  un  plan  P,  toute 
parallèle  D'  à  D  est  aussi  perpendiculaire  au  même  plan. 

En  effet  puisque  la  droite  D  est  orthogonale  à  une  droite 
quelconque  du  plan  P,  il  en  est  de  même  de  sa  parallèle  D', 
donc  la  droite  D'  est  perpendiculaire  au  plan  P. 

2**  Si  deux  droites  D  et  D'  sont  parallèles,  tout  plan  P  per- 
pendiculaire à  l'une  est  aussi  perpendiculaire  à  l'autre.  Cette 
proposition  est  une  conséquence  de  la  précédente. 

3**  Réciproquement:  Si  deux  droites  D  et  D'  sont  perpen- 
diculaires à  \\\\  même  plan  P,  ces  droites  sont  parallèles. 

Si  par  un  point  M  de  D'  on  mène  la  parallèle  à  D,  elle 
sera  perpendiculaire  au  plan  P  ;  donc  elle  se  confondra 
avec  D'  et  [)ar  conséquent  D'  est  parallèle  à  D.  — C.  Q.  F.  D. 

4°  Enfin  nous  utiliserons  également  le  théorème  des  3 per- 
pendiculaires. 


SUR  LE   5««    LIVRE   DE    GÉOMÉTRIE  491 

Deuxième  partie. 

III.  Parallélisme  d'une  droite  et  d'an  plan. 

5.  —  DÉFINITION.  On  dit  qu'une  droite  et  un  plan  sont  paral- 
lèles lorsque  la  droite  a  tous  ses  points  à  la  même  distance 
du  plan. 

Théorème  1.  Si  une  droite  AB  a  deux  points  A  et  B  à  la 
même  distance  L  dVm  plan  P,  elle  est  parallèle  au  plan. 

Démonstration.  Des  points  A  et  B  (fig.  3)  menons  les  per- 
pendiculaires AA'  et  BB'  sur  le  plan  P.  Ces  droites  sont 
parallèles  et  déterminent  un  plan  R  qui 
coupe  le  plan  P  suivant  la  droite  A'B' ; 
d'ailleurs,  par  hypothèse,  AA'  ^^  BB', 
donc,  puisque  ces  droites  sont  en  outre 
l'une  et  l'autre  perpendiculaires  sur 
A'B' le  quadrilatère  AA'B'B  est  un  rec- 
tangle. D'un  point  M  quelconque  de 
AB  menons  dans  le  plan  R  la  parallèle 
MM'  à  BB'  par  exemple.  Cette  droite  est 

perpendiculaire  au  plan  P  et  par  suite  perpendiculaire  sur 
A'B';  le  quadrilatère  BB'M'M  a  ses  côtés  parallèles  2  à  2, 
c'est  donc  un  parallélogramme  et,  de  plus,  c'est  un  rectangle 
dans  lequel  on  a  MM'  =  BB'.  Donc  la  distance  au  plan  P  des 
divers  points  de  AB  est  partout  la  même  ;  cette  droite  est 
donc  parallèle  au  plan  P.  C.  Q.  F.  D. 

6.  —  Théorème  II.  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  une 
ilroite  CD  du  plan  P,  elle  est  parallèle  à  ce  plan. 

Démonstration,  De  deux  points  A  et  B  de  la  droite  AB 
t  lig.  3)  menons  les  perpendiculaires  AA'  et  BB'  sur  le  plan  P. 
Menons  ensuite  dans  le  plan  P  les  perpendiculaires  A'C  et 
B'D  sur  la  droite  CD  et  traçons  enfin  les  droites  AC  et  BD. 

D'après  le  théorème  des  3  perpendiculaires  ces  droites 
sont  Tune  et  l'autre  perpendiculaires  sur  CD;  elles  sont  par 
conséquent  parallèles  et  en  outre  égales  puisque  les  droites 
AB  et  CD  sont  parallèles  par  hypothèse.  Dès  lors  les  deux 
triangles   rectangles  A  A'C  et  BB'D   ont  leurs   hypoténuses 
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égales;  en  outre  leurs  angles  aigus  en  A  et  en  B  sont  égaux 
parce  qu'ils  ont  leurs  côtés  parallèles  2  à  2  et  de  même  sens. 
Donc  les  deux  triangles  sont  égaux  et  Ton  a  AA'  =  BB'.  La 
droite  AB  a  donc  deux  points  à  la. même  distance  du  plan  P; 
elle  est  par  conséquent  parallèle  au  plan.  C.  Q.  F.  D. 

7.  —  Théorème  III.  Si  par  une  droite  AB  parallèle  à  un 
plan  P,  on  fait  passer  un  plan  Q  qui  le  coupe  suivant  une 
droite  CD,  cette  droite  est  parallèle  à  la  droite  AB. 

Démonstration.  De  deux  points  A  et  B  de  la  droite  AB 
(fig.  3)  menons  d'abord  les  perpendiculaires  AA'  et  BB'  sur 
le  plan  P  ;  menons  ensuite  dans  le  plan  Q  les  perpendicu- 
laires AC  et  BD  à  la  droite  CD.  Ces  deux  couples  de  droites 
sont  parallèles  2  à  2  et  de  même  sens  et  par  conséquent  les 
angles  aigus  A'AC  et  B'BD  sont  égaux;  dès  lors  si  on  trace 
les  droites  A'C  et  B'D  on  forme  deux  triangles  rectangles, 
AA'C  et  BB'D  qui  ont  un  côté  égal  AA'  =  BB'  adjacent  à 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  ;  donc  ces  triangles  sont 
égaux  ;  il  en  résulte  AC  =  BD;  mais  ces  droites  sont  paral- 
lèles, et  par  conséquent  le  (|uadrilatère  ACDB  est  un  paral- 
lélogramme dans  lequel  CD  est  parallèle  à  AB.     G.  Q.  F.  D. 

8.  — *  Théorème  IV.  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  un 
plan  P  et  que  par  un  point  C  du  plan  on  lui  mène  une  paral- 
lèle, cette  droite  est  contenue  toute  entière  dans  le  plan  P. 

Démonstration.  En  effet  (fig.  3)  le  point  C  et  la  droite  AB 
déterminent  un  plan  Q  qui  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite 
CD  parallèle  à  la  droite  AB  ;  mais  par  le  point  C  on  ne  peut 
mener  qu'une  parallèle  à  la  droite  AB;  donc  la  parallèle 
en  question  est  la  droite  CD  située  toute  entière  dans  le 
plan  P. 

Remarque  particulière.  Si  par  deux  droites  parallèles  AX 
et  BY  d'un  plan  R  (fig.  1)  on  fait  passer  deux  plans  Pet  Q  qui 
se  coupent  suivant  une  droite  CZ,  celte  droite  est  parallèle 
au  plan  R. 

En  effet,  la  droite  CZ  est  parallèle  à  une  droite  AX  du 
plan  R,  donc  elle  est  parallèle  à  ce  plan. 

9.  Pour  terminer  ce  paragraphe  nous  nous  bornerons  à 
énoncer  les  propositions  suivantes  : 

1**  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  un  plan  P  toute  per- 
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pendirulaire  au  plan  P  est  perpendiculaire  ou  orthogonale  à 
la  droite  AB. 

Corollaire,  —  Une  droite  et  un  plan  parallèles  sont  partout 
également  distants:  de  sorte  que  si  la  droite  a  un  de  ses 
points  dans  le  plan^  elle  y  est  contenue  toute  entière. 

2"  Les  portions  de  deux  droites  parallèles  comprises 
entre  une  droite  AB  et  un  plan  P  qui  lui  est  parallèle  soot 
égales. 

3**  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  un  plan  P  on  peut,  par 
une  translation  rectiligne,  placer  cette  droite  dans  le  plan. 

Démonstration,  —  En  effet,  par  la  droite  AB  (fig.  3)  me- 
nons un  plan  Q  qui  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite  CD  . 
Puisque  ces  deux  droites  sont  parallèles  on  sait  que  par 
une  translation  rectiligne  en  peut  amener  AB  à  coïncider 
avec  CD  .  La  droite  AB  sera  ainsi  placée  dans  le  plan  P. 

C.  Q.  F.  D. 

IV.  —  Parallélisme  de  deux  plans. 

10.  —  DÉFINITION.  On  dit  que  deux  plans  P  et  Q  sont  parai* 
lèles  lorsque  Tun  des  deux  a  tous  ses  points  à  la  même  dis- 
^tance  de  Tautre. 

Théorème  I.  —  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires 
à  une  même  droite  LL',  en  deux  points  différents  A  et  B, 
ces  plans  sont  parallèles. 

Démonstration.  —  Nous  allons  prouver  que  le  plan  P  a 
tous  ses  points  à  la  même  distance  AB  du 
plan  Q  (fig.  4). 

Dans  le  plan  P  prenons  arbitrairement 
un  point  C  et  de  ce  point  menons  la  droite 
CD  perpendiculaire  sur  le  plan  Q.  Les 
droites  AB  et  CD  perpendiculaires  au  plan 
Q  sont  parallèles;  mais  la  droite  BA  est 
aussi  perpendiculaire  au  plan  P,  donc  il 
en  est  de  même  de  sa  parallèle  DC.  Le 
quadrilatère  ABCD  a  donc  ses  quatre  an-  •- 

gles  droits  ;  c'est  un  rectangle  dans  lequel  ^8-  * 

les  côtés  opposés  AB  et  CD  sont  égaux.    Le  plan  P  a  donc 

L'Enseignein«nt  mathém.,  10*  année  ;  1908.  33 
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tons  ses  points  à  la  même  distance  AB  =  l  du  plan  P;  dono 
ces  deux  plans  sont  parallèles.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque,  —  Puisque  DC  =  BA  =  /  et  que  DC  est  per- 
pendiculaire au  plan  P  on  constate  que  le  plan  Q  a  tous  ses 
points  à  la  même  distance  /  du  plan  P  .  Si  donc  on  envisage 
les  deux  plans  P  et  Q  au  point  de  vue  de  la  distance  à  Pun 
d'eux  de  tous  les  points  de  l'autre  il  y  a  réciprocité  entre 
ces  deux  plans. 

Corollaire,  —  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles,  toute 
droite  située  dans  Tun  d'eux  est  parallèle  à  l'autre. 

En  effet,  si  cette  droite  est  dans  le  plan  P  par  exemple, 
elle  a  tous  ses  points  à  la  même  distance  du  plan  Q  ;  donc 
elle  est  parallèle  à  ce  plan.  C.  Q.  F.  D. 

11.  —  Théorème  II.  Les  intersections 
de  deux  plans  parallèles  P  et  Q  par  un  3* 
plan  R  sont  parallèles. 

Démonstration,  Par  une  droite  AB  du 
plan  P  et  un  point  C  du  plan  Q  ffig.  5j  fai- 
sons passer  un  plan  R  qui  coupe  le  plan  Q 
suivant  une  droite  CD.  Puisque  la  droite 
AB  du  plan  P  est  parallèle  au  plan  Q,  Tin- 
tersection  CD  des  plans  R  etQ  est  paral- 
^'^'^  lèle  à  la  droite  AB.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire,  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles,  toute 
droite  A  qui  rencontre  Tiin,  rencontre  Tautre. 

Démonstration,  Supposons  que  la  droite  A  (fig.  5)  ren- 
contre le  plan  P  au  point  I.  Par  celte  droite  et  un  point  C  du 
plan  Q  faisons  passer  un  plan  R. 

Il  coupe  les  plans  P  et  Q  suivant  deux  droites  parallèles 
AB  et  Cl);  or,  la  droite  A  rencontre  AB  au  point  I,  donc 
elle  ira  rencontrer  sa  parallèle  CD  dans  le  plan  R;  donc  la 
droite  A  rencontre  le  plan  Q.  C,  Q.  F.  D. 

12.  —  Théohême  111.  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles, 
toute  droite  perpendiculaire  à  Tun  est  perpendiculaire  à 
Tautre. 

Démonstration,  Supposons  ifîg.  4)  que  les  plans  P  et  Q 
soient  parallèles.  Si,  en  un  point  A  du  planP,  on  mène  la  per- 
pendiculaire à  ce  plan  elle  ira  rencontrer  le  plan  Q  en  un  cer- 
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tain  point  B.  Par  la  droite  AB  faisons  passer  un  plan  R  ;  il 
coupera  les  deux  plans  P  et  Q  suivant  deux  droites  parallèles 
AC  et  BD.  Or,  la  droite  AB  ,  perpendiculaire  au  plan  P,  est 
perpendiculaire  sur  AC;  elle  est  par  conséquent  perpendi- 
culaire à  sa  parallèle  BD  dans  le  plan.  On  voit  ainsi  que 
la  perpendiculaire  AB  au  plan  P  est  perpendiculaire  à  une 
droite  quelconque  BD  passant  par  son  pied  dans  le  plan  Q; 
donc,  toute  perpendiculaire  au  plan  P  est  perpendiculaire  au 
plan  Q.  C.Q.F.D. 

Corollaire,  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles  à  uu  même 
plan  R,  ces  plans  soni  parallèles. 

Démonstration.  En  effet,  une  perpendiculaire  quelconque 
au  plan  R  sera  perpendiculaire  à  chacun  des  plans  P  et  Q. 
Donc  (th.  I)  ces  plans  sont  parallèles.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  Si  deux  plans  parallèles  P  etQ  ont  un  point  com- 
mun M  ces  plans  coïncident. 

Démonstration.  La  perpendiculaire  en  M  au  plan  P,  par 
exemple,  est  également  perpendiculaire  au  plan  Qqui  lui  est 
parallèle  ;  il  suit  delà  que  les  deux  plans  P  et  Q  sont  perpen- 
diculaires à  une  même  droite,  au  même  point  M  ;  donc  ces 
plans  coïncident.  C.  Q.  F.  D. 

13.  —  Théorème  IV.  Par  un  point  A,  extérieur  à  un  plan  Q, 
on  peut  mener  un  plan  P  parallèle  au  plan  Q,  et  on  n'en  peut 
mener  qu'un  seul. 

Démonstration,  Du  point  A  (fig.  4)  on  peut  mener  la  per- 
pendiculaire AB  sur  le  plan  Q  ;  on  peut  ensuite  mener  au 
point  A  un  plan  P  perpendiculaire  sur  AB.  Ce  plan  sera  pa- 
rallèle au  plan  Q  puisqu'ils  seront  l'un  et  l'autre  perpendicu- 
laires à  la  même  droite  AB. 

Si  on  imagine  par  le  point  A  un  autre  plan  P'  parallèle  au 
plan  Q,  les  deux  plans  P  et  P'  parallèles  au  même  plan  Q 
seront  parallèles  entre  eux,  et  à  cause  de  leur  point  commun 
A  ces  plans  coïncideront.  Donc  par  le  point  A  on  peut  mener 
un  plan  et  un  seul  parallèle  au  plan  Q.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire,  Si  par  un  point  A,  extérieur  à  un  plan  Q,  on 
mène  des  parallèles  en  nombre  quelconque  à  ce  plan,  elles 
sont  toutes  situées  dans  le  plan  P  parallèle  au  plan  Q  et  pas- 
sant par  le  point  A. 
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Il  suit  de  là  que  :  Si  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles 

2  à  2  leurs  plans  sont  parallèles. 

Nous  nous  bornons  à  Ténoncé  de  ces  propositions  ainsi 
que  des  suivantes. 

14.  —  l**.  Deux  plans  parallèles  P  et  Q  sont  partout  égale- 
ment distants. 

Cela  résulte  des  théorèmes  I  et  III  de 
ce  paragraphe. 

2**.  Les  portions  de  deux  droites  paral- 
lèles comprises  entre  deux  plans  parallèles 
P  et  Q  sont  égales. 

3**.  Enfin  nous  terminerons  par  le  théo- 
rème suivant. 

Théorème  V.  Si  deux  plans  P  et  Q  sont 
parallèles,  on   peut,  par   une    translation 
rectiligney  amener  Tun  d'eux  en  coïncidence  avec  l'autre. 

Démonstration.  Entre  les  deux  plans  donnés  (fig.  6),  pla- 
çons 3  droites  parallèles  AA',  BB'  et  GC  non  situées  dans 
le  même  plan  ;  ces  trois  droites  ont  la  même  longueur  /. 

Si  on  fait  subir  au  triangle  ABC  et  par  suite  au  plan  P  une 
translation  rectiligne  égale  et  parallèle  à  AA',  chacune  des 

3  droites  AA',  BB'  et  CC  glissera  sur  elle-même  ;  et  comme 
elles  sont  égales,  les  3  points  A,  B  etC  viendront  simultané- 
ment se  placer  sur  les  points  A',  B'  et  C  du  plan  Q. 

Dès  lors  le  plan  P  coïncidera  avec  le  plan  Q. 


Fig.6 


C.Q.F.D. 


V.  Hxoux  (Paris). 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Sur  les  projections  des  droites  perpendiculaires. 

Extrait  d'une  lettre  de  M..  \.  Mabtinetti  (Messine) 

à  M.  G.  LoR^A.  (Gênes). 

L'Enseignement  mathématique  a  publié  récemment  trois  Notes, 
de  MM.  Lehr  (T.  IX,  p.  119),  Majcen  (Id.,  p.  460)  et  Loria  (T.  X, 
p.  141),  sur  la  condition  d'orthogonalité  de  deux  droites  repré- 
sentées par  la  méthode  de  Mongb.  A  ces  trois  manières  de  for- 
muler la  condition,  on  en  peut  ajouter  une  quatrième,  qui,  à  ce 
que  je  crois,  est  nouvelle;  son  énoncé  simple  et  d'une  application 
facile.  Elle  peut  être  considérée  comme  la  traduction  graphique 
de  celte  propriété  bien  connue  :  «  lorsque  deux  droites  sont  per- 
pendiculaires entre  elles,  on  peut  par  Tune  d'elles  mener  un  plan 
normal  à  l'autre,  et  réciproquement  ».  En  effet  de  cette  proposi- 
tion on  tire  : 

Etant  données  les  projections  orthogonales  de  deux  droites,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  droites  soient  per- 
pendiculaires entre  elles  est  que  les  normales  menées  par  les  traces 
de  l'une  d'entre  elles  (supposées  déterminées,  à  ^distance  finie  et 
extérieures  à  la  ligne  de  terre)  aux  projections  du  même  nom  de 
tautre  (supposées  non  perpendiculaires  à  'la  ligne  de  terre)  se  cou- 
pent sur  la  ligne  de  terre. 

Si  Tune  des  droites  considérées  se  trouve  dans  une  position  gé- 
nérale, tandis  que  Tautre,  sans  être  un  rayon  projetant,  est  paral- 
lèle à  un  plan  de  projection  ou  située  dans  un  tel  plan,  la  condi- 
tion que  je  viens  d'énoncer  se  traduit  dans  une  autre  généralement 
connue..  Dans  les  cas  où  cette  condition  cesse  d'être  applicable 
il  est  aisé  de  la  remplacer  par  un  critère  ad  hoc  particulier  à 
chaque  cas  ;  si  par  exemple  une  des  droites  est  normale  au  pre- 
mier (second)  plan  de  projection,  l'autre  droite  devra  être  parallèle 
au  deuxième  (premier)  ou  appartenir  à  ce  plan  ;  si  au  contraire  les 
deux  droites  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre,  pour 
qu'elles  soient  perpendiculaires  entre  elles,  il  faut  que  celle-ci 
arrive  par  leurs  projections  sur  le  plan  de  profil.  Si  les  deux 
droites  rencontraient  la  ligne  de  terre  il  faudrait  mettre  à  la  place 
d'une  d'elles  une  droite  qui  lui  soit  parallèle  et  appliquer  ensuite 
le  théorème  général. 
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Etant  données  deux  droites  qui  ne  sont  pas  parallèles  entre 
elles,  les  droites  qui  sont  perpendiculaires  à  toutes  les -deux  pas- 
sent toutes  par  un  point  situé  à  Tinfini.  Leurs  traces  sur  les  plans 
de  projection  se  correspondent,  par  conséquent,  dans  une  affinité 
ifi  dont  Taxe  est  la  ligne  de  terre  ;  le  point  correspondant  dans  Sa 
à  un  point  quelconque  P  peut  s^obtenir  sans  peine  en  appli» 
quant  la  condition  exposée  ci-dessus  par  le  procédé  suivant  :  si 


-?C 


fl  =  (a^,  t7j),  ^  =  (^^,  b^  sont  les  droites  données,  on  mène  par  P 
les  normales  à  a, ,  ^,  ;  de  leurs  points  de  rencontre  avec  la  ligne 
de  terre  on  mène  les  normales  k  a^y  b^\  le  point  où  elles  se  cou- 
pent est  le  point  cherché. 

Je  remarque  en  finissant  que  la  plus  petite  distance  entre  les 
droites  a,  h  aura  comme  traces  S, ,  S,  deux  points  correspondants 
dans  rhomologie  i2  ;  et  les  droites  qui  projetant  de  S, ,  S,  les 
traces  du  même  nom  de  la  droite  a  (ou  b)^  se  coupant  sur  la  ligne 
de  terre,  seront  également  des  droites  correspondantes  en  i?. 
Cette  remarquée  donne  une  construction,  probablement  nouvelle 
et  qui  n'est  pas  plus  longue  que  celle  que  Ton  connaît,'  du 
problème  ayant  pour  but  la  recherche  de  la  plus  petite  distance 
entre  deux  droites  a  =  («i ,  a,),  ^  =  (ô, ,  b^  (voyez  la  Bgure). 
On  trouve  les  traces  S/  et  S,'  de  a  et  les  traces  S/',  S,"  de  b\ 
rhomologie  Q  relative  aux  droites  a^b  donne  les  points  P', 
P"  correspondants  de  S/  et  S/'  et  on  les  unit  respectivement  à 
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S^'  et  S,"  ;  le  point  où  se  coupent  ces  droites  est  la  seconde  trace 
Sj  de  la  droite  cherchée,  tandis  que  la  première  est  le  point  qui 


correspond  à  S^  en  Ù     ;  ayant  de  la  sorte  les  traces  de  la  droite 
cherchée,  les  projections  s'ensuivent  immédiatement. 

30  juillet  1908. 


A  propos  d'un  article  de  M.  Laisant  sur  les  Propriétés  d'un  système 

de  deux  triangles  ou  de  deux  tétraèdres. 

Les  élégantes  propriétés  étudiées  par  M.  Laisant  dans  YEnseign. 
Math,  du  15  janvier  1908,  me  suggèrent  le  problème  ci-après  : 

Etant  donnés  deux  triangles  ABCy  DEF  symétriquement  sem- 
blables,  ayant  m  :  n  comme  rapport  de  similitude^  troui^erle  centre 
et  les  axes  de  similitude. 


Menez  ka  parallèle  à  DF  et  la  bissectrice  AMN  de  Tangle  aAC. 
Menez  DM  perpendiculaire  à  AMN.  Prenez  sur  DM  un  point  L  tel 
que  LM  :  DL  =  m  :  n  et  sur  AMN  un  point  N  tel  que 

NA  :  NM  r=  m  :  n  . 

m 

Complétez  le  rectangle  LMNO.  O  sera  le  centre  et  OL,ON  les 
axes  de  similitude. 
En  efTet, 

DL  :  LO  =  ON  :  NA  ; 
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donc 

/\         /\         /\ 
DOL  r=  NAO  =  AOL  . 

par  suite  d  est  le  symétrique  de  D  par  rapport  à  OL. 

Menez  d/' symétrique  de  DF.  Comme  OL  est  parallèle  à  la  bis- 
sectrice des  directions  DF  et  AC,  rf/*8era  parallèle  à  AC  et 

rf/*  :  AC  =  m  :  n  r=  MN  :  AN  =  Orf  :  OA  . 

Par  suite  0/b  est  une  ligne  droite. 

A  remarquer  que  ON  est  un  second  axe. 

W.  Galla.tly  (Londres). 

A  propos  d'un  article  de  M.  A.  Pleskot  sur  la  droite  de  Simson. 

Les  propositions  établies  par  M.  Pleskot  dans  son  article  sur 
une  «  généralisation  du  Théorème  sur  la  droite  de  Simson  »  (Ens, 
math,y  n?  de  mai  1908,  p.  207-211)  peuvent  se  rattacher  d'une  façon 
très  simple  au  théorème  classique  de  M.  kvBERT.{Nou(f€lles  Annales , 
3"«  série,  t.  VIII)  : 

Si  deux  triangles  A  BC^  abc  inscrits  dans  une  conique  sont  homo- 
logiques^  et  si  Von  prend  un  point  D  sur  la  conique^  les  points  de 
concours  a,  jî,  y  des  droites  BC  et  Da,  CA  et  Db^  AB  et  De  sont 
situés  sur  une  même  droite  L  passant  par  le  centre  d'homologie  0. 

On  trouvera  une  démonstration  de  ce  théorème  dans  le  Traité  de 
géométrie  de  Rouché  et  Comberousse,  t.  H,  p.  455.  La  proposition 
réciproque  est  également  vraie,  c'est-à-dire  que  si  les  points  «,  ft  y 
sont  en  ligne  droite^  les  triangles  ABC,  abc  sont  homologiques. 

Voici  une  démonstration  simple  de  cette  propriété,  qui  n'avait 
peut-être  pas  été  remarquée  : 

Soietit  M  et  N  les  points  d'intersection  de  la  conique  et  de  la 
droite  L,  qui  est  supposée  couper  en  a,  ^,  r,  les  côtés  de  ABC. 
Du  point  C  projetons  la  ponctuelle  [a^  b^  c^  M  N)  ;  déterminons  les 
intersections  du  faisceau  projetant  avec  la  conique  ;  projetons-les 
du  point  c^  ;  recoupons  par  la  conique  le  faisceau  ainsi  obtenu. 
Nous  formerons  ainsi  la  ponctuelle  du  second  degré  (ABCNM) 
projective  à  (a,  ^^r^MN).  D'autre  part,  cette  dernière  ponctuelle 
projetée  du  point  D  donne  (abc M  N)  projective  à  chacune  des  deux 
précédentes. 

Les  ponctuelles  du  second  degré(  ABC),  [abc],  dans  lesquelles  se 
correspondent  doublement  les  éléments  M  et  N,  sont  donc  en  invo- 
lution.  Par  conséquent  les  droites  A  a,  B^,  Ce  sont  concourantes, 
ce  qui  démontre  le  théorème  proposé. 

Si,  après  avoir  constaté  l'homologie  des  triangles  ABC,  abcyon 
applique  le  théorème  direct  de  M,  Aubert,  on  voit  que,  S  étant  un 
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point  quelconque  de  la  conique,  les  droites  SuySb,  Se,  couperont 
les  c6tés  correspondants  de  ABC  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Quand  on  suppose  la  droite  L  rejetée  à  Tinfini,  on  obtient  ainsi 
le  théorème  II  de  M.  Pleskot. 

Si  ea  outre  les  points  S  et  D  sont  diamétralement  opposés  sur 
la  conique,  on  obtient  le  théorème  I. 

P.  DE  Lepinby  (Buenos-Aires) 

Sur  la  résolution  des  équations  quadratiques  et  cubiques,  à  Taide 
des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques*. 

1.  —  Supposons  connus  les  premiers  éléments  de  la  théorie  des 
fonctions  d*un  variable  complexe,  et  notamment  les  équations 
qui  définissent  les  fonctions  hyperboliques  et  circulaires,  Targu- 
ment  étant  réel. 

Comme  exercice,  on  se  propose  souvent  de  résoudre  les  équa- 
tions quadratiques  et  cubiques.  Habituellement  on  opère  sur  les 
formules  de  résolution  elles-mêmes  ;  mais  il  nous  semble  tout 
aussi  intéressant  de  partir  directement  de  Téquation  donnée:  c'est 
ce  point  de  vue  que  nous  cherchons  à  développer,  dans  cette  pe- 
tite note. 

Afin  d'abréger,  nous  désignons  par  ê  la  quantité  ±  1  ;  nous 
laissons  de  côté  le  cas  des  racines  égales  ;  enfin,  nous  supposons 
que  les  lettres  a,  b,  6*,  q  et  r  représentent  des  quantités  essentiel- 
lement positives,  différentes  de  zéro. 

2.  —  Equation  quadratique.  —  Il  suffit  de  considérer  la  sui- 
vante : 

ax*  —  6x  -|-  fc  =  0  , 

que  nous  écrivons  ainsi  : 


2/ 


ac 


C'est  une  équation  réciproque  de  forme  normale.  Soit 

X 


X=r 


VI 


une  des  racines  :  y  ^^^^  nécessairement  l'autre. 


*■  L'Bnteign.  mathim.  a  publié  en  noT.  1900  (t.  II,  p.  443-447)  un  intéressant  article  de 
M.  Barbarin  sur  Us  fonctions  hyperboliques  dans  l'enseignement  moyen  contenant  aussi  In 
résolution  des  équations  quadratiques  et  cubiques.  —  Voir  également  Essai  sur  les  fonc- 
tions hyperboliques»  de  C.-A.  Laisant.  Rid. 
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Trois  cas  peuvent  se  présenter. 

Premier  cas.  —  Si  £  est  négatif,  nous  sommes  en  droit  de  poser 

V.  — 1  t 

j,,  r    —e  b 

bh  a  =  — 


2  2j/^   • 

et  Ton  a  immédiatement  : 


*v/ï*"- 


Deuxième  cas.  —  Si  f  :=  1  et  le  rapport  ^    /—  >  1,  il  est  permii 

'^        1  y  eu 

d'écrire 


Cb   «  =  :r 


2  2  ^/nc  • 

d'où 

Troisième  cas,  —  Si  «  =  1  et  rapport  5—7-—  <  1>  il  faudra  po- 
ser ; 

v      -\-  e  0 

C08  «  =  r =  - — 7=  . 

2  2  ^/flc 

d'où 

«•r=:l/—  e  =w  —  (cos  a  3:  1  sin  a)  . 

Dans  le  calcul  des  racines  Ton  pourrait  —  nous  ne  disons  pas 
que  le  procédé  soit  très  pratique  —  déterminer  l'argument  réel  a 
et  les  exponentielles  6»=^'*,  au  moyen  des  tables.  (Consulter,  par 
exemple,  les  «  Tables  des  fonctions  cosinus  et  sinus  »,  par  D*" 
Cari  Burrau). 

3.  —  Equation  cubique.  —  11  suffit  d'étudier  la  suivante  : 

s*  -|-  tqz  —  r  =  0  . 

En  posant,  avec  Hudde, 

z  =:  a:  -h  j  , 
on  est  conduit  à  la  résolvante 

u*  ^  ru  -—  t  ^  =  0  . 

admettant  .z*  et  y^  comme  racines. 
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Cette  réduite  peut  s'écrire  sous  la  forme,  plus  commode,  à  notre 
point  de  vue  : 


Cette  forme,  nous  l'avons  étudiée  ci-dessus.  Ici  encore,  il  fau- 
drait distinguer  trois  cas,  et  pour  chacun  de  ces  cas,  nous  trou- 
verions des  résultats  bien  connus. 

Ainsi,  par  exemple,  quand  f  =  1,  nous  poserons 

1 
Sh  (-Ji  -f  2X-7ri)  = 


d'où 


V  +  a*ïr» 


(X=:  0,1.2)    . 


r  =  -  V  i-  « 


=-\/î 


Afin  que  le  produit  xy  soit  réel,  il  faut  prendre  la  même  valeur 
de  ky  simultanément  dans  ces  deux  relations. 
Nous  trouverons  finalement 


=./ 


7    g^    «  -h  2X-iri 


3  3 

la  racine  réelle  correspondant  à  A  =  0  . 

Louis  Castbbls  (Louvain). 

Sur  les  formules  fondamentales  des  Combinaisons. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  dans  cette  Note  que  l'on  peut 
obtenir  les  formules  fondamentales  des  combinaisons  en  les  envi- 
sageant comme  cas  particuliers  d'une  propriété  générale. 

A  cet  effet  nous  allons  d'abord  démontrer  le  théorème  suivant 

sans  avoir  recours  aux  expressions  P,» ,  Cm  et  Am  . 

1.  Théorème.  —  Etant  donnés  p  nombres  n^ ,  n^,  ...  ,  np  tels  que 
n,  +  Uj  -|-  ...  -|-  Up  =  m  ,  /e  produit 

»!  +  «,*     «i  4-  «,  4-  «g  *  '     «1 4-  »,  +  «,+  ..  +  «« 
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qui  s'écrit  plus  bries^ement 

Il  ^?. 

est  constanty  quelque  soit  l'ordre  dans  lequel  on  épuise  les  nom-    ' 
bres  nk . 

En  efTet,  partageons  m  lettres  en  p  classes,  respectivement  de 
/zi ,  /i2,  ...  ,  np  lettres.  On  peut  former  la  1^  classe,  quant  aux 

lettres  qui  y  entrent  de  C^  manières  ;  les  deux  premières  classes 
peuvent  se  former  simultanément  de  C"^ .  C"*        manières  et  ainsi 

»  mm  —  II- 

de  suite.  Enfin^  les  (p  —  1)  premièresclassespeuvent  être  formées 
de 

m      m  —  n  m  —  ("j-f- ",-1- ...  +  «p  _2) 

manières,  tout  en  coexistant.  La  dernière  classe  se  trouve  formée 
d'elle-même.  On  voit  donc,  que  le  nombre  total  de  manières  dont 
les  p  classes  peuvent  coexister  est  indépendant  de  la  classe  choi- 
sie comme  dernière.  De  là  résulte,  avec  un  changement  de  nota- 
tions, le  théorème  annoncé. 
2.  Valeur  ou  produit 

il  «^ï 

Chaque  manière  de  former  Tensemble  des  p  classes  donne  lieu  à 
Pfij  .  Pn,  ...  Pu-  permutations  des  m  lettres.  Donc 


k=P 


n 


«»* 


q;.'k  __  ^m 


3.  Corollaires  :  A.  Expression  de  Pm.  Faisons  ^  =  /w  ;  /t^  =  /î, 
=  ...  ^=:  Tim  =  1 .  Alors  (1)  donue 

P/n  ^=  1  .  2  .  3  ...  m  zz  171  ! 

B.  Expression  de  Cm.  —  Faisons  />  =  2,  et  l'on  voit  que  (1)  est 
la  généralisation  de  la  formule  : 

*"  "«  n\  \m  —  n)  \  * 

celle-ci  est  donc  démontrée. 

C.  Expression  de  Am.  Elle  résulte  de  la  formule  évidente  : 
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4.  Remarques.— La  formule  (1)  montre  que  si  772  =  2^^,  le  nombre 

— i — r- r  est  entier.  En  particulier    :^ — s I  !  est  divisible 

Af  !   Fit  •    .  • .   Up  :  L  ^  J 

par  l'*2»-*3»  »  ...  (n  —  l)«n  . 

Si  nous  partageons  les  m  lettres,  en  n^  classes  de  a,  lettres,  etc. 

en  np  classes  de  Up  lettres,  on  a  a, /t^  4*  ^i'^t  + h  ^p^p  =  ^*  ^^ 

Ton  décompose  alors  le  nombre  m^  de  toutes  les  manières  possi- 
bles sous  la  forme  indiquée,  il  est  visible  que  Ton  a  l'identité  : 

2à n!  H.!  ...«,! Il  Sit  =  '^  " 

Si  Ton  remplace  les  produits  17  par  leurs  valeurs  déduites  de 


n^ï= 


m  ! 


^^,  («lî)"*    .-.     I»;,!)"^ 


on  trouve  Fidentîté  connue  : 


2 


=  1  . 


».  î  «"i  w.  !  ar«  .  .  n_  :  «^ 


J.  Malaise  (Liège). 
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Les  mathématiques  au  III*  Congrès  international  de  Philosophie, 

Heidelberg,  1908. 

Au  \W  Congrès  international  de  philosophie,  qui  a  eu  lieu  à 
Heidelberg,  du  31  août  au  5  septembre  derniers,  les  communi- 
cations se  rattachant  aux  Sciences  mathématiques  n*ont  pas  eu 
autant  de  relief  que  dans  les  deux  Congrès  précédents,  de  Paris 
(1900)  et  de  Genève  (1904). 

La  cause  de  ce  fait  doit  peut-être  être  cherchée  dans  la  sépa- 
ration, beaucoup  plus  tranchée,  que  ce  n'est  le  cas  dans  d'autres 
pays,  qui  subsiste  en  Allemagne  entre  les  mathématiciens  ou  phy- 
siciens spécialistes  et  les  «  philosophes  »  dans  le  sens  universitaire 
du  mot.  Tandis  qu'en  France  par  exemple,  des  savants  tels  que 
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M.  Poincaré  ou  M.  Duhem  sont  bien  loin  de  se  fâcher  lorsqu'on  les 
classe  parmi  les  philosophes,  ou  même  parmi  les  métaphysiciens!, 
en  Allemagne  on  a  vu  tout  récemment  le  plus  illustre  représentant 
des  études  historiques  et  critiques  sur  le  développement  et  les  mé- 
thodes des  sciences  physico-mathématiques,  le  professeur  Ernest 
Mach,  désavouer  explicitement  (dans  la  préface  à  son  volume  sur 
«  la  Connaissance  et  l'Erreur  »y  toute  solidarité,  même  de  nom, 
avec  les  «  philosophes  »  et  les  professeurs  de  philosophie. 

Un  épisode  assez  caractéristique  de  cette  attitude  de  contraste 
et  de  méfiance  des  savants  allemands  à  Tégard  de  spéculations 
philosophiques,  a  été  le  sujet  d'une  intéressante  communication 
de  M.  Paul  Mansion  (Gand),  dans  laquelle  les  appréciations  assez 
sévères  exprimées  par  Gauss  sur  la  théorie  kantienne  de  la  con- 
naissance mathématique,  ont  été  commentées  d'une  façon  très  bril- 
lante et  caustique  (  «  Gauss  contre  Kant  sur  la  géométrie  non-eucli- 
dienne^)}. Les  remarques  de  M.  Mansion  ont  donné  lieu  à  une 
discussion  assez  vivace  à  laquelle  ont  pris  part  les  jeunes  repré- 
sentants du  nouveau  groupe  philosophique  de  Gottingue,  qui 
prend  le  nom  du  philosophe  Fries  («  Fries'sche  Schule  -a)  :  MM.  L. 
Nelson  et  L.  IIessenberg. 

Dans  la  même  section  (H  :  Philosophie  générale^  Métaphy- 
sique et  Philosophie  des  Sciences  »;  on  a  entendu  une  communica- 
tion de  M.  KuNTZK  (Nordhausen)  sur  la  portée  philosophique  de 
r Ausdehnungslehre  de  H.  Grassmanny  et  une  autre  de  M.  M.Wintek 
(Paris)  sur  les  rapports  de  V  intuition  et  de  la  pensée  mathématique. 

Parmi  les  communications  présentées  aux  autres  sections,  sur 
la  philosophie  ou  la  méthodologie  des  sciences  mathématiques  et 
physiques,  nous  signalons  les  suivantes  : 

A.  Rky  (Dijon)  sur  Va  priori  et  l'expérience  dans  les  méthodes 
scientifiques  ; 

E.  Meyerson  (Paris)  sur  les  explications  scientifiques  et  la  réalité 
du  sens  commun  ; 

F.  Enriques  (Bologna)  sur  le  principe  de  raison  suffisante; 
Dufumier  (Paris)  sur  la  notion  d*une  logique  formelle  positii^e. 
Dans  la  IV""*  Section  (a  Logique  et  théorie  delà  connaissance  »/ 

on  a  eu  une  série  de  communications  se  rapportant  à  la  logique 
mathématique  : 

M"""  Ladd  Franklin,  de  l'Université  John  Hopkins  (Baltimore)  a 
développé  des  idées  sur  l'opportunité  d'une  entente  internationale 
entre  les  philosophes  qui  s'occupent  particulièrement  de  questions 
logiques  et  s'intéressent  au  progrès  des  procédés  déductifs. 

Eugen  MiJLLER  (Constance)  a  donné  un  rapport  sur  Tétat  de  lu 
publication  des  œui^res posthumes  de  Ernst  Schroder, 

Sont  aussi  à  signaler,  dans  cette  section,  les  multiples  commu- 
nications de  M.  G.  Itklson  (Berlin),  sur  la  position  de  la  logique 
dans  le  système  des  sciences,  sur  les  écrits  de  Erhardt  Weigel,  sur 
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la  question  de  la  possibilité  de  déduire  de  conséquences  fausses  de 
prémisses  çraiesy  sur  la  notion  de  la  vérité  et  sur  \e  pragmatisme, 

Les  rapports  qui  subsistent  entre  ce  dernier  sujet  et  les  progrès 
récents  de  la  logique  mathémathique,  aux  Etats-Unis,  ont  fait 
l'objet  d'appréciations  très  intéressantes  développées  par  M.  Royce 
(de  l'Université  de  Harvard)  dans  son  discours  à  la  séance  d'inau- 
guration du  Congrès. 

La  communication  de  M.  L.  Couturat,  sur  les  rapports  entre 
la  linguistique  et  la  logique  dans  le  problème  de  la  langue  interna- 
tionale^  a  donné  lieu  à  une  discussion  intéressante  à  laquelle  ont 
pris  part,  parmi  les  mathématiciens,  M.  Maxsion  et  M.  Peano. 

La  proposition,  présentée  par  M.  Enriques  au  nom  du  groupe 
italien,  que  le  prochain  Congrès  soit  tenu  à  Bologne^  en  1911,  a  été 
adoptée  à  l'unanimité  dans  la  séance  de  clôture  du  Congrès. 

G.  Vailati  (Rome.) 


Société  italienne  pour  l'avancement  des  Sciences. 

La  <(  Société  italiana  per  il  progresso  deile  scienze  i»  a  tenu  sa 
.  réunion  annuelle  à  Florence  du  18  au  23  octobre  dernier,  sous  la 
présidence  de  M.  Volterra.  Les  travaux  étaient  répartis  sur  vingt 
sections  ;  voici  la  liste  de  ceux  qui  ont  été  présentés  à  la  première 
section  (mathématique)  ou  qui  peuvent  intéresser  les  mathéma- 
ticiens : 
L.  Amoroso,  Sur  l'extension  du  problème  de  Dirichlet  aux  fonctions 

de  plusieurs  çariables  complexes. 
T.  BoG(;io,  Résolutions  de  quelques  questions  se  rapportant  au  poten- 
tiel d'une  sphère  non  homogène, 
U.  Crudbli,  Dernières  recherches  sur  la  théorie  des  figures  d'équi- 
libre dune  masse  liquide  animée:  d'un  moui^ement  de  rotation  uni- 
forme. 
A.  Favaro,  Galilée  et  la  détermination  du  poids  de  V air, 
G.  LoRiA,  La  géométrographie  et  ses  transformations, 
G.  GiANFRANCKScui,   Les  progrès   récents  dans  Vélectrodynamique 

des  corps  en  moui^ement. 
M.  Gremigni,  Sur  l'importance  du  postulat  d  Archimède  dans  la  théo- 
rie de  l'équivalence  géométrique, 
P.  PizzETTi,  L'astronomie  et  ta  géodésie  comme  sciences  mathéma- 
tiques (discours  d'ouverture  des  sections  réunies  de  mathémati- 
ques, d'astronomie  et  de  géodésiei. 
F.  Severi,  Sur  les  intégrales  doubles  de  première  espèce^  attachées 

à  une  variété  algébrique. 
C.    SoMiGLiANA,   Sur   une  représentation  mécanique    de   quelques 
champs  de  forces. 
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A.  Vknturi,  Sur  la  théorie  de  la  balance  de  Eôtçâs. 

G.  VrvANTi,  Sur  l'état  actuel  de  la  théorie  des  fonctions  entières  (en 

Fabscence  de  Fauteur,  un   résumé  de  ce  rapport  a  été  lu  par 

M.  Grandi]. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands 
Cologne,  septembre,  1908. 

La  réunion  ordinaire  des  mathématiciens  allemands  (Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung}  a  eu  lieu  cette  année  à  Cologne,  du 
20  au  26  septembre,  en  même  temps  que  le  80*  Congrès  des  natu- 
ralistes et  médecins  allemands.  î^es  travaux  étaient  inscrits  au 
programme  de  la  section  1  a  du  Congrès.  Ils  ont  été  répartis  sur 
trois  séances  présidées  par  MM.  Schwernig,  président  de  la  sec- 
tion, F.  Klein  et  Ruoio.  Ils  devaient,  cette  année,  porter  plus  par- 
ticulièrement sur  la  mécanique.  Les  communications  présentées 
dans  ce  domaine  ont  offert  un  grand  intérêt.  Nous  devons  toute- 
fois nous  borner  à  en  donner  la  liste  : 

1.  H.  MiNKowsKi  (Gôttingen),  Raum  und  Zeit.  (L'espace  et  le 
temps.) 

2.  G.  Hamel  (Brûnn),  Ueber  die  Grundlagen  der  Mechanik.  (Sur 
les  fondements  de  la  mécanique.) 

3.  E.  TiMBRDiNG  (Strassburg),  Die  historische  Entwicklung  des 
Kraftbegriffs,  (La  notion  de  force  dans  son  développement  histo- 
rique.) 

4.  P.  Stackel  (fCarlsruhe),  A usgezeichnete  Kreiselbewegungen, 
(Sur  des  mouvements  remarquables  de  la  toupie.) 

5.  R.  V.  Mises  (Brûnn),  Problème  der  technischen  Hydromecha^ 
nik,  (Problèmes  de  Thydromécanique  technique.) 

6.  H.  Reissnbr  (Aachen),  Wissenschaftliche  Problème  der  Flug^ 
mechanik,  (Problèmes  scientifiques  de  l'aviation.) 

Puis  viennent,  d'autre  part,  les  communications  suivantes  : 

7.  H.  Wiener  (Darmstadt),  Zur  Géométrie  der  binàren  Formen, 
(Sur  la  géométrie  des  formes  binaires.) 

8.  H.  Jung  (Marburg),  Ueber  algebraische  Funktionen  çon  zwei 
unabhàngigen  Verdnder lichen.  (Sur  des  fonctions  algébriques  à 
deux  variables  indépendantes.) 

9.  F.  MiJLLER  (Dresden),  Ueber  Plane  zur  Herausgabe  9on  Ab^ 
handlungen  Leonhard  Eulers,  (Sur  les  projets  de  publication  de 
mémoires  d'Euler.)  Dans  cette  dernière  communication,  qui  a  été 
vivement  applaudie,  l'auteur  donne  un  aperçu  des  projets  anté- 
rieurs de  la  publication  des  œuvres  d'Euler  ;  il  insiste  à  nouveau 
sur  l'utilité  incontestable  d'une  pareille  entreprise  et  fait  ressortir 
le  rôle  important  que  joue  la  lecture  des  mémoires  du  grand  géo- 
mètre suisse  dans  la  préparation  scientifique  des  professeurs  de 
mathématiques. 
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On  sait  qu'au  précédent  Congrès,  tenu  à  Dresde,  en  HK)7,  la 
Commission  d'enseignement  instituée  par  la  Société  des  natura** 
listes  et  médecins  allemands  a  terminé  ses  travaux  par  un  rapport 
sur  \di  préparation  scientifique  des  candidats  à  l'enseignement  se~ 
condaire  supérieur^.  Les  propositions  de  Dresde  ont  fait  l'objet 
d'un  intéressant  débat,  organisé  par  la  section  12  (Enseignement) 
et  auquel  ont  pris  part  les  représentants  des  différentes  sections 
des  sciences  mathématiques,  physiques  et  naturelles.  Après  une 
introduction  de  M.  le  Prof.  D'  Klein,  qui  a  rappelé  les  points  es- 
sentiels du  rapport,  la  discussion  a  principalement  porté  sur  le 
groupement  des  branches  scientifiques  dans  les  études  des  candi- 
dats à  l'enseignement,  sur  les  liens  entre  la  Physique  et  les  Mathé- 
matiques, et  sur  les  conditions  que  devrait  remplir  un  cours  univer- 
sitaire de  Physique. 

Séance  administrative  de  V Association  des  mathématiciens  aile-* 
mands,  —  La  séance  est  présidée  par  M.  Klein,  président.  M. 
Krazer  donne  un  aperçu  de  l'état  actuel  de  la  société  qui  compte 
727  membres  ;  puis  viennent  les  rapports  de  différentes  commis- 
sions, notamment  celui  de  M.  Eug.  Miller,  sur  la  publication  des 
travaux  de  SchrOder  et  celui  de  M.  St.kckel,  sur  la  publication  des 
œuvres  d'Euler.  Sur  la  proposition  de  son  comité,  l'Association  dé- 
cide à  l'unanimité  d'appuyer  par  tous  ses  moyens  la  publication 
des  travaux  d'Euler  et  de  mettre  5000  fr.  à  la  disposition  du  Fonds 
Euler  qui  vient  d'être  créé  par  la  Commission  suisse  en  faveur  de 
la  dite  publication.  C'est  là  un  mouvement  généreux  et  dont  on  ne 
peut  que  féliciter  vivement  les  mathématiciens  allemands. 

M.  Klein  donne  ensuite  un  aperçu  de  l'organisation  de  la  Corn-- 
mission  internationale  de  l'enseignement  mathématique^  dont  il  est 
président.  I^e  plan  de  travail  très  vaste  qui  a  été  élaboré  par  le 
Comité  central  exige  la  création  de  sous-commissions  nationales  ; 
pour  l'Allemagne  celle-ci  sera  constituée  par  la  Commission  (Deut- 
scher  Ausschuss)  qui  a  collaboré  aux  rapports  destinés  à  la  Société 
des  naturalistes  et  médecins  allemands. 

Le  prochain  Congrès  aura  lieu  à  Salzbourg,  en  1909.       IL  F. 

Association  Suisse  des  Professeurs  de  Mathématiques, 

Baden  1908. 

L'Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques  a  tenu 
sa  9'  assemblée  à  Baden,  le  4  Ootobre  1908,  sous  la  présidence  de 
M.  H.  Pbhr.  La  réunion  avait  été  organisée  de  manière  à  permet- 
tre à  ses  membres  d'assister  aux  séances  de  la  Société  suisse  des 
professeurs  de  Gymnase,  qui  siégeait  à  Baden  les  4  et  5  Octobre. 


'  La  tradaetion  in  extenso  de  ce  rapport  a  été  reproduite  dans  ï'Bns,  math,  du  mois  de  jan- 
vier IMS  (p.  5-49). 

L'Enseignement  mathëm.,  10*  année;  1908.  34 
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Communications  :  1.  Ruefli  (Berne).  Ueber  grossie  und  kleinste 
Werte  und  ihre  Behandlung  in  der  Sekundarschule  (des  maxima 
et  minima  aux  écoles  secondaires).  —  L'auteur  rattache  son 
exposé  à  la  notion  de  fonction  qui  peut  être  utilisée  sous  une 
forme  tout  à  fait  élémentaire  déjà  dans  renseignement  des  écoles 
secondaires  (écoles  primaires  supérieures).  Il  étudie  successive- 
ment les  problèmes  les  plus  simples  sur  les  maxima  et  minima  : 
1^  au  point  de  vue  du  calcul  purement  numérique  ;  2°  à  Taide  du 
calcul  algébrique  dans  leurs  exemples  les  plus  élémentaires  ; 
3°  par  les  constructions  graphiques. 

Dans  la  résolution  algébrique,  les  problèmes  élémentaires  em- 
pruntés à  la  Géométrie,  notamment  ceux  qui  concernent  Taire 
d'une  figure,  donnent  généralement  lieu  à  deux  types  : 

y  •=.  a^  —  x'  ;  i-  zr:  a'  4-  r* 

auxquels  se  ramènent 

y  ■=  a  -\-  bx  "^  x^. 

Puis  viennent  les  problèmes  conduisant  à  Tun  des  deux  types 
suivants  : 

r  =  «ar*  —  x^  ,  y  =  ax  —  x*. 

Pour  quelques  groupes  de  problèmes  géométriques  il  existe  des 
solutions  élémentaires  qui  sont  si  simples,  qu'elles  peuvent  être 
traitées  sans  difficulté  dans  toute  école  secondaire. 

2.  Jaccotbt  (Lausanne),  Démonstration  du  théorème  de  Descartes. 
Il  s'agit  du  théorème  de  Descartes  dans  la  théorie  des  équations 
algébriques.  L'auteur  présente  une  démonstration  qui  est  une 
simple  conséquence  de  la  notion  de  continuité. 

3.  Fehr  et  GuBLBR,  Le  'i"  Congrès  international  des  mathématiques  ; 
Rome,  avril  1908.  M.  Fehr  présente  un  rapport  d'ensemble  sur  le 
congrès,  tandis  que  M.  Gubler  examine  plus  particulièrement  les 
travaux  de  la  section  4  (Histoire,  Philosophie  et  Enseignement). 

4.  Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique, 
M.  Fehr,  secrétaire  général  de  la  Commission,  donne  un  aperçu 
de  l'organisation  de  la  commission  et  du  plan  général  des  travaux. 

5.  Publication  des  œuvres  d'Euler.  Le  président  expose  l'état  ac- 
tuel des  pourparlers  concernant  la  publication  des  œus^res  d'Euler. 
On  sait  que  la  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  a  été  ap- 
pelée à  examiner  cette  question  et  qu'elle  prendra  sans  doute  une 
décision  à  la  prochaine  réunion  annuelle  en  1909.  Après  discus- 
sion, l'assemblée  de  Baden  a  voté  à  l'unanimité  une  résolution 
dans  laquelle  elle  se  déclare  favorable  à  cette  publication^  qui,  non 
seulement  est  d'un  grand  intérêt  historique,  scientifique  et  patrio- 
tique,  mais  qui  aura  également  une  heureuse  influence  sur  Ven- 
seignement  des  mathématiques. 
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■  Séance  administratwe,  —  L'assemblée  a  réélu  le  coipité  sortant 
de  charge  ;  Président,  H,  Fehr  (Genève)  ;  secrétaire-trésorier,  O. 
Juzi  (Zurich),  et  H.  Egli  (Lucerne). 

La  prochaine  réunion  aura  lieu  à  Berne^  le  22  mai  1909. 


Pour  la  publication  des  œuvres  d*Euler. 

La  question  de  la  publication  des  œuvres  d'Kuler  a  fait  un  pro- 
grès très  sensible  au  cours  de  Tannée  1908.  Il  faut  espérer  qu'en 
1909  elle  pourra  faire  un  pas  décisif  dans  la  voie  de  la  réalisation 
des  vœux  qui  ont  été  exprimés  dans  les  réunions  mathématiques 
et  tout  particulièrement  à  Rome,  au  4®  Congrès  international  des 
mathématiciens.  La  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  a 
été  sollicitée  de  prendre  en  main  cette  entreprise.  Elle  a  renvoyé 
Tétude  de  la  question  à  une  commission  de  sept  membres,  prési- 
dée par  M.  RuDio,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale. 

Etant  donné  les  difficultés  de  toute  nature  que  présente  une 
publication  de  ce  genre,  il  est  de  toute  nécessité  que  Fétude  préa- 
lable du  projet  soit  faite  d'une  manière  approfondie,  et  que  la 
commission  suisse  obtienne,  non  seulement  une  collaboration 
active  de  mathématiciens  d'autres  pays,  mais  qu'elle  trouve  aussi 
l'appui  financier  indispensable  à  cette  entreprise. 

La  société  mathématique  allemande  a  compris  que  ce  double 
appui  était  indispensable.  La  commission  d'Euler,  qu'elle  a  nom- 
mée à  Dresde  en  1907,  (MM.  Prixgsheim,  Stackel  et  Krazer),  a 
déjà  prêté  son  concours  à  la  commission  suisse  et  s'est  assuré  la 
collaboration  d'autres  savants  ;  de  plus,  comme  on  l'a  vu  plus 
haut,  la  société  a  voté  un^subside  de  5000  fr.  en  faveur  de  la 
publication. 

En  Suisse,  sans  qu'aucun  appel  n'ait  encore  été  lancé,  la  Com- 
mission a  déjà  reçu  15,000  fr.  Il  y  a  lieu  d'espérer  que,  dès  que  la 
souscription  pour  le  Fonds  Eiiler  sera  rendue  publique,  de  nou- 
velles sommes  ne  tarderont  pas  à  parvenir  au  comité  et  viendront  en 
quelque  sorte  appuyer  la  demande  qui  sera  adressée  aux  pouvoirs 
publics. 

Il  n'est  guère  besoin  d'insister  dans  cette  Revue  sur  l'importance 
d'une  publication  partielle  ou  totale  des  œuvres  d'Euler.  Nous 
croyons  cependant  intéresser  nos  lecteurs  en  reproduisant  un 
passage  de  la  communication  sur  «  des  projets  de  publication 
de  mémoires  d'Euler  »  présentée  à  Cologne  par  M.  Félix  Muller. 

«  L'étude  des  travaux  d'Euler,  qui  serait  considérablement  faci- 
litée par  une  nouvelle  édition,  doit  être  vivement  recomman- 
dée à  tous  les  étudiants  en  mathématiques.  Dans  son  discours  sur 
Jacobi,  Dirichlet  dit  que  le  grand  géomètre  développa  ses  con- 
naissances mathématiques  non  pas  par  la  fréquentation  des  cours. 
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mais  par  Tétude  approfondie  des  travaux  d'Euler  et  de  Lagrange. 
Euier  est  le  meilleur  maître  ;  tous  les  professeurs  devraient  s'en 
inspirer.  L'étude  de  ses  mémoires  n'apporte  pas  seulement  des 
connaissances,  mais  par  leur  exposé  simple  et  clair,  elle  procure 
un  véritable  plaisir  et  elle  développe  à  la  fois  le  savoir  et  la  faculté 
de  travail.  Les  méthodes  par  lesquelles  Ruler  aborde  et  résoud  les 
problèmes  servent  constamment  de  modèles.  Avec  une  grande 
franchise  il  montre  le  ou  les  chemins  par  lesquels  il  est  parvenu 
aux  résultats  ;  mieux  que  tout  autre,  il  sait  communiquer  à  ses 
élèves  l'amour  avec  lequel  il  étudie  les  problèmes,  et,  sans  effort, 
ses  lecteurs  s'approprient  peu  à  peu  ses  méthodes  de  travail  ». 

«  On  ne  saurait  trop  recommander  l'étude  des  mémoires  d'Euler 
aux  candidats  à  l'enseignement  mathématique,  et  nous  sommes 
persuadés  qu'une  nouvelle  édition  d'un  choix  de  mémoires  appro- 
priés à  ce  but  serait  bien  accueillie  de  tous  les  côtés.  Elle  contri- 
buerait à  maintenir  et  à  développer  dans  une  large  mesure  l'intérêt 
scientifique  des  maîtres  de  l'enseignement  secondaire  supérieur  », 

Personne  ne  contestera  cette  influence  heureuse,  mais  pour  que 
le  but  puisse  être  atteint,  ne  conviendrait-il  pas  de  publier  dans 
une  langue  moderne  ceux  des  mémoires  qui  ont  été  imprimés  en 
latin  ?  La  réponse  ne  fait  pas  de  doute.  De  nos  jours,  les  étudiants  en 
sciences  qui  ont  passé  par  les  études  classiques  forment  déjà  une 
petite  minorité,  et  leur  nombre  tendra  à  diminuer  de  plus  en  plus. 
C'est  là  un  fait  dont  il  faut  tenir  compte,  si  l'on  veut  faire  une 
œuvre  vraiment  utile  à  la  Science  et  à  l'enseignement. 

Nous  sommes  certains  d'être  l'interprète  de  la  plupart  de  nos 
lecteurs  en  exprimant  le  vœu  que,  malgré  les  objections  et  les 
difïicultés  que  soulèvera  la  question  des  langues,  la  Commission 
de  publication  tienne  compte  de  l'intérêt  général  et  fasse  de  cette 
nouvelle  édition  un  ouvrage  qui  pourra  être  consulté  et  étudié 
par  un  nombre  de  mathématiciens  aussi  grand  que  possible. 

H.  Fehr. 

Etats-Unis  d'Amérique. 

Thèses  de  doctorat 

Thèses  présentées  aux  principales  universités  américaines  pen- 
dant l'année  universitaire  1907-1908;  le  nom  de  l'université  est 
indiqué  entre  parenthèses,  après  le  nom  de  l'auteur: 

F.  G.  Bill  (Yale)  :  An  «yD/'/o/v  existence  theorem  for  three  dimen- 
sions in  the  calculus  of  variations.  —  R.  L.  Borger  (Chicago)  :  On 
the  détermination  of  ternary  linear  groups  in  the  Galois  fîeld  of 
order/?*  .  —  G.  G.  Chambbrs  (Pennsylvania)  :  The  groups  of  iso- 
morphisms  of  the  abstract  groups  of  order  p^q,  —  G.  M.  Conwell 
(Princeton)  :  The  3-space  P. G.  (3,2)  and  its  group.  —  Miss  E.  B. 
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CowLEY  (Columbia)  :  Plane  curves  of  the  eighth  order  having  two 
four-fold  points  with  distinct  tangents  and  no  other  point  singu- 
larities.  —  CF.  Craig  (Cornell)  :  On  a  class  of  hyperfuchsian  func- 
tions.  —  F.  J.  HoLDBR  (Yale)  Multiple  séries^  —  L.  Ingold  (Chi- 
cago) :  Vector  interprétation  of  symbolic  parameters.  —  F.  Irwin 
(Harvard)  :  The  invariants  of  linear  differential  expressions.  —  A. 
J.  Lennes  (Chicago)  :  Curves  in  non-metrical  analysis  situs  with 
applications  to  the  calculus  of  variations  and  differential  équations. 

—  J.  J.  LucK  (Virginia)  :  The  structures  of  the  nonintegrable  groups 
of  seven  parameters.  —  L.  B.  Lytle  (Yale)  :  Multiple  séries  over 
iterable  (ields.  —  C.  N.  Moorb  (Harvard)  :  On  the  theory  of  conver- 
gence factors  and  some  of  its  applications.  —  F.  W.  Owens  (Chi- 
cago) :  The  introduction  of  idéal  éléments  and  construction  of  pro- 
jective  w-space  in  terms  of  a  plane  System  of  points  involving 
order  and  Desargues's  theorem.  —  E.  C.F.  Phillips  (Johns  Hop- 
kins)  :  On  the  pentacardioid.  —  J.  H.  Scarborough  (Vanderbilt)  : 
The  computation  of  the  orbit  of  planet.  —  H.  L.  Slobin  (Clark)  : 
On  plane  quintic  curves.  —  Miss  M.  E.  Sinclair  (Chicago)  :  Ou  a 
compound  discontinuons  solution  connected  with  the  surface  of 
révolution  of  minimum  area.  —  Miss  A.  li.  Van  Benschoten  (Cor- 
nell) :  The  birational  transformations  of  algebraic  curves  of  genus  4. 

—  N.  R.  WiLSON  (Chicago)  :  Isoperimetric  problems  which  are 
reducible  to  non-isoperimetric  problems.  —  H.  (^.Wolff  (Wiscon- 
sin)  :  The  continuons  plane  motion  of  a  liquid  bounded  by  two  right 
lines.  — Miss  E.  R.  Wortington  fYaleî  Some  theorems  on  sur 
faces. 

D'après  le  journal  Science  le  nombre  total  des  doctorats  a  été 
de  360,  dont  184  pour  les  sciences  (22  pour  les   mathématiques). 

Prix  WOLFSKEHL  concernant  le  grand  théorème  de  FERMAT. 

Nous  avons  annoncé,  il  y  a  un  an,  que  la  Société  scientifique 
de  Gottingue  a  reçu  d'un  mathématicien,  P.  Wolfskehl,  décédé  à 
Darmstadt,  une  somme  de  100,000  marks,  qui  sera  délivrée  à  éelui 
qui  donnera  le  premier  une  démonstration  du  grand  théorème  de 
Fermât.  Voici  quelques  extraits  des  conditions  du  concours  : 

«  Dans  son  testament,  M.  P.  Wolfskehl  observe  que  Fermât 
(Œnçres^  Paris,  1891,  t.  1,  p.  291,  observ.  11)  affirme  rnutatis  mu- 
tantis  que  Téquation  .r^+y»  =  s"  n'a  pas  de  solutions  entières 
pour  tous  les  exposants  n  qui  sont  des  nombres  premiers  impairs. 
Il  y  a  lieu  de  démontrer  ce  théorème  soit  en  général,  suivant  les 
idées  de  Fermât,  soit  en  particulier,  conformément  aux  recherches 
de  Kummer  [Journal  de  Crelle,  t.  40,  p.  130  et  suiv.  ;  Abh.  der 
Akad,  d.  Wiss.y  Berlin,  1857),  pour  tous  les  exposants  n  pour  les- 
quels il  a,  en  somme,  une  valeur.  Pour  plus  amples  renseigne- 
ments, consulter  :  Hilbert,  Théorie  der  algebraischen  /.ahlkôrper 
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(Jahresb,  der  deiitschen  Mathematiker'Vereinigung^  t,  I\\  1894- 
1895,  S  172-173,  et  Encyklopâdie  der  Mathematischen  l Visse nschaf- 
ten,  Bd.  /,  Teil.  2,  Arithmetik  und  Algebra,  1900-1904,  IC.  4Z>, 
p.  713). 

«  La  londation  du  prix  a  lieu  sous  les  conditions  suivantes  :  La 
Kônigliche  Gesellschafï  der  Wissenschaften  in  Gôttingen  décidera  en 
toute  liberté  à  qui  le  prix  doit  être  attribué.  Elle  refuse  d'accepter 
tout  manuscrit  ayant  pour  objet  de  concourir  à  l'obtention  du  prix 
du  théorème  de  Fermât  ;  elle  ne  prendra  en  considération  que  les 
Mémoires  mathématiques  qui  auront  paru  sous  forme  de  ipono- 
graphie  dans  des  journaux  périodiques  ou  qui  sont  en  vente  sous 
forme  de  volumes,  en  librairie.  La  Société  prie  les  auteurs  de 
pareils  Mémoires  de  lui  en  adresser  au  moins  cinq  exemplaires 
imprimés. 

«  L'attribution  du  prix  par  la  Société  aura  lieu  au  plus  tAt  deux 
ans  après  la  publication  du  Mémoire  à  couronner.  Cet  intervalle 
de  temps  a  pour  but  de  permettre  aux  mathématiciens  allemands 
et  étrangers  d'émettre  leur  opinion  au  sujet  de  l'exactitude  de  la 
solution  publiée.  » 

Les  lecteurs  qui  désirent  des  renseignements  plus  complets, 
pourront  consulter  les  Math.  Ann.  (1908 1,  ou  le  Jahresher,  der 
detitschen  Matheniatiker-Vereinignng  (1908,  p.  111  à  113);  ils  y 
trouveront  quelques  remarques  de  M.  Klein,  dans  lesquelles  le 
savant  professeur  insiste,  entre  autre,  sur  le  fait  qu'il  s'agit  d'une 
étude  scientifique  basée  sur  la  décomposition  en  facteurs  des 
nombres  algébriques  et  se  rattachant  nécessairement  aux  travaux 
cités  plus  haut.  Le  désir  de  gagner  100,000  marks  est  évidemment 
beaucoup  plus  répandu  que  la  compréhension  des  théories  fonda- 
mentales des  mathématiques  modernes.  Aussi,  comme  on  devait 
s'y  attendre,  plusieurs  centaines  de  soi-disantes  démonstrations 
sont  déjà  parvenues  à  la  Société  scientifique  de  Gôttingue.  La  par- 
ticipation des  mathématiciens  proprement  dits  est  en  réalité  très 
faible.  Les  envois  sont  dus  à  des  étudiants  ou  étudiantes,  des 
ingénieurs,  directeurs  de  banques,  etc. 

La  Société  scientifique  de  Gottingue  ne  publiera  pas  de  rapport 
sur  les  envois  qu'elle  continuera  sans  doute  à  recevoir  encore 
pendant  longtemps.  S'il  y  a  lieu,  elle  se  bornera  à  faire  connaître 
le  lauréat  dans  le  délai  indiqué  ci-dessus. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  P.  BouTRoux  est  chargé  du  cours  de  Mécanique  .rationnelle 
à  l'Université  de  Poitiers,  en  remplacement  de  M.  Lbbesgue,  qui 
prend  la  chaire  de  Calcul  diflFérentiel  et  intégral. 

M.  C.  Caratheodorv,  privat-docenl,  est  nommé  professeur  à 
l'Université  de  Bonn. 
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M.  G.  Darboux,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  est  nommé  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Halle. 

M.  G. -II.  Darwin,  de  Cambridge,  est  nommé  membre  corres- 
pondant de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

M.  GouRSAT,  répétiteur  adjoint,  est  nommé  répétiteur  titulaire 
d'Analyse  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  en  remplacement  de 
M.  H.  Laurent,  décédé: 

M.  Hagen,  directeur  de  l'Observatoire  du  Vatican,  est  nommé 
membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Halle. 

M.  W.  Hartwell  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  ma- 
thématique à  l'Université  de  Kansas,  E.-U, 

M.  Helmert,  directeur  de  l'Institut  géodésique  de  Potsdam,  est 
nommé  membre  associé  étranger  de  la  Royal  Society  de  Londres. 

M.  Herglotz,  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Got- 
tîngue,  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Ecole  technique 
supérieure  de  Vienne. 

M.  Laisant,  répétiteur  auxiliaire  de  Mécanique,  est  nommé 
répétiteur  titulaire  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  en  remplace- 
ment de  M.  FouRET,  admis  à  la  retraite. 

M.  G.  LoRiA,  professeur  à  l'Université  de  Gènes,  est  nommé 
membre  honoraire  de  la  Société  mathématique  d'Amsterdam. 

M.  E.  Maillet,  répétiteur  auxiliaire  d'Analyse,  est  nommé  répé- 
titeur adjoint  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  en  remplacement 
de  M.  Goursat,  nommé  répétiteur  titulaire. 

M.  Ernst  Neumaxn,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  pro- 
fesseur ordinaire  à  l'Université  de  Marbourg. 

M.  Erliard  Schmidt  (Dorpatl,  privat-docent  à  l'Université  de 
Bonn,  est  nommé  professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Zurich. 

M.  ScHUR,  de  l'Ecole  technique  supérieure  de  Karlsruhe,  est 
nommé  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg,  en  remplacement 
de  M.  Reye,  admis  à  la  retraite. 

M.  Volterra,  de  l'Université  de  Rome,  est  nommé  membre  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Halle. 
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Rapport  sur  la  réforme  de  renseignement  mathématique 
dans  les  universités  autrichiennes'. 

«  I^e  Dombre  des  professeurs  de  mathématiques  et,  par  suite.  l'organisa- 
tion de  l'enseignement  de  cette  branche  fondamentale  dans  les  facultés  de  phi- 
losophie des  universités  autrichiennes  est  bien  loin  de  satisfaire  aux  exigen- 
ces, même  les  plus  modestes,  de  la  science  moderne.  Aussi,  lorsque  la 
Faculté  de  Philosophie  de  l'Université  de  Cracovîe  proposa  aux  autres  uni- 
versités de  présenter  au  Ministère  de  l'Instruction  publique  un  rapport  sur 
ce  sujet,  sa  proposition  rencontra-t-elle  une  approbation  générale. 

Depuis  un  demi-siècle,  les  exigences  auxquelles  doit  satisfaire  renseigne- 
ment des  mathématiques  à  l'Univerëité  se  sont  profondément  modifiées  et 
multipliées. 

Si  l'enseignement  universitaire  des  Mathématiques,  considérées  comme 
branche  principale,  veut  répondre  d'une  façon  rigoureuse  aux  exigences  mo- 
dernes, il  ne  doit  plus  être  la  simple  continuation  de  l'enseignement  au  gym- 
nase ;  il  faut,  nu  contraire,  qu'il  s'occupe  aussi  des  Mathématiques  élémen- 
taires, brièvement  il  est  vrai,  mais  d'une  façon  rigoureusement  scientifique. 
En  d'autres  termes,  il  faut  consacrer  actuellement  un  certain  nombre  d'heures 
à  l'enseignement  des  mathématiques  élémentaires. 

En  outre,  de  nouvelles  branches  mathématiques  se  sont  développées  et 
l'importance  scientifique  qu'elles  ont  actuellement  est  si  réelle,  qu'elles  doi- 
vent être  introduites  nécessairement  dans  les  programmes  d'une  manière  ré- 
gulière. Comment  pourrait-on.  par  exemple,  laisser  de  côté  dans  l'enseigne- 
ment universitaire  la  nouvelle  Théorie  des  fonctions  ou  \a  Géométrie  synthé- 
tique? L'enseignement  de  ces  nouvelles  branches  exige  nécessairement  des 
heures  supplémentaires.  Mais,  en  raison  du  caractère  déductif  des  mathéma- 
tiques, on  ne  dispose  que  de  peu  de  place  pour  les  branches  nouvelles  dans 
l'ensemble  des  cours  actuels  ;  d'autre  part,  il  est  nécessaire  que  les  cours  élé- 
mentaires soient  donnés  chaque  année,  d'autant  plus  qu'ils  sont  indispensa- 
bles aux  étudiants  qui  désirent  suivre  avec  profit  l'enseignement  de  la' Physi- 
que. Or  cela  n'est  possible  qu'avec  un  nombre  suffisant  de  professeurs. 

Mais  il  y  a  encore  une  autre  raison  pour  laquelle  l'enseignement  des  Ma- 
thématiques, considérées  comme  branche  principale,  exige  un  plus  grand 
nombre  de  professeurs.  De  même  que  l'Histoire  naturelle  ou  les  sciences 
historiques,  les  Mathématiques  se  sont  différenciées,  à  l'heure  actuelle  si 
profondément,  qu'on  doit  les  diviser  eu  plusieurs  branches  spéciales  différant 


*  Ce  rapport  a  été  rédigé,  sur  Tinitiative  de  rUniveraité  de  Cracovie,  dans  uno  réunion 
tenue  à  Vienne  par  les  délégués  des  différentes  Facultés  de  Philosophie  dft  l'Autriche  [Czer- 
nowitz.  Grtkz,  Innsbruck,  Craeovio,  Lcmberg,  Prague  (univ.  allem.;,  Prague  (univ.  bohème), 
Vienne].  Il  a  été  transmis  aux  Ministères  de  l'Instruction  publique  et  des  Finances,  après 
avoir  été  approuvé  à  l'unanimité  par  les  dites  Facultés.  —  (La  Red.) 
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entre  elle»  par  le  contenu  et  Isi  méthode.  Il  faut  distinguer  pour  le  moins  dans 
les  Mathématiques  pures  les  trois  grands  domaines  suivants  : 

1»  Théorie  des  nombres  et  Algèbre  supérieure. 

2o  L'Analyse  supérieure,  qui  comprend  le  Calcul  différentiel  et  intégral, 
la  théorie  des  équations  différentielles,  le  Calcul  des  variations,  la  Théorie 
des  fonctions,  etc. 

^o  La  Géométrie  analytique  et  synthétique,  y  compris  la  théorie  des  grou- 
pes de  transformation. 

Eu  dehors  de  ces  domaines,  appartenant  aux  Mathématiques  pures,  il  fau- 
drait encore  mentionner  celles  des  branches  des  Mathématiques  appliquées 
qui  ne  peuvent  être  enseignées  que  par  des  spécialistes,  étant  donné  leur 
relation  étroite  avec  les  Mathématiques  pures.  Parmi  celles-ci  il  faut  nommer 
avant  tout,  abstraction  faite  de  TAstronomie  théorique  et  de  la  Physique 
mathématique  : 

lo  Le  Calcul  des  probabilités  y  compris  ses  applications  diverses. 

2^  La  Mécanique  analytique,  et  enfin, 

3<»  La  Géométrie  descriptive  et  les  diverses  méthodes  graphiques  (Stati- 
que graphique,  méthodes  graphiques  d'intégration),  d'une  importance  capi- 
tale pour  la  conception  de  l'espace. 

Si,  d'une  part,  l'on  tient  compte  du  fait  qu'aucun  mathématicien,  exception 
faite  de  quelques  rares  esprits  de  génie,  ne  peut  posséder  à  fond  plus  d'un 
des  domaines  mentionnés  ;  si  l'on  considère  d'autre  part  qu'un  enseignement 
captivant,  capable  d'inspirer  à  l'auditeur  l'amour  de  la  science  et  de  Tini- 
tier  à  la  méthode  d'investigation,  ne  peut  être  donné  que  par  un  professeur 
s'adonnant  lui-même  aux  recherches,  on  comprendra  qu'il  est  impossible  que 
toute  la  charge  de  l'enseignement  des  Mathématiques  ne  soit  supportée  que 
par  deux  professeurs. 

Considérons  maintenant  les  Mathématiques  comme  branche  secondaire,  A 
ce  propos,  il  faut  appuyer  sur  le  fait  que  l'importance  des  Mathématiques 
pour  les  autres  sciences  s'est  considérablement  accrue  depuis  un  demi-siècle. 
La  Physique,  et  avec  elle  les  Mathématiques,  se  sont  profondément  intro- 
duites dans  les  sciences  naturelles  (physiques  et  chimiques)  et  s'y  introduisent 
tous  les  jours  plus  profondément.  Tous  les  naturalistes  devraient  connaître  la 
Thermodynamique,  et  la  Chimie  théorique  n'est  accessible  aujourd'hui  qu'aux 
personnes  versées  dans  cette  science.  Mais  alors  il  ne  peut  être  question, 
pour  l'étudiant,  de  Thermodynamique,  sans  qu'il  possède  certaines  connais- 
sances du  Calcul  différentiel  et  intégral.  Il  faut  donc  que  ceux  qui  se  desti- 
nent à  l'étude  des  sciences  naturelles  aient  la  possibilité  d'acquérir  certaines 
connaissances  des  Mathématiques  supérieures.  Or  cet  enseignement  ne  peut 
être  donné  par  aucun  des  cours  du  programme  des  mathématiques  considé- 
rées comme  branche  principale.  En  effet,  en  raison  du  peu  de  temps  dont  on 
dispose,  l'enseignement  des  Mathématiques  considérées  comme  branche 
secondaire  doit  être  tout  autre.  On  devra  laisser  une  part  plus  grande  à 
l'intuition;  en  outre,  pour  faciliter  la  compréhension  de  certaines  notions 
et  de  certaines  propositions,  il  ne  faudra  pas  les  traiter  dans  toute  leur 
généralité,  mais  savoir,  au  contraire,  se  limiter  comme  il  convient.  On 
s'est  déjà  rendu  compte  de  cet  état  de  choses  dans  la  littérature  mathémati- 
que; des  auteurs  de  premier  ordre  ont  publié  toute  une  série  de  livres 
d'études  conformes  à  cet  ordre  d'idées,  en  allemand,  français,  italien  et  an- 
glais (Lorentz,  Appell,  Burkhardt,  Nernst  et  SchAnflîes.  Perry,  etc.). 

En  d'autres  termes,  l'enseignement  des  .Mathématiques  considérées  comme 
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branche  sccoiidnire,  doit  posséder  uuc  organisation  spéciale,  indépendante 
de  celle  concernant  l'enî^e  igné  ment  des  Mathématiques  considérées  comme 
branche  principale. 

Pour  déterminer  le  nombre  minimum  de  professeurs  pouvant  fournir  un 
enseignement  répondant  dans  une  certaine  mesure  aux  besoins  qui  viennent 
d'être  mentionnés,  nous  devons  nous  représenter  le  programme  qui  s'y 
rapporte.  Les  particularités  d'un  tel  programme  dépendront  naturellement 
des  vues  personnelles  des  professeurs  en  question  et  des  circonstances  parti- 
culières auxquelles  ce  programme  devra  se  soumettre  dans  chaque  université. 
Cependant,  en  ce  qui  concerne  seulement  les  Mathématiques  pures,  il  ne  dif- 
férerait pas  essentiellement  dn  modèle  suivant.  (Pour  abréger  l'exposé,  nous 
indiquons  la  division  des  études  par  années  et  non  pas  par  semestres). 

Plan  d'un  programme  normal  d'études  a  l'université. 

Première  année.  —  Introduction  à  l'Analyse  mathématique  et  au  Calcul  dif- 
férentiel, éléments  du  Calcul  intégral,  avec  exercices,  5  heures  par  semaine. 

Introduction  à  la  Géométrie.  Premiers  principes  de  la  Géométrie  analyti- 
que et  synthétique,  avec  exercices,  3  heures  par  semaine. 

En  outre  : 

Un  cours  de  mathématiques  pour  les  étudiants  eu  sciences  naturelles  (phy- 
siques et  chimiques),  avec  exercices,  5  heures  par  semaine. 

Deuxième  année.  —  Calcul  intégral  et  premiers  principes  de  la  théorie 
des  foncUious  de  variables  complexes,  avec  exercices,  5  heures  par  semaine. 

Géométrie  analytique  et  Géométrie  différentielle,  avec  exercices,  5  heures 
par  semaine. 

Propriétés  principales  des  équations  algébriques  et  éléments  de  la  théo- 
rie des  nombres,  avec  exercices,  3  heures  par  semaine. 

Troisième  et  quatrième  année,  et  ésfentuellement  années  subséquentes,  — 
Cours  supérieurs  sur  la  théorie  des  équations  différentielles,  le  Calcul  des 
variations,  la  théorie  des  fonctions,  la  théorie  des  groupes  de  transforma- 
tion, sur  les  principes  de  l'Arithmétique  et  de  la  Géométrie,  etc.,  au  moins 
3  heures  par  semaine. 

Séminaire  pour  l'Analyse  mathématique,  2  heures  par  semaine. 

Séminaire  pour  la  Géométrie,  2  heures  par  semaine. 

Séminaire  pour  la  théorie  des  nombres  et  l'Algèbre  supérieure.  2  heures 
par  semaine. 

Mais  il  faut  encore  bien  spécifier  que  le  programme  ci-dessus  mentionné 
n'indique  que  ce  qui  est  absolument  nécessaire  aux  futurs  maitres  de  gym- 
nu  ses  ;  si  l'on  veut  obtenir  une  préparation  plus  étendue,  ce  qui  est  du  reste 
la  tâche  principale  de  l'université,  il  faut  encore  augmenter  ce  programme 
de  toute  une  série  de  cours  sur  les  domaines  spéciaux  des  mathématiques 
pures  et  sur  les  différentes  branches  des  mathématiques  appliquées. 

Le  programme  indiqué  ne  correspond  donc  qu'à  un  minimum.  Or,  l'exécu- 
tion d'un  tel  programme  demande  au  moins  trois  professeurs,  et  encore  ce 
nombre  ne  suffit-il  que  si  deux  de  ces  trois  chaires  disposent  chacune  d'un 
assistant;  les  exercices  correspondant  aux  cours  élémentaires  devront  être 
dirigés  en  effet  par  les  assistants  sous  le  contrôle  des  professeurs.  Car,  pour 
que  les  exercices  soient  vraiment  profitables,  il  faut  qu'ils  soient  individua- 
lisés, comme  c'est  le  cas  depuis  longtemps  dans^les  écoles  supérieures  tech- 
niques pour  toutes  les  branches  pratiques  et  pour  la  Géométrie  descriptive. 
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C'est-à-dire  quil  ue  suffit  pas  d'exécuter  dans  la  salle  de  cours  des  exem- 
ples au  tableau  noir  avec  un  ou  plusieurs  étudiants,  mais  il  faut  leur  propo- 
ser un  choix  d'exemples  parmi  lesquels  ils  prendront  alors  d'eux-mêmes  les 
problèmes  à  résoudre  sous  la  direction  personnelle  du  professeur  et  de  l'as- 
sistant. L'activité  personnelle,  même  à  un  degré  si  faible,  est  une  condition 
particulièrement  nécessaire  s^u  futur  maître,  car  il  devra  apporter  lui-même, 
dans  son  enseignement,  de  la  sûreté  et  de  l'entrain.  D'autre  part,  la  réforme 
proposée  pour  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  écoles  s>econdaires 
exige  aussi  préalablement  une  préparation  conforme  du  maître. 

Etant  donné  que  dans  tout  pays  l'instruction  publique  dans  son  ensemble 
dépend  en  première  ligne  de  l'enseignement  dans  les  universités,  c'est-à- 
dire  qu'une  bonne  organisation  de  l'enseignement  universitaire  est  d'une  im- 
portance capitale  pour  Tinstruction  générale,  les  Facultés  de  Philosophie 
des  universités  autrichiennes  estiment  qu'il  est  urgent  de  satisfaire  ces  exi- 
gences de  l'enseignement  universitaire. 

Il  devrait  donc  y  avoir  au  moins  trois  chaires  de  mathématiques  dans  la 
Faculté  de  Philosophie  de  toute  université  autrichienne,  avec  les  attribu- 
tions suivantes  : 

1)  Pour  la  théorie  des  nombres  et  l'algèbre  supérieure, 

2)  pour  l'Analyse  mathématique, 

3)  pour  la  Géométrie. 

Au  moins  deux  de  ces  chaires  devront  être  des  chaires  ordinaires  pourvues 
d'assistants. 

Mais,  comme  dans  tout  grand  pays,  il  doit  y  avoir  des  universités  pou- 
vant offrir  aussi  dans  une  plus  large  mesure  des  études  scientifiques  spé- 
ciales, il  est  nécessaire,  qu'en  outre  des  chaires  et  des  places  d'assistants 
qui  viennent  d'être  mentionnées,  les  Facultés  philosophiques  des  grandes 
universités  présentent  aussi,  pour  le  moins,  les  chaires  suivantes  : 

1)  Une  deuxième  chaire  ordinaire  pour  l'Analyse  supérieure, 

2)  une  chaire  ordinaire,  pourvue  d'un  assistant,  pour  les  naathématiques 
appliquées,  chaires  qui  manquent  encore  dans  les  universités  autrichiennes. 

C'est  une  comparaison  avec  les  universités  des  autres  pays  qui  nous  per- 
mettra le  mieux  de  voir  combien  ces  prétentions  sont  modestes.  Pour  établir 
cette  comparaison  sur  une  base  solide,  nous  avons  établi  dans  le  supplément 
un  tableau  des  professeurs  de  mathématiques  pures  et  appliquées  dans  les 
universités  allemandes,  italiennes,  françaises  et  russes;  pour  cela  nous  nous 
sommes  basés  sur  le  «Jahrbuch  Minerva.  »  Pour  l'Autriche,  l'Allemagne, 
ritalie  et  la  Russie,  nous  n'avons  indiqué  que  les  professeurs  ;  pour  la  France, 
par  contre,  nous  y  avons  ajouté  les  «  Chargés  de  Cours»  et  les  «  Maîtres  de 
Conférences  »  et  cela,  parce  que  ces  derniers  doivent  être  considérés  comme 
correspondant  aux  professeurs  extraordinaires  des  universités  autrichiennes, 
allemandes,  italiennes  et  russes.  Parmi  les  universités  italiennes,  nous  avons 
complètement  laissé  de  côté  celles  de  Camerino,  Macerata.  Perrugin,  Sas- 
sari,  Siena  et  Urbino,  car  aucune  de  ces  dernières  ne  renferme  une  w  Facolta 
di  Scienze  fisiche,  matematîche  e  naturali.  »  Avant  d'établir  la  comparaison, 
nous  devons  encore  faire  les  remarques  suivantes  :  il  est  parfois  difficile  de 
savoir  si  telle  ou  telle  chaire  doit  être  considérée  comme  une  chaire  de  ma- 
thématiques; des  difficultés  de  ce  genre  ne  se  rencontrent  pas  dans  les  uni- 
versités autrichiennes,  mais  bien  dans  celles  des  autres  pays  ;  or  il  suffira 
au  connaisseur  de  jeter  un  coup  d'oeil  dans  le  «Jahrbuch  Minerva»  pour  se 
rendre  compte  que  toutes  les  chaires  pour  lesquelles  la  moindre  apparence 
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de  doute  se  présentait,  ont  toujours  été  omises  dans  la  liste  du  supplément. 
Par  conséquent  l'état  actuel  des  choses  dans  les  univei*sités  autrichiennes 
est  encore  passablement  plus  désavantageux  que  ne  le  montre  la  comparai- 
son qui  va  suivre  : 

Du  tableau  général  qui  a  été  placé  à  la  fin  du  Rapport,   nous  pouvons  dé 
duire  les  moyennes  suivantes  : 


Nombre  moyen  des  professeurs  de  mathématiques  pures  et  appliquées 

CALCULÉ    pour    UNE    UNIVERSITÉ    DR    CHAQUE    PATS  ^ 


Professeurs 
ordinaires. 

Professeurs 
exiniordiiiatres . 

TOTAUX 

Autriche 

1.6 

0.4 

2.0 

Allemagne 

2.1 

1.3 

3.4 

Italie 

3.9 

0.5 

4.4 

France 

2.7 

1.0 

3.7 

Russie 

3.7 

0.4 

4.1 

Dans  ce  tableau,  les  professeurs  honoraires  (Honorarprot'essoren)  des  uni- 
versités allemandes,  et,  conformément  à  une  remarque  déjà  faite,  les  a  Char- 
gés de  Cours»  et  les  a  Maîtres  de  Conférences»  des  universités  françaises 
ont  été  comptés  parmi  les  professeurs  extraordinaires. 

La  seule  inspection  de  ce  tableau  démontre  directement,  même  sans  autres 
commentaires,  la  supériorité  manifeste  des  conditions  actuelles  des  univer- 
sités allemandes,  italiennes,  françaises  et  russes  sur  celles  des  universités 
autrichiennes,  même  au  cas  où  les  désirs  exprimés  plus  haut  trouveraient  leur 
satisfaction  de  la  part  du  Ministère.  Mais,  pour  se  rendre  compte  réellement 
du  désavantage  des  universités  autrichiennes  sur  les  universités  françaises, 
il  faut  encore  faire  les  observations  suivantes  : 

Les  Lycées  français  possèdent  une  classe  de  mathématiques  et  une  classe 
de  mathématiques  spéciales;  ces  classes  sont  fréquentées  après  l'obtention 
du  baccalauréat  (diplôme  de  maturité)  par  tous  ceux  qui  se  destinent  aux 
sciences  mathématiques  c^t  sciences  physiques;  dans  ces  classes,  les  élèves 
restent  au  moins  deux  ans,  s'occupent  presque  exclusivement  de  mathéma- 
tiques et  y  apprennent  très  à  fond  l'Arithmétique  théorique,  la  théorie  des 


^  Pour  In  Suisse,  ces  nombres  sont  2,8  ;  0,6  ;  3,5. 
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séries,  la  théorie  des  tractions  continues,  la  théorie  des  fonctions  réelles  de 
variables  réelles,  le  Calcul  diO'érentiel,  l'Algèbre  supérieure  et  la  Géométrie 
analytique  et  synthétique.  Par  conséquent,  plus  de  la  moitié  des  cours  qui 
ont  été  incorporés  dans  le  programme  proposé  plus  haut,  ne  se  trouvent 
pas  dans  les  «Facultés  des  Sciences»  de  France. 

Si  l'on  compare  ensuite  spécialement  l'université  de  Vienne,  ta  seule  qui 
possède  plus  de  deux  professeurs  de  mathématiques,  à  celles  des  autres  pays, 
on  trouve  que  les  universités  suivantes  sont  aussi  bien  et  souvent  mieux  con- 
ditionnées que  celle  de  Vienne  : 

1)  En  Allemagne  :  Fribourg,  Heidelberg,  Munich,  Strasbourg,  Berlin, 
Breslau,  Gôttingue,  Halle,  Leipzig  et  lena. 

2)  En  Italie  :  Bologne,  Catane,  Messine,  Naples,  Padoue,  Palerme,  Pavie, 
Pise,  Rome  et  Turin. 

Ainsi,  dans  ces  deux  pays,  le  nombre  des  universités  mieux  conditionnées 
que  celle  de  Vienne  dépasse  celui  de  toutes  les  universités  autrichiennes. 

3)  En  France  :  Lille,  Nancy,  Paris  et  Toulouse. 

4)  En  Russie  :  Kasan,  Kiev,  Moscou,  Odessa  et  St-Pétersbourg. 

«  En  présence  de  ces  circonstances,  les  Facultés  de  Philosophie  des  univer- 
sités autrichiennes  se  font  un  devoir  d'attirer  l'attention  du  Ministère  sur  le 
fait  que  le  nombre  des  chaires  de  mathématiques  ne  répond  plus  aux  exigen- 
ces scientifiques  et  didactiques  croissantes,  et  qu'à  ce  point  de  vue  1  Autri- 
che est  bien  en  arrière  des  autres  pays  mentionnés.  Chacune  de  nos  univer- 
sités se  rend  compte  de  cet  état  de  choses,  et  présentera,  conformément  à 
ses  besoins*  des  propositions  concernant  l'augmentation  du  nombre  des  chaire? 
de  mathématiques.  Les  Facultés  de  philosophie  de  toutes  les  universités  au- 
trichiennes prient  le  Ministère,  auquel  sont  confiés  tous  les  intérêts  scienti- 
ques  du  pays,  de  défendre  avec  insistance  la  réalisation  de  ces  propositions.» 

Note  de  la  Rsdactio?i.  —  Le  Rapport  est  suivi  d'un  supplément  contenant 
les  noms  des  professeurs  de  mathématiques  pures  et  appliquées  des  univer- 
sités autrichiennes,  allemandes,  italiennes,  françaises  et  russes.  Nous  le  résu- 
merons en  un  tableau^  donnant  le  nombre  des  chaires  de  mathématiques. 


* 
*       • 


Ce  rapport  montre  t/ue  dans  fa  plupart  des  universités  autrichiennes,  l'en- 
seignement mathématique  est  encore  insuffisant.  Les  réformes  proposées  en  vue 
d'une  meilleure  organisation  des  études  ont  V avantage  d'être  à  la  fois  très 
rationnelles  et  fort  modestes;  aussi,  peut-on  espérer  qu'elles  seront  bien  ac' 
cueillies  et  réalisées  dans  un  avenir  très  prochain. 

Dans  d'autres  pays  des  réformes  analogues  sont  désirables,  aussi  avons- 
nous  cru  utile  de  signaler  ici  cette  démarche  collective  et  unanime  des  uni- 
versités autrichiennes.  Leur  rapport  constitue  un  document  précieux  qui 
sera  examiné  avec  profit  par  tous  ceux  qui  travaillent  à  la  réorganisation  de 
l'enseignement  mathématique.  A  l'appui  de  leur  demande  les  auteurs  peu^ 
vent  encore  rappeler  le  vœu  suivant  adopté  à  l'unanimité  par  le  3"»«  Congrès 
international  des  mathématiques,  (Heidelberg.  190^)  :  «  Le  3"»«  Congrès 
exprime  sa  plus  vive  sympathie  aux  efforts  des  mathématiciens  tendant  à 
obtenir  partout   les  moyens  indispensables  aux  études  mathématiques  sous 


*■  Pour  la  Suisse  leit  nombres  eorrespoadants  sont  :  Bâle  (3;  0;  3);  Berne  (3;  2;  5)  ;  Genève 
(2 ;  0 ;  2) ;  Lausanne,  Faculté  teclinique  (3 ;  1 :  4) ,  Zurîcli,  Ecole  polyt.,  section  normale  (5;  0 ;  *>)  ; 
Zuricli,  univeralttî  (1 :  1 :  2).  —  (RèdJ 
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r  forme  moderne  (nombre  sufCsiiul  de  chuires.  bcbliolh^ques  bien  rourDieK. 
les  de  dessin   el  de  travaux    pratiques,  colleclions   de  luodi'l 


ne  les  Gouverne  m  en) 
■appui  qui  leuj 


t  Autorités  scolaires  donnen 
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6 
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Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  1908-1909. 

(Suite), 

AUTRICHE-HONGRIE 

6raz.  —  Da.?ïtsgher:  AUgemeioe  Arithmetik  (auch  fur  Naturhistoriker  etc.), 
Einleitung  in  die  Analysis,  5  ;  Math.  Seminar,  2.  —  Daublebsky  v.  Ster- 
MECK  :  Algebra,  4  ;  Ausgew.  Kapîtel  der  Integralrechnung,  1  ;  Math.  Semi- 
nar, 2.  —  Streissler  :  Darst.  Géométrie  (Zentralprojektion),  3. 

Innsbruck.  —  Gmeinbr  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  3  ;  Zahlentheo- 
rie,  3  ;  Uebungen  im  math.  Seminar,  2.  —  Zindler  :  Anwendungen  der  Diff. 
und  der  lotegralrechnung  auf  Géométrie  und  Bewegungslehre,  6  ;  Math. 
Seminar,  1.  —  Menger  :  Linearperspektive,  4. 

Prag.  Deutsche  Unisse rsitàt.  —  Pick  :  Uebersicht  der  Infinitesimairech- 
nung,  3  ;  Gruppentheorie  und  algebr.  Gleichungen,  2  ;  Seminar,  2.  —  Grûk- 
WA.LD  :  Elemente  der  Differentiaigeonietrie,  3  ;  Ausgew.  Kapitel  aus  der  ana- 
lyt. Géométrie,  2.  —  Wkinek  :  Ueber  Refraktion,  Aberration,  Praecession 
und  Nutation,  3.  —  Opp£?(iieim  :  Einf.  in  die  Théorie  der  Kartenprojektionen, 
1  ;  Niedere  und  Einleitung  in  die  hôh.  Geodsisie,  2. 

Wien  ;  Universitàt.  — v.  Escherich  :  Einl.  in  die  Difl*.  u.  lutegralrechnung, 
5;  Proseminar,  1;  Seminair,  2;  Mrrtrns  :  Zahlentheorie,  5;  Uebungen  im 
math.  Seminar,  2;  Ueb.  im  math.  Proseminur,  1.  —  Wirtinger  :  Funkionen- 
théorie,  5  ;  Math.  Seminar,  2  ;  Math.  Proseminar,  1.  —  Kohn  :  Einleitung 
in  die  synth.  Géométrie,  4  ;  Ueb.  zu  dieser  Yorlcsung,  1  ;  Kontinuierliche 
Gruppen,  2.  —  Tauber  :  Versicherungsroathemathik,  4.  —  Blaschke  :  Einf. 
in  die  mathematische  Statistik,  I.  3.  —  Hahn  :  Yariationsrechnung.  3,  und 
V.  SciiRUTKA  :  Besprechuug  neuerer  math.  Arbeiten,  2.  —  Hanni  :  Théorie 
der  ganzen  transzendenten  Funktionen,  2.  —  v.  Schrutka  :  Théorie  und  An- 
wendung  der  Determinanten,  1.  —  v.  Heppbrger  :  Sphâr.  Astronomie,  4. 
Geogr.  Ortsbestimmung,  1.  —  Schram  ;  Astron.  Chronologie  (mit  beson- 
derer  Rûcksicht  auf  Historiker),  1.  —  Prey  :  Die  Figur  der  Erde,  2.  — 
Herz  :  Bahnbestimraung,  1. 

FRANCE 

Paris  ;  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  de  malhématiqurs  du  l^i*  semestre 
1908-09  (Ouverture  le  3  novembre  1908)-  —  G.  Darboux  :  Des  principes 
généraux  de  la  Géométrie  infinitésimale.  Il  étudiera  en  particulier  la  théorie 
des  systèmes  triples  orthogonaux.  (2  leçons  par  semaine).  —  Goursat  :  Des 
opérations  du  Calcul  différentiel  et  intégral.  Eléments  de  la  Théorie  des 
Fonctions  analytiques  (2). —  P.  Painlevé  :Des  lois  générales  de  l'équilibre  et 
du  mouvement.  (2) —  P.  Appell  :  Partie  du  Cours  de  mathématiques  générales. 
(2)  —  L.  Raffy  :  Théorie  des  courbes  gauches  et  propriétés  des  lignes  tracées 
sur  les  surfaces. (1)  —  H.  Poincaré  :  Théorie  des  marées. (2)  —  J.  Boussinesq  : 
Propriétés  thermomécaniques  de»  corps  et  Courants  de  convection  calori- 
fiques. (2)  —  G.  Kœnigs  :  Des  moteurs  thermiques  (2).  —  E.  Borel  :  Théorie 
du  prolongement  analytique  et  ses  généralisations,  quelques  applications 
du  calcul  des  probabilités  à  la  statistique  et  aux  sciences  expérimentales  (2). 
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Conférences.  —  L.  Raffy  :  Conférence  en  vue  du  Certificat  de  Géométrie 
supérieure  (1)  et  en  vue  du  Certificat  du  Calcul  différentiel  et  intégral  (1). 

—  Hadama-rd  :  Conférences- de  Calcul  différentiel  et  intégral  (1)  et  d'analyse 
supérieure  (l). —  P.  Puiseux  :  Conférences  sur  la  mécanique  (2).  —  Blutel: 
Conférences  en  vue  du  Certificat  de  mathématiques  générales  (2).  —  Serva^it: 
Conférences  de  Mécanique  physique  et  expérimentale  et  travaux  pratiques.  (1) 

—  Caron  :  Travaux   graphiques  du  Ortificat  de  Géométrie  supérieure  (1). 
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Annnaire  dn  Bureau  des  Longitades  ponr  1909.  —  1  vol.  in-16o,  de  plus 

de  950  p..  avec  figures  et  planches  ;  1  fr.  50  (franco  1  fr.  85)  ;  Gauthier- 
Villars,  Paris. 

Suivant  l'alternance  adoptée,  ce  volume,  contient,  outre  les  données  astro- 
nomiques, des  Tableaux  relatifs  à  la  Physique,  à  la  Chimie,  à  l'Art  de 
l'ingénieur.  Cette  année,  nous  signalons  tout  spécialement  les  Notices  de 
M.  G.  Bigourdan  :  Les  Étoiles  variables,  et  celle  de  M.  Ch.  Lallemand  : 
Mouvements  et  déformations  de  la  croûte  terrestre. 

Oeuvres  de  Charles  Hermite,  publiées  sous  les  auspices  de  l'académie  des 
sciences  par  Emile  Picard.  Tome  II,  1  vol.  8",  520  pages  avec  un  portrait  ; 
18  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Comme  pour  le  tome  premier  M.  Picard  a  groupé  les  mémoires  à  peu 
près  dans  l'ordre  chronologique.  Ces  mémoires,  qui  vont  de  1858  à  1872,  se 
rapportent  principalement  aux  remarquables  travaux  d'Hermite  sur  la  réso- 
lution de  l'équalion  du  5"°«  degré,  la  théorie  des  équations  modulaires,  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  un  certain  nombre  d'autres  questions 
d'Algèbre  et  d'Analyse  supérieures  qui  faisaient,  à  cette  époque,  l'objet 
des  recherches  du  grand  géomètre.  M.  E.  Picard  y  a  joint  des  Notes 
publiées  par  Hermite  dans  différents  Ouvrages,  quelques  pages  de  son 
Cours  d'Analyse  de  V Ecole  polytechnique  et  une  lettre  à  M.  Jules  Tannery 
se  rapportant  aux  fonctions  modulaires.  Le  texte  et  les  épreuves  ont  été 
revus  avec  soin  par  M.  Bourg^t  qui  a  refait  ou  tout  au  moins  contrôlé  tous 
les  calculs. 

En  tète  de  l'Ouvrage,  les  éditeurs  ont  placé  un  portrait  d'Hermite  qui  le 
représente  aux  environs  de  sa  cinquantième  année. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit  pour  le  premier  volume,  la  lecture  des  mé- 
moires d'Hermite  est  d'un  grand  intérêt  non  seulement  pour  tous  les  mathé- 
maticiens, mais  aussi  pour  l'étudiant  bien  doué  qui  désire  s'initier  aux 
recherches  d'Algèbre  et  ^d'Analyse  supérieures. 

GoMEs  Teixeira.  —  Obras  sobre  Mathematica  publica  das  por  ordem  do 

Governo  Portuguès.  Volume  IV :  Traité  des  courbes  spéciales  remar» 
quables,  planes  et  gaucUes,  tome  f.  —  1  vol.  gr.  in-4",  '«01  p.  ;  20  fr.  ; 
Imprenia  da  Universidado,  Coinibre. 
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Ce  tome  [V  des  Oeuvres  mathématiques  de  M.  Gomes  Tkixbira  est  en* 
tîèremeot  consacré  à  la  traduction  revue  et  augmentée  du  Tratado  de  las 
curvas  especiales  notables,  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  de  Madrid 
en  1899.  Celle-ci  avait  proposé,  en  1892  et  en  1895,  le  travail  suivant  :  faire 
un  «  Catalogue  méthodique  de  toutes  les  courbes  d'une  classe  quelconque 
ayant  reçu  un  nom  spécial,  avec  une  idée  succinte  de  la  forme,  des  équations, 
et  des  propriétés  générales  de  chacune  d'elles,  et  une  notice  des  ouvrages 
ou  des  auteurs  qui  en  ont  fait  la  première  mention  ». 

Le  nouvel  exposé  que  publie  actuellement  M.  Teixeira  comprendra  deux 
volumes.  Le  premier,  qui  fait  l'objet  du  présent  compte  rendu,  est  consacré 
à  l'étude  des  courbes  algébriques  planes  d'après  le  programme  ci-dessus. 
Oo  y  trouvç  une  ét^ide  très  approfondie  de  cubiques  et  de  quartiques,  ainsi 
que  de  quelques  courbes  du  6"^«  et  du  8™*  degré. 

Dans  chacune  de  ces  classes  l'auteur  a  résumé  un  grand  nombre  de  courbes 
remarquables*  dont  il  étudie  la  forme,  la  construction,  la  rectification,  la 
quadrature,  ainsi  que  les  principales  propriétés  ;  il  a  soin  d'y  joindre  tou- 
jours les  indications  historiques  relatives  à  la  courbe.  II  considère  aussi  les 
relations  de  chaque  courbe  avec  les  autres. 

Dans  un  second  volume  M.  Teixeira  réunira  de  nombreuses  courbes 
transcendantes  planes,  quelques  classes  de  courbes  planes  et  les  courbes 
gauches  les  plus  remarquables. 

Cette  étude  méthodique  des  courbes  les  plus  remarquables  représente 
un  travail  considérable.  Elle  sera  particulièrement  bien  accueillie  par  les 
professeurs  qui  cherchent  à  renouveler  leurs  exercices  et  problèmes  de  Géo> 
métrie  analytique  et  d'applications  géométrique  du  Calcul  différentiel  et 
intégral.  H.  F. 

G.  Arroux.   —  Arithmétique  graphiipie.    Les  espaces  arithmétiques,  leurs 
transformations .  (Essais  de  psychologie  et  de  mét.iphysique  positives).  — 

I  vol.  gr.  in  8'».  XII  -|-  84  p.;  3  fr.  :  Gauthier-Villars.  Paris. 

Nous  avons  signalé  ici-méme  (9«  année,  p.  326)  l'apparition  du  deuxième 
volume  de  l'Arithmétique  graphique,  consacré  à  l'étude  des  fonctions  arith- 
métiques et  des  congruences.  On  se  rappelle  le  rôle  qu'ont  joué  dans  cette 
étude  les  assemblages  de  points  ou  de  cases  appelés  espaces  arithmétiques, 
qui  dans  le  cas  du  plan  se  réduisent  aux  réseaux  de  carrés.  C'est  la  consi- 
dération de  ces  espaces  arithmétiques  qui  a  permis  à  M.  Amoux  de  deviner, 
de  retrouver  et  de  découvrir  les  propriétés  des  nombres  entiers  et  des  con- 
gruences qu'il  établit  dans  les  deux  premiers  volumes  de  son  Arithmétique 
graphique. 

II  était  utile  de  réunir  les  propriétés  essentielles  de  ces  espaces  arithmé- 
tiques. C'est  ce  que  MM.  Arnoux  et  Laisant  se  sont  proposé  de  faire  en 
publiant  ce  troisième  volume  de  l'Arithmétique.  Tandis  que  les  deux  pre- 
miers volumes  contiennent  surtout  des  applications  des  méthodes  imaginées 
par  M.  Amoux,  le  3*  volume  rédigé  aussi  en  grande  partie  par  M.  Laisant 
est  consacré  à  l'étude  des  espaces  arithmétiques  en  eux  mêmes. 

Pour  simplifier,  les  auteurs  s'occupent  plus  spécialement  des  espaces 
arithmétiques  à  deux  dimensions.  Mais  ils  montrent  comment  les  résultats 
obtenus  s'étendent  aux  espaces  arithmétiques  à  un  nombre  quelconque  de 
dimensions.  Les  procédés  delà  géométrie  analytique  peuvent  être  appliqués 
à  cette  étude,  car  de  même  qu'en  géométie  analytique,  les  positions  des  élé- 
ments constitutifs   des  espaces   arithmétiques  sont  définies  par  leurs  coor- 
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données.  Sealement  ces  coordonnées  sont  des  nombres  entiers.  Mais  c'est  la 
théorie  des  vecteurs  qui  fournit  l'instrument  de  recherches  le  mieux  appro- 
prié à  l'étude  des  espaces  de  M.  Ârnoux. 

Les  deux  premiers  chapitres  sont  consacrés  aux  espaces  illimités  et  à 
leurs  transformations.  Dans  les  chapitres  suivants  les  auteurs  étudient  les 
espaces  modulaires.  Le  3*  chapitre,  dû  à  M.  Laisant,  traite  de  la  structure 
de  ces  espaces;  le  chapitre  lY  est  consacré  à  leurs  transformations. 

Les  chapitres  V  et  YI  traitent  des  espaces  multi-modulaires  et  partielle- 
ment modulaires.  Enfin  dans  le  chapitre  YII  M.  Ârnoux  donne  quelques 
applications  se  rapportant  surtout  aux  questions  traitées  par  M.  Gaston 
Tarry. 

On  saura  gré  à  MM.  Arnoux  et  Laisant  d'avoir  réuni  en  un  petit  volume 
facile  à  lire  les  propriétés  essentielles  des  espaces  arithmétiques,  base  des 
recherches  originales  de  M.  Ârnoux. 

D.  MiRiMANOFF  (Genève). 

H.  BouAssB.  —  Cours  de  Physique  conforme  aux  programmes  des  Certificats 
et  de  l'Agrégation  de  Physique.  Fascicule  111.  Electricité  et  Magnétisme. 
—  1.  vol.  gr.  in-8®  de  412  pages  ;  12  fr.;  Ch.  Delagrave,  Paris*. 

C'est  surtout  dans  l'étude  des  phénomènes  électriques  et  magnétiques  que 
la  Physique  emploie  les  théories  mathématiques  qui  semblent  les  plus  diffi- 
ciles et  les  plus  redoutables  aux  débutants.  Les  notions  d'intégrales  simples, 
doubles,  triples,  étendues  à  des  lignes,  à  des  aires  planes  ou  courbes,  à  des 
volumes,  si  on  les  présente  dans  l'abstraction,  sont  choses  qui  semblent  ap- 
partenir aux  plus  hauts  domaines  de  la  spéculation  analytique.  En  fait,  celte 
partie  de  la  Science  n'aurait  probablement  jamais  été  imaginée  si  elle 
n'avait  traduit  de  manière  absolument  nécessaire  les  réalités  de  la  mécanique 
des  milieux  continus.  Aussi  M.  Bonasse  paraissant  craindre  d'une  part  l'ac- 
cusation d'employer  trop  l'analyse,  je  crois  d'autre  part  avec  lui  qu'une  accu- 
sation bien  plus  terrible  est  à  craindre  dans  le  camp  des  analystes:  celle 
de  ne  plus  voir  assez  la  Physique  dans  les  théories  analytiques  qu'elle  a  fait 
naître.  -Au  temps  de  Coulomb  et  même  d'Ampère  on  connaissait  encore  trop 
peu  de  choses  en  Electricité  et  les  lacunes  étaient  trop  grandes  pour  que 
l'on  puisse  se  représenter  l'appareil  mathématique  admirablement  réduit 
qui  donnerait  le  moyen  d'aborder  toutes  les  questions  avec  la  même  écono- 
mie de  peiisée.  Depuis,  cet  appareil  s'est  précisé,  il  tient  quelques  pages  dans 
le  nouveau  volume  de  M.  Bouasse  ;  on  l'étudiera  d'abord  non  comme  une 
sèche  nomenclature  de  formules,  mais  comme  un  résumé  des  faits  physiques 
qui,  dans  la  suite,  sortiront  de  là  avec  une  très  grande  élégance. 

Le  point  capital  sur  lequel  l'auteur  insiste  d'abord  est  la  formule  due  à 
Stokes  qui  lie  le  flux  à  travers  une  aire  à  la  circulation  le  long  du  contour 
de  la  même  aire.  Avec  les  physiciens  anglais  il  appelle  curl  du  vecteur 
X,  Y,  Z  le  nouveau  vecteur 

by         5s  '  àz         bx  *  àx      ,  dy 

Le  fiux  du  second  égale  la  circulation  du  premier.  De  ce  théorème  peuvent 
sortir   d'innombrables    applications  et    notamment    toute   rélectro-optiquo. 


^  Voir  dans  VEnseign.  mathèm.^  leg  analyses  du  fascicule  I  (T.  IX.  1907,  p.  329)  et  du  fasci- 
cule II  (T.  X.  1908.  p.  346). 
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D'ailleurs,  saas  qu'oD  ait  besoin  d'attendre  les  applications  électriques,  on 
trouve  dans  ce  premier  chapitre  des  applications  hydrodynamiques  matéria- 
lisant,  pour  ainsi  dire»  des  notions  telles  que  celle  du  flux.  Un  autre  point 
qu'il  serait  bien  regrettable  de  passer  sous  silence  est  relatif  à  la  définition 
du  potentiel  et  notamment  au  cas  odi  son  expression  est  une  fonction  multi- 
forme des  coordonnées.  Alors  le  travail  accompli  le  long  de  certains  contours 
ne  reste  constant  dans  la  déformation  de  ceux-ci  que  si  cette  déformation  a 
lieu  sans  que  soient  franchis  certains  points,  certaines  lignes  ou  certaines 
surfaces. 

Le  chapitre  II  est  consacré  aux  actions  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance.  Remarquons  notamment  qu'une  couche  sphérique  est  sans  action 
sur  un  point  intérieur  et  que  réciproquement  ce  phénomène  ne  peut  avoir 
lieu  que  pour  une  action  de  la  nature  indiquée.  Ceci  nous  conduit  tout  natu- 
rellement aux  couches  en  équilibre  sur  un  conducteur,  lesquelles  font  naître 
à  l'intérieur  un  potentiel  constant. 

Le  chapitre  III  traite  de  la  polarisation.  Une  molécule  polarisée  ou  aimant 
élémentaire  est  constituée  par  deux  masses  -)-  m  et  —  m  situées  à  une  dis- 
tance dL  De  telles  molécules  peuvent  s'arranger  en  liles  (solénoîdes)  ou  en 
nappes  (feuillets).  En  général  les  corps  polarisés  agissent  les  uns- sur  les 
autres  et  se  modifient  ainsi  réciproquement  {polarisation  induite). 

Le  théorème  de  Stokcs  trouve  une  application  immédiate  avec  le  potentiel 
vecteur  défini  comme  ayant  pour  curl  le  vecteur  induction.  Â  propos  de  l'at- 
traction newtonîeune  M.  Bouasse  montre  rapidement  le  rapport  de  la  loi  de 
Newton  et  des  lois  de  Kepler,  il  indique  la  détermination  expérimentale  de 
la  constante  de  la  gravitation  puis,  suivant  l'hypothèse  cosmogonique  de 
Laplace,  examine  les  conditions  de  condensation  de  la  nébuleuse  solaire 
jusqu'à  la  formation  du  Soleil  ;  il  explique  l'origine  de  la  chaleur  solaire  en 
admettant  surtout  la  contraction,  encore  possible  à  l'heure  actuelle,  du  dia- 
mètre de  cet  astre.  Dans  le  même  ordre  d'idées  il  expose  une  théorie  dyna- 
mique des  marées. 

Nous  passons  maintenant  à  la  seconde  partie  du  livre^  divisée  en  dix  cha- 
pitres, partie  où  sont  exposés  en  détail  les  phénomènes  électriques  et  magné* 
tiques  proprement  dits. 

Dans  le  chapitre  I  (Electricité  statique.  Distribution,  Capacités)  on  peut 
remarquer  dès  le  début  la  démonstration  de  Cavendîsh  quant  à  l'action 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Elle  consiste  à  vérifier  qu'une 
couche  sphérique  ne  peut  charger  un  corps  placé  à  son  intérieur.  Cela  dé- 
montre la  loi  de  Coulomb  d'après  ce  que  nous  avons  vu  tout  à  l'heure  dans 
le  chapitre  II  de  l'Introdution.  La  théorie  des  électromètres  les  plus  divers 
est  déduite  d'une  manière  uniforme  de  l'étude  du  travail  des  forces  électri- 
ques dans  le  déplacement  des  conducteurs. 

Dès  le  début  de  l'étude  des  diélectriques  (Ch.  II)  on  est  frappé  de  la  rapidité 
avec  laquelle  M.  Bouasse  marche  vers  les  idées  de  Maxwell  et  prépare  la  théorie 
électro-magnétique  de  la  lumière.  Nous  apprenons  tout  de  suite  qu'un  dié- 
lectrique n'est  pas  le  corps  stupide  qui  s'oppose  toujours  de  la  même  ma- 
nière inerte  au  passage  de  l'électricité.  Il  est  caractérisé  par  un  pouvoir  in- 
ducteur  spécifique.  De  là  à  imaginer  que  des  diélectriques  puissent  être 
le  siège  des  courants  de  déplacement  de  Maxwell  et  jouer  vis-à-vis  de 
l'électricité  un  rôle  aussi  complexe  que  les  conducteurs,  il  n'y  a  qu'un  pas. 
La  théorie,  on  le  sait,  est  loin  d'être  exempte  de  contradictions  :  il  a  fallu 
pousser  plus  loin  que  ne  l'avait  fait  le  physicien  anglais  l'étude  de  la  défor- 
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knation  électrique  dans  l'isolant;  M.  Eouasse  rappelle  à  ce  sujet  les  résultats 
plus  complets  de  MM.  Duhem  et  Liénard  et  cela  par  une  application  des 
équations  de  la  déformation  élastique  étudiées  dans  le  premier  fascicule  du 
Cours. 

La  détermination  des  champs  des  aimauts  et  de  courants  (Ch.  III)  offre 
encore  bien  des  sujets  de  réflexion.  Remarquons.de  suite  une  belle  applica- 
tion de  là  formule  de  Slokes  quant  à  l'expression  du  travail  correspond a^it 
à  un  déplacement  effectué  autour  d'un  courant  fermé,  c'est-à-dire  effectué  en 
traversant  un  nombre  quelconque  de  fois  une  surface  passant  par  le  contour 
iigurant  ce  courant.  Puis,  dans  l'action  des  champs  sur  les  courants,  M. Bonasse 
discute  d'une  façon  très  serrée  la  loi  de  Laplace.  Quoi,  cette  loi  déjà  si 
ancienne  et  qui  donne  notamment  une  expression  si  simple  de  l'action  d'un 
champ  sur  un  élément  de  courant  n'est  pas  quelque  chose  à  l'abri  de  toute 
discussion  ?  Il  faut  s'entendre  et  rien  ne  démontre  mieux  la  différence  entre 
l'électrodynamique  de  Laplace  et  celle  d'aujourd'hui.  Si  l'on  ne  veut  d'abord 
considérer  que  des  éléments  de  courants,  ouverts  bien  entendu,  comment  les 
obtiendra-t-on  ?  Et  même  qu'est  ce  que  cela  signifiera,,  au  juste,  si  d'après 
les  théories  maxwelliennes  il  n'y  a  que  des  courants  fermés.  Ce  que  l'on 
peut  montrer  raisonnablement,  et  ce  qui  permettra  non  pas  de  déplorer  tra- 
giquement la  mort  des  principes  mais  de  les  retrouver  vivants  sous  des  for- 
mes plus  rigoureuses,  c'est  que  la  loi  de  Laplace  reste  expérimentalement 
vraie  en  tant  que  loi  intégrale.  Il  n'est  pas  interdit  d'étudier  d'autres  lois 
élémentaires  donnant  les  mêmes  résultats  intégraux. 

Je  signale  aussi  les  résultats  fondamentaux  d'Ampère  sur  l'équivalence 
d'un  petit  circuit  fermé  et  d'un  aimant  normal  parce  que,  au  point  de  vue 
théorique,  tout  cela  est  encore  supporté  par  la  formule  de  Stokes  et  qu'au 
point  de  vue  pratique  on  tirera  de  là  toute  la  théorie  des  galvanomètres. 

Nous  entrons  plus  que  jamais  dans  les  théories  modernes  en  étudiant  les 
diverses  formes  du  transport  de  TEIectricité  (Ch.  lY). 

On  s*«8t  efforcé  de  rapprocher  tous  les  genres  de  conductibilité  en  pre- 
nant pour  type  les  phénomènes  électrolyliques  Les  conducteurs  contien- 
draient des  corpuscules  électrisés  négativement  (électrons)  et  d'autres  élec- 
Irisés  positivement  mais  beaucoup  moins  mobiles.  Les  courants  des  conduc- 
teurs seraient  des  phénomènes  de  convection  et  par  suite  le  déplacement 
rapide  d'un  corps  électrisé  devrait  créer  un  courant.  La  vérification  d'un 
tel  fait,  dans  la  mesure  où  elle  était  possible,  est  constituée  par  les  célèbres 
expériences  de  Rowland.  La  charge  du  corps  en  mouvement  dépend  de 
phénomènes  statiques,  le  résultat  du  déplacement  doit  se  traduire  par 
des  phénomènes  électro-magnétiques  ;  le  premier  problème  à  résoudre 
est  donc  de  savoir  comparer  les  unités  électrostatique  et  électromagné- 
tique. 

Là  encore  transparait  déjà  un  des  points  fondamentaux  de  la  théorie  élec- 
tro-magnétique de  la  lumière.  Le  chapitre  se  termine  par  un  aperçu  sur  la 
télégraphie  sous-marine,  le  cable,  par  sa  substance  isolante  séparant  une  âme 
de  métal  d'un  conducteur  liquide,  est  un  condensateur  à  ranger  avec  tous  les 
autres  appareils  du  même  nom. 

Les  courants  dans  les  gaz  (Ch.  V)  peuvent  aussi  être  considérés  comme 
résultant  de  phénomènes  d'ionisation.  D'ailleurs  celle-ci  peut  être  produite 
de  manières  diverses  et  bien  intéressantes  par  la  chaleur,  la  lumière,  les 
rayons  ultra-violets,  les  réactions  chimiques,  etc..  Ce  qu'on  sait  à  l'heure 
actuelle  des  rayons  électrisés   est  exposé   commodément  en  les  considérant 
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dans  l'ordre  où  ils  naissent  les  uns  des  autres  (rayons  cathodiques,  ca- 
naux,  X). 

Les  phénomènes  d'induction  (Ch.  V.[)  sont. ramenés  à  une  notion  unique. 
Quand  un  circuit  se  déplace  dans  un  champ  magnétique  il  peut  subir  des 
modifications  de  natures  diverses  que  Ton  peut  toutes  ramener  aux  effets 
d'une  seule  force  dite  force  éleciromotrice  d'induction.  Il  y  eut  d'abord  là 
une  sorte  d'intuition  expérimentale.  M.  Bouasse  examine  la  question  de  s»- 
voir  si  cela  ne  découle  pas  simplement  du  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie.  Il  y  a  ici  une  heureuse  mise  en  lumière  delà  réciprocité  des  forces 
électro-magnétiques  el  des  forces  électro-motrices  d*induction.  Beaucoup  de 
difficultés  surgissant  pour  les  unes  sont  levées  sans  peine  par  l'examen  dos 
autres. 

Je  passe  rapidement  sur  les  chapitres  VII,  VIII,  IX  iCourants  alternatifs. 
Magnétisme  induit  et  Circuits  magnétiques.  Dynamos,  alternateurs  et  trans- 
formateurs) non  pas  qu'ils  aient  moins  d'importance  mais  parce  que  l'impor- 
tance est  ici  d'une  nature  différente.  Il  était  impossible  notamment  de  né- 
gliger le  point  de  vue  industriel  d'où  des  descriptions  expérimentales  fort 
détaillées,  et  qui  sans  doute  seront  très  appréciées  pour  cela,  mais  où  les 
idées  générales  jouent  par  contre  un  rôle  moins  important.  Et  encore  faut-il 
remarquer  des  lignes  bien  intéressantes  sur  les  oscillographes  et  l'arc  puis 
sur  l'hystérésis  magnétique.  Un  corps  aimanté  est-îl  une  réserve  d'énergie  ? 
C'est  la  considération  de  l'hystérésis  seule  qui  permet  de  trancher  la  question  ; 
on  peut  d'ailleurs  facilement  concevoir  qu'un  aimant  ayant  fourni  un  cer- 
tain travail,  il  faille  plus  d'énergie  ensuite  pour  désaimanter  que  pour  aiman- 
ter et  de  telle  sorte  qu'eu  lin  de  compte  il  y  ait  perte. 

Le  dixième  et  dernier  chapitre  du  volume  est  consacré  aux  unités  absolues 
et  au  rapport  des  unités  magnétiques  et  statiques.  M.  Bouasse  montre  no- 
tamment comment  on  peut  réaliser  de  façon  concrète  les  unités  absolues  et, 
reprenant  soigneusement  toutes  les  définitions,  montre  ce  que  l'oit  doit  enten- 
dre par  l'homogénéité  des  formules  de  l'électro-mécanique.  Il  démontre  no- 
tamment que  le  nombre  qui  exprime  une  force  électro-motrice  en  unités 
statiques  est  v  fois  plus  petit  que  celui  qui  l'exprime  en  unités  magnétiques. 
V  étant  le  fameux  nombre  de  Maxwell. 

Cette  brève  analyse  étant  terminée  je  me  fais  un  grand  plaisir  de  mention- 
ner que  le  plan  primitif  que  M.  Bouasse  s'était  tracé  pour  la  rédaction  de 
ce  grand  Cours  de  Physique  s'est  encore  élargi.  Le  cours  comprendra  non 
quatre  volumes,  mais  six  consacrés  aux  matières  suivantes  ; 

I  —  Mécanique  physique. 

II  —  Thermodynamique.  Théorie  des  ions. 

III  —  Electricité  et  magnétisme. 

IV  —  Optique.  Instruments. 

V  —  Electroptique. 

VI  —  Etude  des  symétries. 

En  somme  la  première  moitié  est  déjà  faite  et  répond  suffisamment  de  ce 
que  sera  la  suite.  Pour  ne  parler  que  du  troisième  volume  qui  n'a  évidem- 
ment pas  la  prétention  de  traiter  l'Electroptique,  puisque  ce  sera  là  le  but  du 
cinquième,  il  présente  cependant  les  idées  de  Maxwell  d'une  manière  si  sé- 
duisante qu'on  se  sent  admirablement  préparé  pour  aborder  la  théorie  que 
le  génie  de  Hertz  devait  asseoir  sur  des  bases  définitives. 

A.  BuHL  (Montpellier). 
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H.   BuRKHARDT.    —   V^rlesungeii  tiber  die  Elementè  der  Diiferential- 

nnd  Integralrechnong  und  ihre  Aowenduug  zur  Beschreibungvon  Natur- 
erscheinuiigen  :  1  vol.  in-8<>,  252  p.  6  Mk.  ;  B.  G-  Teiibner.  Leipzig. 

Ce  cours  d'éléments  de  mathématiques  supérieures  est  destiné  plus  parti- 
culièrement aux  étudiants  en  sciencies  naturelles.  Le  temps  restreint  dont  ils 
disposent  pour  les  mathématiques  oblige  le  professeur  à  se  limiter  aux 
notions  les  plus  indispensables.  Il  doit  les  établir  par  les  moyens  les  plus 
simples  en  ayant  recours  aux  méthodes  basées  sur  des  considérations  géo- 
métriques. C'est  à  ce  point  de  vue  que  se  place  l'auteur  dans  cet  exposé  des 
Eléments  du  calcul  différentiel  et  intégral.  Dans  l'introduction,  il  fait  res- 
sortir, à  l'aide  d'exemples  concrets,  qu'une  étude  quantitative  des  phéno- 
mènes de  la  naiure  conduit  nécessairement  aux  notions  fondamentales  con- 
cernant les  grandeurs  variables  et  naturellement  aux  deux  problèmes  fonda- 
mentaux qui  font  l'objet  du  calcul  difierentiel  et  intégral. 

M.  Burkhardt  ne  parcourt  qu'une  champ  très  restreint,  mais  il  l'étudié 
avec  beaucoup  de  soin,  non  seulement  au  point  de  vue  théorique,  dans  le 
sens  indiqué  plus  haut,  mais  aussi  à  celui  des  applications  numériques  C'est 
le  cas,  par  exemple,  dans  les  problèmes  d'interpolation  qui  interviennent 
fréquemment  dans  la  pratique  ;  l'auteur  leur  consacre  un  chapitre  d'une 
vingtaine  de  pages.  —  Voici  les  titres  des  principaux  chapitres  : 

DifTérentiation  de  fonctions  rationnelles,  de  fonctions  irrationnelles.  — 
Eléments  du  Calcul  intégral.  —  Le  logarithme  et  la  fonction  exponentielle. 
Application  à  des  problèmes  de  Chimie.  —  Dérivées  d'ordre  supérieur. 
Théorème  de  la  moyenne  et  formule  de  Taylor.  —  Interpolation.  —  Fonc- 
tion de  deux  variables.  —  Les  fonctions  trigonométriques  et  circulaires; 
applications  ;  représentation  de  fonctions  périodiques. 

De  la  façon  dont  il  est  conçu,  cet  «>uvrage  est  appelé  à  rendre  de  grands 
services  aux  étudiants  en  sciences  naturelles;  il  fournit  aussi  une  excellente 
introduction  à  l'étude  des  mathématiques  supérieures  en  vue  des  études  de 
Physique.  En  dehors  de  cet  important  cercle  de  lecteurs  le  livre  de  M.  Burk- 
hardt sera  encore  lu  avec  profit  par  les  maîtres  qui  enseignent  les  premières 
notions  de  Calcul  différentiel  et  intégral  dans  l'enseignement  secondaire 
supérieur. 

Oentsclies  MuSdum  von  Meisterwerken  der  Naturwissenschafl  und  Technik 
in  Mûnchen.  —  Fiihrer  durch  die  Sammlungen.  —  Une  brochure  de 
24x21  cm,  de  158  p.  avec  ligures;  1  M.;  B.  G,  Teubner,  Leipzig. 

La  brochure  que  nous  venons  présenter  aux  lecteurs  de  VEns.  Math,  n'est 
pas  une  sèche  nomenclature  des  objets  exposés  dans  lés  salles  du  Musée 
technique  allemand.  C'est  un  catalogue  explicatif,  copieusement  illustré, 
donnant  sur  presque  tous  les  sujets  traités  des'  renseignements  historiques 
ou  techniques.  Mais  avant  de  relever  comme  il  convient  les  particularités  de 
cette  intéressante  publication,  rappelons  que  le  «  Dcutsches  Muséum  »,  dont 
l'idée  première  date  de  1903  et  est  due  à  M.  Oscar  von  Miller,  doit,  d'après  son 
programme,  <t  représenter  l'évolution  historique  des  rocherches  des  sciences 
naturelles,  de  la  technique  et  de  l'industrie,  par  l'exposition  des  chefs-d'œuvre 
qu'elles  ont  produits.  » 

Provisoirement  logé  dans  l'ancien  musée  national  de  la  Maximilian-Strasse. 
le  Muséum  occupe  deux  étages  et  les  combles  d'un  bâtiment  de  150  m.  de 
long,   et  comprend  une  cinquantaine  de  salles.  Chacune  des  subdivisions  de 
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ce  vaste  enaeiuble  est  sous  la  direction  d'un  spécialiste  qui  a  rédigé  pour  le 
catalogue  une  description  succincte  des  objets  exposés. 

Il  ne  saurait  être  question  de  détailler  ici  le  contenu  de  la  brochure,  mais 
ce  que  nous  pouvons  affirmer  pour  avoir  nous-méme  parcouru  le  musée, 
catalogue  en  main,  c'est  que  nous  avons  là  un  guide  intéressant  et  sûr,  dont 
l'étude  à  domicile  sera  véritablement  fructueuse  même  pour  ceux  qui  n'ont 
pas  eu  l'occasion  de  se  rendre  compte  de  visu  des  richesses  accumulées  à 
Munich. 

Ajoutons  qu'un  bâtiment  spécial,  deviëé  à  plus  de  sept  millions  de  marks, 
est  eo  construction  dans  une  ile  de  Tlsar  et  suffira  à  peine  pour  abriter  les 
collections  déjà  existantes.  E.  Steinma.nn  (Genève). 

F.  G-M.  r—  Exercices  de  Géométrie  comprenant  l'exposé  des  méthodes  géo- 
métriques et  2000  questions  résolues.  4'"«  édition.  —  1  vol.  gr.  in-8*>  de 
XXI-1228  pages  et  1600  figures;  14  fr.  45;  Tours,  Mame  et  fils;  Paris 
V*«  Ch.  Poussielgue. 

Cette  quatrième  édition  des  Exercices  de  Géométrie  forme  un  volume 
énorme,  quoique  d'aspect  relativement  réduit,  que  Too  parcourt  avec  autant 
de  charme  que  de  profit,  quel  que  soit  l'enseignement  géométrique  dont  on 
ait  à  s'occuper.  Par  les  exercices  élémentaires  qu'il  contient  il  peut  servir 
à  un  élève  commençant  ses  études,  et,  par  une  graduation  aussi  savante 
qu'habile,  il  suit  le  développement  de  questions  de  plus  en  plus  complexes 
et  peut  devenir  d'une  extrême  ntilité  aux  candidats  à  l'Agrégation  des  Scien- 
ces mathématiques.  Et  encore  ce  serait  peut  être  faire  à  l'ouvrage  un  tort 
bien  peu  mérité  que  de  vouloir  le  comparer  aux  questions  tirées  de  pro- 
grammes pédagogiques  plus  ou  moins  heureux.  Au  fond  il  donne  une  idée 
de  tous  les  problèmes  de  la  géométrie,  de  toutes  les  méthodes,  de  tous 
les  artifices  depuis  Thaïes  et  Pythagore  jusqu'à  Mannheim,  Lemoine  et  les 
nombreux  géomètres  contemporains  qui  n'ont  pas  dédaigné  les  élégants 
résultats  que  la  géométrie  pure  fournira  toujours. 

Rien  n'est  négligé  de  ce  qui  peut  faire  de  l'œuvre  un  instrument  de  re- 
cherche. Il  débute  par  un  historique  rapide.  Il  se  termine  par  un  lexique 
géométrique  où  l'on  trouve  des  définitions  brèves  de  termes  tel  que  droite 
de  Simson,  droite  d'Euler,  point  de  Brianohon,  point  de  Gergone,  points 
concycliques,  etc....  cercles,  ellipses  de.,.,  etc.,  etc.  D'excellents  géomètres 
n'ont  pas  toujours  dans  l'esprit  toutes  ces  dénominations  dont  le  nombre 
s'est  considérablement  accru  depuis  vingt  ans.  Je  signale  aussi  une  table  des 
problèmes  et  théorèmes  auxquels  une  désignation  spéciale  ou  un  nom  d'au- 
teur est  resté  attaché,  puis  une  table  de  toutes  les  questions  particulièrement 
originales  et  enfin  des  index  bibliographiques  extrêmement  riches.  D'ailleurs 
l'auteur  a  fait  d'innombrables  emiprixnis  h  V Intermédiaire  des  mathématiciens 
aux  Nouvelles  Annales,  à  Mathesis  et  à  une  foule  d'autres  périodiques  tant 
étrangers  qui  français. 

L'ouvrage  peut,  dans  son  corps  principal,  être  divisé  en  deux  parties  bien 
distinctes. 

La  première  partie  (environ  200  pages)  a  trait  aux  méthodes  considérées 
dans  toute  leur  généralité  et  indépendamment  de  la  classification  qui  range- 
rait un  problème  plutôt  dans  tel  livre  d'Euclide  que  dans  tel  autre.  Ainsi 
étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B,  cherchons  le  lieu  d'un  point  M  tel  que 

M  A    H'  M  B    soit  constant.  Ce  lieu  est  un  cercle.  Soit  maintenant  à  trouver 


502  BIBLIOGBAPHIE 

le  lieu  d'un  poinl  tel  que  le  produit  de  ses  distances  à  deux  droiles  fixes 
soit  constant.  Le  lieu  est  une  hyperbole.  Par  suite  les  deux  problèmes 
seraient  séparés  dans  bien  des  ouvra^çes.  Ici  ils  sont  rapprochés  et  à  nion 
avis,  avec  beaucoup  de  raison.  Les  méthodes  de  résolution  reposent  au  fond 
sur  un  petit  nombre  de  procédés.  L'auteur  étudie  successivement  l'emploi  des 
lieux  géométriques,  des  figures  auxiliaires»  de  la  transformation  des  fi> 
gures.  A  ce  dernier  point  de  vue  je  signale  surtout  ce  qui  est  relatif  à  l'in- 
version. Il  nous  montre  encore,  quand  un  problème  semble  rebelle  aux  mé- 
thodes précédentes,  comment  on  peut  se  permettre  de  le  résoudre  d'abord 
algébriquement  pour  voir  ensuite  si  la  solution  se  peut  construire.  Et  cette 
méthode  n'est  pas  si  critiquable  que  beaucoup  le  croient.  J'ai  personnellement 
le  souvenir  d'un  professeur  qui  avait  proposé  à  se^  ^lèves  de  construire  un 
triangle  connaissant  les  bissectrices  et  il  était  naturellement  sous-entendu 
qu'on  ne  devait  employer  que  la  règle  et  le  compas.  Si  le  professeur  en 
question  avait  essayé,  même  grossièrement,  de  mettre  le  problème  en  équa- 
tions il  aurait  vu  de  suite  l'absurdité  de  sa  prétention. 

La  recherche  des  maxima  et  des  minima  termine  la  partie  réservée  aux  mé- 
thodes. Dans  la  seconde  partie  (environ  1000  pages)  nous  appliquons  Us 
méthodes  à  une  prodigieuse  variété  d'exercices  qui  sont  alors  rangés  dans 
les  livres  euclidiens  (I  à  VIII).  Une  dizaine  de  pages  est  consacrée  aux  pro- 
blèmes numériques  et  près  de  120  à  la  géométrie  du  triangle.  Il  est  impos- 
sible de  décrire  tout  cela,  justement  parce  qu'il  y  a  trop  de  problèmes  inté- 
ressants et  qu'en  citer  quelques-uns  serait  injustement  faire  tort  à  d'au- 
tres. 

Un  point  qui  m'a  beaucoup  frappé  c'est  l'importance  accordée  aux  notions 
dualistiques.  Beaucoup  de  problèmes  consistent  à  chercher  des  enveloppes 
de  lignes  tout  aussi  naturellement  que  des  lieux  de  points.  Quand  plusieurs 
solutions  sont  possibles,  elles  sont  généralement  indiquées  toutes. 

Eu  résumé  l'ouvrage  paraît  avoir  une  incomparable  puissance  didactique 
et  pédagogique  tout  en  gardant  la  forme  élégante  qui  le  rendra  non  moins 
précieux  à  toute  personne  simplement  curieuse  des  résultats  de  la  géo- 
métrie synthétique,  A.  Buhl  (Montpellier). 

Joseph  Kozak.  —  Gmndprobleme  der  AusgleichungsrechnaDg  nach  der 
Méthode  der  kleinsteil  Qnadrate.  ZweiterBand,Ersler  Tell:  Théorie  des 
Schiesswesens  auf  Grundlage  der  Wahrsckeinlichkeitsrecknung  und  Feh- 
lertheorie,  1  Teil.  —  1  vol.  gr.  in-S»,  400  p.  ;  K.  Kromme,  Wien  u.  Leipzig. 

Les  trois  premiers  chapitres  du  volume  sont  dédiés  à  l'exposition  des  fon- 
dements de  la  théorie  des  probabilités,  c'est-à-dire  aux  définitions  fondamen- 
tales, au  théorème  de  Bernoulli  et  à  son  inversion  et  à  la  détermination 
«  a  posteriori  »  des  probabilités. 

Dans  le  Ch.  lY  l'auteur  s'occupe  des  méthodes  d'interpolation,  sai^s  sup- 
poser connus  par  ses  lecteurs  ni  les  premiers  fondements  du  calcul  des  dif- 
férences finies,  ni  les  formules  interpolatoires  de  Lagrange  et  de  Newton. 
Il  les  développe,  et  s'occupe  ensuite  de  l'interpolation  par  la  méthode  des 
moindres  carrés  dont  il  illustre  tout  particulièrement  les  applications  à  la 
théorie  du  tir.  La  méthode  de  Tchebychef  est  exposée  en  suivant  la  déduc- 
tion de  Jouffret,  la  seule  élémentaire  des  trois  connues. 

Les  trois  derniers  chapitres  sont  consacrés  exclusivement  aux  applications 
de  la  théorie  des  erreurs  à  la  théorie  des  armes  à  feu,  et  concernent  l'étude 
de  la  distribution  des  points  d'impact  autour  du  but,  à  la  mesure  de  la  pré- 
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cisioD  du  lir  et  à  des  fonctions  d'erreur  aualytiquement  plus  simple  que  la 
fonction  de  Gauss  et  faisant  correspondre  une  probabilité  nulle  aux  erreurs 
dépassant  une  certaine  valeur  finie.  Il  y  a  donc  dans  le  volume  de  M.  Kosak 
un  exposé  à  peu  près  complet  de  la  théorie  générale  des  probabilités  sui- 
vie des  applications  à  la  théorie  du  tir.  que  l'auteur  se  propose  de  compléter 
dans  un  volume  ultérieur  nouveau.  Il  a  cherché  à  rendre  les  deux  parties  le 
plus  possible  indépendantes  l'une  de  l'autre,  afin  que  le  lecteur  ne  s'intéres- 
sant  pas  à  la  théorie  du  tir  puisse  se  borner  aux  chapitres  sur  la  théorie 
des  probabilités  et  de  l'interpolation.  Dans  la  discussion  de  problèmes  de  tir 
il  a  même  souvent  récapitulé  brièvement  les  théorèmes  de  probabilités,  qu'il 
s'agissait  d'appliquer.  Il  en  résulte  nécessairement  des  répétitions  que  l'au- 
teur n'aurait  pu  éviter  qu'en  renonçant  partiellement  au  double  but  indiqué  ; 
on  ne  saurait  s'en  plaindre,  comme  on  ne  pourrait  passe  plaindre  de  la  lon- 
gueur quelquefois  très  prononcée  de  l'exposition,  destinée  à  des  lecteurs 
n'ayant  d'autre  bagage  mathématique  qu'une  connaissance  très  modeste  de 
l'analyse  infinitésimale. 

En  résumé,  l'ouvrage  de  M.  le  colonel  Kosak,  qui  est  écrit  avec  un  grand 
soin  et  une  sûre  connaissance  des  matières  exposées,  pourra  être  consulté 
utilement  non  seulement  dans  les  cercles  militaires,  mais  par  tous  ceux  qui  dé- 
sirent être  renseignés  sur  les  théories  générales  abordées  par  l'auteur. 
On  doit  même  ajouter  que  l'application  de  la  théorie  des  probabilités  à 
l'étude  du  tir  présente  des  problèmes  très  intéressants  et  qu'on  chercherait 
en  vain  ailleurs  :  nous  devons  donc  savoir  gré  à  M.  Kosak  de  nous  avoir  in- 
troduit dans  un  domaine  peu  connu  et  digne  de  l'être. 

Ugo  Broggi  (Rome). 

R.  DE  MoNTEssus. -— Leçons  élémentaires  sur  le  calcol  des  probabilités.  — 

1  vol.  broché  in  8»,  de  VI,  191  p.,   17  figures;   7  fr.  ;  Gauthier- Villars, 
Paris. 

L'auteur  s'est  proposé  dans  ses  leçons  «  d'initier  le  curieux  des  choses 
savantes  à  l'étude  du  Calcul  des  Probabilités  et  de  leurs  applications  »,  Et  il 
a  parcouru  d^un  pas  rapide  un  très  long  chemin  :  des  premières  formules 
de  l'analyse  combinatoire  et  de  la  définition  de  dérivée  et  d'intégrale  jusqu'à 
la  théorie  des  erreurs,  à  la  méthode  des  moindres  carrés  et  à  la  discus- 
sion de  problèmes  de  probabilités  géométriques. 

Savamment  curieux  lui-même  des  matières  qu'il  expose,  il  sait  y  intro- 
duire des  observations  personnelles  et  donner  ainsi  à  son  exposé  le  caractère 
d'une  chose  venue.  C'est  par  cela  et  par  la  considération  très  large  des 
applications,  qu'il  réussit  à  éviter  le  sens  de  fatigue  et  de  gêne  qui  pour- 
raient autrement  s'emparer  d'un  lecteur  n'étant  pas  familiarisé  avec  les  ma- 
thématiques. 

Quelques-unes  des  matières  traitées  ont  fait  l'objet  de  publications  anté- 
rieures de  M.  de  Montessus  :  telle  la  définition  logique  du  hasard  (et  con- 
séquemment  la  définition  de  la  probabilité  mathématique)  et  la  discussion 
des  paradoxes  de  Saint-Pétersbourg  (qu'un  philosophe  allemand,  von  Kries, 
avait  éclairci  d'une  façon  analogue  dans  ses  Prinzipien  der  Wahrscheinlich- 
keiisrechnung)  et  de  Bertrand.  Le  calcul  des  probabilités  n'est  pour  l'auteur 
qu'un  calcul  de  fréquences  relatives.  Il  se  trouve  quelquefois  qu'en  augmen- 
tant le  nombre  des  observations  ou  des  épreuves,  le  rapport  du  nombre 
d'arrivées  d'un  événement  au  nombre  des  observations  ou  des  épreuves  tend 
irrégulièrement  vers  le  rapport  d'un  nombre  de  cas  favorables  à  un  nombre 
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de  cas  possibles.  Détermiiier  la  probabilité  mathématique  c'est  chercher  ee 
rapport  n'ayant  une  portée  objective  et  tioe  valeur  d'application,  que  si 
l'égalité  définie  (fait  d'expérience  avant  que  résultat  de  calcul)  n'est  remplie. 
Elle  l'est  si  certaines  conditions  (que  nous  appelons  synthétiquement  «  le 
hasard  »)  sont  remplies.  A  la  demande  «  qu'est-ce  que  le  hasard?»  l'auteur 
répond  :  «  Etant  donné  que  certains  événements  ont  un  caractère  commun 
et,  pour  cette  raison,  constituent  une  classe,  mais  diffèrent  à  certains  points 
de  vue,  ce  qui  permet  de  les  ranger  en  catégories  bien  définies,  le  hasard 
consiste  dans  l'absence  de  relations  bien  définies  entre  les  causes  rangeant 
tel  événement  de  telle  classe  dans  telle  catégorie  et  les  caractères  distinctifs 
de  telle  catégorie  >. 

Pouvons-nous  parler  de  hasard  dans  tous  les  domaines  d'applications,  cou- 
sidérés  par  M.  de  Montessus  ?  Il  ne  se  pose  pas  une  telle  question,  très  i;i- 
téressante  sous  beaucoup  de  rapporta  :  il  est  permis  de  douter  que.  s'il 
l'eût  faite,  il  aurait  peut-être  donné  une  réponse  négative  pour  certains 
d'entre  eux  :  par  exemple  pour  la  théorie  de  la  spéculation  et  pour  les  pro- 
babilités qu'un  jugement  soit  erroné.  Ce  n'est  vraiment  trop  sûr  que  la 
réponse  puisse  être  affirmative  pour  les  autres  domaines  :  la.  théorie  des 
erreurs,  la  théorie  des  armes  à  feu  ou  celle  des  assurances.  Mais  celles-ci 
présentent  un  intérêt  si  légitime  et  si  grand,  qu'il  serait  vraiment  dom- 
mage, que  l'auteur  eût  sacrifié  à  des  scrupules  les  chapitres  si  limpides  qu'il 
leur  dédie. 

M.  de  Montessus  déduit  le  théorème  de  BernoulH  par  un  très  élégant 
procédé  de  M.  de  la  Vallée-Poussin,  vraiment  digne  d'être  connu  du  plus 
large  public  que  le  beau  livre  de  M.  de  Montessus  lui  assure. 

Ugo  Brocgi  (Rome). 

J.    ScHicK.   —    Barytomik.   —  1    vol.    in-8o    de    76    pp.    avec   23   figures. 
G.  Franzcher  Verlag.  Mùnchen  und  Leipzig. 

Ce  vocable  inusité  sert  de  titre  à  une  brochure  intéressante  et  tou£Pue  re- 
lative à  la  géométrie  du  triangle.  L'auteur,  en  exposant  un  nombre  considé- 
rable de  propositions,  montre  que  ce  sujet,  auquel  on  a  déjà  tant  travaillé, 
était  loin  d'être  épuisé.  Bien  que  ce  ne  soit  pas  chose  aisée  de  résumer,  en 
peu  de  lignes,  un  travail  de  ce  genre,  nous  allons  essayer  d'en  donner  une 
idée. 

Un  point  P  est  déterminé,  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC.  tantôt  par  ses 
coordonnées  barycentriques,  tantôt  par  les  rapports  mutuels  de  ses  distances 
aux  trois  côtés  du  triangle,  tantôt  enfin  par  les  côtés  a  ,  6..  c .  du  triangle 

obtenu  en  projetant  orthogonalement.  en  X,  Y  et  Z.  le  point  P  sur  les  côtés 
du  triangle  ABC,  ce  qui  revient  au  fond  à  un  système  de  coordonnées  tripo- 
laires.  L'auteur  détermine  les  relations  entre  un  point  et  son  conjugué  iso- 
gonal,  calcule  la  distance  de  deux  points  et  cherche  un  grand  nombre  de 
lieux  géométriques  qui  sont  presque  tous  des  cercles.  De  ses  résultats  géné- 
raux, il  déduit  de  nombreux  cas  particuliers. 

Mais  le  titre  même  de  l'opuscule  est  dérivé  du  mot  harytome  et  ce  terme 
désigne  la  droite  partant  du  point  X  et  divisant  le  segment  YZ  dans  un  rap- 
port donné.  L'auteur  cherche  le  lieu  du  point  P  quand  la  barytome  a  une 
longueur  donnée,  ou  fait  un  angle  donné  avec  YZ.  etc. 

Il  s'occupe  encore  de  la  puissance  d'un  point  relativement  au  cercle  cir- 
conscrit et  fait  quelques  excursions  dans  la  géométrie  du  quadrilatère  et  du 
tétraèdre. 
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L'ouvrage  est  écrit  avec  clarté  et  n'utilise  que  des  moyens  élémentaire». 
Comme  dans  la  plupart  des  écrits  sur  la  géométrie  du  triangle,  la  termino- 
logie est  riche  eo  néologismes  :  nous  renverrons  à  la  brochure  elle-même  le 
lecteur  désireux  de  connaître  les  doubles  barytomes,  les  baryzyges,  les 
triangles  sy^ygétiques  et  autres  figures  remarquables 

M.  Stutvabrt  (Gand). 

H.  Sarrettr.  —  Précis  arithmétique  des  Calculs  d'emprunts  à  long  terme 

et  de  valeurs  mobilières.  —  1  vol.  in-S,  300  p.,  10  Ir.  ;  Gauthier-Yillars. 
Paris. 

M.  Sarrelte  s'est  proposé  de  faire  un  traité  élémentaire  d'opérations  finan- 
cières à  long  terme  à  l'usage  des  financiers,  capitalistes  ou  hommes  d'aflaires 
qui  auraient  onblié  les  quelques  notions  d'algèbre  utilisées  dans  les  calculs 
d'annuités.  C'est  ce  qui  explique  le  titre  «  Précis  arithmétique  ».  L'auleur 
se  borne  donc  à  l'emploi  de  la  méthode  arithmétique  et  se  trouve  obligé  de 
faire  en  détails  un  grand  nombre  d'exemples  qui  serviront  ensuite  de  guide 
pour  des  calculs  analogues. 

L'ouvrage  est  divisé  en  deux  parties.  La  première  est  l'exposé  complet 
des  règles  à  suivre  dans  les  calculs  des  élcmeuis  des  emprunts  et  valeurs 
mobilières  :  le  texte  en  gros  caractères  est  consacré  à  la  théorie;  le  texte  en 
petits  caractères,  qui  tient  la  plus  large  place,  e^t  réservé  auX  exemples 
Cinq  Tables  financières,  deux  de  valeurs  acquises,  deux  de  valeurs  actuelles, 
une  d'anuités,  forment  la  seconde  partie.  Ces  Tables,  où  les  taux  varient  de 
l/8*/o  à  6  ^/o,  par  l/8««,  et  les  périodes  de  capitalisation  de  5  à  100.  par  5 
unités  de  temps,  comprennent  un  nombre  suffisant  de  décimales  pour  permet* 
tre  la  résolution  de  tous  les  problèmes  courants.  Ecrit  par  un  praticien  dans 
un  but  de  vulgarisation,  cet  ouvrage  ne  peut  manquer  de,  rendre  de  grands 
services  à  tous  ceux  qui  s'occupent  d'opérations  financières  ou  qui  enseignent 
ces  questions  dans  les  écoles  de  commerce. 
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f  •  Sommaipes  des  principaux  périodiques: 

American  Math<*matical  Monthly  (The),  published  nnder  the  Auspices  of 
the  Universily  of  (Chicago,  edited  by  B.  F.  Finkf.l,  E.  Slauhct  &  Léon  E. 
Dickson.  Vol.  XV.  1908. 

Anales  de  la  Facnltad  de  Giencias  de  Zaragoza.  Ano  2.  —  Publication  tri- 
mestrielle dirigée  par  P.  Saviron  et  José  Rii's  y  Casas. 
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Annaes  scienUficos  da  Academia  polytechnico  do  Porto,  sous  la  direction 

de  F.  Gomez  Teixeira..  —  Coimbra. 

Vol.  III,  n°*  1  et  2.  —  Haton  de  la  Govpill^.re  :  Surfaces  nautiloides. 

Annales  de  la  Facolté  des  Sciences  de  l'Université  de  Toulouse.  Deuxième 

série.  —  E.  Privât,  Toulouse;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Tome  IX,  fasc.  2.  —  Ch.  Riquier  :  Sur  quelques  principes  généraux  rela- 
tifs à  la  théorie  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables  (suite 
et  (in).  —  E.  Remoundos  :  Sur  les  points  critiques  transcendants.  —  Edm. 
Maillet  :  Sur  les  fonctions  quasi-entières  et  quasi-méromorphes  d'ordre 
infini  non  transfini. 

Annales  de  la  Société  scientifiqne  de  Bruxelles.  —  31«  année. 

Fasc.  2  à  4.  —  De  Salvert  :  Sur  l'attraction  du  parallélépipède  ellipsoï- 
dal. —  C.  DE  LA  Vallée- Poussin  :  Etude  sur  le  théorème  de  BernouUi.  — 
De  MoNTCHEciL  :  Etude  d'un  système  de  six  couples  de  surfaces  applicables. 

—  Surface  algébrique  applicable  sur  une  surface  transcendante. 

Annali  di  Matematica.  Directeurs  :  L.  BiANCHi,  O.  DiNi,  B.  Jung,  C.  Seghe. 
Série  III,  t.  XiV.  —  Rebeschini  di  Turati  e  C,  Milan. 

O.  NicoLETTi  :  Sulla  teoria  délia  convergenza  degli  algoritmi  di  iterazione. 

—  G.  FuBiNi  :  Sulla  teoria  délia  funzioni  automorfe  e  délie  loro  trasfor- 
mazioni.  — Niels  Nielsen  :  Sur  quelques  propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions sphériques.  —  Eug.  E.  Levi  :  Sopra  una  classe  di  trasceudenti  mero- 
morfe.  —  G.  Fubini  :  Nuove  applicazioni  de!  principio  di  minimo.  —  G. 
Lauricella  :  Applicazione  délia  teoria  di  Fredholm  al  problema  del  raffred- 
damento  dei  corpi.  —  Beppo  Levi  :  Il  teorema  di  Desargues,  il  teorema  di 
Pappo  e  l'esistenza  d'una  reciprocità  o  d'una  polarità.  —  Eug.  E.  Levi  : 
Suircquazione  del  calore.  —  O.  Nicolrtti  :  Sulla  riduzione  a  forma  canonica 
di  una  sostituzione  lineare  omogenea  e  di  un  fascio  di  forme  bilineari.  — 
E.  O.  LovETT  :  On  a  class  of  periodic  solutions  in  the  problem  of  four 
bodies. 

Bibliotheca  Mathematica.  Zeitschrift  fur  Geschichte  der  mathem.  W^issen- 
schaften,  herausgegeben  von  G.  Enestrôm.  III.  Folge.  —  Teubner,  Leipzig. 

Band  8.  —  G.  Enestrôm  :  Ueber  planmâssige  Arbeit  auf  dem  mathema- 
tisch-historischen  Forschungsgebiete.  —  F.  Rudio  :  Die  angebliche  Kreis- 
quadratur  bel  Aristophanes.  —  H.  Sutek  :  Einige  geometrische  Aufgaben 
bei  arabischen  Mathematikero.  —  P.  StXckbl  <  Eine  vergessene  Abhandlung 
Leonhard  Euler's  iiber  die  Summe  der  reziproken  Quadrate  der  natiîrlichen 
Zahlen.  —  K.  Tittel  :  Das  Weltbild  bei  Héron.  —  Heibers  u.  Ze.xtbbns  : 
Einige  griechische  Aufgaben  der  unbestimmten  Analytik.  —  G  ënestrôm  : 
Ueber  eine  den  Jordanus  Nemorarius  zugeschriebene  kurze  Algorismus- 
schrift.  —  H.  Bosmaks  :  Sur  le  «  Libro  de  Algebra  »  de  Pedro  Nunez.  — 
M.  Stuyvaert  :  Sur  l'auteur  de  l'a  Histoire  de  la  roulette  »  publiée  par 
Biaise  Pascal.  —  G.  Vailati  :  Per  la  preistoria  del  principio  dei  momenti 
virtuali.  —  P.  Stackel  u.  W,  Ahrens  :  Der  Briefwechsel  zwischen  C.  G.  J. 
Jacobi  und  P.  H.  v.  Fuss  ùber  die  Herausgabe  der  Werke  Leonhard  Eulers. 

—  C.  Sbgre  :  Monge  e  le  congruenze  generali  di  rette.  —  F.  Rudio  :  Frie- 
drich Hultsch.  —  F.  Amodeo  :   Sul  corso  di  storia  délie  matematiche  fatto 
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nell'  université  di  Napoli  oel  biennio  1905/6 — 1906/7.  —  Kleine  Bemerkungen 
zur  letzten  Auflage  von  Cantors  a  Yorlesungen  ûber  Geschichle  der  Mathe- 
matik  ».  —  Anfragen.  —  Rezensionen.  —  Neu  erschienene  Schriften.  — 
ChroDÎk. 

BoUettinO  dl  Matematica.  Giornale  scientifico-didatlico  per  l'incremento 
degli  Studi  matematici  nclle  Scuolç  medie.  Diretto  dal  Dott.  Alb.  Conti. 
Anno  VII.  Bologna,  1908. 

Bulletm  de  la  Société  Française  de  Philosopliie,  publié  par  X.  Léon  et 

André  Lalandb.  —  Colin,  Paris. 

7«  année,  1907.  n"  6.  —  Thèse  de  M.  Bourlet  tendant  à  instituer  dans  les 
lycées  deux  enseignements  consécutifs  de  la  Géométrie  différant  profondé- 
ment entre  eux  par  Tesprit  et  par  la  méthode. 

No  10.  —  Vocabulaire  philosophique  (suite,  habitude  à  hypothèse). 

8«  année,  1908,  n»  1.  —  Binet  :  Enquête  sur  l'enseignement  de  la  Philo- 
sophie dans  les  lycées  :  a)  dans  la  classe  de  philosophie,  b)  dans  les  classes 
de  science,  c)  dans  les  classes  de  morale.  La  préparation  scientifique  des 
professeurs  de  philosophie. 

Intermédiaire  des  mathématiciens,  dirigé  parC.-A.  Laisant,  Em.  Lemoine, 

Ed.  Maillet,  A.  Grévy.  Tome  XV,  1908.  —  Gauthier-Villars,  Paris. 

Mathematiscli-Naturwissenschaltlicfae  Blàtter.  Organ  des  Verbandes  ma- 

thematischer  und   naturwissenschaftlicher  Vereine  an    deutschen   Hoch- 
schulen.  5.  Jahrgang,  1908.  —  Kommissionsverlag,  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Mathésis,  Recueil  mathématique  à  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des  éta- 
blissements d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  Mansion  et  J.  Neuberc. 
3e  série,  Tome  VIII,  1908.  —  Hoste,  Gand  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège,  3«  série.  Tome  VIL 

Bruxelles. 

Ch.  DuGHESNE  :  Les  projections  cartographiques.  —  M.  Stuyvaert  :  Cinq 
études  de  Géométrie  analytique, 

Nieuw  Archief  ycor  WiSSlnmde.  Revue  publiée  par  la  Société  scientifique 
d'Amsterdam  et  dirigée  par  J,-C.  Kluyvkr,  D.-J.  Kortewec  et  P. -H, 
ScHouTE.  2«  série,  VIII,  1908.  —  Delsman  &  Nollhenius,  Amsterdam. 

Nyt  Tidsskrilt  for  Matematik.  Revue  dirigée  par  C.  Juel  et  V.  Tribb. 
Série  A,  19«  année  ;  série  B,  19«  année  ;  1908.  —  Jul.  Gjellerup,  Copen- 
hague. 

Periodico  di  Matematica  per  rinsegnamento  secundario.  Diretto  dal  Prof. 
G.  Lazzbhi.  Série  3,  vol.  VI.  —  RafiTaelo  Giusti,  Livortto. 

Revue  de  l'Enseignement  des  Sciences  (La),  2e  année,  1908.  —  Librairie 

Le  Soudier,  Paris. 

Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées,  dirigée  par  L.  Olivier. 

19™«  année^  1908.  —  Arm.  Colin,  Paris, 

15  janvier.  —  P.  Duhem  :  La  valeur  de  la  théorie  physique,  à  propos  d'un 
livre  récent. 


538  BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE 

15  férrier.  —  P.  Weisb  :  L'hypothèse  du  champ  moléculaire  et  la  pro- 
priété fërro-magnétique. 

30  mars.  *—  Lugol  :  Lord  Kelvin.  —  Ch.  Nordmann  :  J.  Janssen. 

15  avril  :  Ch.-Ed.  Guillaume  :  Le  volume  du  kilogramme  d'eau. 

15  mai.  —  R.  Chassériaud  :  Essai  d*uoe  théorie  cinématique  de  la  mu- 
sique. 

15  et  30  juin.  —  C.-Paul  Renard  :  Les  aérostats  dirigeables.  L  Principes 
de  la  direction;  IL  Examen  critique  des  divers  types  de  ballous  dirigeables. 

Revue  de  Mathématiques  spéciales,  dirigée  par  E.  Humbert  et  G.  Papelibr. 

18e  année,  oct.  1907  à  sept.  1908.  —  Vuibert-Nony,  Paris. 

ReTue  scientifiquOf  année,  1908.  Paris. 

l"'  et  8  février.  —  G.  Le  Bon  :  L'édification  scientiûque  de  la  connaissance. 
22  février.  —  F.  Sageret  :  Les  nombres  et  la  Cosmologie. 
11  avril.  —  C.-A.  Laisant  :  Première  éducation  scientifique. 
7  novembre.  —  H.  Poincarb  :  Méthode  et  invention. 

Rerue  semestrielle  des  publications  mathématiques,  dirigée  par  H.  de 

Vries,  p. -H.  Schoute,  D.-J.  Kokteweg,  J.-C.  Kluyvbr,  W.  Kaptetn. 
Tome  XVI,  l"-»  partie,  avril-oct.  1907  ;  2»  partie,  oct.  1907,  avril  1908.  - 
Delsman  en  NoUhenius,  Amsterdam  1908. 

School  Science  and  Mathemàtics,  A  Journal  for  Science  and  Mathemalics 
Teachers  in  secondary  Schools.  Vol.  VIII,  1908.  —  Smith  and  Turton, 
Chicago. 

Travaux  scientifiques  de  rUniversité  de  Rennes.  Tome  V,  1906. 

J.  Lr  Roux  :  Sur  le  groupement  des  intégrales  des  équations  aux  dérivées 
partielles  à  deux  variables  indépendantes. 

Unterrichtsblâtter  fftr  Mathematik  und  Naturwissenschaften,   heraus- 

gegeben  von  F.  Pietzkbr.  Jahrgang  XIV,  1908.  —  Otto  Salle,  Berlin. 

Wiskundig  Tijdschrift  onder  Redactie  van  F.-J.  Vaes,  Chr.  Krediet,  N. 
Quint.  4.  Jaargang,  1907-1908.  —  Visser,  Haarlem. 

Wiskundige  Opgaven  met  de  Oplossîngen.  Tome  X,  fasc.  1.  —  Delsmann 
en  NoUhenius,  Amsterdam. 

Wiadomosci  Matematycsne,  publié  par  S.  Dickstein,  Varsovie. 

Tome  XII,  n®»  1-4.  — «-  B.'Niewenglowski  :  'Sur  la  résolution  eu  nombres 
entiers  des  équationsx*  —  ay*  =1  et  jr*  —  ay'^  =  —  1.  —  Z.  Krygow^^ki  :  Sur 
certaines  formes  des  intégrales  canoniques  hyperellipliques  de  seconde  es- 
pèce et  leurs  relations  avec  les  fonctions  thêta.  —  H.  Poincaré  :  La  dyna- 
mique de  l'électron.  —  S.  Zaremba  :  Nouvelle  méthode  pour  établir  les 
propriétés  fondamentales  de  la  fonction  de  Green.  —  St.  Landaîj  :  Les  me- 
sures de  la  dispersion  dans  le  phénomène  de  Faraday.  —  S.  Dickstein  : 
Le  l\^  Congrès  international  des  Mathématiciens. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physikj  herausgegeben  von  R.  Mbhmkb  u. 

C.  RuNCE.  —  55  Band,  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

No»  1  et  2.  —  M.  MiLANKoviTCH  :  Théorie  der  Druckkurven.  —  J.  V.  Pe*i- 
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PBB  :  Zur  Invalidenversicherung.  —  K.  Wieghakdt:  Uber  das  Spalten  uod  Zer- 
reissen  elastischer  Kôrper.  —  W.  Fr.  Meyer  ;  Zur  Théorie  der  Drehungen  uod 
Quatemionen.  —  Ph.  Weinmeihter  :  Gelenkviereck  und  Dammerungsdauer. 
— •  Karl  FuGHs  :  Ein  Naherungsverfahren  in  der  Méthode  der  kleinsten  Qua- 
drate.  —  F.  >'us8Baum  :  Die  genaue  Sâuleuknicklast.  —  B.  Cohn  :  Uber  die 
verachiedeneo  Anordnungen  der  Additions-  und  SubtraktioDS-Logarithmen. 

—  Reinhold  Mûlleh  :  Polbestimniung  fur  Yerzweigungslagen  bei  der  Bewe- 
gung  eines  ebenen  tthnlicfa-verânderlichen  Systems  in  seinerEbene.  . —  Gus- 
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AUX  LECTEURS 
DE  «  L'ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE  » 


Il  y  a  dix  ans,  au  commencement  de  Tannée  1899,  nous 
présentions  au  public  le  premier  numéro  de  cette  Revue 
internationale;  nous  nous  efforcions  d'indiquer  nette- 
ment le  but  vers  lequel  nous  comptions  diriger  nos 
efforts,  et  les  moyens  par  lesquels  nous  nous  proposions 
d'approcher  de  ce  but  sans  cesse  davantage  —  car  il  est 
de  ceux  qu'on  n'atteint  jamais. 

Aujourd'hui,  jetant  un  regard  derrière  nous,  il  nous  est 
permis  de  dire  que  nos  espérances  n'ont  pas  été  déçues  ; 
nous  pouvons  nous  féliciter  d'avoir  été  entendus  et  com- 
pris. 

La  place  importante  prise  ^^y  V Enseignement  mathéma- 
tique est  due  pour  une  très  grande  part  à  l'autorité  mo- 
rale de  notre  Comité  de  patronage,  aux  savants  de  haute 
valeur  qui  le  composent,  dont  plusieurs  ont  consenti  à 
nous  honorer  quelquefois  de  leur  collaboration  directe,  et 
auxquels  nous  apportons  ici  le  tribut  de  notre  reconnais- 
sance. Nous  devons  en  même  temps  donner  un  souvenir 
ému  à  la  mémoire  de  ceux  qui  ont  disparu  depuis  dix  ans, 
laissant  un  vide  dans  la  science,  en  même  temps  que  chez 
nous;  ce  sont  MM.  Bougaïev,  Cremona,  Lignine,  Oltra- 
mare.  Ces  amis,  ces  protecteurs  de  la  première  heure,  ont 
été  remplacés  dans  notre  Comité  de  patronage,  et  bien 
remplacés;  mais  leurs  successeurs  seront  les  premiers  à 
s'associer  à  nous,  et   à   souhaiter  que  les  noms  de  ces 
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hommes  de  science,  de  ces  hommes  de  bien,  ne  soient  pa& 
oubliés  ici  ;  leur  souvenir  est  pour  nous  impérissable. 

Si  nous  ne  tirons  nulle  vanité  des  résultats  obtenus,. 
si  nous  savons  que  le  mérite  en  revient  surtout  à  nos  col- 
laborateurs, nous  croyons  cependant  pouvoir  nous  félici- 
ter, nous  vanter  même  de  Ja  mise  en  pratique  d'une 
méthode  à  laquelle  nous  sommes  résolument  décidés  à 
rester  fidèles.  C'est  celle. qui  consistée  laisser  librement 
et  largement  s'exposer  dans  cette  Revue  toutes  les  doc- 
trines,  toutes  les  opinions,  toutes  les  idées,  alors  même 
que  nous  ne  les  partagerions  pas.  Les  discussions  qui 
peuvent  s'ensuivre,  et  auxquelles  nous  ne  donnerons  ja- 
mais ni  ne  laisserons  jamais  prendre  un  caractère  pure- 
ment polémique,  ne  peuvent  que  profiter  à  la  cause  de  la 
vérité. 

11  n'y  a  pas  lieu  de  revenir  sur  l'œuvre  accomplie  depuis 
dix  années,  en  conformité  du  programme  d'ensemble  que 
nous  tracions  en  1899.  En  dehors  de  ce  programme,  plu- 
sieurs questions  ont  surgi,  que  nous  ne  pouvions  prévoir 
alors,  et  ont  été  suivies  avec  intérêt  par  le  public  mathé- 
matique. Nous  ne  citerons  ici,  dans  cet  ordre  d'idées,  que 
((  l'Enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathémati- 
ciens »,  dont  ridée  première  est  due  à  M.  Ed.  Maillet,  et 
qui  a  été  si  riche  en  observations  intéressantes. 

11  est  indispensable  de  signaler  aussi  l'importance  gra- 
duelle prise  dans  le  monde  mathématique  par  les  «  Congrès 
internationaux  des  mathématiciens  »,  à  la  fondation  des- 
quels nous  avions  travaillé  antérieurement  d'une  façon 
personnelle. 

Avant  l'apparition  de  V  Enseignement  mathématique  y 
le  premier  de  ces  Congrès  s'était  tenu  à  Zurich,  en  1897  ; 
depuis,  les  Congrès  de  Paris  (1900),  d'Heidelberg  (1904), 
de  Rome  (1908)  ont  montré  la  vitalité  de  cette  institution^ 
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qui  a  créé  des  liens  de  solidarité  puissants  entre  les  ma- 
thématiciens des  différents  pays,  et  a  permis  Tétude  de 
questions  d'ordre  général  auxquelles  on  aurait  à  peine 
songé  auparavant. 

Parmi  ces  questions,  celles  qui  se  rapportent  à  rensei- 
gnement ont  constamment  attiré  la  sollicitude  des  Con- 
grès internationaux.  Le  Congrès  de  Rome,  notamment,  a 
pris  une  résolution  de  la  plus  haute  importance,  en  déci- 
dant la  nomination  d'une  Commission  internationale  de 
renseignement  mathématique,  et  en  désignant  un  comité 
de  trois  membres  qui  procédera  à  cette  nomination. 

Nos  lecteurs  sont  déjà  mis  au  courant  de  cette  organi- 
sation nouvelle.  Nous  sommes  légitimement  autorisés  à  y 
voir  la  consécration  de  nos  efforts  soutenus  ;  nous  avons 
le  droit  de  nous  en  féliciter,  et  le  devoir  d'en  exprimer 
notre  gratitude  au  Congrès,  c'est-à-dire  à  la  représenta- 
tion du  monde  mathématique  tout  entier,  s'unissant  dans 
une  commune  pensée  de  progrès. 

Plus  notre  tache  a  été  féconde,  plus  nous  avons  encore 
à  travailler  utilement.  Plus  que  jamais  nous  appelons 
donc  à  nous  les  collaborateurs,  sans  lesquels  notre  action 
serait  bien  réduite,  bien  insuffisante.  A  ceux  d'hier,  nous 
disons  merci  ;  à  ceux  de  demain,  nous  assurons  une  hospi- 
talité impartiale  et  sympathique  pour  développer  libre- 
ment leurs  idées  ;  à  tous,  nous  répétons  :  à  l'œuvre  et  bon 

courage  ! 

Les  Directeurs  y 

('.-A.   Laisant.  II.   Feur. 


UNE  LEÇON  SUR  LES  PROGRESSIONS  ET  LEURS 

APPLICATIONS 


Durant  ces  dernières  années,  les  progressions  ont  quel- 
que peu  passé  de  mode  dans  les  cours  élémentaires  de 
mathématiques  en  Angleterre.  Je  pense  qu'on  pourrait  les 
enseigner  d'une  façon  très  utile  et  très  instructive  en  adop- 
tant une  méthode  analogue  à  celle  dont  nous  allons  indiquer 
les  principaux  points. 

I.  —  Progressions  arithmétiques. 

1.  On  donne  deux  segments  de  droites  (dessinés  sur  du 
papier)  représentant  le  premier  terme  et  la  raison  d'une  pro- 
gression arithmétique.  Placer  sur  une  droite  un  certain 
nombre  de  points  équidistants  et  élever  par  ces  points  des 
ordonnées  représentant  les  termes  successifs  de  la  progres- 
sion. 

2.  Propriété  :  Prouver  que  les  extrémités  des  ordonnées 
sont  situées  sur  une  ligne  droite. 

Application  aux  problèmes  suivants  : 

3.  Construire  la  progression  dont  les  deux  premiers  ter- 
mes a  et  b  sont  représentés  par  deux  segments  donnés.  En 
prenant  le  cas  où  a  >  b,  déterminer  d'après  le  diagramme  le 
nombre  de  termes  positifs  de  la  progression. 

4.  Insérer  un  nombre  déterminé  de  moyens  arithmétiques 
entre  les  deux  longueurs  données  a  et  b. 

5.  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  progression,  A  cet 
effet,  on  représentera  de  nouveau  la  progression  graphique- 
ment comme  auparavant,  et  soit  a  le  premier  terme,  l  le  der- 
nier. //  le  nombre  de  termes.  Tourner  le  dias^ramme  de  façon 
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à  placer  la  dernière  ordonnée  au  sommet  de  la  première, 
Favant-dernière  au  sommet  de  la  seconde,  etc.,  et  la  première 
au  sommet  de  la  dernière.  On  obtient  alors  sur  la  figure  n 
ordonnées  respectivement  égales  à  «  +  /.  Par  conséquent, 
le  double  de  la  somme  de  la  progression  est  u  [a  +  0*  ^^  '^ 

somme  /i  5  (^  +  ^)- 

Remarquer  que  0  (^  +  ^)  ^^^  l'ordonnée  moyenne;  elle  est 

égale  à  l'ordonnée  du  milieu  lorsque  le  nombre  des  ordon- 
nées est  impair.  C'est  aussi  la  moyenne  de  deux  ordonnées 
<juelconques.équidistantes  des  ordonnées  extrêmes. 

6.  Obtenir  la   somme  des    n  premiers  termes  de  la  série 

a^  a  +  b^  a  +  26, —  sous  la  forme  na  +  ^/i{n  —  1)6,   en 

remarquant  que  un  représente  la  somme  des  parties  «,  et  que 

1 

^  w  (aj  —  1)6  doit  représenter  la  somme  des  portions  6,  26,.... 

{n  —  1)6. 

II.  —  Progressions  gkométriques. 


1.  Dessiner  une  série  d'ordonnées  équidislantes  représen- 
tant les  termes  d'une  progression  géométrique  dont  le  pre- 
mier terme  a  a  une  longueur  donnée  et  dont  la  raison  /•  est 
un  nombre  donné. 

On  pourra  appeler  la  courbe  sur  laquelle  les  extrémités 
des  ordonnées  sont  situées  une  «  courbe  de  progression 
géométrique».  C'est  en  réalité  une  courbe  logarithmique. 

2.  Construction  :  Soient  M^,  M2,  Mg, les  points  équidis- 

lants  choisis  comme  pieds  des  ordonnées  et  M^Pj  la  première» 
ordonnée. 

Prenons  sur  Mi  M2  un  point  extérieur  T,  tel  que  T^M^  = 
y.  T<M| ,  et  portons  les  longueurs  T^T^  =1  T5T3  = respec- 
tivement égales  aux  segments  M,  M^  ,  M^Mj et  menons 

T^Pj  qui  rencontre  l'ordonnée  passant  par  Mg  on  Pg  ;  puis  de 
même  joignons  T^P^  qui  rencontrera  l'ordonnée  passant  par 

Mj  enPj,   et  ainsi    de   suite.  Montrer  que  MiPi,M2P2, 

ereprésentenl  alors  les  termes  de  la  progression. 
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3.  Comme  appliration  de  celte  méthode,  construire  la  pro- 
gression dont  le  premier  et  le  second  termes  sont  deux  lon- 
gueurs données  a  et  &,  en  supposant  sncces$ivement  a^  b 
et  a  <^  b. 

4.  Trouver  par  construction  le  nombre  de  termes  d'une 
progression  donnée  (par  ex.  la  progression  10,  9,  -O  supé- 
rieurs à  une  quantité  donnée  (par  ex.  3). 

5.  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  progression.  On 
pourrait  le  faire  au  moyen  d'un  diagramme  dans  lequel  les 
termes  seraient  représentés  par  des  ordonnées,  mais  la  dé- 
monstration est  un  peu  plus  simple  lorsque  les  termes  sont 
représentés  par  des  longueurs  OPi ,  OPg,  OPg  , OP,»  mesu- 
rées à  partir  d'un  point  fixe  O  sur  un  axe  horizontal.  Nous 
avons  immédiatement,  si  /•  >  1 

P,P,=:(r—  l)OP,  ,   P,P,  =z:(r  — l)OP,,  etc. 

En  ajoutant  le  terme  supplémentaire  OP„^-i  on  a  finale- 
ment I\P„  +  i  =  (r— 1)0P„. 

Par  conséquent,  la  longueur  totale  PiP,,^.!  est  égale  à 
(/•  —  1)  fois  la  somme  de  la  progression. 

Par  suite,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progres- 
sion présente  la  forme 

OP..  .  ,  —  OP,  {n  4-  l)n»«  terme  —  1««*  terme    • 

r  —  1  r  —  1 

Si  nous  considérons  maintenant  le  cas  d'une  progression 
décroissante,  la  démonstration  est  absolument  la  même,  à 
cette  différence  près  que  les  points  P^ ,  P^ ,  Pg,...  s'appro- 
chent   continuellement   de  O  sans  jamais  le   dépasser.    Par 

suite,  la  somme  des  segments  P1P2,  PgPji  Psl\^ ienA 

vers  la  limite  P^O  à  mesure  que  le  nombre  des  termes  aug- 
mente. Les  segments  étant  respectivement  égaux  à  (1  —  r)  fois 
les  longueurs  correspondantes  OPi ,  OP,,...,  on  en  déduit 
que  OPi  est  égal  à  (1  —  r)  fois  la  somme  de  la  progression  » 
Tinfini.  Donc  la  somme  à  l'infini  est  égale  à 

1  —  r 
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6.  Dans  le  diagramme  représentant  une  «  courbe  de  pro- 
gression géométrique  »  on  pourra  insérer  un  nombre  quel- 
conque de  moyens  géométriques.  Si  la  courbe  est  simple- 
ment dessinée  par  Télève  à  main  levée,  les  moyens  mesurés 
sur  le  diagramme  ne  seront  naturellement  qu'approximatifs. 
Mais,  pour  rendre  la  construction  exacte,  une  simple  règle 
ayant  la  forme  d'une  telle  courbe  suffira  et  permettra  de 
résoudre  des  problèmes  de  ce  genre. 

111.  —  Application  des  progressions  a  des  formules 

DE  mesures. 

Il  ne  semble  pas  que  le  fait  suivant  soit  généralement 
connu,  à  savoir  que  la  formule  donnant  la  somme  d'une  série 
géométrique  puisse  être  utilisée  pour  le  calcul  des  aires,  des 
volumes  de  révolution,  des  coordonnées  de  centres  de  gra- 
vité, de  centres  de  pression  ou  des  moments  d'inertie  dépen- 
dant d'intégrales  de  puissances  de  la  variable.  Ainsi  le  vo- 
lume et  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide,  d'un  cône  ou 
d'un  paraboloïde,  ou  bien  les  coordonnées  du  centre  de 
pression  d'un  triangle  ou  d'une  parabole,  sont  des  exemples 
pouvant  être  traités  par  cette  méthode.  Prenons  un  exemple 
suffisamment  difficile  pour  pouvoir  servir  de  type;  le  maître 
n'aura  qu'à  s'y  référer  pour  les  applications  analogues. 

Exemple  :  Trouver  le  volume  engendré  par  la  révolution 
de  la  courbe  a  y  =:  x^  autour  de  Taxe  des  x,  entre  x  =  o  et 
X  =  A. 

Divisons  le  volume  en  tranches  par  des  plans  dont  les  dis- 
tances à  l'origine  forment  une  progression  géométrique  de 
raison  /*,  un  peu  inférieure  à  1. 

Les  distances  de  ces  plans  à  l'origine,  en  y  comprenant  la 
base  elle-même,  seront 

Les  rayons  des  sections  correspondantes  sont 


A» 

/•«A» 

iVi-" 

/••A» 

a 

a 

a 

a 
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Les  épaisseurs  des  tranches  successives  sont 

(1  —  r)h  ,      [r  —  r»)^  .      (/-»  —  r^)h  , 

Les  surfaces  de  leurs  plus  grandes  faces  sont 


a}  a*  a* 


Les  surfaces  de  leurs  plus  petites  faces  sont 

Trr*/i*  vr^h^  7rr^*h* 


fl'  a*  a* 


Le  volume  du  solide  est  compris  entre  la  somme  des  pro 
duits  des  plus  grandes  faces  des  éléments  par  leurs  épais- 
seurs et  celle  des  produits  des  plus  petites  faces  des  élé- 
ments par  leurs  épaisseurs,  c'est-à-dire  entre 


'îi*       (1  -  r)  (1  -h  r^  +  r>o  + 


et 


rh" 


ou  entre 


(1  -  /.)        (r*  -h  /•«  -h  r"  4- 


ff/i*  (l_r)  jrAV*  (1— r) 

et 


flr»    (1    -_   r»|  «s    (1    __   ,.6) 

OU  encore  entre 


et 


rt»  (1  -{-  r  -h  r*  +  /•'  -I-  r*)  a*  {l  +  ;•  -|-  r«  +  r^  +  r*) 

Pour  /•  =  1  les  deux  expressions  donnent  la  même  valeur 
limite  nh^:  Brz^pour  le  volume  demandé.  Le  volume  est  donc 
le  7»  du  produit  de  la  base  par  la  hauteur. 

Le  trait  essentiel  de  cette  méthode  réside  dans  le  fait  qu'au 
lieu  d'avoir  des  sections  équidistantes,  les  distances  de  ces 
sections  à  Torigine  forment  une  progression  géométrique 
dont  la  raison  est  un  peu  inférieure  à  l'unité.  Par  suite,  la 
sommation  est  effectuée  au  moyen  de  la  formule  des  pro- 
gressions géométriques,  tandis  que,  dans  le  cas  de  sections 
équidislantes,  nous  serions  obligés  d'avoir  recours  à  des 
formules  séparées  concernant  les  sommes  des  carrés,  cubes 
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et  autres  puissances  des  nombres  naturels.  Le  fait  que  nous 
avons  le  droit  de  choisir  /•  <C  1  et  de  passer  ensuite  au  cas 
limite  où  /•  =  1  se  justifie  par  des  diagrammes  bien  cons- 
truits; on  verra  que  les  quantités  dont  on  doit  faire  la  somme 
restent  finies  dans  tous  les  cas  où  cette  méthode  est  appli- 
cable. 

Comme  autre  exemple  de  Tusage  des  progressions,  oit 
pourra  appliquer  avantageusement  les  propriétés  de  la 
«  courbe  de  progression  géométrique  »,  qui  est  identique* 
à  la  courbe  logarithmique,  à  la  démonstration  des  formules- 
de  diflerentiation  et  d'intégration  concernant  les  fonctions 
exponentielles  et  logarithmiques.  La  figure,  examinée  au. 
point  de  vue  géométrique,  nous  fournit  une  démonstration 
rapide  du  fait  que  la  limite  dont  dépendent  ces  différentia- 

lions  et  intégrations,  c'est-à-dire  la  limite  de       7"      lorsque 

A  =  o  ,  est  finie  et  possède  les  propriétés  du  logarithme 
de  a,  et  que  la  base  de  ce  système  de  logarithmes  est  un 
nombre  fini  e  plus  grand  que  Tunité  pouvant  être  estimé 
approximativement  en  le  mesurant  sur  le  diagramme. 

G. -H.  Bryan  (Bangor,  N.  Wales). 

Note.  —  Le  nom  de  m  progression  o  est  donné  dans  les  anciens  manuels 
anglais  aux  séries  arithmétiques  et  géométriques  et  est  utilisé  dans  le  sens 
que  nous  lui  avons  attribué  ci-dessus.  La  seule  autre  série  à  laquelle  on- 
donne  généralement  ce  nom  est  la  progression  harmonique.  Comme  cette 
progression  est  habituellement  étudiée  en  même  temps  que  ses  applications 
géométriques,  nous  n'en  avons  pas  parlé  ici. 

(Traduction  de  J.-P.  Dumur.  Genève.^ 
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I.  —  Il  est  naUireliement  indifférent,  au  point  de  vue  de 
l'Analyse,  qu'on  reconduise  ou  non  le  postulat  de  la  moyenne 
de  Gauss  à  un  système  d'autres  postulats,  ou  bien  qu'on  le 
fasse  découler  d'un  principe  de  minimum.  Mais  il  y  a  pour- 
tant une  raison  d'un  ordre  divers  qui  rend  quelquefois  pré- 
férable qu'on  suive  le  premier  chemin,  et  que  Ton  s'attarde 
à  rechercher  si,  parmi  les  systèmes  de  postulats  définissant 
Ja  moyenne  arithmétique,  il  n'y  en  a  qui,  pour  l'évidence  et 
la  presque-nécessité  pratique  des  principes  dont  il  résulte, 
nous  semble  imposer,  pour  ainsi  dire,  le  choix  d'une  telle 
moyenne  de  préférence  à  toute  autre,  au  moins  dans  cer- 
tains domaines  d'application. 

Le  système  que  tout  récemment  M.  G.  Schiapahelli  pro- 
posait dans  les  RendicontidelR,  IstituLo  Lombardo  di  Scienze 
e  Letlere  et  dans  les  Astronomisclie  Nachrichten  atteint  cer- 
tainement au  plus  haut  degré  un  tel  but  :  nous  saurions 
bien  difficilement  renoncer  aux  propositions,  dont  il  résulte, 
-exception  faite  peut-être  d'une  seule  proposition,  qui  est  la 
suivante  : 

2ii  observations  de  même  précision  de  deux  grandeurs  in- 
connues \  et  y  nous  ont  fourni  les  valeurs 

Xt  Xt  ...  Xj^  i\Q  X     et     Xx  -\-  OL ,  x^  -\-  V.  y  ...  .  .r^j  -|-  a  de  y  ; 

nous  admettons  que^  si  F(x)  est  la  valeur  moyenne  des  x  et 
F  (y)  la  valeur  moyenne  des  y,  on  doit  avoir 

F  (  r)  —  F  (j:)  ==  a  . 

Pourtant  un  géodésien  saurait  bien  difficilement  se  passer 
<relle! 

L'élude  de  M.  Schiaparelli  se  fonde  sur  cette  proposition, 
et  sur  les  postulats,  bien  intuitifs,  admettant  que  si  les  ob- 
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-servations  sont  également  précises  elles  entrent  toutes  et 
indépendamment  de  Tordre  dans  lequel  on  les  a  faites  dans 
la  détermination  de  la  moyenne  et  que  le  passage  d'une 
unité  de  mesure  m  à  une  autre  m'^=ikm^  déterminant  le  pas- 
sage d'un  système  de  valeurs  observées  x^  ...  Xn  à  un  autre 
&  .  a:,  ,  ...  ,  /c  .  .r„,  détermine  aussi  le  passage  de  la  valeur 
moyenne  ¥{x)  à  l'autre  k .  ¥[x). 

Nous  nous  proposons  de  reprendre  ici  le  problème,  non 
pour  en  modifier  les  prémisses,  mais  pour  indiquer  un  mode 
de  déduction  purement  analytique  et  peut-être  menant  plus 
rapidement  au  but,  que  celui  proposé  par  Tillustre  astronome 
italien. 

H.  —  La  traduction  en  langage  algébrique  des  conditions 
•énoncées  et  l'adjonction  d'une  condition  nouvelle,  destinée 
à  rendre  possible  l'étude  analytique  de  la  question,  nous 
fournit  le  ^y^^ème  de  postulats,  définissant  la  valeur  moyenne 

"de  n  observations  d'égale  précision  : 

1.  F  est  une  fonction  symétrique  de  ses  n  variables; 

2.  les  dérivées  partielles  :^  ;  — -  ...  -—  sont  assîofnables  et 

finies; 

3.  on  a  Fi/cr,  ,  kx^  ,  ...  kx,^  =  A:  .  F(.ri  ,  .r,  ,  ...  XnY  ; 

4.  on  a  Fij?^  -f  «i  •••  -^n  +  «}  =  F(Xi  ,  .r,  ,  ...  Xn)  +  a 
-c'est-à-dire  pour  2  : 

ôF    ,     ôF     .  i^F         .  . 


^Xx  àXt  i^x^^ 

Il  suit  de  même  des  postulats  3  et  4  : 

FjO,  0.  ...  0)  =  0       et       F(« a)  =  a  . 

Il  s'agit  de  démontrer,  que 

F  =  FfjTi  ,  x^ a-J  zii  _  j  .ri  -f  X,  -f  ...  -}-  .r 

n  t  \ 


'  Ce  quo  nous  exprimons  en  disant  que  F  est  une  fonclion  honiogône  du  de^c  un.  M.  Boi.za 
iVorlcsungen  iiber  Variationsreehnung,  1908,  p.  194)  appelle  •  positive  lionwgeneitât»  Thonio- 
jçénéité  restreinte,  dont  il  est  question  ici. 
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III.  —  On  a  le  lenime  suivant  : 

Une  fonction  du   degré  d* homogénéité  un,  et  solution  de 
//équation  aux  dérii^ées  partielles  (a),  est  une  fonction  entière^ 
Soit  pour  abréger 

et  supposons  que  Ton  ait 

^  -^(j-i  ,  ...  x^^)  ^  ^ 

où  J;  est  du  degré  de  homogénéité  /?  et  ;^  du  degré  p  —  1  ► 
On  aura 

^  +  ...  +  ^ 

-  x»  V^  h^.  +  -  +  ô^„  i    *  I  s^.  +  -  +  ù-ï^.  U  -  ' 


il  _  /•  f'ÎX   +  ...  +  M\ 


/i 


Le  numérateur  est  ici  une  fonction  homogène  du  degré 
p —  1,  le  dénominateur  une  fonction  du  degré  /?  —  2.  On 
est  donc  toujours  ramené  au  cas  /;  =  1  . 

IV.  —  Soit  p  =  p(.r,  ...  Xn}  une  solution  linéaire  et  homo-^ 
gène  de  («),  et 


-1^-1+...+  x^^  I  ^  p\xt r^J  =  ♦(Ti ,  ...  .r,^) 


♦  . 


La  fonction  j  -  .r;^  +  ...  +  -^m     +  «  •  $  ioù  a  est  un  entier 


n 


quelconque)  satisfait  bien  évidemment  aux  postulats  2,  3,  4  : 
s'il  est  possible  de  définir  une  fonction  «P  symétrique  par 
rapport  à  ses  n  variables,  on  pourra  admettre  aussi  que 
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Il  est  aisé  de  démontrer  qu'une  telle  fonction  0  est  iden- 
tiquement nulle. 

L'intégrale  la  plus  générale  de  Téquation  aux  dérivées 
partielles 

dont  elle  est  une  solution,  est 

où  ff  est  une  fonction  arbitraire,  avec  a  -^  b  -\-  ...  -\-  l=r.{)  , 
Il  dérive  donc  de  la  définition  de  $  (différence  de  deux  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes),  que 

♦  =  axx  -\-  bx%  +  ...  Ix^ 

et,  pour  la  condition  de  symétrie. 

On  a  donc  $  =:  0 

1   l  ) 

^  ""^  î  "^^  ■*"  "^^  "*■  "•  ■*"  ^"    * 

C.  Q.  F.  D.  Ugo  Brocgj  fRome. 


LE  THEOREME  FONDAMENTAL  DE  LA  THEORIE 

DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 

ET  LA  THÉORIE  DES  ASYMPTOTES 


Le  Théorème  fondamental  de  la  théorie,  des  équations  al- 
gébriques s'énonce  ainsi  : 

Toute  équation  algébrique  entière  à  coefficients  réels  ou  ima- 
ginaires admet  au  moins  une  racine  de  la  forme:  a  +  by/ —  1, 
a  e^  b  étant  des  nombres  réels^  pcuvant  être  nuls. 

Nous  allons  d'abord  démontrer  ce  Théorème  à  Taide  de  la 
Théorie  des  asymptotes,  dans  le  cas  où  tous  les  coefficients 

Ti'Rnfteignfîmont  mathôm.,  ll*nnnéo;  1909  2 
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de  Téquation  F  (X)  =  0  sont  réels,  puis  Tétendre  au  cas  oîi 
il  y  a  des  coefficients  imaginaires. 

1.  Cas  des  coefficients  tous  réels. 

Toute  équation  algébrique  entière  de  degré  impair  admet 
au  moins  une  racine  réelle.  La  démonstratioti  en  est  immé- 
diate et  connue. 

Nous  n'avons  donc  à  considérer  que  le  cas  où  le  degré  m 
est  pair  et  dans  ce  qui  suit  nous  supposons  m  pair. 

Posons  : 

On  a  : 

F  (X)  zrr  P  4-  Qi 

le  dernier  terme  n'étant  pas  autre  chose  que  y^  précédé  du 
signe  +  ou  du  signe  —  suivant  que  m  est  ou  non  multiple 
de  4. 

Q  =  yq , 

'»  =  ''  <-'  -  m  ''  (-)  +  •••  +  i.2.dl-i)  '""''' ^''^  ■ 

La  proposition  à  démontrer  revient  donc  à  celle  ci  :  Les  deux 
courbes  P  =  0  et  Q  =  0  ont  au  moins  un  point  d'intersection 
réel. 

Notons  que  la  courbe  Q  ==  0  se  décompose  en  deux  j  ^ ^ 

Cherchons  les  branches  infinies  et  les  asymptotes  des  deux 
courbes  P  zzr  0  et  Q  =  0  (soient  en  abrégé  P  et  Q). 

D'après  les  règles  ordinaires  de  la  géométrie  analytique 
il  suffît  pour  avoir  les  directions  des  branches  infinies,  ou  les 
coefficients  angulaires  des  asymptotes,  /  ou  tg^,  d'égaler  à  0 
l'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus  élevé,  c'est-à-dire  du 
degré  m,  en  remplaçant  y  par  /  ou  tg  cp  et  j?  par  1 . 

11  est  facile  de  voir  que  pour  la  courbe  P,  cette  équation 
est  : 

(1  -|_  //)'«  +  (1  _  itf»  —  0. 
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«t  pour  la  courbe  Q,  c'est  : 

(1  +  *•/)"*  —  (1  +  '0'"  =  ^• 
La  première  équation,  celle  relative  à  P,  peut  s'écrire  : 

[(cos  niff  -f-  /  sin  m^)  -f-  (cos  m^  —  i  sin  m^)  1  =  Q, 
J 

OU  : 

cos  my  iz:  0  , 

XI  condition  que  cos'^y  ne  soit  pas  nul,  d'où 


<it 


m^  izr  (2^  +  1)  ^. 


.=  l2/c+1)^^,. 


On  a  donc  m  direction  d'asymptotes,  toutes  distinctes  les 

4ines  des  autres  et  les  angles  (p  successifs  diffèrent  de  -. 
Ce  sont  : 

ir  3ir         5ir  (2/«  —  1)  it 

2m  '     2m  '     2m*      '  '  2m 

Par  exemple  pour  le  4™*  degré  on  a  : 

TT  3jr  ÔTT  7ïr 

"8'      T  '      F  •      T  ' 

La  condition  :  cos"'^  non  nul  est  vérifiée  par  tous  ces  angles 
-et  quelque  soit  m. 

On  démontre  semblablement  que  les  directions  des  asymp- 
totes de  Q  sont  aussi  au  nombre  de  /w,  toutes  distinctes  les 
unes  des  autres  et  que  les  angles  ç  correspondants,  différant 

successivement  aussi  entre  eux  de   -  ,  sont  : 

m 

2ir        fiir  2(w  — Dtt 

'  2m  '    2m  '  •   •   •    '  2^i  * 

Par  exemple  pour  le  4'"*  degré,  on  a  : 

'   4  '     2  '    T 
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La  condition  cos'^y  non  nul  est  vérifiée  partons  ces  angles^ 

excepté  pour  a>  =  .z,  valeur  qui  se  présente  quelque  soit  w. 

Mais  il  faut  remarquer  que  les  asymptotes  |)arallèles  à  oY 
se  déterminent  autrement;  pour  les  obtenir,  on  égale  à  o  le 
coeflirient  du  terme  du  plus  haut  degré  en  y;  or  on  voit  que 
dans  le  cas  présent,  il  y  a  une  et  une  seule  asymptote  paral- 
lèle à  oY,  pour  la  courbe  y  =  0,  le  coefficient  dey"'—*  étant  : 

p(m— 1)  /^\ 

1 et  par  suite  du  1®*"  degfré. 

1.2...  (m—  1)         '  ^ 

Remarquons  de  plus  que  Tasymptote  qui  a  o  pour  coeffi- 
cient angulaire  n'est  pas  autre  chose  que  OX,  droite  qui  fait 
elle-même  partie  de  Q. 

A  chacune  des  asymptotes  correspondent  bien  deux  bran- 
ches de  courbe  réelles,  parce  que  toutes  les  asymptotes  sont 
distinctes,  les  équations  aux  coefficients  angulaires  ayant 
toutes  leurs  racines  simples;  nous  en  avons  en  eftet  trouvé  m 
pour  chacune  et  il  ne  petit  pas  y  en  avoir  davantage. 

De  plus  ces  deux  branches  sont  afférentes  Tune  à  Tune  des- 
extrémités  de  Tasymplote  et  l'autre  à  l'autre  extrémité,  ce 
qui  a  lieu  de  même  pour  l'asymptote  parallèle  à  oY. 

Quant  à  la  situation  des  asymptotes,  nous  pouvons  sup- 
poser que  le  terme  du  degré  m  —  1  manque  dans  l'équation 

F(X)  =  0,  car  on  peut  tou- 
jours le  ramener  à  être  nul.  H 
en  résulte  que  les  termes  de  ce 
degré:  wz  — 1,  manquant  aussi 
dans  les  équations  P  =  0  et 
Q  =  0,  toutes  les  asymptotes,. 
A  tant  de  P  que  de  Q,  sont  is- 
sues de  Torigine  des  coor- 
données, d'après  un  corol- 
laire de  la  Théorie  des  asymp- 
totes, qui  s'applique  ici,  parce 
que  tous  les  coefficients  an- 
gulaires sont  distincts. 
Les  asymplotes  des  deux  courbes  s'emboîtent  donc  les 
unes  dans  les  autres,  c'est-à-dire  sont  alternées,  comme  Tin- 


Fig.  1. 
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•clique  la  figure  ci-contre  relative  pour  plus  de  simplicité  et  de 
-clarté  au  cas  où  /n  =  4,  mais  qui  peut  être  établie  de  même 
<]uelque  soit  m  pair. 

D'autre  part  nous  nous  appuyons  sur  ce  théorème  bien 
connu  :  «  Les  courbes  algébriques  n'ont  pas  de  point  d'ar- 
rêt ».  Il  se  démontre  en  effet  sans  supposer  établi  le  théo- 
rème proposé.  Dès  lors,  on  voit  facilement  que  les  courbes 
P  et  Q  se  coupent  nécessairement  au  moins  en  un  point  réel 
«t  que  de  plus  si  ce  point  se  trouve  autre  part  que  sur  XX', 
ce  qui  correspondrait  à  une  racine  réelle  pour  F{X)  =  0,  il  a 
son  symétrique  par  rapport  à  XX',  puisque  P  et  Q  sont  symé- 
triques chacune  par  rapport  à  XX',  d'où  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées.  Considérons  en  effet  la  première  asymp- 
tote de  P,  celle  qui  correspond  à  y  =:  ^  (Ici  :  ^);    ou    bien 

la  branche  y  afférente  au-dessus  de  XX'  coupe  XX'  et  alors 
on  a  une  racine  réelle  de  F(X)  =  0,  ou  bien  elle  ne  coupe 
pas  XX',  et  alors,  après  plus  ou  moins  de  sinuosités  et  de 
circonvolutions  qui  sont  en  nombre  limité  d'ailleurs,  il  est 
facile  de  le  démontrer,  elle  doit  aboutir  à  une  autre  asymp- 
tote; elle  doit  donc  aller  ou  à  6,  ou  à  c  ou  à  e/.  Si  elle  va  à  6, 
la  branche  de  Q  qui  part  de  C|,  la  coupe  nécessairement.  On  . 
voit  de  même  que  si  elle  va  à  c  ou  âf,  il  y  a  au  moins  une 
intersection  nécessaire. 


-vc  — -'.  a 


-X  X 


Il  est  impossible  de  combiner  les  différentes  branches  sans 
<]u'il  y  ait  au  moins  une  intersection. 

La  démonstration  peut  être  considérée  comme  terminée. 
On  peut  toutefois  lui  ajouter  le  raisonnement  suivant  pour 
«ne  valeur  indéterminée,  c'est-à-dire  quelconque  de  m  pair. 
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Supposons  qu'il  n'y  ait  pas  de  racines  réelles,  car  s'il  y  eiï 
a  le  théorème  est  démontré  ',  et  ne  nous  occupons  que  de 
la  partie  supérieure  de  la  figure  (l'autre  partie  étant  d'ail- 
leurs symétrique  à  la  première  par  rapport  à  XX'). 

Considérons  une  branche  infinie  quelconque  de  P  et  ses- 
deux  asymptotes;  entre  ces  deux  asymptotes  il  y  a  un  nombre 
impair  total  d'autres  asymptotes.  Ou  bien  c'est  le  nombre 
d'asymptotes  de  Q  comprises  qui  est  impair  et  alors  il  y  a  au 
moins  une  branche  infinie  de  Q  qui  doit  nécessairement 
couper  la  branche  considérée  de  P. 

Ou  bien  c'est  le  nombre  d'asymptotes  de  P  comprises  qui 
est  impair,  et  alors  il  y  a  au  moins  une  branche  de  P  qui  doit 
couper  la  première  ;  ces  deux  branches  de  P  forment  entre 
elles  un  angle  curviligne  qui  comprend  encore  un  nombre 
total  impair  d'extrémités  d'autres  asymptotes  •.  Nous  pouvons 
continuer  ce  raisonnement  et  comme  le  nombre  total  d'extré- 
mités d'asymptotes  comprises  est  toujours  impair  et  comme 
il  diminue  chaque  fois,  nous  devons  nécessairement  arriver 
à  un  nombre  impair  d'asymptotes  de  Q  comprises,  ce  nombre 
dut-il  être  l'unité,  et  finalement  il  y  a  une  branche  de  Q  qui 
doit  couper  une  branche  de  P. 

Observation,  La  démonstration  ci-dessus  n'a,  comme  on  le 
voit,  rien  qui  soit  ardu;  c'est  une  simple  et  immédiate  appli- 
cation de  la  Théorie  des  branches  infinies  et  des  asymptotes 
en  géométrie  analytique. 

Si  les  démonstrations  purement  algébriques  peuvent  pa- 
raître plus  de  circonstance  pour  le  Théorème  en  question, 
elles  ont  presque  toutes  l'inconvénient,  dans  un  cours  de 
Mathématiques  spéciales,  d'être  plus  ou  moins  difficiles  à 
comprendre  et  à  retenir.  Celle-ci  est  une  suite  immédiate  et 
naturelle  d'une  Théorie  de  géométrie  analytique  et  en  cons- 
titue un  exercice  d'application. 

i"  Remarque,  Les  équations  P:-r=  0  et  Q  =  0  et  les  courbes 
qu'elles  représentent  sont  loin  d'être  quelconques  l'une  par 


^  Locution  usuelle. 

*  La  locution  :  «  extrémité  d  asymptote  »  peut  paraître  impropre,  nous  l'employons  cepen- 
dant à  défaut  d'autre  aussi  brève,  car  elle  est  très  intelligible  par  une  interprétation  men- 
tale et  nous  ne  faisons  en  cela  qu'imiter  l'exemple  de  MM.  Briot  et  Bouquet  dans  leur 
Géoniétna  analytique. 
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rapport  à  l'autre,  et  évidemment  à  priori  il  doit  en  être  ainsi. 
On  a  d'abord  les  relations  connues  : 

i>P  _  ôQ  ?]?—__  ^ 

Il  ressort  de  la  présente  démonstration  les  deux  Théo- 
rèmes suivants  : 

1.  Les  asymptotes  de  P  et  de  Q  sont  toutes  issues  d'un 
même  point  situé  sur  XX'.  Nous  avons  supposé  que  le  terme 
de  degré  m  —  1  manquait  dans  Téquation  F(X)=  0,  mais 
cette  circonstance  n'a  servi  qu'à  mettre  en  évidence  la  pro- 
priété susdite  et  à  nous  permettre  d'en  profiter.  La  propriété 
subsiste  lorsque  la  condition  supposée  n'est  pas  remplie, 
car  on  n'a  fait  par  cette  hypothèse  qu'un  changement  d'axes 
de  coordonnées,  l'axe  des  y  étant  seul  déplacé  parallèlement 
à  lui-même. 

JI.  Les  asymptotes  de  P  et  de  Q  forment  une  étoile  régulière 
alternée. 

2"*"  Remarque.  La  proposition  des  couples  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées  se  trouve  démontrée  dans  le  cas  des 
coefficients  tous  réels. 

2.  Cas  des  coefficients  imaginaires. 

Si  F(X)  a  un  ou  plusieurs  ou  tous  ses  coefficients  imagi- 
naires, on  peut  toujours  écrire  :  F(X)  =  /(X)  +  if  (X), 
/(X)  et  f{X)  ayant  tous  leurs  coefficients  réels. 

L'équation /'(X)*  +  9  (X*  =^  0  ayant  tous  ses  coefficients 
réels,  admet  au  moins,  d'après  le  premier  cas  étudié,  une 
racine  :  a  +  «/3. 

Or  on  a  :  /(Xj«  +  f  (X)«  =  [/(X.)  +  i(f  (X)]  [/\X)  —  if  iX)]  ;  on 
démontre  aisément  que  si  a  +  //3  n'est  pas  une  racine  de 
/'(X)  +  i<f  (Xj  =  0,  a  —  fj3  en  est  nécessairement  racine.  Ces 
deux  imaginaires  conjuguées  peuvent  d'ailleurs  en  être  toutes 
deux  racines,  mais  alors  on  a  séparément  et  pour  chacune  de 
ces  valeurs  : 

/•(X)  =  0.  ff  (X)  =  0. 

E.  DE  Richard  d'Aboncouht  (Lille). 


QU'EST-CE   QUE   LE   TEMPS? 


Les  considérations  qui  vont  suivre  m'ont  été  suggérées 
au  cours  de  l'enseignement  pratique  que  j'eus  l'occasion  de 
donner  aux  jeunes  officiers  qui  me  furent  adjoints,  pour  des 
travaux  de  cartographie  astronomique  dans  les  bassins  du 
Congo,  du  Zambèze  et  du  ISil. 

Je  livre  ces  considérations  telles  quelles  aux  lecteurs  de 
V Enseignement  mathématique^  après  avoir  dit  toutefois 
qu'elles  sont  le  reflet  des  idées  que  j'ai  trouvées  dans  la 
<(  Philosophie  scientifique  »  de  Girard. 


Qu'est-ce  que  le  temps? 

Le  dictionnaire  de  l'Académie  française  dit  : 

temps  =  la  durée  des  choses. 

Le  dictionnaire  de  Larousse  dit  : 

temps  =^  mesure  de  la  durée  des. choses. 

Voulant  savoir  ce  qu'est  la  «  durée  »  j'ouvre  le  dictionnaire, 
qui  me  dit  : 

durée  — -  espace  de  temps  que  dure  une  chose. 

Donc,  pour  savoir  ce  que  c'est  que  le  tempSs  je  dois  savoir 
ce  que  c'est  que  la  durée  ;  mais  pour  savoir  ce  que  c'est  que 
la  durécy  je  dois  savoir  ce  que  c'est  que  le  temps. 

Je  dois  aussi  savoir  ce  que  c'est  que  Vespace,  qu'une  chose^ 
et  ce  que  représente  la  notion  durer.,  qui  entrent  dans  la 
phrase  «  espace  de  temps  que  dure  une  chose  ». 


* 
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Que  voilà  bien  la  dialectique  prise  sur  le  vif! 

Que  voilà  bien  mise  en  relief  Tinanité  de  ce  qu'on  est  con- 
tenu d'appeler  des  «  définitions  »,  en  entendant  par  «  défi- 
nition »  un  assemblage  de  mots  grâce  auquel  on  parviendrait 
à  la  connaissance  des  idées  ou  des  choses. 

En  effet  la  «  définition  »  telle  qu'on  l'entend  encore  dans 
les  prolégomènes  de  la  géométrie  classique,  n'est  autre  chose 
qu'une  des  formes  de  l'erreur  dialectique  qui  consiste  à 
attribuer  une  valeur  réelle  ou  idéale  aux  mots  en  eux- 
mêmes. 

Qu'est-ce  que  «  définir  »  un  mot? 

En  règle  générale  un  mot  est  un  signe  représentatif  im- 
pliquant l'existence  préalable  d'un  objet  à  représenter. 

Or,  cet  objet  peut  être  connu  ou  inconnu  de  celui  à  qui 
l'on  s'adresse. 

S'il  en  est  inconnu  c'est  lui,  l'objet^  qu'il  faut  définir;  et 
l'on  rentre  dans  la  «  définition  de  chose  ou  d'idée  ».  Dans 
<;e  cas  l'étude  expérimentale  de  la  chose,  ou  de  l'idée,  dont  on 
s'occupe,  conduit  à  leur  connaissance  plus  ou  moins  complète. 

Si  l'objet  (chose  ou  idée)  à  c<  définir  »,  est  connu  de  celui  à 
qui  Ton  s'adresse,  il  suffît  d'en  évoquer  le  concept  (qu'il  a 
-dans  son  subjectif,  c'est-à-dire  dans  son  «  moi  pensant  »), 
par  un  moyen  quelconque  (un  simple  geste  peut  même  parfois 
suffire);  et  c'est  évidemment  ce  moyen  qui  constitue  la  «  dé- 
finition de  mot  ». 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  on  traduit  un  mot 
d'une  langue  dans  une  autre;  ou  bien,  restant  dans  le 
même  idiome,  on  remplace  le  mot  à  définir,  soit  par  un 
autre  mot  supposé  connu  de  l'interlocuteur  dont  on  cherche 
à  se  faire  comprendre,  soit  par  une  périphrase  plus  ou  moins 
étendue. 

En  considérant  ces  deux  modes  de  procéder  en  ce  qu'ils 
ont  d'essentiel,  on  est  forcé  de  convenir  qu'ils  ne  différent 
pas  l'un  de  l'autre. 

Considérons  les  deux  égalités  suivantes  : 

1)  time  =  temps. 

2)  géographie  =  science  qui  a  pour  objet  la  description 
Je  la  surface  de  la  terre  =  yVj  +  ypa<f(>ù  =  la  terre  +  j.'écris. 
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Ces  deux  égalités  n'offrent  rien  qui  les  distinguent  au  point 
de  vue  philosophique  ou  logique. 

Dès  lors  pourquoi  ne  pas  désigner  ces  deux  opérations  par 
le  même  terme?  Pourquoi  ne  pas  les  appeler,  Tune  comme 
l'autre,  des  «  traductions  ?  » 

Le  langage  scientifique  y  gagnerait  en  précision,  et  l'iden- 
tité établie  entre  la  traduction  des  mots  d'une  langue  dans 
une  autre,  et  la  traduction  des  mots  dans  le  même  idiome,  ne 
tarderait  pas  à  renverser  Terreur  de  ceux  qui  croient  qu'en 
rassemblant  des  mots  ils  créent  des  choses. 

Les  ouvrages  scientifiques  se  débarrasseraient  peu  à  peu 
de  ces  définitions  absurdes  par  lesquelles  on  remplace  des 
termes  parfaitement  connus,  par  d'autres  qui  le  sont  beaucoup^ 
moins,  ou  qui  ne  le  sont  pas  du  tout. 

On  verrait  disparaître  peu  à  peu,  des  discussions  scienti- 
fiques, ces  étranges  assertions  (purement  subjectives)  :  «  cela* 
doit  être  »  ;  «  cela  ne  peut  pas  être  »;  «  cela  est  de  sens  com- 
mun, ou  cela  est  contre  le  bon  sens...  »,  etc. 

Qu'y  a-t-il  là-dedans  sinon  la  croyance  où  Ton  est,  subjec- 
tivement, que  l'univers  doit  se  plier  aux  petites  conceptions 
de  nos  petits  cerveaux;  moins  encore  :  à  nos  petites  combi- 
naisons de  mots  mal  établis,  tirés  de  langues  dont  la  valeur 
philosophique,  logique  et  scientifique,  est  négative. 

Au  point  de  vue  philosophique  on  peut  dire,  à  la  lettre, 
que  les  langues  sont  encore  à  faire,  car  les  mots  sont  trop- 
peu  en  accord  complet  avec  les  idées  ou  les  faits. 


* 


Telle  qu'on  l'entend  dans  les  lexiques,  la  «  définition  »• 
dont  nous  venons  de  donner  des  exemples  pour  les  concepts 
«  temps  »  et  «  durée  »,  n'est  rien  d'autre  qu'une  traduction 
sans  changement  d'idiome.  Dans  cette  traduction  le  mot  » 
définir  est  remplacé  par  un  ou  des  mots  équivalents,  et 
ceux-ci  demandent  à  leur  tour  d'autres  mots  pour  être 
définis, 

11  arrive  même  qu'on  revient,  dans  ce  cycle,  au  premier 
mot  dont  on  voulait  établir  la  signification;  ce  qui  fait  un 
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joli  cercle  vicieux  ramenant  au  point  de  départ,  et  nous  lais- 
sant désorienté. 

C'est,  évidemment,  une  simple  traduction  sans  change- 
ment d'idiome  que  définir  le  temps  :  mesure  de  la  durée  des 
choses. 

Parfois,  il  est  vrai,  le  lexique  fournit  une  courte  «  explica- 
tion »  du  terme  à  définir. 

Mais  les  mots  dont  se  compose  Texplication  devant  être 
définis  à  leur  tour,  on  n'arrive,  par  ce  moyen,  qu'à  déplacer 
la  question  sans  jamais  la  résoudre. 

C'est,  par  exemple,  à  cette  catégorie  de  définitions  qu'ap- 
partient la  définition  que  le  dictionnaire  de  l'Académie  fran- 
çaise donne  du  mot  «  science  ». 

Dire  qu'une  «  science  »  est  «  un  ensemble,  un  système  de 
connaissances  sur  quelque  matière  »,  ne  signifie  pas  grand' 
chose  tant  qu'on  ne  sait  pas,  avec  une  complète  précision, 
ce  qu'est  un  «  système  »,  en  quoi  surtout  consiste  la  «  con- 
naissance »,  et  quelle  est  la  «  matière  scientifique  »,  ou,  si 
l'on  veut,  la  partie  de  l'objectif  total  (univers),  qui  relève  de 
la  science. 

Ce  n'est  donc  point  par  la  «  définition  »  que  l'on  peut  ar- 
river à  la  connaissance  des  «  idées  »  et  des  «  faits  »,  mais 
bien  en  soumettant  les  uns  et  les  autres  à  un  examen  direct 
et  approfondi,  dans  lequel  ils  soient  envisagés  et  détaillés 
sous  et  sur  toutes  leurs  faces. 

Cet  examen  consistera  surtout  en  expériences  aussi  variées, 
aussi  répétées  et  aussi  contrôlées  que  possible,  de  tout  ce 
qui  caractérisera  le  fait  ou  Vidée  pour  lesquels  on  cherche 
un  mot  représentatif. 

Le  résultat  de  cet  examen  expérimental  a  été  appelé,  par 
le  capitaine  Girard  (alors  qu'il  professait  à  l'Ecole  militaire 
de  Belgique),  une  détermination. 

Vidée  ou  le  fait  étant  déterminés  par  expériences,  lès  sons 
articulés,  variables  avec  les  langues,  au  moyen  desquels  on 
est  convenu  de  les  représenter,  acquièrent,  par  cela  môme, 
la  pleine  valeur  d'un  signe  algébrique, 

C'est  ce  qui  se  présente  pour  cette  catégorie  de  laits  telle- 
ment simples,  que  la  connaissance  (la  connaissance  humaine) 
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que  nous  pouvons  en  avoir  par  nous-mêmes,  est  absolue; 
tel  le  temps  par  exemple. 

Les  vocables  p^povcç,  tempus,  temps,  Zeit,  tirae,  tijd,  tiempo, 
tempo,  etc.,  au  moyen  desquels  le  fait,  identique  au  concept, 
est  traduit  dans  diverses  langues,  ont  des  valeurs  absolument 
identiques,  aussi  précises,  aussi  nettes  pour  tous,  que  le 
signe  /,  au  moyen  duquel  on  représente  le  mt^me /â^V  dans 
une  formule  de  cinématique. 

Pour  donner  à  quelqu'un  la  connaissance  du  «  temps  »,  il 
faut  se  rappeler  que  toute  connaissance  nous  vient  par  Tin- 
termédiaire  des  sens. 

On  ne  saurait  trop_le  répéter  :  toute  idée  arrive  au  cerveau 
par  un  ou  plusieurs  sens;  Nikil  est  in  intellectu  quod  non 
^prius  fuerit  in  sensu! 

La  môme  conviction  se  rencontre  non  seulement  chez  les 
«  matérialistes  »  —  ce  qui  va  de  soi  —  mais  encore  chez  les 
spiritualistes  les  plus  conséquents  et  les  plus  convaincus. 

«  Il  est  évident  —  dit  Hirn  —  que  la  connaissance  des 
«  phénomènes  externes,  quels  qu'ils  soient,  ne  peut  dériver 
«  que  d'un  rapport  établi  .entre  ce  phénomène  et  notre  être 
«  pensant.  » 

(Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Conséquences  philo- 
sophiques et  métaphysiques  de  la  thermo-dynamique.  Paris 
1868).     . 


Or,  certaines  manifestations  de  la  Nature  sont,  dans  leur 
appréciation  par  l'Homme,  à  la  fois  tellement  simples  et  tel- 
lement mêlées  aux  moindres  actes  de  notre  vie,  que  nous  en 
acquérons  la  connaissance  absolue  sans  nous  en  apercevoir; 
un  rapport  constant  est  établi  entre  ces  manifestations  et 
noire  être  pensant. 

C'est  le  cas  pour  les  phénomènes  «  temps  »,  «  espace  » 
{Fespace  euclidien,  bien  entendu),  «  mouvement»,  etc.. 

Ces  faits  que  nous  appellerons  «  faits  fondamentatix  », 
doivent  faire  Tobjet  d'un  examen  approfondi  qui  dépasse  les 
limites  de  la  description  ordinaire;  et  ils  le  peuvent,  puis- 
qu'ils nous  sont  connus  non  par  un  ensemble  restreint  de 
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propriétés,  mais  par  la  totalité  de  celles  dont  la  perception 
peut  être  acquise  par  nous,  en  égard  à  la  constitution  actuelle 
de  nos  facultés  intellectuelles  et  de  notre  individu  physique. 

Cet  examen  approfondi  —  cas  particulier  d'une  description 
—  constitue  ce  qui  a  été  appelé,  plus  haut,  une  «  détermina- 
tion. » 

Précisons. 

Prétendre  «  définir  w  le  temps  et  Tespace  par  une  formule 
de  mots  (ou  de  symboles),  c'e^t-à-dire  vouloir  les  renfermer 
dans  un  assemblage  de  mots,  constitue  une  erreur  dialec- 
tique. 

Les  «  décrire  »  est  inutile  car  il  sufTit,  pour  éveiller  chez 
presque  tout  le  monde  les  idées  correspondantes,  d'en  pro- 
noncer les  noms. 

C'est  que  nous  sommes,  à  ce  point  de  vue,  en  plein  dans 
l'expérience  de  chaque  instant. 

En  effet,  depuis  que  nos  yeux  se  sont  ouverts  à  la  lumière, 
nous  vivons  consciemment  dans  le  temps  et  l'espace. 

Nous  partageons  le  temps,  nous  l'évaluons  plus  ou  moins 
approximativement,  nous  en  suivons  l'écoulement,  ne  fùt-c^ 
que  par  le  retour  du  jour  et  de  la  nuit,  le  retour  des  repas, 
etc.. 

Nous  nous  rendons  expérimentalement  compte  de  la  suc- 
cession des  «  parties  de  temps  »  (découpées  dans  le  temps 
continu);  nous  leur  avons  donné  des  noms  :  heures,  minutes,, 
secondes,  etc.,  et  aussi  jour,  semaine,  mois,  année,  etc. 

Nous  avons  imaginé  des  machines  qui  représentent,  pour 
nous,  «  le  cours  du  temps  »,  et  tous  nos  efforts  tendent  à 
avoir  de  telles  machines  (faites  par  Thomme)  nous  représen- 
tant le  «  cours  du  temps  »  avec  la  parfaite  régularité,  la  par- 
faite continuité,  la  parfaite  homogénéité  que  nous  avons  la 
conviction  d'avoir  reconnues  î\  cette  manifestation  de  la  Na- 
ture que  nous  avons  appelée  «  temps  ». 

Et  lorsque,  dans  une  science,  nous  introduisons  le  mot 
«  temps  »  nous  n'avons  donc  ni  à  le  «  définir  »,  ni  à  le  «  dé- 
crire ». 

Mais  ce  qui  est  nécessaire,  c'est  d'insister  sur  Vobjectivité 
de  ce   phénomène,   c'est-à-dire  sur  son  existence  réelle  en. 
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dehors  de  «  notre  moi  pensant  »,  qui  n'est  que  notre  «  sub- 
jectif ».  Ce  n'est  pas  notre  pensée  qui  a  mis  le  temps  dans 
la  Nature-  C'est  la  Nature  qui  a  mis  dans  notre  pensée  le 
«  concept  humain  »  du  temps,  la  connaissance  du  temps, 
ridée  du  temps  «  fait  fondamental.  » 

11  faut  aussi  insister  sur  la  continuité,  l'homogénéité,  la 
•divisibilité,  etc.  du  temps. 

En  un  mot  il  faut  mettre  en  relief  les  propriétés  dont  on 
va  bientôt  faire  un  continuel  usage. 

Ces  faits  fondamentaux,  mis  ainsi  à  la  base  des  sciences, 
peuvent  seuls  donner  à  celles-ci  l'unité  qui  leur  est  néces- 
saire, et  qui,  fixant  nettement  dès  le  début  les  idées  de  l'élève 
comme  du  professeur,  permettront  la  meilleure  classification 
des  faits  scientifiques,  les  meilleures  synthèses,  et  par  suite 
le  meilleur  profit  pour  l'Humanité. 

Les  «  faits  fondamentaux  »  appartiennent  à  cette  classe  nom- 
breuse de  faits  scientifiques  que  ni  l'explication,  ni  la  dé- 
monstration, ne  peuvent  atteindre. 

On  en  acquiert  les  «  concepts  »  par  l'expérience  directe  et 
personnelle,  au  moyen  des  sens  aidés  par  nos  appareils  de  re- 
cherches expérimentales,  qui  ne  sont  qu'un  prolongement 
de  nos  sens. 

Puis  c'est  à  ces  «  faits  fondamentaux  »  que  toute  explica- 
tion d'un  fait  quelconque  ramène;  et  les  démonstrations  ne 
font  que  les  combiner  entre  eux. 

C'est  ainsi  que,  en  réalité  et  en  simplicité,  la  géométrie  est 
la  science  du  mouvement  dans  l'espace,  indépendamment  du 
temps,  de  la  masse,  etc. 

On  n'explique  et  ne  démontre,  ni  le  temps,  ni  l'espace,  ni 

le  mouvement,  ni  la  continuité on  en  constate  l'existence. 

Ils  constituent  les.  événements  simples  dont  la  combinaison 
incessante  produit  les  phénomènes  complexes  naturels,  (qui 
sont  des  résultantes);  leur  décomposition  ramène  aux  faits 
fondamentaux  (qui  en  étaient  les  composantes). 

Quand  on  y  arrive  l'explication  des  faits  complexes  est  en- 
tière, complète,  définitive. 
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Ces  faits  fondamentaux  sont  ce  qu'il  y  a  de  vrai,  de  réel, 
^tde  logique  dans  les  «  axiomes  »  placés,  aujourd'hui  encore, 
^  rentrée  de  tant  de  sciences,  comme  éléments  constitutifs 
-de  ces  sciences. 

Or  Texamen  froid  et  impitoyable  des  axiomes  les  montre 
presque  tous  incapables  de  constituer  une  matière  scienti- 
fique, absurdes  au  point  de  vue  philosophique,  également 
propres  à  corrompre  la  faculté  de  raisonner  chez  Thomme. 

Donnons  ici  un  seul  exemple  :  «  le  tout  est  plus  grand  que 
la  partie.  » 

Cet  axiome  ne  marque-t-il  pas  le  point  extrême  de  la  pué- 
rilité dialectique? 

En  présence  d'une  pareille  niaiserie  la  critique  demeure 
«ans  voix. 

D'autres  fois  les  axiomes  sont  des  restrictions  à  des  lois 
générales;  parfois  ils  sont  de  mauvaises  définitions  de  mots 
pris  immédiatement  avant  ou  après  dans  un  sens  différent. 

Quand  un  axiome  signifie  quelque  chose  de  raisonnable 
<^'est  que  ce  quelque  chose  est  un  «  fait  »,  par  exemple  le 
fait  qu'entre  deux  points  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  ligne 
-droite,  fait  objectif,  réel,  naturel,  fait  d'expérience  directe 
incessamment  renouvelée. 

Si  bien  qu'après  un  examen  approfondi  de  la  question 
«  axiomes  »,  on  arrive  à  cette  conclusion  que  le  mot  «  axiome  » 
<levrait  disparaître  du  langage  scientifique;  on  ferait  repa- 
raître son  élément  vrai,  réel  et  logique,  sous  la  dénomina- 
tion, irréprochable  à  tous  les  points  de  vue,  de  «  fait  fonda- 
mental »,  que  Girard  lui  a  donnée. 


* 


Revenons  maintenant  à  notre  question. 

Qu'est-ce  que  le  temps? 

Réponse  :  un  fait  fondamental,  naturel,  objectif,  existant 
^n  dehors  de  notre  moi  pensant,  et  dont  la  notion  (le  con- 
cept) est  mise  dans  ce  moi  pensant  (notre  subjectif)  par  une 
expérience  continue,  commençant  à  notre  naissance  pour  ne 
finir  qu'à  notre  mort. 
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Tout  ce  qui  se  rapporte,  humainement  parlant,  à  ce  fait 
tbndamental,  est  éveillé  dans  notre  esprit  par  le  seul  pro- 
noncé du  mot  «  temps  ». 

Ainsi  en  abordant  la  question  de  la  mesure  du  temps,  il 
est  établi  que  nous  savons,  par  expérience  personnelle,  ce 
que  c'est  que  le  temps,  avec  sa  continuité,  sa  régularité,  son 
homogénéité 

Et  nous  nous  bornons  à  en  déterminer  des  durées  et  à  en 
fixer  des  instants. 

Une  durée  sera  pour  nous  une  quantité  de  temps. 

Un  instant  sera  pour  nous  Télément  qui  s'écoulant,  (au  fi- 
guré) du  passé  vers  l'avenir,  avec  une  vitesse  constante, 
forme  le  temps.  Cet  élément,  que  nous  appelons  instant, 
sera,  si  Ton  veut,  Tatome  du  temps,  que  nous  irons  saisir, 
parla  pensée  et  par  nos  instruments,  en  un  point  quelconque 
de  sa  marche,  ou  du  moins  de  ce  que  nous  dénommons  ainsi, 
par  manque  de  langues  mieux  appropriées.  L'instant  dans  le 
temps  sera  Tanalogue  du  point  dans  Fespace.  Il  faut  les^ 
associer  au  mouvement  pour  obtenir,  d'une  part  le  temps,, 
de  Tautre  la  ligne,  la  surface,  le  volume. 


* 


J'ai  donné  ce  chapitre  tel  que  je  le  retrouve  dans  mes  car- 
nets de  notes  rédigés  en  pleine  brousse,  pour  la  formatioiv 
pratique  de  jeunes  gens  frais  émoulus  de  TEcole;  ce  n'était 
pas  eux  que  gênait  la  définition  du  mot  temps,  c'était  moi. 

En  disant  ici  comment  j'avais  diminué  ma   gène,  je  n'af 

d'autre  prétention  que  de  provoquer  peut-être  la  discussion 

sur  ce  point,  afin  d'en  tirer  pour  mon  propre  compte  tout  le 

profit  possible. 

Comm*  Lemaike  (Bruxelles), 

chef  de  la  mission  scionlifique  du  Ka-Tanga  (1898-1900) 
ot  de  la  missioo  scientifique  du  Bahr-cl-Gha/^al  (1902-1905)  > 


SUR  LES  DERNIERES  MODIFICATIONS 

DANS  L  ENSEIGNEMENT  DES  MATHÉMATIQUES 

AUX  ÉCOLES  RÉALES  EN  RUSSIE 


Parmi  les  communications  nombreuses  sur  renseignement  des 
mathématiques  dans  des  divers  pays,  que  nous  avons  entendu 
avec  beaucoup  d'intérêt  au  IV™*  Congrès  des  Mathématiciens,  à 
Rome,  il  manquait  complètement  la  revue  de  l'état  de  l'enseigne- 
ment mathématique  en  Russie.  Il  sera  donc  conforme  aux  vœux 
du  Congrès,  et  de  quelque  intérêt  pour  les  lecteurs  de  cette  Revue, 
d'avoir  un  aperçu  des  changements  qu'ont  subis  les  programmes 
de  Mathématiques  dans  les  écoles  réaies  en  Russie.  Les  lecteurs 
de  Y  Enseignement  mathématique  ont  eu,  en  1893,  les  articles  de 
M.  RoBYNiN  sur  l'enseignement  mathématique  secondaire  et  si|pé- 
rieur  en  Russie  dans  son  état  actueP,  ce  qui  me  permet  [quoique 
je  ne  sois  pas  tout  à  fait  d'accord  en  quelques  points  avec  l'hono- 
rable auteur]  de  me  restreindre  aux  changements  introduits  pen- 
dant les  deux  dernières  années.  Je  me  borne  aux  écoles  réaies, 
parce  que  l'enseignement  mathématique  y  est  plus  complet  et  a 
subi  d'ailleurs  des  changements  plus  considérables. 

Suivant  le  plan  d'études  approuvé  par  le  Ministre  de  Tlnstruc- 
tion  publique  le  26  VI  (8  Vil)  1906,  les  matières  de  l'enseignement 
sont  distribuées  de  la  manière  suivante  : 

l""*  et  2™*'  classes  :  Arithmétique,  4  leçons  par  semaine. 

S™**  classe  ;  Arithmétique,  2  ;  Algèbre,  2;  total  4. 

4"""  classe  :  Algèbre,  3;  Géométrie  et  dessin  géométrique,  4; 
total  7. 

5"**  classe  :  Algèbre,  3  ;  Géométrie,  3  ;  total  6. 

6™"  classe  :  Algèbre  et  trigonométrie  4  ;  Géométrie  2  ;  total  6. 

Je  ne  reproduirai  pas  les  programmes  en  entier  et  j'indiquerai 
seulement  les  changements.  (Corap.  Robynin  l.  c.) 

Arithmétique.  —  Les  théorèmes  sur  la  divisibilité  des  nombres 
ne  figurent  plus  dans  les  programmes  des  deux  premières  classes  ; 
ils  sont  remis  à  la  septième.  De  plus  ces  programmes  ne  sont  plus 
divisés,  mais  ils  font  un  tout,  et  la  remarque  méthodologique  qui 


*  Enseignement  secondaire,  p.  237-261.  Enseignement  supérieur,  p.  397-414. 
L'Enseignement  mathém.,  11«  année  ;  1909. 
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suit  le  texte  laisse  libre  d'augmenter  ou  de  diminuer  l'ensemble 
des  questions  à  étudier  en  première,  suivant  les  cas,  pourvu  toute- 
fois que  le  programme  soit  rempli  en  entier  dans  deux  années.  Du 
cours  de  la  troisième  sont  exclus  la  règle  conjointe  et  l'escompte. 

Algèbre,  —  La  «  résolution  des  équations  numériques  du  pre- 
mier degré  à  une  inconnue  »  flgure  dans  le  cours  de  la  troisième. 
La  division  des  polynômes  est  remise  au  contraire  à  la  quatrième. 
L'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  et  de  la  racine 
cubique  du  nombre  et  d'un  polynôme  est  supprimée.  La  remarque 
méthodologique  jointe  au  programme,  dit  que  dans  cette  classe 
(quatrième)  il  faut  faire  attention  spécialement  à  la  résolution  des 
problèmes  à  l'aide  des  équations  et  donner  des  exemples  sur  les 
divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  ainsi  que  sur  l'équivalence 
des  équations,  mais  que  systématiquement  la  discussion  des 
équations  et  leur  équivalence  ne  doivent  pas  être  enseignées.  Le 
cours  de  la  cinquième  commence  par  l'extraction  de  la  racine 
carrée  des  nombres  avec  ^approximation  donnée  ;  racine  carrée 
incommensurable,  notions  sur  les  nombres  irrationnels  et  sur  les 
opérations  avec  ces  nombres.  Après  le  chapitre  sur  les  équations 
du  2™*  degré  se  trouve  introduite  la  notion  des  racines  imagi- 
naires. Sont  mentionnées  explicitement  :  la  détermination  des 
signes  des  racines  réelles  d'après  les  signes  des  coefficients  de 
l'équation  du  second  degré  et  la  construction  d'une  pareille  équa- 
tion d'après  ses  racines. 

Les  équations  bicarrées,  proportions  arithmétique  et  géomé- 
trique (avec  application  aux  fractions  décimales  périodiques),  ter- 
minent le  programme  de  la  cinquième  classe,  qui  paraît  assez 
surchargé.  La  résolution  de  l'inéquation  du  premier  degré  à  une 
inconnue  est  maintenant  supprimée;  la  résolution  de  l'équation 
indéterminée  du  premier  degré  à  deux  inconnues  est  renvoyée  à 
la  septième.  La  théorie  des  logarithmes  est  concentrée  dans  le 
cours  de  la  sixième,  dont  le  programme  commence  par  des  expo- 
sants fractionnaires,  négatifs  et  irrationnels;  il  passe  ensuite  aux 
logarithmes,  à  la  résolution  des  équations  exponentielles,  à  l'ana- 
lyse combinatoire  au  binôme  de  Newton  (pour  l'exposant  entier 
positif)  et  aux  fractions  continues.  La  discussion  des  équations 
du  premier  et  du  second  degré  est  remise  au  cours  de  la  septième 
classe ^ 

Géométrie,  —  Le  nombre  des  leçons  a  été  diminué  en  quatrième 
(4  avec  le  dessin  géométrique  au  lieu  de  5);  les  lignes  proportion- 
nelles et  la  similitude  des  triangles  et  des  polygones  sont  remises 
à  la  cinquième,  dont  le  nombre  de  leçons  est  aussi  réduit  à  3  par 
semaine,  mais  dont  le  cours  est  augmenté  encore  par  l'introduc- 


^  Est  rayé  encore  «le  problème  des  courriers»  qui  figurait  avant  dans  les  programmes.  La 
circulaire  du  26  IV  1907  ajoute  au  cours  de  la  sixième  après  la  théorie  des  logarithmes  :  ■  inté- 
rêts composés  et  annuités  n. 
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tion  de  la  construction  des  formules  algébriques  homogènes  les 
plus  simples,  des  racines  de  l'équation  du  second  degré,  de  la 
discussion  de  quelques  problèmes  du  second  ordre,  ainsi  que  du 
principe  de  Thomogénéité.  Ces  questions  figuraient  avant  au  pro- 
gramme de  la  septième  classe  (complémentaire),  avec  plus  de 
détails.  En  revanche  la  stéréométrie  est  remise  à  la  sixième  classe. 
De  plus  «la  remarque  méthodique»  qui  suit  les  programmes  con- 
seille de  «  ne  pas  entrer  dans  des  finesses  superflues  sur  les  ques- 
tions de  proportionnalité  et  de  la  mesure  de  la  longueur  de  la  cir- 
conférence, de  Taire  du  cercle  et  des  surfaces  et  volumes  des  corps 
ronds  dans  les  cours  de  la  quatrième,  cinquième  et  sixième  classe, 
—  la  discussion  approfondie  de  ces  questions,  fondée  sur  la  théo- 
rie des  limites,  doit  avoir  lieu  dans  la  classe  complémentaire». 

En  sixième  2  leçons  sont  consacrées  à  la  stéréométrie.  On  a 
rayé  du  programme  :  l'égalité  des  angles  trièdres  et  les  condi- 
tions de  l'égalité  et  de  la  similitude  des  prismes  et  des  pyramides. 

La  Trigonométrie  est  divisée  en  deux  parties,  dont  la  première 
relative  à  la  résolution  des  triangles  est  étudiée  en  sixième*;  la 
seconde,  qui  comprend  la  théorie  des  fonctions  trigonométriques, 
est  remise  à  la  septième. 

Les  changements  indiqués  plus  haut  sont  introduits  depuis 
Tannée  scolaire  1906-1907.  Les  programmes  de  la  classe  septième 
(complémentaire)  ont  subi  plus  de  changements.  Le  dessin  pro- 
jectif  est  rayé  (depuis  1906-1907);  les  2  leçons  qui  lui  étaient  con- 
sacrées sont  rendues  aux  Mathématiques.  On  a  introduit  les  élé- 
ments du  Calcul  infinitésimal  et  de  la  Géométrie  analytique.  Les 
programmes  que  je  reproduis  ci-après  in-extenso*,  sont  mis 
en  exécution  depuis  Tannée  scolaire  1907-1908.  Conformément  à 
ces  changements  on  a  modifié  les  examens  des  mathématiques  en 
septième  :  au  lieu  de  trois  problèmes  (sur  Talgèbre,  l'application 
de  Talgèbre  à  la  géométrie  et  la  trigonométrie)  en  1906-1907  on  en 
a  proposé  deux  :  un  sur  TAlgèbre  et  un  sur  la  Trigonométrie. 
Depuis  1907-1908  pour  l'épreuve  écrite  on  doit  proposer  (Circulaire 
de  3  XI  1907,  n**  24914)  deux  problèmes,  dont  Tun  sur  la  Trigono- 
métrie et  l'autre  sur  le  cours  spécial  ;  il  est  laissé  au  loisir  des 
conseils  pédagogiques  des  écoles  réaies  de  choisir  le  thème  sur 
l'Analyse  infinitésimale  ou  bien  sur  la  Géométrie  analytique.  La 
circulaire  du  10  111  1908  (n**  7095)  prescrit  de  ne  point  proposer  à 
Texamen  oral  des  questions  et  des  problèmes  sur  la  Géométrie. 

Kharkoff,  25  Vil  (7  VIll)  1908.  D.  Sintsof. 

(Voir  le  Programme,  page  suivante). 


'  Le  nombre  des  loçons  d'Algébro  et  do  Trigonométrie  est  assigné  sommairement  égal  à  4. 

*  Je  crois  utile  de  le  faire  pour  montrer  In  tendance  de  réglementer  tous  les  détails,  ce  qui 
est  caractéristique  à  toutes  les  mesures  du  Ministère  russe.  —  Toutes  les  dispositions  sont 
tirées  des  documents  officiels  — du  «Journal  du  Ministère  do  l'Instruction  publique»,  1907  et 
1908  et  de  la  Circulaire  pour  le  district  scolaire  do  Kharkoff,  année  1906,  n**  9.  10;  année  1907, 
n"2,  3,  6  et  7  et  1908,  ii»1. 
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Programme  de  mathématiques  pour  la  classe  supplémexNtaire  des  écoles 
KÉALEs  russes,  opprouvé  par  le  Ministère  de  l'Instruction  publique  et  intro- 
duit depuis  l'année  scolaire  1907-1908. 

I.  Arithmétique.  —  Théorèmes  principaux  sur  la  divisibilité  des  nombres. 
Plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  euliers.  Résolution  des  équa- 
tions indéterminées  du  premier  degré  à  deux  inconnues  en  nombres  entiers 
et  positifs. 

II.  Algèbre.  —  Nombres  complexes  (imaginaires).  Opérations  avec  les, 
nombres  complexes  :  addition,  soustraction,  multiplication,  division,  puis- 
sance (binôme  de  Newton)  et  extraction  de  la  racine  carrée.  Propriétés 
principales  de  la  fonction  entière  et  de  ses  racines.  Cas  particuliers  :  fonc- 
tions x"  —  a"  et  ax^^  -|-  bx^  +  c.  Solutions  étrangères.  Discussion  des 
équations  du  premier  degré  à  une  inconnue  et  du  système  de  deux  équations 
du  premicr*degré  à  deux  inconnues.  Cas  d'indétermination  et  d'incompatibilité. 

III.  Trigonométrie.  —  Fonctions  trigonomctriques  de  l'arc.  Variation  des 
fonctions  trigonométriques  pour  la  variation  de  l'arc  de  —  oo  à  -|-  oo  .  For- 
mules de  réduction  des  fonctions  trigonométriques  d'un  arc  quelconque  aux 

fonctions  trigonométriques  de  l'arc  compris  entre  0  et  -7  .  —  Relations  entre 

les  fonctions  trigonométriques  d'un  même  arc.  —  Théorème  d'addition  (fonc- 
tions trigonométriques  de  la  somme  et  de  la  différence  des  arcs).  Fonctions 
trigonométriques  de  l'arc  multiple  et  du  demi-arc.  Transformation  de  la 
somme  et  de  la  différence  de  deux  sinus  ou  de  deux  cosinus  en  un  produit. 
La  notion  des  fonctions  circulaires  inverses.  —  Equations  trigonométriques. 

—  Les  inégalités  sin  x  <^  x  <^  lî*»g  a:  et  0  <^  a?  —  sin  ^  <C  x  pour   les  arcs, 

compris  entre  0  et  y-  et  la  possibilité  du  calcul  approché  des  fonctions  tri* 

gonométriques,  qui  en  découle. 

IV.  Eléments  de  Géométrie  analytique.  —  Détermination  de  la  position 
d'un  point  sur  un  plan  par  ses  coordonnées  rectangulaires.  Distance  de  deux 
points.  Coordonnées  du  point  milieu  d'un  segment  rectiligne  à  l'aide  des 
coordonnées  de  ses  extrémités.  —  Ligne  droite.  Formes  diverses  de  l'équa- 
tion de  la  ligne  droite  :  lo  équation  résolue  relativement  à  l'une  des  coor- 
données ;  2»  équation  aux  segments  ;  3<*  équation  normale  ;  et  4^  équation  gé- 
nérale du  premier  degré.  Equation  des  droites  qui  passent  par  un  point  donné. 
Equation  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés.  Intersection  de 
deux  droites  données.  Augle  de  deux  droites  ;  conditions  pour  qu'elles 
soient  parallèles  ou  perpendiculaires.  Distance  d'un  point  à  une  droite. 
Expression  de  l'aire  d'un  triangle.  —  Déplacement  de  l'origine  des  coordon- 
nées. —  Cercle.  Son  équation  en  coordonnées  rectangulaires.  —  Coordon- 
nées polaires.  Spirale  d'Archimède.  Idée  générale  des  coordonnées  et  des 
lieux  géométriques.  Sections  du  cône  circulaire  droit  par  des  plans  ne  pas- 
sant pas  par  le  sommet.  Trois  types  de  sections  :  ellipse,  parabole,  hyperbole. 
Leur  propriété  caractéristique  —  que  le  rapport  des  distances  de  chacun  de 
leurs  points  au  foyer  et  à  la  directrice  est  constant.  Equations  en  coordon- 
nées polaires.  Equations  en  coordonnées  rectangulaires  par  rapport  au  som- 
met. Equations  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  par  rapport  aux  centres  et  aux 
axes.  Ellipse,  comme  projection  du  cercle.  Equations  de  l'ellipse  et  de  l'hy- 
perbole en  coordonnées  bi-polaires.  Equation  de  la  tangente  en  un  point  donné 
de  la  courbe.  Diamètres  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole. 
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V.  Eléments  d'analyse  infinitésimale.  —   Fondements   de  la  ihcorie  des 

limites.  Application  de  la  théorie  de6  limites  à  la  mesure  de  la  longueur  de 

la  circonférence,  de  l'aire  du  cercle,  des  surfaces  et  des  volumes  du  cylindre, 

s  in  X 
du  cône  et  dé  la  sphère.  Limite  du  rapport  pour  x  tendant  vers  zéro. 

Limite  vers  laquelle  tend  le  binôme  (  1  H j    quand  n  croit  indéfiniment. 

Système  naturel  des  logarithmes.  Module.  —  Variable  indépendante  (argu- 
ment) et  dépendante  (fonction).  Fonction  explicite  et  implicite.  Variation 
continue  de  l'argument.  Fonction  continue  pour  la  valeur  donnée  de  l'argu- 
ment et  dans  le  domaine  donné  de  lârgument.  Exemples  de  fonctions  con- 
tinues ;  fonction  a*.  Représentation  géométrique  des  fonctions.  —  Notion  de 
la  dérivée  et  de  la  difFérentielle  d'une  fonction.  Signification  géométrique  et 
mécanique  de  la  dérivée.  —  Dérivées  de  '  la  somme,  de  la  dififérence,  du 
produit  et  du  quotient  de  fonctions.  Dérivées  et  différentielles  d'une  fonction 

composée.  Dérivée  de  la  fonction  inverse.  —  Dérivées  des  fonctions  j:'",  ex- 
ponentielle, logarithmique  et  des  fonctions  trigonométriques.  —  Représen- 
tation géométrique  de  la  propriété  de  la  fonction  continue  :  «  si  la  fonction 
est  continue  dans  un  certain  domaine  de  l'argument  et  si  aux  limites  du 
domaine  elle  prend  des  signes  contraires,  elle  s'annule  à  l'intérieur  du  do- 
maine». —  Représentation  géométrique  du  théorème  de  Rolle;  théorème 
de  Lagrange.  —  Les  critères  de  la  croissance  et  de  la  décroissance  des 
fonctions.  Valeurs  extrêmes  de  la  fonction  dans  le  domaine  donné  de  l'argu- 
ment ;  leur  recherche.  Equations  de  la  tangente  et  de  la  normale  dune 
courbe  donnée  au  point  donné  ;  tangentes  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de 
la  parabole.  Notion  de  l'intégrale  définie.  Application  au  calcul  des  aires. 
Notion  de  l'intégrale  indéfinie. 
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Un  peu  plus  de  Cinématique. 

11  est  une  branche  de  la  mécanique  qui  échappe  aux  postulats 
newtoniens:  c'est  la  cinématique.  Au  moment  où  ces  postulats 
sont  si  discutés,  ne  serait-il  pas  opportun  queTattention  des  cher- 
cheurs se  reporte  sur  elle  ? 

Toute  peu  étendue  qu'elle  soit  actuellement,  elle  n'en  suffît  pas 
moins  à  l'explication  de  nombreux  mécanismes.  Un  progrès  en 
cette  partie  pourrait  avoir  de  grandes  conséquences. 

Voici  un  point  de  départ  qui  mène  fort  loin  : 

PnoBLÈME.  Un  point  matériel  M  étant  soumis  à  une  rotation 
propre,  autour  d'un  axe  A,  dans  un  système  qui  est  tout  entier 
entraîné  dans  une  rotation  autour  d'un  axe  B,  déterminer  la  tra- 
jectoire de  ce  point  dans  la  suite  du  temps. 
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Nous  spécifions  —  et  c'est  là  la  nouveauté  —  que  la  distance  R 
du  mobile  à  son  axe  A  doit  rester  invariable.  Mais  sa  distance  à 
l'axe  B  pourra  varier  du  fait  même  de  la  rotation  propre.  Soit  ^ 
Tangle  que  font  les  deux  axes  A  et  B  :  cet  angle  demeuré  constant. 

Le  lieu  le  plus  étendu  des  points  situés  à  la  distance  R  d'an 
axe  A  est  un  cylindre  de  révolution  indéfini,  de  rayon  R,  décrit 
autour  de  cet  axe;  notre  mobile  ne  peut  que  demeurera  la  surface 
de  ce  cylindre. 

D'autre  part,  l'entraînement  est  la  rotation  d'un  système  varia- 
ble, puisque  tous  les  points  n'en  sont  pas  immobiles.  Nous  nous 
faisons  une  idée  d'une  telle  rotation  en  subdivisant  le  temps  en 
intervalles  infiniment  petits  et  assimilant  le  système  variable  à  un 
système  invariable  durant  chacun  de  ces  intervalles. 

Pendant  une  de  ces  subdivisions  du  temps,  notre  mobile  est 
donc  astreint  aussi  à  se  trouver  sur  un  certain  cylindre  de  révolu- 
tion décrit  autour  de  l'axe  B.  Sa  trajectoire,  pendant  le  même 
temps,  sera  donc  un  élément  de  l'intersection  de  ce  cylindre  et  de 
celui  de  la  rotation  propre. 

Supposons  que  les  axes  A  et  B  se  rencontrent  en  un  point  O.  Ce 
point  restera  fixe. 

Prenons  notre  mobile  sur  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
axes  A  et  B,  soit  en  M^,  nos  deux  cylindres  ont  alors  même  rayon, 
et  leurs  axes  concourent.  Leur  intersection  est  donc  plane  et  la 
trajectoire,  elliptique. 

On  voit  aisément  que,  en  considérant  comme  axes  de  rotation 
les  demi-droites  menées  selon  la  convention  classique,  le  seul  plan 
d'intersection  qui  convienne  est  le  plan  bissecteur  extérieur  de 
l'angle  des  deux  axes.  L'ellipse  que  ce  plan  détermine  a  pour  petit 
axe  ^,  et  pour  excentricité  c,  savoir  : 

^  r=  R  e  =  sin  X 

Traçons  cette  ellipse  en  entier  :  elle  sera  le  lieu  des  points  du 
plan  qui  sont  à  la  distance  R  de  l'axe  OA  ;  et  puisque  le  plan  est 
bissecteur,  ce  sera  aussi  le  lieu  des  points  situés  à  la  même  dis- 
tance de  OB.  Si  nous  envisageons  le  mobile  en  une  position  quel- 
conque sur  cette  ellipse,  il  y  retrouvera  les  mêmes  conditions 
qu'en  M^. 

A  chaque  intervalle  de  temps,  un  point  pris  sur  le  plan  bissec- 
teur extérieur  a  donc  sa  trajectoire  élémentaire  sur  ce  plan,  et  elle 

est  un  élément  de  l'ellipse  définie  par  ^  =  R,  e  ;=  sin  ^. 

Dans  la  suite  du  temps,  le  plan  bissecteur  tourne,  de  même  que 
l'axe  OA,  autour  de  l'axe  fixe  OB,  et  il  décrit  autour  de  cet  axe 

un  cône  de  révolution  ayant  pour  demi-angle  au  sommet  ^  'Z-^" 

m 
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Mais  rapportons  le  mouvement  du  point  M  à  un  système  de  coor- 
données participant  à  Fentrainement  :  soit,  un  trièdre  trirectangle, 
ayant  pour  axe  des  z,  OB,  pour  axe  des  y,  la  perpendiculaire  com- 
mune OMg,  l'axe  des  .r  étant  perpendiculaire  aux  deux  autres. 
Dans  un  tel  système,  Taxe  OA  et  le  plan  bissecteur  restent  fixes. 

Or,  la  propriété  que  possède  le  point  M  d'être  à  la  distance  R 
de  Taxe  OA  et  de  devoir  rester  invariablement  à  cette  distance  et 
celle  encore  d'être  à  la  distance  R  de  OB  et  de  rester  durant  un 
intervalle  de  temps  infiniment  petit  à  la  même  distance  de  OB  sub- 
sistent en  quelque  système  que  Ton  ait  à  en  examiner  les  effets. 

Soient  donc  t^^  t^,  t^  trois  instants  consécutifs,  séparés  par  les 
intervalles  infiniment  petits  A'o»  A^-  Si,  à  Tinstant  ^^^dans  notre 
système,  le  mobile  est  vu  sur  le  plan  bissecteur  et  sur  Tellipse  sus- 
indiquée,  il  se  déplacera,  durant  l'intervalle  A^o»  ^^^  ^^  P^^"  ®^ 
cette  ellipse,  qui  sont  fixes  pour  nous  ;  il  s^'y  retrouvera  donc  au 
temps  t^  +  A'o  ^^  ^»  P"^s  ^"  temps  ty  +  A^i  ou  /,,  et  ainsi  de 
suite.  Le  poit  M  se  déplacera  donc  d'une  manière  continue  sur 
les  dits  plan  et  ellipse. 

Plan  et  ellipse  sont  fixes  dans  l'intérieur  du  système  où  nous 
nous  sommes  placés;  mais  ils  sont  mobiles  par  rapport  à  des  re- 
pères extérieurs.  Le  grand  axe  de  Tellipse  est^  à  chaque  instant, 
sur  l'intersection  du  plan  bissecteur  avec  le  plan  des  axes  AOB, 
lequel  n'est  autre  que  notre  plan  des  x^  z.  Soit  OD  ce  grand  axe 
de  l'ellipse,  qui  est  dans  le  système  une  ligne  fixe;  mais  si,  à  un 
instant  /(,,  ona  repéré  la  direction  de  cette  ligne  sur  quelque  étoile 
éloignée,  et  tracé  sur  le  plan  cette  direction  OD^^,  on  verra  sur  le 
plan  du  mouvement  cette  direction  OD^  s'écarter  continuellement 
de  la  direction  OD.  Le  plan  et  toute  figure  liée  à  OD  paraîtront 
donc  pivoter  autour  du  point  O. 

En  examinant  les  choses  d'un  point  de  vue  extérieur  à  notre  sys- 
tème, c'est,  au  contraire,  la  direction  OD^  qui  sera  fixe,  et  la  direc- 
tion OD  qui  s'en  écartera  continuellement. 

Le  mobile  n'en  décrit  pas  moins  son  ellipse,  mais  celle-ci  est 
tropique  ; 

Le  pivotement  de  OD  par  rapport  à  OD^,  constitue  une  sorte  de 
mouvement  prècessoral; 

Enfin,  le  plan  du  mouvement  éprouve  sa  sfariation  conique  autour 
de  l'axe  fixe  OB. 

Les  conditions  de  vitesse  des  mouvements  composants  pourront 
faire  que  le  premier  de  ces  mouvements,  le  mouvement  elliptique, 
paraisse  exister  seul,  le  deuxième  étant  presque  insensible  et  le 
troisième,  tout  à  fait  négligeable.  Mais  ces  trois  sortes  de  mouve- 
ments existent  toujours. 

En  quelque  position  qu'un  mobile  se  trouve  par  rapport  aux 
axes  A  et  B,  et  quand  même  ces  axes  ne  se  rencontreraient  pas, 
on  peut  toujours  mener,  par  une  position  N,  un  plan  bissecteur 
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extérieur  de  l'angle  des  axes  représentatifs  des  deux  rotations. 
Soit  ()«  le  point  où  ce  plan  rencontre  Taxe  A  ;  menons  par  0,i  une 
parallèle  OnB'  à  Taxe  B.  On  peut  substituer  à  la  rotation  d'en- 
traineinent  une  rotation  égale  autour  de  Taxe  OB',  plus  une  cer- 
taine translation  à  déterminer  à  chaque  instant. 

Sous  rinfluence  de  la  rotation  propre  et  de  la  rotation  autour 
de  OB',  le  mobile  N  décrit  une  ellipse,  pivotant  dans  son  plan  au- 
tour de  0/1 ,  pendant  que  ce  plan  varie  coniquement  dans  l'espace. 
La  translation  complémentaire  ne  modifie  en  rien  la  direction  des 
plans,  ni  les  déplacements  angulaires  ;  mais  elle  reporte  le  point 
de  pivotement  au  véritable  point  fixe,  qui  est  l'intersection  du 
plan  bissecteur  avec  l'axe  fixe  B.  Et,  durant  chaque  intervalle  de 
temps  infiniment  petit,  cette  translation  respecte  aussi  le  mouve- 
ment elliptique  élémentaire,  mais  en  le  soumettant,  par  la  suite 
du  temps,  à  son  propre  changement  de  direction. 

La  trajectoire  du  mobile  peut  donc  toujours,  dans  les  limites 
utiles  d'ailleurs,  être  définie  par  une  ellipse  pivotant  autour  d'un 
point  de  son  plan,  pendant  que  ce  plan  varie  coniquement  dans 
l'espace  autour  du  même  point. 

Quand  un  pendule  bat  à  la  surface  de  la  Terre,  la  distance  du 
centre  de  percussion  à  l'axe  d'oscillation  est  une  donnée  qui  ne 
varie  pas,  soit  que  le  pendule  batte  ou  ne  batte  pas,  ni  du  fait  que 
la  Terre  tourne.  Le  cas  rentre  donc  dans  les  conditions  de  notre 
problème.  L'expérience  du  Panthéon  a  rendu  manifeste  les  trois 
sortes  d'effets  que  nous  venons  d'indiquer  :  trajectoire  tropique 
(alternativement  différente),  pivotement  précessoral  (alternatif), 
variation  conique  dans  l'espace. 

La  détermination  des  mouvements  dans  notre  problème  exige 
une  analyse  plus  approfondie  que  ce  qui  précède.  On  démontre  : 

1°  Que  lorsque  le  mobile  est  sur  le  plan  bissecteur,  il  décrit  sur 
l'ellipse  tropique  des  secteurs  égaux  dans  des  temps  égaux,  l'ori- 
gine de  ces  secteurs  étant  au  centre  de  l'ellipse. 

2**  Lorsque  le  mobile  est  en  dehors  de  ce  plan,  le  mouvement 
analogue  est  possible  encore,  mais  dans  certaines  limites;  les  sec- 
teurs égaux  décrits  dans  des  temps  égaux  ont  alors  pour  sommet 
commun  l'un  ou  l'autre  foyer. 

3°  Lorsque  les  axes  ne  se  rencontrent  pas,  les  secteurs  décrits 
successivement  dans  des  temps  égaux  ne  peuvent  être  égaux  ni 
autour  du  centre,  ni  autour  d'un  foyer,  ni  autour  d'aucun  autre 
point. 

Les  conditions  de  possibilité,  de  stabilité  ou  d'instabilité,  de 
persistance  ou  de  cessation  de  ces  mouvements  offrent  un  grand 
intérêt  et  touchent  à  diverses  questions  de  physique  et  d'astro- 
nomie. 

domm'  Litre  (Toulouse). 
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A  propos  d'un  article  de  H.  Burali-Forti  sur  le  calcul  vectoriel. 

Dans  le  numéro  de  Y  Enseignement  mathèm.  du  15  sept.  1908 
M.  Burali-Forti  a  produit  des  arguments  qu*il  estime  de  nature  à 
orienter  le  choix  d'une  notation  pour  le  calcul  vectoriel.  Il  est 
permis  de  se  demander  s'il  y  a  un  intérêt  réel  à  fixer  la  notation 
pour  ce  domaine  particulier  des  Mathématiques,  contrairement  à 
ce  qui  a  lieu  dans  tous  les  autres  domaines,  où  l'usage  seul  a  fait, 
jusqu'à  présent,  œuvre  d'unification  plus  ou  moins  imparfaite. 

Une  notation  vectorielle  ne  présente  en  efi*et  rien  de  bien  parti- 
culier et  les  quelques  lignes  nécessaires  pour  l'exposer  ne  dépas- 
sent pas  les  limites  du  préambule  indispensable  dans  toute  œuvre 
mathématique.  De  fait,  il  s'agit  uniquement  de  représenter  deux 
opérations  sur  les  vecteurs  (produit  externe  et  produit  interne). 
Dans  ces  conditions,  la  question  n'est-elle  pas  sans  importance? 

Quant  aux  propriétés  des  opérations  linéaires  (ou  transforma- 
tions homographiquesj  et  au  calcul  qui  serait  susceptible  de  les 
mettre  automatiquement  en  œuvre,  ce  sont  choses  indépendantes 
de  la  notation  vectorielle  elle-même.  C'est  ainsi  que  les  formules 
élémentaires  signalées  par  M.  Burali-Forti  se  trouvent  dans  la 
plupart  des  traités  sur  les  quaternions,  exprimées,  il  est  vrai,  sous 
des  formes  un  peu  différentes,  mais  tout  aussi  simples  —  plus 
simples  même,  à  mon  avis,  puisque  mes  préférences  personnelles 
vont  à  la  notation  quaternionîenne. 

Au  surplus,  pense-t-on  faire  observer  une  restriction  à  la  li- 
berté qui  ne  s'imposerait  pas  d'elle-même? 

G.  CoMBEBiAc  (Bourges.) 


Sur  une  fonction  continue  sans  dérivée 

à  propos  d'un  article  de  M.  Cahen, 

M.  Cahen  a  donné  dans  V Enseignement  mathématique^  (t.  Vlll, 
p.  361)  un  exemple  de  fonction  continue  n'ayant  pas  de  dérivée 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  la  variable.  En  étudiant  plus  avant 
cette  fonction,  qu'il  appelle  X^^y,  [\o\y  Ann.  de  VEc,  normale  sup. y 
XXV,  p.  200-219,  1908)  il  trouve  les  propriétés  suivantes  : 

«  Pour  toute  valeur  de  .r,  appartenant  à  un  certain  ensemble 
infini  dénombrable  (Ri),  dont  les  éléments  sont  certaines  fonctions 
rationnelles  d'un  paramètre  a,  la  fonction  prend  une  valeur  qui 
est  la  même  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  b, 

«  On  peut  donc  calculer  ces  valeurs  sous  forme  finie.  La  fonction 
X  dépend  des  deux  paramètres  «,  b  ;  il  y  a  donc  une  double  infinité 
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de  ces  fonctions  ;  mais  on  ramène  leur  étude  à  celle  d'une  simple 
infinité  de  fonctions  ne  contenant  qu'un  paramètre. 

«  La  fonction  X  n'a  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  or,  sauf 
peut-être  pour  des  valeurs  exceptionnelles. 

«  Cette  fonction  satisfait  à  une  infinité  de  relations  fonction- 
nelles, qui  permettent  de  calculer  sa  valeur  pour  toute  valeur  de. r, 
quand  on  la  connaît  pour  les  valeurs  de  a:  comprises  dans  certains 
intervalles,  aussi  petits  qu'on  le  veut  d'ailleurs. 


a  On  peut  aussi  calculer,  sous  forme  finie,  l'expression 


f\[x)dœ, 


^0 


lorsque  a:^  et  x^  sont  deux  nombres  de  l'ensemble  (Ei. 

«  Enfin  ces  recherches  se  rattachent  à  un  mode  particulier  d'ap- 
proximation des  nombres,  dont  la  numération  binaire  est  un  cas 
particulier,  et  qui  sera  peut-être  susceptible  d'applications  arith- 
métiques. » 

Démonstration  élémentaire  du  théorème  de  Hannheim. 

Théorème.  —  Si  deux  côtés  d'un  triangle  circonscrit  à  un  cercle 
donné  sont  fixes  et  que  le  troisième  côté  soit  i^ariable,  Vensfeloppe 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  un  cercle. 

Soient  I  le  centre  du  cercle  donné,  et  ABC  le  triangle  circons- 
crit dont  les  côtés  AB,  AC  sont  fixes  et  le  troisième  côté  BC  est 
mobile.  Nous  voulons  démontrer  que,  quelle  que  soit  la  position 
du  côté  BC,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  est  toujours 
tangent  à  un  cercle  déterminé. 

A  cet  effet  décrivons  un  cercle  tangent  intérieurement  au  cercle 
ABC  en  un  point  P  et  qui  touche  de  plus  les  côtés  AC  et  AB  du 
triangle  ABC  aux  points  Q  et  R.  Joignons  d'abord  PB,  PC  ainsi 
que  QR,  nous  avons  : 

/\  /\  /\  /\  /s 

AQR  +  ARQ  =  ABC  -f  ACB  =  BPC  , 

tous  étant  supplémentaires  à  l'angle  A.  Joignons  ensuite  PQ  et  PR  ; 
nous  aurons  par  rapport  au  cercle  PQR  ; 

/\  /\  /\ 

AQK  z=z  ARQ  =  QPR  . 

Si  donc  on  mène  la  bissectrice  PD  de  l'angle  BPC,  on  a  : 
/\         /\  /\  /s  /\         1     /\  /\ 

BPD  =  CPD  =  AQR  2=  ARQ  =  QPR  =:  -  (ABC  +  ACB)  (1)  . 
Soit  maintenant  M  le  point  où  la  droite  PQ  prolongée  rencontre 


'i8 
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le  cercle  ABC;  menons  les  tangentes  PE  et  MF  aux  extrémités  de 
Tare  PCM,  nous  avons  : 


PMF  =  MPE  ; 


mais  PE  étant  aussi  tan- 
gente à  Tare  PQ,  on  a  : 

PQC  =  QPE  . 


et  par  suite  : 


PMF  =  PQC 


Ce  qui  montre  que  MF 
est  parallèle  à  AC  ;  le 
point  M  est  donc  le  mi- 
lieu de  l'arc  AC  et  : 


/\         1    /\ 
MPC  =  ^  ABC  . 


(2) 


D'après  les  égalités  (1)  et  (2)  on  a  nécessairement 


/\  /\  /\ 

CPQ  <  CPD  <  CPR  . 


Il  s'ensuit  que  la  droite  PD  se  trouve  à  l'intérieur  de  l'angle 
QPR  ;  cette  droite  rencontre  donc  la  droite  QR  entre  les  points 
Q  et  R  et  appelons  I'  ce  point  de  rencontre.  Comme,  d'après 
l'égalité  (1),  l'angle  l'RA  est  égal  à  l'angle  l'PB,  le  quadrilatère 
l'PBR  est  inscriptible  à  un  cercle,  et  par  suite  : 


Mais,  puisque 


on  a 


RBr  =  RPI'. 


ppQ  =  rpc  , 


/\      /x     1  /\ 
RPI'  —  QPC  1=  -  ABC  ; 


la  droite  BI'  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  B  du  triangle  ABC. 

On  pourra  démontrer  de  la  même  manière  que  la  droite  CI'  est 
la  bissectrice  de  l'angle  C  du  même  triangle. 

Le  point  1'  est  donc  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC, 
c'est-à-dire  le  centre  1  du  cercle  donné.  On  voit  ainsi  que  les 
points  Q  et  R  sont  les  points  d'intersection  de  la  droite  qui,  pas- 
sant par  le  point  déterminé  1,  est  perpendiculaire  à  la  droite  Al 


MELANGES    ET   C  O  ït  H  E  S  P  ()  y  D  A  N  C  E  'i9 

avec  les  côtés  fixes  AC,  AB.  Maie  comme  la  droite  Al  est  fixe 
quelle  que  soit  la  position  de  la  droite  B(],  les  points  ()  et  11  sont 
aussi  fixes  et  le  cercle  PQR  qui  louclie  en  ces  points  aux  deux 
ilroitcs  fixes  AC  et  AB  est  bien  déterminé  et  neflépend  nullement 
de  la  position  de  la  droite  BC. 

Ainsi  donc,  tout  cercle  circonscrit  au  trianj^fle  AB(]  est  bien 
tanjrent  au  cercle  déterminé  PQR,  quelle  que  soit  la  position  du 
côté  B(!. 

Y.  Sanvayama  [Tokio). 


Sur  le  dernier  théorème  de  Fermai. 

lA  propos  (l'un  article  de  M.  Caitter  sur  les  coiijçrueiices 

(in  Iroisième  degrél. 


Il  est  facile,  comme  ou  sait,  de  rattacher  la  théorie  de  l'équa- 
tion de  Fermât 

x'  -f-  r'  +  z'  =  0 

à  celle  des  ('([uations  et  des  conj^ruences  du  Iroisième  de^ré. 

Soient,  en  efl'et,  »s*, ,  ,v, ,  .v.,  les  f'oncti<u)s  symétri(|ues  élémentai- 
res Jc  -\-  }/  -\-  z ,  .rii  +  xz  +  tfz  s  >i'f/z  .  La  somme  .r'  +  //'  +  ^'  <'î>t 
une  fonction  rationnelle  entière  à  coellicients  entiers  de  .s-,,  .Vj,  .Vj. 
Kn  Téi^alant  à  zéro,  on  obtient  une  relation  de  la  forme 

ff  f^i  .  fji,  Ajl  zi:  0  , 

4jp  étant  un  polynôme  de  degré  l  [\  coellicients  entiers. 
Or.r,  //,  z  sont  racines  de  l'équation 

(Il  /*    —   .Vf  i*    -f    fit  f    —    >8    =    0     . 

On  voit  donc  ([uc  l'étude  de  Téquation  de  Fermât  se  ramène  à 
colle  de  l'écfuafion  (1)  cnractèiisée  par  la  relation  y  =ir  0. 

Au  lieu  de  Téquation  flj  on  peut  envisaji^er  la  contjruence  cor- 
respondante mod  n  ,  n  étant  un  nombre  entier  (juelconque.  l/é»tude 
se  simplifie,  mais  la  portée  de  la  nK'thode  diminue. 

Il  m'a  paru  intéressant  d'appliquer  à  ces  conjj^ruences  les  pro- 
positions établies  par  M.  (lailler  dans  son  article  «  Sur  les  con- 
gruences  du  troisième  dejçré  »  Jins.  mrit/t.,  novembre  h)()8,  p. 
47^.-4871. 

Bornons-nous  au  cas  où  les  nombres  .t\  //,  r.  sont  supposés 
j)rcmiers  à  /,  et  posons  n  =  l .  Dans  ce  cas  .v,  n'est  pas  divisible 
par  /;  d'autre  part  on  a  toujours 

L'ICiiHcignciiKMit  iiiHlhém.,  11' aiiiii'o:  1009.  '• 
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Donc  .V,  =  0  et  la  congrueiice  du  troisième  dei^ré  s'écrit 

il'l  <•  -j-  Stt  —  A,  =  0  {mod.  /i  . 

Or  Letrendro  [Mém,  Acad.  Se.  fnsliiitt  France,  1823    a  déjà  fait 
col  te  remai'quc  (jur  la  didérence 

*î  -  '>'  4-  /  +  ='i  =  '^[-? 

est  divisible  par  i.r  -{-  t/    [.c  -{-  z'   \t/  -(-  3,  =  .s,  .s\,  —  .v.,  et  par  /. 
Posons 


/  (JK,  5,  —  5,) 


(loinme  .s^  est  divisible  par  /^  et  que  d'autre  pari  .v,  .Vjj  —  .v.,  est 
premier  à  /,  on  aura  en  faisant  y  :=:  0  , 

lM*i.  «i,  ««»  =  0 

el  par  conséquent 

V[0,  .s,,  *•,)  =  0  . 

puisque  *,  =  0 . 

On  en  conclut  ceci  :  si  Téquation  de  Fermât  admet  une  solution 
première  à  /,  la  congruence  (!')  caractérisée  parla  relation  P  =  0 
a  trois  racines.  Or  les  polynômes  P  se  calculent  très  simplement 
il  Taide  de  la  formule  de  Warin^  iK.  Lucas,  Théorie  des  nombres, 
p.  27^/1. 

Pour  /  =  3  ,  P  =  1  ;  donc  P  :^  0  (mod.  3  et  l'équation  de  Fer- 
mat  est  impossible  en  nombres  entiers  premiers  à  /  pour  /=  3. 

Pour  1  =  7}^  P  :=:  —  .Vj.  La  condition  P  =  0  donne  a-j  =  0 ,  mais 

alors  le  discriminant  — 4.v,  — 27*'.  de  [[')  se  réduit  à  —  276*  =rnon- 

résidu  (puisque  —  3  est  non-résidu  pour  tous  les  l  de  la  forme 
',]ni  —  1).  La  congruence  (!')   ne  saurait  donc  avoir  trois  racines. 

Pour  /  =1.  11 ,  P  =  6»j  [s^  —  A'J  .  Le  module  /  étant  un  nombre  de 
la  forme  3/;/  —  1 ,  nous  pouvons  écarter  l'hypothèse  s,  =  0.  Reste 
l'hypothèse  s^  =  s^;  le  discriminant  de  (l'i  se  réduit  à  —  3Lv,  =  2.Sj 
=:  non-résidu. 

Soit  encore  1=  17.  Le  polynôme  P  s'écrit  —  «j  («,  —  36*,*]  + «V* 
Kn  écartant  l'hypothèse  a*j  =  0  et  en  posant  .v^  = // ,  .s*  =  p ,  on 
est  conduit  à  la  congruence 

u^  —  buv  4-  t'*  =  0        ou        {il  —  12v  I  (u  —  \0\')  =  0  . 
Mais  pour  u  =  V2v  le  discriminant  devient  —  IT^s,  =  iOs]  =.  non- 
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résidu.    Reste    l'hypothèse    u  ~  lOr  ;    le   discriminant    devient 
—  07  5,  =  A"  =  résidu. 

Le  nombre  des  racines  de  (!')  est  donc  égal  à  0  ou  à  3.  Mais  est- 
il  égal  à  0,  est-il  égal  à  3  ?  Pour  répondre  à  cette  ({uestion  nous 
allons  appliquer  à  la  congruence  (!')  le  critérium  donné  par  M. 
Cailler  à  la  p.  480  (quatrième  cas).  Soient  «,  b  deux  nombres  dé- 
iinis  par  les  relations 

ûrft  =  —  ~  ,     «  -f  ^  =  —  . 

o  Si 

Pour  que  la  congruence  (1')  ait  trois  racines,  il  faut  et  il  suilît 
<|ue 


6  j6 

a    —  h 
a  —  b 


=  0  (mod.  17) 


ou 


}  (a  4-  h)^  —  a/,  I  j  (rt  4-  b)*  —  3ai(a  +  M  |  =  0 

et  comme  a  -\-  b  n'est  pas  divisible  par  17,  cette  relation  s'écrit 

(14  -f  27v)  (u  -f  9^•)  =  0 . 

Or  pour  «  =  lOf  le  premier  membre  n'est  pas  divisible  par  17. 
Les  propositions  établies  par  M.  Cailler  permettent  donc  de  dé- 
montrer rimpossibilité  de  Téquation  de  Fermât  en  nombres  en- 
tiers premiers  à  /  pour  /  =  17. 

Lorsque  le  module  /  est  un  nombre  de  la  forme  ',im  +  1  ^  nous 
n'avons  plus  le  droit  de  rejeter  Thypothèse  s^  =  0,  car  le  discri- 
minant de  (!'),  qui  se  réduit  à  —  27 s|,  est  résidu  quadratique  et 

la  congruence  (!')  peut  avoir  trois  racines.  C'est  par  l'étude  di- 
recte de  la  relation  gp  zir  0  et  non  des  congruences  que  Lamé  et 
liCbesgue  ont  réussi,  comme  on  sait,  à  démontrer  Timpossibilité 
de  l'équation  de  Fermât  pour  1=1  (/.  de  Mathéni.  1840). 

D.  MiKi.MAXOPF  (Genève I. 

Règle  à  calculs  pour  les  écoles. 

Au  moment  où  la  règle  à  calculs  tend  à  pénétrer  de  plus  en  plus 
dans  la  pratique,  il  est  indispensable  de  pouvoir  en  montrer  le 
maniement  dans  les  gymnases  et  écoles  techniques. 

Jusqu'ici  son  introduction  dans  l'enseignement  était  rendue 
diflicile  par  suite  du  prix  élevé  de  cet  instrument.  La  maison 
Wichmann  [Berlin,  NWO,  Karlstrasse,  13),  vient  d'éditer  une  règle 
à  calculs  en  carton  blanc,  dont  le  prix  très  modique  il  mark  25) 
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permettra  d'introduire  les  règles  à  calculs  à  un  grand  nombre 
d'exemplaires  dans  les  écoles.  La  règle  mesure  26 centimètres,  et. 
au  point  de  vue  de  la  précision,  elle  donne  les  résultats  les  plus 
satisfaisants.  Les  graduations  permettent  d'effectuer  des  multipli- 
cations, divisions,  puissances  et  racines.  Eu  outre  la  maison 
Wichmann  fait  construire  des  exemplaires  de  poche,  mesurant  ir> 
cm.  (prix:  1  mark). 

Ainsi  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le  dire,  la  règle  à 
calculs  ne  présente  pas  seulement  un  grand  intérêt  au  point  de 
vue  des  opérations  arithmétiques,  mais  son  apprentissage  est 
aussi  tiès  instructif  au  point  de  vue  de  la  lecture  des  différentes 
graduations.  C'est  une  excellente  préparation  à  l'emploi  des  ins- 
truments de  mesures.  H.  V , 
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Commission  internationale  de  renseignement  mathématique. 

Le  Rapport  préliminaire  sur  l'organisation  de  la  Commission  et 
le  plan  général  des  travaux^  a  rencontré  l'accueil  le  plus  favo- 
rable dans  les  divers  pays.  On  peut  être  assuré  dès  maintenant 
qu'en  raison  de  l'importance  et  de  l'intérêt  de  la  tâche  entreprise 
par  la  Commission,  les  délégations  trouveront  tout  l'appui  néces- 
saire, non  seulement  de  la  part  de  leur  Gouvernement,  mais  aussi 
de  la  part  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  au  développement  de 
l'enseignement  scientifique  et  technique. 

Les  démarches  en  vue  de  la  constitution  de  la  Commission  et 
de  l'approbation  des  délégations  par  leur  Gouvernement  respec- 
tif suivent  leur  cours.  Nous  espérons  pouvoir  en  donner  la  liste 
dans  le  prochain  numéro.  Dans  plusieurs  grands  pays  les  déléga- 
tions sont  déjà  formées  et  se  sont  mises  à  l'œuvre  en  constituant 
leur  sous-commission  nationale  et  en  répartissant  les  travaux  des 
nombreux  rapports  partiels  sur  les  différentes  questions  posées, 
par  le  Rapport  préliminaire. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Prix   décernés   et  ^prix  proposés, 

La  séance  publique  annuelle  consacrée  aux  prix  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris  a  eu  lieu  le  7  décembre  1008.  M.  le  ProL 


*  Voir  VKnseigu.  Mathem.  du  15  novembre  1908. 
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Bouchard,  en  présidant  la  séance,  a  prononce  le  traditionnel  dis- 
<.*oui's  à  la  mémoire  des  membres  disparus  dans  l'année  et  dont 
voici  la  liste  ;  H.  Becquerel.  —  A.  de  Lapparent.  —  Lord  Kelvin. 

J.  JaNSSEN.   —  GlABD.  —  MaSCART.    DiTTE.  —  PÉRON.  —  ClOS. 

—  Fliche.  —  Albert  Gaudrv. 
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Géométrie.  —  Grand  prix  des  sciences  mathématiques  (3000  fr.)  ; 
Sujet  proposé  :  Réaliser  un  progrès  important  dans  V étude  de  la 
déformation  de  la  surface  générale  du  second  degré.  —  I.e  prix  est 
partagé  entre  M.  Luigi  Bianchi,  professeur  à  l'Université  de  Pise, 
Membre  de  l'Académie  royale  dei  Lincei,  et  M.  G.  Guichard,  Cor- 
respondant de  rinstitut.  Professeur  à  l'Université  de  Clermont- 
Ferrand. 

Géométrie.  Prix  Francœur  (1000  fr.).  —  Le  prix  est  décerné  à 
M.  Emile  Lemoine,  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  mathématiques. 

Prix  Poncelet  (2000  ïr,).  —  Le  prix  est  décerné  à  M.  Fredholm, 
professeur  à  l'Université  de  Stockholm,  pour  ses  belles  recherches 
sur  les  équations  intégrales  qui  portent  son  nom. 

Mécanique.  Prix  Montyon  (700  fr.).  —  Le  prix  est  décerné  à 
M.  R.  Lebert,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vannes, 
pour  ses  mémoires  sur  les  mouvements  vibratoires  dans  les  poutres 
droites  et  les  arcs  supportés  et  suspendus. 

Navigation.  Prix  extraordinaire  de  la  marine  (6000  fr.),  des- 
tiné à  récompenser  tout  progrès  de  nature  à  accroître  l'efficacité 
de  nos  forces  navales.  —  Le  prix  est  réparti  de  la  manière  sui- 
vante : 

Prix  de  2500  fr.  à  M.  Laubeuf  (submersibles)  ;  prix  de  2500  fr. 
à  M.  Louis  ÛuNOYER  (moyens  d'augmenter  l'efficacité  du  compas 
dans  les  navires  et  même  dans  les  sous-marins  à  coques  métal- 
liques) ;  prix  de  1000  fr.  à  M.  Dautrichb  (influence  des  sels  alca- 
lins sur  le  degré  d'explosivité  des  matières  explosives). 

Prix  Plumey  i4000fr.),  perfectionnement  des  machines  à  vapeur 
ou  de  toute  autre  invention  pouvant  contribuer  au  progrès  de  la 
navigation  à  vapeur.  —  Le  prix  est  réparti  comme  suit  :  1500  fr. 
i  M.  CoDRON,  professeur  de  constructions  de  machines  et  de 
résistance  des  matériaux,  à  l'Institut  industriel  du  Nord  (travail 
des  métaux);  1500  fr.  à  M.  Marchis,  de  l'Université  de  Bordeaux 
(production  et  usage  du  froid)  ;  1000  fr.  à  MM.  Fortant  et  Le  Bes- 
xERAis  (oscillations  de  l'eau  le  long  d'une  paroi  verticale). 

Astronomie.  Prix  Lalande  (540  fr.).  —  Le  prix  est  partagé  entre 
MM.  W.-L.  FÎLKiN  et  F.-L.  Chase,  de  l'Observatoire  de  Yale  Uni- 
versity.  (détermination  de  nombreuses  parallaxes  stellaires).  Une 
mention  est  accordée  à  M.  M. -F.  Smith,  attaché  au  même  éta- 
blissement. 


<' 


5'i  CHRONIQUE 

Prix  Valz  (460  fr.).  —  Le  prix  est  décerné  à  M.  Michel  Luizet, 
astronome  adjoint  à  TObservatoire  de  Lyon  (étoiles  variables). 

Prix  Janssen  (astronomie  physique).  —  Le  prix  est  attribué  à 
M.  Pierre  Puiseux,  astronome  à  l'Observatoire  de  Paris,  pour  ses 
recherches  sélénographiques. 


PRIX  PROPOSÉS 

Projrramme  des  prix  proposés 
pour  les  années  1910,  1911,  1912,  1913  et  1914. 

Géométrie.  Prix  Francœnr  (1000  fr.).  —  Ce  prix  annuel  sera 
décerné  à  Fauteur  des  découvertes  ou  des  travaux  utiles  aux  pro- 
grès des  sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques  (3000  fr.).  —  Nous  rap- 
pelons que  l'Académie  met  au  concours  pour  1910,  la  question 
suivante  : 

On  sait  trouver  tous  les  systèmes  de  deux  fonctions  méromorphes 
dans  le  plan  d'une  çariable  complexe  et  liées  par  une  relation 
algébrique.  Une  question  analogue  se  pose  pour  un  système  de 
trois  fonctions  uniformes  de  deux  variables  complexesy  ayant  par- 
tout à  distance  finie  le  caractère  d'une  fonction  rationnelle  et  liées 
par  une  relation  algébrique.  —  L'Académie  demande,  à  défaut 
d'une  solution  complète  du  problème,  d'indiquer  des  exemples 
conduisant  à  des  classes  de  transcendantes  nouvelles. 

Géométrie.  Prix  Bordin,  —  L'Académie  met  au  concours,  pour 
1911,  la  question  suivante  :  Perfectionner  en  un  point  important 
la  théorie  des  systèmes  triples  de  surfaces  orthogonales.  Elle  désire 
des  méthodes  permettant  d'ajouter  à  la  liste  des  systèmes  triples 
déjà  connus  et  elle  attacherait  un  prix  particulier  à  la  découverte 
des  systèmes  triples  algébriques  les  plus  simples. 

Prix  Poncelet  (2000  fr.).  —  Décerné  alternativement  à  un  ou- 
vrage sur  les  mathématiques  pures  ou  sur  les  mathématiques 
appliquées.  Le  prix  Poncelet  sera  décerné  en  1909  à  un  ouvrage 
sur  les  mathématiques  appliquées  et  en  1910  à  un  ouvrage  sur  les 
mathématiques  pures. 

Mécanique.  Prix  Vaillant  (4000  fr.).  —  L'Académie  a  mis  an 
concours,  pour  l'année  1911,  la  question  suivante  : 

Perfectionner  en  un  point  V étude  du  mouvement  d*un  ellipsoïde 
dans  un  liquide  indéfini^  en  ayant  égard  à  la  viscosité  du  liquide. 

Prix  Boileau  (1300  fr.).  —  Ce  prix  triennal  est  destiné  à  récom- 
penser les  recherches  sur  les  mouvements  des  fluides,  jugées  suf- 
fisantes pour  contribuer  au  progrès  de  l'hydraulique.  A  défaut, 
la  rente  triennale  échue  sera  donnée,  à  titre  d'encouragement,  à 
un  savant  estimé  de  l'Académie  et  choisi  parmi  ceux  qui  sont  no- 
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toiremeiit  sans  fortune.  L'Académie  décernera  le  prix  Boileau 
dans  sa  séance  annuelle  de  1912. 

Astronomie^  Prùv  Pierre  Gnzinan  1 100, 000  fr.l.  —  Décerné  à 
celui  qui  aura  trouvé  le  moyen  de  communiquer  avec  un  astre 
autre  que  la  planète  Mars.  Prévoyant  que  le  prix  de  cent  mille 
francs  ne  serait  pas  décerné  tout  de  suite,  la  fondatrice  a  voulu, 
jusqu'à  ce  que  ce  prix  fut  gagné,  que  les  intérêts  du  capital,  cu- 
mulés pendant  cinq  années,  formassent  un  prix,  toujours  sous  le 
nom  de  Pierre  Guzman,  qui  serait  décerné  à  un  savant  français, 
ou  étranger,  qui  aurait  fait  faire  un  progrès  important  à  TAstro- 
noraie.  Le  prix  quinquennal,  représenté  par  les  intérêts  du  capital, 
sera  décerné,  s'il  y  a  lieu,  en  1910. 

Prie  Laîande  (540  fr.).  —  Ce  prix  annuel  doit  être  attribué  à  la 
personne  qui,  en  F'rance  ou  ailleurs,  aura  fait  Tobservation  la 
plus  intéressante,  le  mémoire  ou  le  travail  le  plus  utile  aux  pro- 
grès de  l'Astronomie. 

Prix  Valz  (400  fr.).  —  Ce  prix  annuel  est  décerné  à  l'auteur  de 
l'observation  astronomique  la  plus  intéressante  qui  aura  été  faite 
dans  le  courant  de  l'année. 

Prix  Janssen.  —  Ce  prix  biennal,  qui  consiste  en  une  médaille 
d'or  destinée  à  récompenser  la  découverte  ou  le  travail  faisant 
faire  un  progrès  important  à  l'astronomie  physique,  sera  décerné 
en  1910. 

Prix  G.  de  PontécoulanL  (700  fr.).  —  Ce  prix  biennal,  destiné  à 
encourager  les  recherchés  de  mécanique  céleste,  sera  décerné 
dans  la  séance  publique  annuelle  de  191 L 

Histoire  des  Sciences.  Prix  Binoux  [2000  fr,),  —  Ce  prix  alter- 
natif sera  décerné,  en  1909,  à  l'auteur  de  travaux  sur  l'Histoire 
des  Sciences  et,  en  1910,  à  l'auteur  <les  travaux  sur  la  géographie 
ou  la  navigation. 

Prix  Petit  d*Ormoy.  (Deux  prix  de  10,000  fr.)  —  L'Académie  a 
décidé  que,  sur  les  fonds  produits  par  le  legs  Petit  d'Ormoy,  elle 
décernera  tous  les  deux  ans  un  prix  de  dix  mille  francs  pour  les 
Sciences  mathématiques  pures  ou  appliquées,  et  un  prix  de  dix 
mille  francs  pour  les  Sciences  naturelles.  Elle  décernera  les  prix 
Petit  d'Ormoy,  s'il  y  a  lieu,  dans  sa  séance  publique  de  1911. 


Première  Réunion  de  la  Société  Italienne  de  Mathématiques. 

Fioiencc,  16-20  oclobre   1908. 

SÉA.NCB  d'i.nau(;uration.  —  La  première  réunion  plénière  de  la 
Société  itali-enne  de  Mathématiques  a  eu  lieu  à, Florence  du  10  au 
20  octobre  1908.  La  séance  d'inauguration  a  été  tenue  le  16  octobre, 
à  10  heures  Va  d"  matin,  dans  une  salle  de  l'Académie  royale  des 
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Beaux-Arts;  elle  a  été  ouverte  par  M.  Agostino  Grandi,  président 
du  eomitë  local.  M.  L^zzEni  a  prononcé  le  discours  d'inauguration 
dans  lequel  il  expose  le  but  que  s'est  donné  la  société  naissante. 
Nous  donnerons  ici  quelques-uns  des  passages  essentiels  de  ce 
discours  : 

«  Faire  hénèficier  Vèvole  des  progrès  de  la  sciencey  c'est  là  la 
phrase  qui  exprime  de  la  laçon  la  plus  heureuse  le  but  de  notre 
Société  italienne  de  Mathématiques,  qui  reçoit  aujourd'hui  une 
consécration  solennelle  dans  cette  belle  ville  de  Dante,  de  Brunel- 
lesco,  de  Michel-Ange. 

«  r.eperfectioTinement  et  Tamélioration  de  Técole  et  particulière- 
ment de  l'école  moyenne,  est  un  problème  de  la  plus  haute  impor- 
tance civile  et  politique,  f /école  doit  instruire  et  éducpier  les  nou- 
velles générations;  c'est  là  que  se  forment  le  cœur  et  l'intelligence 
de  la  jeunesse,  etc'estlà  aussi  que  se  trempe  le  caractère  des  futurs 
citoyens,  qui  devront  un  jour  exercer  une  action  directe  dans  le 
pays  ;  il  n'est  donc  pas  exagéré  d'affirmer  que  la  sagesse  des 
ordonnances  scolaires  se  réfléchit  sur  la  grandeur  et  la  pros- 
périté de  la  nation.  Coopérer  efficacement  à  la  résolution  d'un  tel 
problènie  a  été  la  pensée  qui  a  mù  les  signataires  de  la  circulaire 
du  r-'"  février  dernier,  dans  laquelle  on  se  proposait  la  constitution 
de  notre  association,  et  c'est  cette  idée  qui  vous  a  fait  répondre 
nombreux  à  l'appel. 

«  Le  moment  où  nait  notre  société  est  très  propice,  parce  qu(^ 
son  action  ne  se  réduit  pas  à  celle  d'une  académie  inutile,  mais  elle 
est  vraiment  ellicace  et  importante. 

«  Les  grandes  découvertes  scientifiques  du  \IX*'  siècle  et  leurs 
innombrables  applications  ont  rapidement  changé  la  face  du 
monde  ;  elles  ont  transformé  ab  iniis  fundamentis  les  conditions 
de  la  vie  civile,  et  le  siècle  présent  est  caractérisé  par  la  foi,  que 
tous  ont,  dans  le  pouvoir  irrésistible  de  la  science.  C'est  sous  le 
souille  de  cette  foi  que  continuellement  s'accélère  la  course  de 
l'humanité  vers  un  idéal  suprême  de  grandeur  et  de  prospérité. 

«  Rt  cette  tendance  se  manifeste  dans  notre  pays  plus  que  dans 
tout  autre,  car  il  sent  fortement  l'orgueil  de  devoir  au  génie 
italien  les  plus  grandes  découvertes  scientifiques  ;  peu  à  peu  re- 
naissent les  germes  de  l'anticiue  grandeur.  A  ce  renouveau  rapide 
des  conditions  morales  et  matérielles  du  pays  on  doit  l'uniformi- 
sation des  ordonnances  scolaires,  et  quoique  la  loi  organique  qui 
règle  l'instruction  en  Italie  soit  encore  la  loi  Casati,  promulguée 
vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  un  grand  nombre  de  règlements, 
de  programmes  et  de  circulaires  ministérielles  se  sont  succédés 
de  sorte  qu'il  ne  subsiste  que  bien  peu  de  chose  de  cette  pauvre 
loi.  «  Mais  toutes  ces  modifications  ont  plutôt  atteint  la  forme  que 
la  matière  et  parce  fait  les  écoles  moyennes  se  trouvent  encore 
en  Tétat  où  elles  étaient  il  y  a  dix,  vingt  ou  trente  ans.  Tout  est 
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<*hangé  substanliellcment,  mais  les  ordonnances  n'ont  subi  que 
<les  transformations  formelles  et  elles  ne  correspondent  plus  aux 
besoins  du  pays  c|ui  se  trouve  comme  un  adolescent  qui  a  trop  vite 
grandi  dans  ses  habits  de  Tannée  précédente. 

«  liC  ministre  F^éonardo  Bianchi  sentit  la  nécessité  d'une  réforme 
et,  par  un  décret  royal  du  19  novembre  1905,  fit  nommer  une  com- 
mission chargée  d'étudier  l'organisation  des  études  secondaires 
■en  Italie  et  de  faire  des  propositions  pour  leur  perfectionne- 
ment. 

M  La  commission  comprit  que  certaines  réformes  ne  peuvent 
sortir  du  cerveau  d'un  ou  plusieurs  hommes,  même  très  savants, 
comme  Minerve  de  la  tète  de  Jupiter;  c'est  pourquoi  son  président 
M.  Paolo  Boselli  répondit  au  ministre  :  «  Nous  interrogerons  les 
documents  déjà  réunis  par  nous,  les  exemples  des  autres  nations  et 
par  dessus  tout  la  vive  pensée  de  notre  pays,  w 

«  Le  27  mars  1906,  la  commission  adressa  à  ceux  qui  étudient 
les  questions  didactiques,  aux  corps  scientifiques  et  littéraires, 
aux  facultés  universitaires,  etc.,  le  questionnaire  que  tout  le  monde 
connaît  et  qui  lui  permit,  grâce  aux  nombreuses  réponses  reçues, 
de  formuler  ses  premières  propositions. 

«  Au  problème  de  donner  un  ordre  parfait  à  l'enseignement  dans 
les  écoles  moyennes  est  lié  celui  de  former  de  bons  maîtres;  et 
quoique  en  Italie  il  n'y  ait  vraiment  pas  pénurie  de  ceux-ci,  on  ne 
peut  pas  dire  que  les  écoles  où  ils  sont  formés  fonctionnent  suiïi- 
samment  bien  ;  il  est  douteux  que  les  bons  résultats  obtenus  soient 
dus  à  leur  bonne  marche  plut<>t  qu'au  caractère  de  l'esprit  latin 
qui  corrige  les  méfaits  de  l'institution. 

«  Au  moment  actuel,  ces  deux  questions  présentent  un  intérêt 
vital,  et  il  en  sera  ainsi  tant  que  les  nouvelles  écoles  secondaires 
ne  seront  pas  un  fait  accompli.  (l'est  pour  cela  que  nous  avons 
voulu  que  ce  congrès  s'en  occupe  exclusivement,  en  limitant  toute- 
fois la  question  aux  mathématiques. 

«  Tandis  que  les  classiques  et  les  modernes  se  battent  à  coups 
de  plume  pour  la  question  des  écoles  secondaires  avec  ou  sans  la- 
tin, l'enseignement  des  mathématiques  a  subi  un  coupsérieuxdans 
les  lycées  où  le  programme  de  1904  accorde  le  choix  entre  le  grec 
et  les  mathématiques,  les  reléguant  tous  deux  au  rang  des  ma- 
tières inutiles  ou  de  luxe. 

«  Nous  ne  nions  pas,  nous  mathématiciens,  que  les  éludes  clas- 
siques concourent  à  former  l'esprit  et  le  cœur  de  la  jeunesse,  à 
éduquer  l'intelligence  et  à  développer  le  sentiment  esthétique, 
mais  nous  croyons  que  cette  éducation  de  l'esprit  ne  peut  être  com- 
plète sans  une  étude  proportionnelle  des  sciences  et  spécialement 
des  mathématiques  qui  habituent  à  bien  raisonner.  Notre  asso- 
ciation pourra  faire  apprécier  l'importance  cducatrice  de  la 
science  et  défendre  celle-ci  contre  les  pièges  (|ui   pourraient  lui 
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être  tendus;  nous  serons  certainement  aidés  dans  eettc  tâche  par 
notre  sœur  la  Société  italienne  de  Physique. 

«  J'ai  dit  que  la  Société  italienne  de  Mathématiques  ne  pouvait 
trouver  un  moment  plus  opportun  que  le  moment  présent  pour 
naître;  ce  mot  de  naître  a  peut-être  pu  faire  penser  à  certains 
d'entre  vous  que  j'ai  oublié  Tancienne  association  «  Mathesis  )n 
qui  a  vécu  douze  ans  d'une  vie  non  pas  toujours  florissante,  mais 
certainement  glorieuse.  » 

A  cet  endroit,  l'orateur  retrace  brièvement  l'histoire  de  Tasso- 
ciation  «  Mathcsis  »,  puis  il  ajoute  : 

«  On  pourra  penser  que  l'ancienne  «  Mathesis  »  n'est  pas  morte 
et  que  la  nouvelle  société  n'est  que  le  vieux  tronc  qui  reverdit  ;  non, 
il  faut  considérer  la  Société  de  Mathématiques  comme  une  plante 
nouvelle,  jeune  et  robuste,  née  de  la  bonne  semence  de  la  pre- 
mière. Notre  association  est  fondée  sur  une  large  base,  ouverte  \\ 
tous  ceux  qui  b'occupeiit  de  mathématiques,  elle  doit  avoir  une 
vie  nouvelle,  imitant  tout  ce  qui  a  été  fait  de  bon  et  évitant  les 
erreurs  que  l'expérience  a  pu  nous  révéler;  elle  doit  vivre  et  rendre 
à  son  pays  d'utiles  services,  à  l'exemple  de  ses  sœurs  d'Allemagne, 
de  France,  d'Angleterre,  d'Amérique,  etc.  PJle  doit  grouper  les 
maîtres  de  tous  grades  et  faire  converger  leurs  elïorts  vers  un  seul 
but  :  le  progrès  de  l'école.  » 

L'orateur  parle  encore  des  autres  sociétés  existantes,  particu- 
lièrement du  «  Circolo  matematico  di  Palermo  »  et  de  la  «  Società 
per  il  progresso  délie  scienze  »  et  met  en  évidence  la  différence 
cfu'il  y  a  entre  elles  et  la  société  naissante. 

M.  Lazzeri  termine  son  discours  en  espérant  que  tous  les  socié- 
taires sont  animés  d'une  égale  ardeur  pour  conduire  la  nouvelle 
association  vers  un  avenir  brillant. 

Après  ce  discours,  acccueilli  par  de  vifs  applaudissements,  M.  le 
sénateur  Veronese  propose  et  l'assemblée  approuve  la  constitution 
suivante  du  Comité  du  Congrès  : 

Prof.  Grandi,  président;  (^onti,  Lazzeri,  Severi,  vire-présidents  ; 
Ceccaroni,  Medici,  Michel,  secrétaires. 

Il  est  ensuite  donné  lecture  d'un  télégramme»  du  Ministre  de 
l'Instruction  publique  qui  s'excuse  de  n'avoir  pu  assister  à  celte 
séance  d'inauguration. 

Première  SÉANCE  ORDINAIRE. —  Le  même  jour,  à  4  heures  deTaprès- 
diner,  sous  la  présidence  de  M.  le  prof.  Lazzeri,  fut  tenue  la  première 
séance  ordinaire  dans  laquelle  on  discuta  longuement  le  projet  de 
statuts  présenté  par  une  commission  composée  des  prof.  Amodro, 
(]oNTi  et  Enriques,  lequel  projet  fut  accepté  après  quelques  modi- 
fications. 

Nous  donnons. ici.  la-t^ineurdes  deux  premiers  articles  : 

AiiT.  1.  —  11  e«t  constitué  entre  les  mathématiciens  et  maîtres  de  malhé- 
mathiques  une  société  intitulée  :  <«  Mathesis  —  Società  italiana  di  materna- 
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iiche  »,  qui  a  pour  but  ramélîoration  de   l'école  dans  tous   ses   degrés,   au 
point  de  vue  scientifique  et  didactique. 

Art.  2.  —  Pour  atteindre  ce  but,  la  société  : 

a)  Tient  des  réunions  plénières  et  partielles  : 

b)  Propose  et  favorise  des  recherches  scientifiques  et  didactiques: 

c)  Publie  un  bulletin  ; 

d)  Cherche  aussi  par  d'autres  moyens  à  répandre  entre  ses  adhérentK 
la  connaissance  des  théories  fondamentales,  des  meilleures  œuvres,  olc. 

Suivent  les  articles  ayant  trait  à  la  réglementation  intérieure 
(cotisations  et  formation  du  comité). 

Il  est  encore  décidé  que  la  société  tiendra  sa  prochaine  réunion 
en  1909. 

Seconde  séance,  17  octobre.  —  Ouverte  à  9  h.  du  matin,  sous  la 
présidence  du  prof.  Conti,  la  séance  est  consacrée  à  la  discussion 
d'un  rapport  des  prof.  Beuzolari,  Bortolotti,  Bonola  et  Vexerom 
sur  les  programmes  des  mathématiques  dans  l'école  secondaire 
réformée.  La  discussion  est  close  par  l'approbation  à  l'unanimité 
des  deux  ordres  du  jour  suivants  : 

1**  «  Le  Congrès  y  tenant  compte  des  propositions  générales  do  la 
Commission  royale  pour  la  réforme  des  ordonnances  scolaires, 
passe  à  la  discussion  des  principes  gui  doivent  serçir  de  base  aux 
programmes  de  l'école  moyenne,  » 

2**  «  Le  Congrès  ayant  entendu  le  rapport  sur  le  second  thèmCy 
applaudit  aux  idées  qui  y  sont  exprimées  et  reconnaît  l'opportunité 
de  ne  pas  entrer  en  discussion  sur  la  question  des  programmes,  ce 
sujet  ne  pourra  être  traité  efficacement  que  lorsque  les  types  d'écoles 
moyennes  réformées  seront  établis.  » 

//  reconnaît  encore  l'opportunité  de  ne  pas  entrer  en  matière  sur 
les  réformes  proposées  par  la  commission  royale^  et  se  contente 
d'affirmer  les  principes  suivants,  qui  doi\>ent  inspirer  la  réforme 
pour  ce  qui  concerne  l'enseignement  des  mathématiques, 

1^  Que  l'école  secondaire,  quant  à  l'enseignement  des  mathéma- 
tiques, soit  divisée  en  deux  cycles, 

2°  Que  dans  le  premier  cycle  l'enseignement  ait  le  caractère 
intuitif-expérimental,  évitant  absolument  les  définitions  abstraites, 
et  que,  dans  le  second,  on  tire  profit  des  notions  introduites  dans  le 
premier,  seulement  pour  illustrer  les  définitions  et  postulats,  mais  en 
donnant  ensuite  un  développement  logique  et  déductif  dans  toutes 
les  branches  de  l'école  secondaire  supérieure,  en  considérant  conti- 
nuellement les  questions  et  les  interprétations  pratiques  qui  prépa- 
rent, suggèrent  et  illustrent  la  théorie. 

3**  Qu'il  soit  introduit  les  éléments  fondamentaux  des  fonctions 
dérivées  et  intégrales  et  de  leurs  plus  importantes  applications  phy- 
siques et  géométriques. 

Troisième  séance,  19  octobre.  —  La  troisième  séance  fut  prési- 
dée par  le  prof.  Severi.  Klle  avait  pour  objet   la  préparation  des 
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instittiteitrs  pour  les  écoles  moyennes.  Après  la  lecture  d'un 
rapj)ort  du  prof.  Pittarelm  et  une  discussion  à  laquelle  prirent 
part  les  prof.  Pincherle,  Peano,  Lohia,  Sevkri,  Bortolotti,  Padoa, 
Vni,  Boxoi.A,  on  approuve  Tordre  du  jour  suivant  du  prof.  Padoa  : 

«  Le  Congres  approaçant  le  rapport  du  prof.  Pittarelli  sur  le 
Il  h'  ihemcy  s*oppose  à  la  distinction  de  deux  lauréats  de  mathéma- 
tiques, scientifique  et  didactique,  et  affirme  quil  est  urgent  de  cons- 
tituer Vécole  des  maîtres  sur  des  bases  plus  larges.  » 

(^rA'nuÈMK  séance  ,  20  octobre.  Présidence  de  M.  Lazzeri. 
—  I>a  dernière  séance  fut  destinée  à  la  discussion  de  différents 
ordres  du  jour  proposés  par  les  sociétaires.  Cinq  de  ceux-ci  furent 
votés.  Dans  le  ])remier,  le  Congrès  affirme  la  nécessité  d'abroger 
le  décret  du  11  novembre  1904,  laissant  dans  les  lycées  le  choix 
entre  le  <^rec  et  les  mathématiques. 

Le  second  dit  que  les  examens  de  maturité  ne  présentant  pas 
assez  de  garanties  sur  la  valeur  des  jeunes  gens  sortant  de  Técole 
élémentaire,  il  faudrait  y  substituer  des  examens  d'admission  aux 
écoles  secondaires. 

Le  troisième  demande  que  les  épreuves  écrites  soient  rétablies 
dans  les  examens  de  mathématiques  de  Técole  secondaire. 

Les  quatrième  e*t  cinquième  ordres  du  jour  ont  trait  à  la  régle- 
mentation dans  les  nominations  des  professeurs  des  écoles  où  Ton 
forme  les  maîtres  secondaires. 

Après  le  vote  de  ces  ordres  du  jour,  M.  Lazzbki  remercie  les 
assistants  ainsi  que  la  presse  florentine  et  déclare  clos  le  i*^""  Con- 
grès de  la  Société  italienne  de  Mathématiques. 

Election  du  premier  Conseil  directeur.  —  L'élection  du  premier 
Conseil  directeur  a  eu  lieu  le  20  décembre.  Sont  élus  : 

Prof.  Severi  Francesco,  de  TCniversité  royale  de  Padoue  ; 
»      CoNTi  Alberto,  de  l'Ecole  normale  royale  Marguerite  de 

Savoie,  à  Rome  ; 
»      Dell'Agnola  C.  a.,  de  l'Institut  technique  royal  de  Venise; 
M      Gazzaniga  Paolo,  du  Lycée  royal  de  Padoue  ; 
»      Lazzeri  Giulio,  de  l'Académie  navale  de  Livourne. 

M.  Severi  a  été  désigné  comme  président. 


Le  Congrès  scientifique  de  Saragosse,  octobre  1908. 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  la  création  d'une 
Association  espagnole  pour  le  progrès  de  la  science  (Asociacion 
espagnola  para  el  progreso  de  las  ciencias)  qui  vient  de  tenir  son 
premier  Congrès  à  Saragosse,  du  22  au  29  octobre  1908.  Nous 
nous  bornerons  à  mentionner  brièvement  les  travaux  d'ordre 
mathématique. 

1.  —  La  section  des  mathématiques  pures  était  présidée  succès- 
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sîvement  par  MM.  Kche(;ahay,  Bkxitez  et  Garcia  de  Galdeaxo. 
Voici  la  liste  des  communications  présentées'*. 

M.  Estehan  Terradas,  professeur  à  l'Université  de  Barcelone  : 
!*•  i^ur  les  mouvements  des  fils  élastiques  et  non  élastiques  ;  2°  sur 
les  nouveatix  concepts  de  la  mécanique  statistique  ;  3°  sur  un  pro- 
gramme pour  V étude  des  fonctions  elliptiques, 

M.  ToRROJA,  professeur  à  TUniversité  de  Madrid,  ,s7//'  l'applica- 
tion de  Vhomographie  et  de  la  corrélation  à  Vétude  des  surfaces. 

M.  Jimenez  Rueda,  sur  quelques  questions  de  géométrie  élémen- 
taire. 

M.  Clariana,  sfir  la  métaphtfsique  du  calcul. 

M.  Cebrian,  sur  la  généralisation  des  fonctions  circulaires. 

M.  Perer  Muxiroz,  sur  les  quaternions. 

M.  Octavio  DE  ZoLEDO,  sur  les  déterminants. 

M.  Vkla,  sur  les  méthodes  modernes  de  V Astronomie. 

M.  Galax,  sur  les  abaques  astronomiques. 

M.  le  colonel  (^alvis,  sur  l'intensité  de  la  gravité  en  Espagne. 

M.  le  P.  CivERA,  directeur  de  l'Observatoire  de  TKbro,  sur  les 
relations  entre  Vactivité  solaire  et  les  tempêtes. 

M.  Ver  A,  sur  un  cercle  international  de  gravitation. 

M.  Gastel,  sur  une  balance  algébrique. 

M.  Ri  us  V  G  AS  AS,  sur  les  nombres  multidigites. 

11.  —  Dans  une  section  de  mathématiques  appliquées^  d'impor- 
tants travaux  ont  été  présentés  par  MM.  Torres  de  (^uevedo, 
Marva,  colonel  Losada,  Mier  y  Miura,  etc. 

111. —  Dans  la  Section  de  l  Enseignement,  nous  signalerons  tout 
particulièrement  les  communications  de  M.  G.  de  Galdeaxo  : 
1**  Essai  de  classification  des  idées  mathématiques  ;  2**  La  mathéma- 
tique dans  son  état  actuel  ;  .V'  Plan  d'enseignement  mathématique 
pour  les  établissements  espagnols  ;  ti^  Quelques  règles  de  pédago- 
gie mathématique.  M.  de  Galdeano  estime  que  l'organisation  ac- 
tuelle ne  contribue  pas  a  développer  l'intelligence  des  élèves,  et 
qu'il  y  a  lieu  de  lui  faire  subir  d'importantes  transformations  en 
tenant  compte  des  conditions  modernes  de  la  science  et  de  l'ensei- 
gnement. 

D'autres  travaux  ont  encore  été  présentés  par  le  commandant 
tl'artillerie  Duran  !^ori(;a  et  MM.  les  professeurs  Domkxech  et 
Marzal  sur  la  réorganisation  des  Facultés  des  Sciences. 

Deux  commissitfns  ont  été  constituées  ;  l'une  a  été  chargée 
d'examiner  la  création  d'une  société  mathématique  espagnole 
(président  M.  de  Galdeano i  ;  l'autre  est  destinée  à  étudier  la  for- 
mation d'un  vocabulaire  mathématique  espagnol  président 
M.  Ruis  y  Gasas). 

Dans  la  séance  de  clôture  du  Gongrès,  présidée  par  L\j.  MM.  le 
Roi  et  la  Reine,  M.  Kchegaray  a  pronon<'é  un  très  beau  discours 
sur  le  rôle  des  mathématiques,  et  il  a  terminé  en  exprimant  Tes- 
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poir  que  le  Conji^rès  de  Sara^osse  soit  le  point  de  départ  d'une 
restauration  scientifique  de  TEspagne. 


Faculté  des  sciences  de  Paris  ;  thèses  de  doctorat. 

Thèse  des  Sciences  Mathématiques  soutenues  en  iî)08.  —  Imlescu, 
Trajan  (Bucarest),  Sur  l'équation  de  Voltérn  (soutenue  le  28  lévrier 
1908).  —  RousiEH,  Jean-Baptistste,  (Rochechouart,  H^"  Vienne), 
Ondes  par  émersion  (le  12  mars  1008).  —  Popovici,  Constantin, 
(Jassy,  Roumanie),  Sur  les  surfaces  intégrales  communes  aux  équa- 
tions différentielles  (le  27  mars  1908). 

Doctorat  d*Lniversité.  —  Enache,  Nicolas  (Dozesci,  Roumanie), 
Contributions  à  la  théorie  de  Vécoulement  sur  les  déi^ersions  à  minces 
parois  et  à  nappe  noyée  au  dessous,  (le  4  mars  1908).  —  Heywood, 
Horace  Bryon  (Peklam,  Angleterre),  Sur  l'équation  fonctionnelle 
de  Fredholm  et  quelques-unes  de  ses  applications,  (le  22  mai  1908). 


Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Allemag^ne.  —  M.  Disteli,  professeur  de  géométrie  descrip- 
tive à  TEcole  technique  supérieure  de  Dresde,  a  accepté  l'appel 
qui  lui  a  été  adressé  par  TEcole  technique  supérieure  de  Carlsruhe 
pour  la  chaire  laissée  vacante  par  le  professeur  Schur  nommé  à 
l'Université  de  Strasbourg. 

Pri^^at-docents.  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 
M.  Hellinger,  pour  les  mathématiques,  à  TUniversité  de  Stras- 
bourg ;  M.  G.  Hessenberger,  pour  les  mathématiques,  à  l'Université 
de  Bonn  :  M.  Conrad  Mîjller,  pour  l'Histoire  des  mathématiques, 
à  rUniversité  de  (iœttingen. 

Anjji^le terre.  —  Publications  récentes.  Parmi  les  livres  de 
quelque  importance  publiés  pendant  les  derniers  mois  de  1908, 
on  nous  signale  les  suivants:  ATreatiseon  Spherical Astronomy, 
par  Sir  Robert  Ball.  —  Pure  Mathematics,  par  G.  H.  Hardy.  — 
Analytical  Gcometry  of  the  Conic  Sections,  par  le  Rev.  E.  H. 
AsKWiTH.  —  An  Introduction  to  the  Theory  of  Infinité  séries,  par  T. 
J.  FBromwich.  —  The  Thirteen  Books  of  Euclid's  Eléments, 
translated  from  the  text  of  Heiberg,  with  introduction  and  com- 
mentary,  parT,  L.  Heath.  —  A  Sludy  of  Mathematical  Education, 
par  by  Benchara  Braxford.  — Mathématiques,  vol.  ill.  des  mémoi- 
res de  .1.  J,  Sylvester.  —  ThePhysics  of  Earthquake  Phenomena, 
par  C.  G.  Knott. 

Nous  devons  nous  borner  à  indiquer  les  titres,  et  nous  n'aurons 
sans  doute  pas  l'occasion  d'analyser  l'un  ou  l'autre  de  ces  ouvrages, 
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car  les  éditeurs  anglais,  pour  la  plupart  d'entre  eux,  n'ont  pas  en- 
core pris  Tusaj/e  d'envoyer  leurs  publications  pour  compte  rendu 
dans  les  revues  scientifiques. 

—  Nous  présentons  à  M.  le  professeur  Sir  G.  GnEi:MiiLL,  notre 
distingué  collaborateur  et  membre  du  (Comité  de  Patron  nage  de  la 
Revue,  nos  plus  vives  félicitations  à  l'occasion   du  «  Knigthood  » 

titre  de  Sir)  qui  lui  a  été  conféré  par  son  Roi,  en  reconnaissance 
de  ses  travaux  scientifiques  à  TOrduance  Collège  de  Woohvicb. 
«  Smilh's  Prizes  »».  —  Jl  est  question  d'augmenter  le  montant  des 
célèl)res  «  Sinitli's  Prizes  »,  ou  de  créer  des  prix  additionnels. 
Les  sommes  nécessaires  seraient  prélevées  sur  le  fond  recueilli 
par  souscription  par  les  amis  de  lord  Rayleigli.  chancelier  de 
ri'niversité  de  (lambridge. 

—  Une  remarquable  conférence  sur  renseignement  matJièmatiqne 
d{tns  ses  rapports  (wec  la  science  a  été  récemment  faite  par  M.  J. 
PKiuiv,  devant  un  auditoire  très  nombreux,  composé  des  Associa- 
tions fédérées  des  Instituteurs  non  primaires  de  Londres  et  de 
l'Association  des  Professeurs  de  Mathématiques.  Klle  a  été  suivie 
d'une  intéressante  discussion,  qui  a  été  présidée  par  M.  (i.-IL 
Bhyan,  président  de  cette  dernière  association.  On  en  trouve  un 
compte  rendu  détaillé  dans  ]r  Mafheniaticnl Gazette dejanvier  lîKM). 

Nous  donnerons  un  aperçu  de  celte  conférence  dans  le  prochain 
numéro. 

—  M.  Whitehf.ad  est  nommé  président  des  examinateurs  pour  le 
Mathematical  Tripos,  part,  l  (règlement  nouveau  pour  1909).  Pour 
ces  mêmes  examens,  d'après  l'ancien  règlement,  les  examinateurs 
sont  MM.  Beuhy  et  G.  Bihtwiiistlk,  et  les  «  modérateurs  »  MM. 
R.-1L  fLvRDY  et  J.-M.  Dodds. 

M.  Gl.vishi:«  a  été  déclaré  lauréat  du  Prix  Morgan  pour  1ÎK)8, 
de  la  London  mathematical  Society,  en  raison  de  ses  belles  recher- 
ches de  mathématiques  pures. 

M.  II.  Lamb,  professeur  à  l'Université  de  Manchester,  a  été 
nommé  docteur  honoraire  de  l'Université  de  Cambridge. 

M.  R.-F.  Scott,  Fellow  du  St.  John's  Collège  de  Cambridge, 
est  nommé  «  Master  »,  en  remplacement  de  feu  C.  Taylor. 

M.  le  professeur  T.-J.-l'a  Bkomwich,  F.  R.  S.,  a  reçu  le  grade 
de  docteur  es  sciences  de  l'Université  de  (Cambridge. 

Autriclic-Hong^ric.  —  M.  Denizot  est  nommé  professeur 
extraordinaire  de  Mécanique  générale  à  l'Ecole  technique  supé- 
rieure de  Lemberg. 

M.  F.  RusL  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  Mathéma- 
tiques à  l'Ecole  technique  supérieure  tchècpie  de  Prague. 

M.  Vankcek  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  Mathéma- 
tiques à  l'Ecole  technique  supérieure  bohème  de  Prague. 

Privat-docent  :  M.  IL  Tietze  a  été  admis  en  qualité  de  privat- 
docent  pour  les  Mathématiques  à  l'I'niversité  de  Vienne. 
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Ktats-Unis*  —  M.  A.  Bliss,  de  Princeton,  est  nommé  pro- 
fesseur extraordinaire  de  Mathématiques  à  TUniversité  de  Chicago. 

M.  A.  BuTTERFiELD,  de  rUniversité  de  Vermont,  est  nommé  pro- 
fesseur de  Mathématiques  à  Tlnstitut  polytechnique  de  Worcester. 

M.  H.  Dalakkii,  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  Mathé- 
matiques à  l'Université  de  Minnesota. 

MM.  S.-C.  Davissox  et  Hasemax  sont  nommés  professeurs  ex- 
traordinaires de  Mathématiques  à  TUniversilé  Indiana. 

M.  Hartwell  est  nonimé  professeur  extraordinaire  de  Mathé- 
matiques à  rUniversité  de  Kansas. 

M.  R.-C.  Mac  Lai'rix,  lauréîit  du  second  Smith'  Price  1 1896),  puis 
successivement  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  la 
Nouvelle-Zélande,  et  de  Physique  à  l'Université  (lolumbia  \\  New- 
York,  est  nommé  président  de  l'Institut  tec]molo*i;ique  de  Massa- 
chusetts. 

M.  (].-A.  Wai.do  est  nommé  professeur  de  Mathématicjues  à 
rUniversité  Washinj^ion  de  St-I^ouis. 

JFrance*  —  M.  Padé,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à 
l'Université  de  Bordeaux,  est  nommé  recteur  de  l'Académie  tle 
Besancon. 

Italie*  —  Privat'docent  :  M.  U.  Cisotti  est  admis  en  qualité 
de  privat-docent  pour  la  Mécanique  rationnnelle  à  TUniversilé  de 
Padoue. 

Suif^sc*  —  M.  L.  KoLLims,  professeur  au  Gymnase  de  la  Chaux- 
de-Konds,  est  nommé  professeur  de  (iéômétrie  descriptive  à 
l'Kcole  polytechnique  fédérale,  à  Zurich. 

Iniversité  de  (reneige.  —  il  a  été  créé  un  poste  d'assistant  pour 
les  travaux  pratiques  de  Mathématiques. —  LeSéminaire  de  Géo- 
métrie supérieure  a  obtenu  un  crédit  extraordinaire  pour  la  col- 
lection des  modèles  et  instruments  mathématiques;  1000  fr.  ont 
été  donnés  par  la  Société  académique  et  1000  fr.  par  l'Ktat. 

Nécrologie. 

M.  A.  Uegol'lt,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Univer- 
sité de  Toulouse,  est  décédé  le  (>  janvier  1000. 

Cours  universitaires. 

Paris;  Collège  de  France.  —  l'""  semestre  1908-1909  (à  parlir  dii  7  dé- 
cembre 1908). 

Mathématiques.  M.  Joudan,  professeur  tiUiIaire.  —  M.  Humberi,  sup- 
pléant, étudiera  la  Transformatiou  et  la  Multiplication  complexe  des  loue- 
lions  abéliennes  (2  lieures).  — Physique  générale  et  e.rpérimentalc.  M.  Bkil- 
i.ouiN  étudiera  la  Dynamique  des  fluides,  Résistance  des  li({uides  et  des  jjaz 
au  mouvement  des  solides  (2  heures).  —  Mathématiques.  Fondation  Claude- 
Antoine  Peccot.  M.  N...,  chargé  dn  cours. 
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F.  BK?iNF.cKK.  —  £ia6  konformo  Âbbildang  aïs  zweidimonsionale  Lojçaritli- 
incntafel  zur  Kcchnuiig  mit  koinptexen  ZahlcMi.  —  I  Case,  in-'i":  G.  Sali. 
Berlin. 

C'est  une  application  de  la  représeulalion  conforme  à  la  résolu  lion  gra- 
phique des  opération»  à  effectuer  sur  des  nombres  complexes.  î.a  table, 
établie  avec  beaucoup  de  soin  par  l'auteur,  permet  de  chercher  directemenl 
le  logarithme  vulgaire  de  x  -f-  iy  et  réciproquement.  IClle  est  obtenue  à 
l'aide  de  la  correspondance  par  points  sur  deux  plans  de  la  fonction  Z  =  log?  . 

Si  l'on  a  X  -f-  i\  zn  log(-r  -f-  '.>*)  .  O"  obtient  les  deux  familles  de  courbes 

.r  =  lO^cos(YlnlO)  .         y  z=z  lO'^sinlYln  l()|  . 

Lorsqu  on  n'exige  pas  une  Irc-s  grande  approximation,  celle  mélho<le  gra- 
phique conduit  très  rapidement  au  résultat. 

Pierre  Boutkoux.  —  Leçons  sur  les  fonctions  définies  par  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  avec  une  note  de  M.  Paul  Paiklf.vé.  — 

I  vol.  gr.  in-8o.  190  p.;  6  fr.  50;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Pour  comprendre  exactement  Tobjet  et  la  portée  de  ces  leçons  il  est  bon, 
il  me  semble,  de  partir  d'abord  d'une  remarque  qui.  depuis  nombre  d'an- 
nées, s'impose  aux  géomètres  et  qui  a  été  particulièrement  précisée  par 
M.  Painlevé.  De  toutes  les  transcendantes  définies  par  les  équations  diffé- 
rentielles  il  n'y  en  a  qu'un  très  petit  nombre  dont  l'élude  révèh^  une  pro- 
priété exacte  telle,  par  exemple,  que  la  périodicité.  Dès  lors,  à  défaut  de 
propriétés  exactes,  l'effort  présent  et  l'eifort  à  venir  ne  peuvent  être  tournés 
que  vers  l'étude  de  propriétés  approchées.  M.  Pierre  Bontroux  est  déjà 
entré  dans  cette  voie  en  étudiant,  dans  sa  thèse,  les  lonctions  méromorphes 
nouvelles  satisfaisant  à  des  équations  différentielles  formées  par  M.  Pain- 
levé  et  en  montrant  que  ces  intégrales,  quotients  de  fonctions  entières, 
croissaient  suivant  le  mode  exponentiel. 

II  s'agit  maintenant  de  recherches  qu'on  peut  rattacher  au  point  de  départ 
précédent,  mais  qui  sont  beaucoup  plus  avancées  et  intéressent  d'ailleurs  de 
nouvelles  équations,  notamment  celles  de  la  forme  j'Q  =  P  ,  P  et  Q  étant 
iK^^-  polynômes  en  x  et  y  et  plus  particulièrement 

r'  -h  Ao  -I-  k,y  -f  Ao'  -}-  A,/  =  0  . 

■ 

les  A  étant  des  polynômes  en  x  . 

Ce  qu'il  faut  remarquer  tout  d'abord,  et  ce  qui  constitue  un  pas  en  avant 
ilune  importance  capitale,  c'est  l'apparition  nécessaire  de  fondions  multi- 
formes à  une  infinité  de  branches.  On  démontre  que,  parmi  les  équations 
<les  types  précédents,  l'équation  de  Riccati  est  la  seule  dont  l'intégrale  soit 
uniforme  et  que   des  fonctions   à    un  nombre  fini   de   branches   ne   peuvent 

I/I%nseigneni(>nt  malhém.,  11*  année:   1900.  .*> 
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satisi'uire  qu'à  des  équations  se  rumenunl  par  une  transformalioii  ralioiinelle 
à  une  équation  de  Kicali.  Quoique  très  simple,  la  démonstration  de  ces 
fails  n'en  va  pas  moins  sans  un  certain  étonnement.  Nous  avons  donc  devant 
nous  le  champ  de  Fonctions  à  une  infinité  de  branches  et  rien  pour  ainsi  dire 
dans  l'analyse  créée  Jusqu'à  ce  jour  ne  donne  de  méthodes  pour  en  aborder 
lélude.  Les  fonctions  multiformes  considérées  jusqu'ici  n'avaient,  en  géné- 
ral, qu'un  nombre  (îni  de  branches,  elles  étaient  en  relation  simple,  par 
leurs  inverses  avec  les  fonctions  uniformes  et  enfin  on  savait  construire  des 
surfaces  de  Kieninun,  à  un  nombre  fini  de  feuillets,  sur  lesquelles  des  cou- 
pure» appropriées  les  rendaient  uniformes. 

Ici  les  questions  sont  d'une  autre  nature.  M.  Pierre  Boutroux  cherche  à 
étudier  d'abord  la  croissance  et  l'allure  de  certaines  branches  de  l'intégrale 
de  v'Q  =:  P  où  P  est  de  degré  p  en  r  et  Q  de  degré  q  .  Il  montre  que, 
moyennant  certaines  conditions  inilîales  et  pour  p  —  <y  =::=  1  ,  il  existe  des 
branches  qui,  dans  de  certains  angles  ayant  leur  sommet  à  l'origine,  n'ont 
ni  zéros  ni  points  singuliers  d'aucune  sorte.  Ce  sont  des  branches  à  crois- 
sance exponentielle.  Si  la  condition  p  —  ^  =  1  n'est  pas  réalisée,  des  cir- 
constances plus  complexes  se  présentent,  mais  il  existe  alors  des  branches 
également  fort  remarquables  qui,  sur  une  surface  de  Riemann  dont  on  ex- 
cepte certains  cercles  dont  la  somme  des  aires  est  en  rapport  nul  avec  l'aire 
totale  de  la  surface,  croissent  moins  vite  qu'une  puissance  finie  de  x.  Ce 
sont  des  branches  à  croissance  rationnelle. 

La  classification  des  points  singuliers  transcendants  parait  devoir  être  fort 
laborieuse  à  cause  du  très  grand  nombre  de  cas  qu'il  faudrait  considéix'r. 
Si  encore  il  n'existait  que  des  points  autour  desquels  se  permutent  une  infi- 
nité de  branches  !  Mais  en  dehors  de  ces  points  que  l'anleur  appelle  direc- 
tement critiques,  il  en  existe  d'autres,  indirectement  critiques,  qui  sont 
limites  d'un  ensemble  de  points  tels  qu'autour  de  chacun  d'eux  les  permu- 
tations sont  possibles.  Dans  ces  conditions  les  divers  types  de  singularités 
se  divisent  en  cas  qui  comprennent  des  sous-cas,  et  il  semble  même  que 
l'on  puisse  subdiviser  indéfiniment  la  classification.  Au  milieu  de  cet  éche- 
veau  compliqué,  rauteur  trouve  des  fils  conducteurs  par  des  procédés  ingé- 
nieux et  simples.  Il  considère  des  équations  particulières,  même  certaines 
dont  les  intégrales  sont  délerminables  par  les  procédés  élémentaires  et, 
partant  de  tels  repères,  établit  par  analogie  des  résultats  plus  généraux  et 
qui  semblent  de  la  plus  haute  importance.  Il  revient  sur  les  points  singuliers 
classiques  de  Briot  et  Bouquet  et  montre  qu'il  n'y  avait  là  qu'une  classifi- 
cation provisoire,  ces  points  pouvant  être  de  natures  fort  diverses  et  n'ayant 
été  rapprochés  que  par  suite  d'un  point  de  vue  très  spécial.  Enfin  il  étudie 
les  relations  qui  peuvent  exister  entre  diverses  branches  d'intégrales  sans 
s'astreindre  à  rester  dans  le  voisinage  d'un  point  critique. 

M.  Paul  Pain  levé  a  terminé  l'ouvrage  par  une  note  de  46  pages  où  il 
étudie  la  réduction  à  des  formes  canoniques  des  équations  dont  les  inté- 
grales n'ont  qu'un  nombre  fini  de  branches.  Les  problèmes  qui  restent 
posés,  soit  par  les  recherches  de  M.  Boutroux,  soit  par  celles  de  M.  Pain- 
levé,  nous  permettent  sans  doute  des  résultats  non  moins  intéressants  que 
ceux  déjà  obtenus.  Et  que  l'on  ne  croie  pas  que  la  complexité  des  questions 
entraîne  quelque  difficulté  dans  la  lecture  de  l'œuvre  ;  au  contraire,  toat 
parait  intuitif,  inspiré  de  l'esprit  d'analogie  et  construit,  non  pas  en  démon- 
trant et  en  entassant  des  détails  ardus,  mais  en  faisant  de  larges  appels  à  la 
notion  do  continuité.  A.  Buul  (Montpellier). 
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Orner  BuYSE.  —  Méthodes  américaines  d*édacation  générale  et  technique. 

—  \  vol.   gr.  in-8o,  744  p.,  365  figures;   Dunod  &  Pinat,    Paris;  Musée 
provencial,  Chnricroi. 

Le  régime  scolaire  d'un  pays  dépend  nécessairement  d'un  euscmble  de 
t'ouditious  sociales,  économiques  et  historiques.  Chaque  pays  a  ses  tradi- 
tions ;  leur  influence  tend  cependant  trop  souvent  à  retarder  le  développe- 
ment rationnel  de  l'instruction,  tel  que  l'exigeraient  les  conditions  modernes 
•de  la  vie  économique.  Aux  Etats-Unis  il  n'y  avait  guère  des  traditions  à  ob- 
server et  ce  sont  les  conditions  sociales  et  économiques  qui  ont  été  les 
principaux  facteurs  de  l'organisation  des  études  dans  les  établissements  dé 
•culture  générale  et  dans  les  écoles  techniques  et  professionnelles. 

L'exposé  très  remarquable  que  fait  M.  O.  Buysc  de  cette  organisation 
sera  lue  avec  beaucoup  d'intérêt  et  de  profit  par  tous  ceux  qui  cherchent  à 
<*ontribuer  au  progrès  de  l'enseignement  scientifique  et  professionnel.  Il 
montre  quels  sont,  dans  les  divers  types  d'écoles,  les  faits  marquants  qui 
•caractérisent  l'enseignement  des  différentes  branches. 

Les  professeurs  américains  estiment  que  l'enseignement  en  général,  et 
spécialement  l'enseignement  scientifique,  ne  saurait  être  fécoud  que  si  les 
■élèves  sont  exercés  à  trouver'eux-mêmes  les  vérités,  les  lois.  C'est  le  prin- 
•cipe  de  la  méthode  de  «  redécouverte  »  (rediscovery)  étendu  à  toutes  les 
branches.  Les  leçons  de  classes,  dont  1  importance  est  très  réduite,  pré- 
parent ou  coniirmcnl  les  études  pratiques  du  laboratoire  et  de  l'atelier. 
«  Apprendre  en  agissant,  dit  l'auteur,  est  la  substance  même  des  méthodes 
scolaires  aux  Etats-Unis,  » 

L'ouvrage  comprend  sept  livres  dont  voici  les  principaux  objets  : 

I.  —  L'enseignement  élémentaire  :  les  systèmes  scolaires  ;  les  caractéris- 
tiques de  l'école  primaire:  le  dessin  et  les  travaux  manuels  Les  biblio- 
thèques poui"  enfants. 

II.  —  L'enseignement  secondaire  technique  :  l'enseignement  moyen  en 
général  ;  l'école  technique.  Caractéristiques  de  renseignement  scientifique 
dans  les  écoles  secondaires.  J^es  sciences  d'observation  ;  l'expérimentation 
personnelle  par  les  élèves,  base  de  toutes  les  connaissances.  Les  travaux 
manuels.  L'enseignement  au.v  jeunes  filles. 

III.  —   Les  institutions  d'enseignement  industriel. 

IV.  —  Les  institutions  d'enseignement  professionnel. 

V.  —   L'Elducalion  d'une  race.  Institutions  pour  arriérés  ethniques. 

VI.  —  T/enseignemeut  commercial. 

VIL  —  Les  écoles  techniques  supérieures. 

Les  niatériaux  considérables  réunis  dans  cet  ouvrage,  et  accompagnés  de 
nombreuses  illustrations,  permettent  de  dégager  les  lois  qui  dominent  la 
pédagogie  générale  et  professionnelle  aux  Etats-Unis.  L'Américain  désire 
<\ue.  l'école  assure  à  ses  enfants  l'éducation  physique,  intellectuelle  et 
morale. 

Dans  ses  Conclusions,  l'auteur  estime  que  «  les  grandes  idées  sur  l'essor 
d'une  nation  par  l'éducation  sont  à  l'arrière-plan  dans  nos  écoles  ;  les  cadres 
de  1  instruction  sont  fixes,  les  méthodes  ne  font  cas  que  des  notions  abstrai- 
tes, de  l'argumentation  purement  logique  et  des  conclusions  tirées  du  syllo- 
gisme :  les  matières  sont  enseignées  par  des  moyens  conventionnels  qui 
semblent  s'éloigner  des  formes  de  la  vie  réelle  ;  les  questions  d'organisation, 
les  programmes,  les  tendances  éducatrices,  ne  sont  discutées  que  dans  des 
cercles  resli-eints  ;   le   public  ne  comprend  pas  le  langage  de  nos  pédago- 
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gués,  il  reste  élrunger  et  indifférent  à  ces  discirssions-  qui   sont  rtifTaire  de 
professionnels,  de  fonctionnaires  ». 

«  En  Amérique,  au  contraire,  chaque  école  a  ses  pulsations  propres  :  Ion- 
tes  les  grandes  questions  qui  touchent  à  son  patrimoine  scientifique  et  clas- 
sique sont  en  discussion  permanente  dans  les  livres,  dans  les  revues.  les- 
journaux  et  surtout  dans  les  assemblées  et  congrès  auxquels  s'associe  el 
s'intéresse  le  peuple.  Les  innovations  qui  surgissent  sont  notées,  essayées, 
exécutées  ;  le  public  —  qui  est  cordialement  accueilli  dans  les  classes,  letv 
ateliers,  les  laboratoires,  —  se  préoccupe  de  leur  réalisation  et  se  déclaro- 
satisfait.  Sous  sa  poussée,  la  vie  sociale  et  économîq,ue  s'est  prolongée  jus- 
que dans  le  domaine  scolaire  et  elle  donne  aux  études  de  la  fraîcheur  et  une 
allure  rationnelle  et  vraie.  Dans  tout  renseignement,  l'idée  et  sa  réalisation 
par  l'action,  sont  associées  indissolublement  ;  par  l'éducation  agissante,  la 
volonté  des  enfants  et  des-  adolescents  prend  possession  d'elle-même.  « 

H.  F. 

Francesco  Caldarera.  — Primi  fondamenti  délia  Geometria  dello  Spazio. — 

I  vol.  in-8"  de  236-IV  pages,  7  fr.  —  Virzi,  Palermo. 

Cet  important  ouvrage  de  M.  Caldarkha,  titulaire  de  la  chaire  de  Méca- 
nique rationnelle  à  TUniversité  de  Palerme,  fait  suite  à  ses  «  Primi 
fondamenti  délia  Geometria  del  piano  »  publiés  en  1891.  De  même  que  dans 
ce  dernier  ouvrage  on  se  sert  systématiquement  des  coordonnées  trilinéaîrcs,. 
dans  celui-ci  on  se  sert  des  coordonnées  tétraédriques  ou   quadriplanaires. 

Lp  livre  est  divisé  en  quatre  chapitres  : 

I.  Points,  plans  et  lignes  en  général,  et  par  rapport  au.  tétraèdre  fonda- 
mental.   67  pages. 

II.  Les  formes  fondamentales  de  1^^,  2™*^  et  3^*^  espèces.  58  pages% 

III.  Généralités  sur  les  lignes  et  les  surfaces:   espace  réglé,    pôles    et* 
polaires;  figures  polaires  réciproques  ;  principes  généraux  d'homographie  et 
de  dualité.  58  pages. 

ÏV.  Eléments  de  géométrie  différentielle.  55  pages. 

II  n'est  guère  possible  dans  ce  court  compte-rendu,  de  faire  un  examen  dé- 
taillé de  ces  chapitres  permettant  de  mettre  en  évidence  toute  l'importance  des 
nombreuses  et  belles  théories  exposées  par  l'auteur.  Nous  ne  voulons  cepen- 
dant pas  négliger  de  mettre  en  relief  une  nouvelle  et  remarquable  formule 
(^  133,)  de  l'angle  de  torsion  en  un  point  quelconc^ue  d'une  courbe  gauche, 
exprimée  par  la  somme  des  carrés  de  trois  déterminants  de  troisième  ordre  ; 
ceux-ci  sont  composés  de  manière  que  l'on  peut  déduire  deux  quelconques 
d'entre  eux  du  troisième  par  de  simples  substitutions  circulaires  des  indices. 
Au  point  de  vue  méthodique,  l'ouvrage  est  fort  bien  conçu  et  grâce  à  la  ma- 
nière originale  et  nouvelle  suivant  laquelle  les  matières  sont  groupées  et 
étudiées,  il  sera  lu  avec  plaisir  par  ceux  qui  connaissent  déjà  quelque  peu 
le  sujet.  Quant  aux  non-initiés,  pourvus  qu'ils  aient  une  préparation  suffi- 
sante, l'étude  de  cet  important  ouvrage  est  éminemment  suggestive,  car  elle 
le  pousse  à  examiner  un  grand  nombre  de  développements  destinés  à  vérifier 
tous   les  résultats  qui  y  sont  indiqués. 

L'auteur  fait  usage  de  quelques  notations^  qui  permettent  aux  lecteurs  de 
mieux  fixer  dans  son  esprit  les  formules  et  les  relations  étudiées. 

En  résumé,  l'ouvrage  de  M.  Caldarera  constitue  un  excellent  essai  d'une- 
nouvelle  géométrie  analytique  à  coordonnées  trilinéaires  et  tétraédriques. 

Giov.  Russo  (Catanzaro.) 
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:Moritz  C\MTOR.  —  VorlMasgen  ûber  Geschichta  der  Matamatik.  Band  rv  ; 

von  1759  bis  1799.  Unter  Mitwirkuog  derHerren  V.  Bobynin,  A.  v.  Braun- 
muhl,  F.  Cajori,  S.  Gùtither,  V.  Kommcrcll,  G.  Loria,  E.Netto,  G.  Vivanli, 
C.-R.  Wallner.  —  1  vol.  in-S".  1113  p.  ;  32  Mk.  ;  B.-G.  Teubner.  Leipzig. 

Ou  sail  que  le  tome  III  de  l'Histoire  des  mathématiques  de  M.  Moritz  Can- 
•tor  se  termine  à  Tannée  1758,  et  que  le  savant  professeur  de  Heidelberg 
comptait  arrêter  là  son  remarquable  exposé.  Sur  les  instances  de  nombreux 
mathématiciens  qui  le  priaient  de  continuer  son  œuvre,  il  consentit  à  diriger 
la  publication  d'un  nouveau  volume  dans  lequel  on  réunirait  un  certain  nom- 
bre de  monographies  concernant  la  seconde  moitié  du  XYIII"  siècle,  et  qui 
seraient  rédigées  par  un  groupe  de  savants. 

Les  matières  ont  été  réparties  en  dix  nouveaux  chapitres  (XIX  à  XXVIII), 
dr  la  manière  suivante  : 

XIX.  Histoire  des  mathématiques  ;  monographies  et  biographies  ;  vocabu- 
laires ;  éditions  d'ouvrages  classiques.  Par  S.  Gu^ither. 

XX.  Arithmétique.  Algèbre.  Théorie  des  nombres.  Par  F.  Cajori. 

XXL  Analyse  combinatoire.  Calcul  des  probabilités.  Séries.  Imaginaires. 
Par  I'].  Xetto. 

XXII.  Géométrie  élémentaire.  —  Traités  de  Géométrie  élémentaire.  Géo- 
métrie pratique.  Recherches  spéciales  de  Géométrie  élémentaire.  Théorie 
<les  parallèles.  Par  V.  Bobymin. 

XX'III.  Trigonométrie.  I^e  développement  donné  par  Euler,  ses  contempo- 
rains et  ses  successeurs.  Les  bases  de  la  Trigonométrie.  Tétragonométrie. 
Polygométrie.  Tables.  Séries  trigonométriques.  Par  A.  v.  Brau^umûhl. 

XXIV.  Géométrie  analytique  à  deux  et  à  trois  dimensiops.  Sections  coni- 
•<|ues.  Courbes  d'ordre  supérieur.  Courbes  gauches  et  surfaces.  Par  V.  Kom- 

MERELI.. 

XXV.  Perspective  et  Géométrie  descriptive.  La  perspective  depuis  le 
fluoyen  âge  à  la  lin  du  XVII*  siècle.  La  grande  période  de  la  perspective  théo- 
rique. Les  précurseurs  de  Monge.  Monge  et  les  fondements  de  la  Géométrie 
descriptive.  Par  G.  Loria. 

XXVI.  Calcul  infinitésimaL  Les  bases  ;  les  traités.  Différentiation  et  inté- 
gration. Intégrales  définies.  Applications  analytiques.  Transcendantes.  Inté- 
içrales  elliptiques.  Par  G.  Vivanti. 

XXVII.  Equations  diflërentielles.  Calcul  des  différences.  Calcul  des  varia- 
■tions.  Par  C.-R.  Wallnkr. 

XXVIII.  Coup  d'oeil  d'ensemble  sur  la  période  de  1758  à  1799.  Par  M.  Cantor. 
Chacune  de  ces  monographies  est  rédigée  sous  la  seule  responsabilité  de 

•son  auteur.  Elles  ne  présentent  évidemment  pas  l'unité  de  méthode  qui  carac- 
térise les  trois  premiers  volumes.  Mais,  par  leur  ensemble,  elles  n'en  cons- 
tituent pas  moins  un  complément  très  précieux  de  l'oeuvre  magistrale  de 
M.  Cantor. 

Paul  Crantz.  —  Arithmetik  and  Algebra  zum  Seibstunterricht,  Zwcilcr 
Teil.  —  1  vol.  cart.  (collection  «  Aus  Natur  und  Geisteswelt  »)),  128  p.  ; 
1  Mk.  25  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Xous  avons  déjà  annoncé  la  première  partie  de  cet  ouvrage  dans  le  tome 
précédent  (1908,  p.  182)^  l'auteur  s'est  proposé  de  faire  un  exposé  clair  et 
•simple  des  éléments  d'arithmétique  et  d'algèbre  qui  font  partie  du  pro- 
gramme de  nos  écoles  moyennes. 
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Les  sujets  traites  dans  ce  second  volume  figurent  dans  la  plupart  des- 
niauuels  ;  les  maîtres  y  trouveront  cependant  quelques  innovations  ;  ainsi,  la 
résolution  algébrique  de  l'équation  du  3<ne  degré  est  rattachée  d'une  manière 
élégante  à  Tétude  des  équations  réciproques.  Suivant  la  tendance  moderne, 
l'auteur  s'est  appliqué  à  rendre  les  choses  visibles  :  la  représentation  gra- 
phique des  fonctions  intervient  dans  la  résolution  des  équations  à  une  et  à 
deux  inconnues  et  dans  l'analyse  indéterminée  ;  les  nombres  complexes  et, 
en  particulier,  les  racines  n*""»  de  l'unité,  sont  accompagnées  de  leurs- 
images  géométriques, 

Les  progressions  servent  d'introduction  —  d'une  part  —  aux  notion» 
d'infiniment  petit  et  d'infiniment  grand,  de  séries  convergentes  et  diver- 
gentes, et  —  d'autre  part  —  aux  problèmes  d'arithmétique  commerciale- 
sur  les  annuités  et  les  rentes. 

Le  binôme  de  Newton  termine  l'ouvrage. 

Comme  le  titre  l'indique,  cette  publication  est  destinée  aux  autodidactes; 
la  clarté  d'exposition  et  les  nombreux  exercices  numériques,  traités  en 
détail,  contribueront  certainement  à  donner  à  ces  deux  petits  volumes  le- 
succès  qu'ils  méritent. 

L.  K01.LROSS  (La  (]haux-de-Fonds). 

L.  Ckei.ikk.  —  Géométrie  Cinématiqae  plane.  Notice  avec  quelques  appli- 
cations à  l'usage  des  techniciens  et  des  ingénieurs.  —  1  fasc.  in-4<>,  'li  p.  ; 
Imprimerie  Gassraann,  Bienne  (Suisse). 

M.  Crelier  a  destiné  ces  notions  de  géométrie  cinématique  à  ses  anciens 
élèves  du  Technicum  de  Bienne  ;  mais  elles  seront  également  lues  avec  intérêt 
par  les  ingénieurs  et  les  professeurs  des  écoles  techniques.  L'auteur  s'est 
efforcé  de  rester  dans  le  domaine  élémentaire  qu'il  présente  sous  une  forme 
très  simple,  en  s'inspirant,  pour  ce  qui  est  des  principes,  du  bel  ouvrage  de 
Géométrie  cinématique  du  Colonel  Mannheim. 

La  Notice  débute  par  les  définitions,  les  constructions  et  les  opérations 
de  quelques  courbes  particulièrement  importantes  par  leur  emploi  dans  la 
géométrie  du  mouvement.  Puis  viennent  trois  chapitres  consacrés  à  l'étude 
du  centre  instantané  de  rotation,  et  des  mouvements  épicycloïdaux,  du  centre 
de  courbure  et  du  déplacement  de  figures  de  grandeur  variable.  Dans  un 
cinquième  et  dernier  chapitre  on  trouve  les  applications  aux  guides  recti- 
lignes  :  Inverseur  de  Peaucelier,  guides  elliptiques,  guides  Evans,  Reuleauv.. 
Roberts,  guides  conchoïdaux  et  lemniscoïdaux,  parallélogramme  de  Watt. 

F.  Enriques.  —  Les  problèmes  de  la  science  et  de  la  logiqae.  -   1  vol.  in-8«>^ 

(Bibliothèque  de  philosophie  contemporaire)  3  fr.  75.  Félix  Alcan,   Paris. 

L'esprit  général  de  cette  étude  est  à  la  fois  critique  et  positif  ;  l'auteur 
interprète  d'une  façon  claire  et  scientifique  et  cherche  à  concilier  sans 
transactions  éclectiques  les  tendances   spéculatives  qui  ont  guidé  sa  pensée. 

Après  avoir  fixé  les  fins  et  la  méthode  de  la  recherche,  M.  Enriques 
développe  une  analyse  de  ce  qui  forme  le  réel,  soit  au  point  de  vue  vulgaire 
soit  au  point  de  vue  scientifique;  c'est  ainsi  que  cette  analyse  s'étend  à  une 
critique  des  faits  et  des  théories  qui  tend  à  distinguer  d'une  part  le  conlenui 
positif  de  la  Science,  d'autre  part  son  aspect  subjectif. 

De  cette  analyse  naissent  deux  ordres  de  problèmes  :  l®  les  problèmes^ 
concernant  la  transformation  logique  des  concepts  considérée  comme   déve- 
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loppoioent  psychologique  et  comme  instrument  de  naissnnce,  et  2o  ceux 
qui  se  rapportent  au  sens  et  à  l'acquisition  des  concepts  plus  généraux 
«Icspacc,  temps,  force,  mouvement,  etc  ,  et  à  leur  emploi  daus  la  science. 

C'est  aux  premiers  qu'est  consacré  lu  suite  du  volume  présenté  aujourd  hui 
au  public.  Daus  la  logique  pure,  Tauteur  recherche  la  valeur  réelle  des  lois 
l'ormelles  du  raisouncment  et  les  conditions  auxquelles  elles  deviennent  un 
critérium  probant  à  Tégard  des  faits  ;  pour  la  logique  formelle,  il  a  besoin 
de  retenir  son  nom,  comme  instrument  rigoureux  de  transformaticni  du 
raisonnement  dont  la  valeur  peut  être  contrôlée  indépendamment  des 
vériRcations  de  rexpérience  et  de  la  vérité  ou  de  la  fausseté  des  hypothèses, 
voire  môme  de  leur  contenu  effectif,  c'est-à-dire  de  la  signification  réelle  du 
raisoiiuemenl. 

J.-C.  KiRLDs.  —  Theory  of  the  algebraic  Functions  of  a  complez  variable. 

—  1  vol.  in-4",  186  p.;  Mayer  et  Mûller,  Berlin. 

De  tous  les  domaines  des  sciences  mathématiques,  l'un  <le8  plus  explorés 
cl  des  plus  étudiés,  l'un  de  ceux  auxquels  la  plupart  des  géomètres  re- 
viennent avec  prédilection,  est  celui  des  fonctions  algébriques  d'une  variable. 
I^es  notions  les  plus  diverses  y  affluent  et  c'est  par  des  méthodes  très  éloi- 
gnées en  apparence  que  les  mêmes  problèmes  se  trouvent  résolus. 

Ici,  comme  d'ailleurs  dans  presque  toutes  les  théories,  révolution  histo- 
rique n'a  pas  suivi  la  voie  qui  semble  la  plus  logique.  Le  théorème  d  Abel, 
par  exemple,  puis,  plus  tard,  tous  les  résultats  auxquels  Riemann  fut  con- 
duit, intuitivement  pour  ainsi  dire,  en  considérant  les  surfaces  qui  portent 
son  nom.  ont  précédé  les  célèbres  leçons  de  VVeierstrass.  Celui-ci  fui  l'un 
des  premiers  qui  sefforça  de  fonder  systématiquement  la  théorie  des  trans- 
cendantes abéliennes  sur  celle  des  fondions  algébriqnes  proprement  dites. 

Les  mêmes  tendances  se  retrouvent  aujourd'hui  chez  ceux  qui,  disciples 
de  Kronecker  et  de  MM.  Dedekind  et  Weber,  adoptent  des  procédés  arith- 
métiques qui.  couvenablement  modifiés,  devront  permettre  un  jour  d'édifier 
parallèlement  à  la  théorie  supérieure  des  nombres  une  théorie  complète  des 
fonctions  algébriques  de  une  ou  plusieurs  variables  indépendantes. 

M.  Fields,  dont  le  remarquable  volume  a  paru  peu  après  le  grand  traité 
<le  MM.  Heusel  et  Landsberg^.  parait  avoir  eu,  comme  peut-être  aussi  ces 
deux  auteurs,  le  désir  essentiel  de  montrer  comment  on  pourrait  parvenir 
à  un  pareil  résultat.  Comme  eux  et  avec  tous  ceux  qui  cherchent  à  sïî  placer 
an  point  de  vue  arithmétique,  M.  Fields  s'attaque  d'abord  à  un  problème 
qu'avec  raison  on  considère  comme  fondamental  pour  toutes  ces  mêmes 
théories,  celui  de  la  construction  de  fonctions  du  corps  algébrique  consi- 
déré ayant  en  des  points  donnés  de  la  surface  de  Riemann  correspondante 
des  infinis  d'ordres  donnés. 

MM.  Hensel  et  Landsberg  font  dans  ce  but  usage  de  systèmes  fondamen- 
taux dont  ils  transforment  successivement  les  fonctions,  tandis  que  M,  Fields. 
en  se  servant  d'une  méthode,  dite  par  lui  de  déformation  des  produits, 
arrive  au  même  résultat.  Cette  méthode  elle-même  sera  sufTisamment  carac- 
térisée, quoique  d  une  façon  sommaire,  en  disant  qu'étant  donnée  une  f<mc- 
tion  0(5  ,  i'I  qui,  décomposée  en  facteurs,  s'écrirait  : 

.G(c  ,  r)  =  r„_ïii'  —  Qii(i'  -  Q.)  ...  'i-  —  Q„_,)  . 


*  Hknski.  et  Lam>»bkho,  Théorie  der  algehraischcn   Funktionfu  finvr   Variabh-n  nnd  ihrr 
Anweiidung  auf  algibraischc  Knrven  nnd  Ahrlsche  Integralr. 
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M.  Kiclds  modilic  séparéinnil  et  d'une  manière  convenable,  par  suppression 
des  lerines  de  moindre  degré,  chacune  des  séries  de  puissances 

Qi  '  Qa  .  •••  Q,| \  • 

M.  Ficlds  suppose  doue  connue  toute  la  théorie  du  développement  des 
fonctions  algébriques  en  séries  de  puissances  dans  le  voisinage  d'un  point 
donné. 

Une  l'ois  résolues  toutes  les  questions  qui  touchent  au  problème  fonda- 
mental. M.  Fields  arrive  sans  difficulté  au  point  central  de  toute  sa  théorie, 
à  son  théorème  complé.nienlaire,  par  lequel  du  nombre  des  constantes  qui 
interviennent  dans  une  fonction  arbitraire,  on  passe  à  celui  des  constantes 
de  la  fonction  la  plus  générale  dont  les  infinis  constituent  un  «y^/ème  A<2yo//i^ 
du  système  des  infinis  de  la  fonction  donnée. 

Du  théorème  complémentaire  découlent  ensuite  comme  simples  corollaires 
les  propositions  les  plus  essentielles,  celles  de  Brill-Nœther  et  de  Hiemann- 
Rocli  qui,  en  dernier  ressort,  lui  sont  d'ailleurs  équivalentes.  Les  théorèmes 
connus  touchant  les  points  de  Weierstrass  en  sont  de  même  des  consé- 
quences immédiates.  M.  Fields  peut  aussi,  en  se  basant  sur  le  théorème 
complémentaire,  établir  que  le  genre  reste  inaltéré  à  la  suite  d'une  transfor- 
mation birationnelle  quelconque,  puis  généraliser  les  formules  de  Plûcker 
4»l  esquisser  enfin  une  théorie  des  systèmes  corésiduels.  Le  livre  s'achève 
par  un  aperçu  rapide  des  propriétés  essentielles  des  intégrales  abéliennes 
de  chaque  espèce. 

TjCs  deux  théories,  celle  de  M.  Fields  d'une  part  et  celle  de  MM.  Hensel 
et  Landsberg  d'autre  part,  quoique  tout  à  fait  distinctes  et  indépendantes, 
suivent  une  marche  parallèle.  Au  moment,  toutefois,  où  le  premier  de  ces 
auteurs  s'arrête,  les  deux  autres  poursuivent  en  utilisant  systématiquement 
une  notion  dont  M.  P'ields  ne  fait  usage  nulle  part  mais  qui  simplifie  la  plu- 
part des  énoncés,  celle  des  diviseurs  premiers  algébriques. 

N'importe.  Le  but  que  M.  Fields  s'était  proposé  se  trouve  complètement 
atteint.  Sa  théorie  ne  laisse  rien  à  désirer.  Le  théorème  complémentaire  est 
établi  sans  aucune  hypothèse  restrictive  touchant  les  singularités  de  l'équa- 
tion qui  sert  à  la  définition  du  corps.  A  cet  égard,  M.  Fields  va  très  loin 
puisqu'il  lui  est  indifférent  de  supposer  que  celle-ci  soit  ou  non  irréductible, 
pourvu  que  les  facteurs  multiples  eu  aient  été  éliminés.  Cette  hypothèse  a 
son  avantage  car  elle  le  conduit  dans  le  cours  du  volume  à  une  extension  de 
la  notion  de  genre  ainsi  qu  à  un  certain  critère  d'irréductibilité. 

T^e  livre  de  M.  Fields  est  intéressant  d'un  bout  à  l'autre  ;  la  personnalité 
do  son  auteur,  connu  par  d'excellents  travaux  antérieurs,  sa  compétence 
absolue,  le  soin  apporté  à  chaque  page  du  volume  rédigé  une  première  fois 
eu  1898.  sont  autant  de  garants  que  l'ouvrage  ci-dessus  sera  aussi  bien 
accueilli  des  chercheurs  eu  quête  de  méthodes  nouvelles  que  des  amateurs 
de  rigueur  absolue,  désireux  en  même  temps  d'une  exposition  aussi  rigou- 
reuse que  possible.  G.  Dumas  (Zurich). 

K.  Le  Vavassklr.  —  Qaelqaes  démonstrations  relatires  à  la  théorie  des 
nombres  entiers  complexes  cnbiqnes.  —  Propriétés  de  quelques  groupes 

d  ordre  fini.  —  I  vol.  gr.  in-S»,  66  p.;  3  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris,  1908. 

Dans  un  mémoire  public  eu  1897  (Ann.  de  la  Fac.  des  Sciences  de  Tou- 
louse} Sticlljes  a  énoncé,  sans  démonstration,  quelques  propositions  relatives 
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•à  la  théorie  des  nombres  entiers  cubiques.  M.  Le  Yavasseur  fait  voir,  dans 
son  j)reniier  mémoire,  que  les  théorèmes  de  Slicltjes  se  déduisent  très  sim- 
plement de  la  loi  de  réciprocité  d'Eisenstein.  Pour  mettre  le  lecteur  en  me- 
sure de  lire  les  mémoires  d'Eisenstein  et  de  Stieltjes  l'auteur  esquisse  rapi- 
•demenl  les  principes  essentiels  de  la  théorie  du  corps  cubique.  On  sait  que 
•ce  corps  rentre  comme  cas  particulier  dans  la  catégorie  des  corps  algébri- 
ques formés  avec  les  racines  de  l'unité  qui  ont  été  étudiés  pour  la  première 
fois  par  Kummer.  Mais  on  peut  en  faire  une  étude  directe  soit  à  l'aide  des 
méthodes  fécondes  de  Kummer  et  de  Dedekind,  soit  en  prenant  pour  modèle 
•Gauss  dans  son  mémoire  «  Theoria  residuorum  biquadraticorum  commen- 
tntio  secunda».  La  méthode  de  Gauss  est  certainement  Tune  des  plus  élé- 
meulaircs.  —  c'est  elle  qui  a  servi  de  modèle  à  M.  Le  Vavasseur  dans  son 
mémoire  sur  les  nombres  cubiques. 

Le  second  mémoire  de  M.  Le  Vavasseur  est  consacré  à  l'étude  de  ({uelques 
i^roupes  d'ordre  iini.  On  sait  l'énorme  importance  qu'a  prise,  depuis  Abel  et 
(xulois,  la  théorie  de  ces  groupes  dans  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions. Mais  il  reste  encore  beaucoup  h  faire  dans  ce  domaine  malgré  les  tra- 
vaux de  Jordan,  de  Kronecker,  de  Hcrmite. 

M.  l^e  Vavasseur  s'occupe  d'abord  des  groupes  cycliques  d'ordre  quelcon- 
que et  de  leurs  isomorphismes.  Il  passe  ensuite  à  des  groupes  plus  coni- 
ph'xes.  Le  problème  de  la  formation  des  groupes  et  la  recherche  des  iso- 
niorjihismes  deviennent  alors  beaucoup  plus  diniciles.  Mais  l'emploi  heu- 
<rvn\  des  imaginaires  de  Galois  et  l'introduction  d'nn  exposant  imaginaire 
symbolique  permettent  de  simplifier  considérablement  l'étude  des  groupes 
considérés  par  M.  Le  Vavasseur,  et  l'auteur  arrive  à  des  résultats  curieux. 
Ce  travail  se  rattache  du  reste  à  un  autre  mémoire  du  même  auteur  publié 
•en  190'*  dans  les  Annales  de  V Université  de  Lyon  (fasc.  15).  On  le  lira  avec 
in  té  réf. 

D.  MiKiMANOFF  (Genève). 

V.  PiETZKEK.  —  Lehrgang  der  Elementar-Mathematik.  IL  Teil.  Lehrgang 

(1er  Oberstufe.  —  1  vol.  in-S»,  relié,  442  p.,  Teubner.  Leipzig. 

Nous  avons  analysé  le  premier  volume  de  cet  ouvrage  dans  le  n»  de  mai 
1907.  Le  second  volume  est  plus  spécialement  destiné  aux  élèves  des  classes 
supérieures  des  gymnases  prussiens.  De  même  que  dans  le  premier,  l'auteur 
a  tenu  compte  dans  une  très  large  mesure  du  vœu,  exprimé  dans  les  milieux 
•pédagogiques,  et  notamment  au  sein  de  la  «  Société  allemande  des  natura- 
■listes  et  des  médecins»,  en  vue  d'une  réforme  de  l'enseignement  des  mathé- 
matiques élémentaires.  La  matière  traitée  dans  ce  nouveau  volume  lui  a 
permis  de  donner  encore  plus  d'extension  à  sa  méthode  d'enseignement. 
L  ouvrage  se  divise  en  deux  parties  :  Algèbre  et  Géométrie. 

!•••  partie.  Algèbre.  —  a)  Fonctions  définies  au  moyen  d'équations;  repré- 
sentations graphiques  ;  résolution  d'un  système  d'équations  du  premier 
•degré  et  introduction  des  déterminants;  propriétés  de  ces  derniers;  équa- 
tions des  deuxième,  troisième  et  quatrième  degrés  ;  quelques  propriétés 
générales  des  équations  ;  méthodes  d'approximation  pour  la  recherche  des 
racines  incommensurables  ;  maxima  et  minima  de  quelques  fonctions.  "  h) 
Extension  de  la  notion  de  nombre;  nombres  entiers,  fractionnaires,  irra- 
tionnels :  nombres  imaginaires  ;  formule  de  Moivre.   —   c)  Arrangements  et 

..     .  ....      ,  .    ,     [n\         /i(rt  —  1)  ...  (n  —  A-  -i- 1) 

.combinaisons  ;    propriétés  du    symbole   11= t-j ; 
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éléments  de  la  lliôorie  des  probabilités.  —  d)  Progressions  aritlimétiqucs 
du  premier  ordre  et  d'ordres  supérieurs;  progressions  géométriques;  bi- 
nôme; développement  des  fonctions  en  séries  suivant  la  méthode  des  c<jefli- 
cieuts  indéterminés  et  applications  aux  cas  des  fonctions  :  Lil  -|-  j^)  ,  arctt^.r  , 

e*  .  sinjr  et  cosjr  . 

\\^  partie.  Oéoniélrie.  —  a}  Trigonométrie  plane  et  trigonométrie  spht^- 
rique.  —  b)  Géométrie  dans  l'espace;  éléments  de  la  géométrie  descriptive. 
—  c)  Transversales;  rapports  harmoniques;  perspective  et  projection: 
centre  d'homothétie  ;  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  ;  axes^ 
radicaux. 

Ije  dernier  chapitre  est  cons:ici'é  à  une  étude  comparée  des  points  dr  cii- 
vergêuce  entre  la  géométrie  dite  euclidienne  et  la  géométrie  moderne,  et 
Tauteur  conclut  en  réfutant  tontes  les  objections  (|ue  rencontre  cette  der- 
nière. Nous  ne  pouvons  que  vecommander  la  lecture  de  cet  ouvrage  c|iii, 
sous  bien  des  rapports,  introduit  des  innovations  heureuses. 

G.  Bkutram)  (Genêvfi. 

M.  Stuyv.kht.  —  Cinq  études  de  Géométrie  analytique.  —   1  vol.  in-s". 

230  p.  ;  pr.  6  fr.  ;  librairie  E.  van  Gœthem,  Gand. 

Une  matrice  rectangulaire  à  /  ligne  et  /  -f-  1  colonnes  est  nulle  lorsi(ue 
les  l  •{-  \  déterminants  qui  la  constituent  sont  tous  nuls.  (]e  fait  équivaut  en 
général  à  deux  équation.^  et  peut,  par  conséquent,  servir  à  délinir  une  courbe 
lorsque  les  cléments  tle  la  matrice  sont  des  fonctions  des  coordonnées  géo- 
métriques. L'auteur  développe  une  méthode  élégante  pour  étudier  les 
propriétés  des  courbes  dont  les  équations  sont  susceptibles  d'être  mises  sous 
la  forme  indiquée  et  en  fait  l'application  h  diverses  questions  intéressantes. 

Âpres  avoir  établi  de  nombreux  résultats  (notamment  au  point  de  vue  de 
la  Géométrie  énumérative)  concernant  la  cubique  la  plus  générale  ut  <Hver- 
ses  autres  courbes  gauches  algébriques,  l'on  monli*e  quels  procédés  <r éli- 
mination donnent  naissance  à  des  matrices  et  quel  usage  I  on  peut  faire  de  crlle 
théorie  pour  la  détermination  et  l'étude  de  la  courbe  jacobienne  d'un  système 
de  surfaces,  des  courbes  singulières  de  certains  lieux  géométriques,  de 
l'arête  de  rebroussement  d'une  enveloppe.  L'auteur  étudie  également  les  con- 
gruences  linéaires  des  variétés  algébriques,  certaines  propriétés  de  l'espace 
réglé  considéré  comme  hyperquadrique  d  un  espac*»  à  cinq  dimensions  ;  il 
traite  enfin  une  question  géométrique  intéressant  l'intégration  graphique 
ainsi  que  la  représentation  graphique  des  fonctions  selon  les  procédés  dus 
à  iM.  Massau. 

Cet  ouvrage  constitue  une  contribution  importanti*  à  l'étude  des  surlatces 
et  des  courbes  algébriques  et  met  en  lumière  une  méthode  élégante  et  fé- 
conde. 

G.  Co-MBKBiAc  (Bourges). 

\V.    F.    WniTE.  —  Scrap-Book    of    Elementary    Mathematics.  —  Ndies, 

Récréations,  Kssays.  —  1  vol.   cart.    2'*8  p.  :  The  open  Clourt   publishinv; 
Company,  Chicago. 

(^omnie  l'auteur  le  fait  remarquer  dans  sa  préface,  ce  livre. n'est  nul lenrent 
un  traité  de  mathématiques  élémentaires  ;  c'est  un  recueil  divisé  en  un 
grand   nombre   de   courts    chapitres   concernant   divers  sujet   des  mathéma- 


BIBLI06RA  PHIE  :.'> 

tiques.  C'est  surtout  le  côté  recréatif  qui  s'y  trouve  développé  ;  on  y 
trouvera  une  foule  de  remarques  curieuses  sur  la  théorie  des  nombres,  sur 
certains  problèmes  fameux  de  l'antiquité,  sur  divers  paradoxes,- etc.  Quel- 
ques entêtes  de  chapitres,  pris  au  hazard,  permettront  de  se  rendre  compte 
de  la  nature  du  livre  :  De  quelques  curiosités  numériques  —  Les  axiomes^ 
dans  l'algèbre  élémentaire  —  Le  paradoxe  concernant  la  quadrature  du 
cercle  —  De  quelques  faits  surprenants  dans  l'histoire  des  mathématiques^ 
—  Carrés  magiques  —  La  nature  du  raisonnement  mathématique,  etc.,  etc. 
Comme  on  le  voit,  les  sujets  les  plus  variés  ont  été  réunis  dans  cet  ouvrage, 
et  cependant  l'unité  du  travail  n'en  souffre  pas.  li'auteur  fait  preuve  d'une 
rare  originalité  et  sait  éveiller  l'intérêt  du  lecteur.  Le  livre  se  recommande 
non  seulement  aux  spécialistes,  mais  à  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux 
mathématiques.  Son  utilité  pour  les  instituteurs  est  tout  indiquée,  car  ils 
pourront  y  puiser  de  nombreux  renseignements  propr<»s  à  exciter  l'attention 
de  leurs  élèves.  C'est  à  tort  qu'on  laisse  parfois  complètement  de  côté  le 
point  de  vue  récréatif  des  mathématiques,  car  rien  n^est  plus  apte  à  susciter 
l'intérêt,  surtout  pendant  les  premières  années  d'étude. 

J.-P.  Dv.MiR  ( Genève |. 

P.  WoRMs  DE  HoMiLLY.  —  SUF  los  premiors  principes  des  sciences  mathé- 
matiques. —  1  vol.  in-8®,  58  p.  ;  pr.  fr.  2,50  ;  Hermauu.  Paris. 

li'auteur  a  réuni  les  idées  les  plus  marquantes  qui  se  sont  fait  jour,  dans 
ces  dernières  années,  sur  les  Principes  des  Mathématiques  (Arithmétique, 
Géométrie,  Mécanique).  L'Arithmétique  est  traitée  avec  beaucoup  de  parci* 
monie  (une  page  et  demie).  La  plus  grande  partie  de  l'ouvrage  est  consacrée 
à  la  Géométrie  et  le  lecteur  y  trouvera  l'exposé  des  systèmes  d'axiomes  que 
l'on  peut  donner  à  cette  science  selon  les  divers  points  de  vue  qui  ont  été 
adoptés  par  les  auteurs  :  tradition  euclidienne  avec  généralisation  selon  Bo- 
lyaï  et  Lobatschewsky,  axiomes  de  M.Hilbert,  travaux  de  M.  de  Tilly  sur  les 
fonctions  suscepitibles  de  jouer  le  rôle  d'une  distance,  résultats  dus  à  Bel- 
trami  sur  les  surfaces  à  courbure  constante,  groupes  de  transformations  de 
Lie.  11  était  peut-être  inutile  de  recueillir,  à  côté  de  ces  belles  productions 
mathématiques,  certaines  idées  philosophiques  au  moins  discutables  et,  dans 
tous  les  cas,  dépourvues  de  tout  caractère  scientilîque. 

Des  considérations  générales  qui  parsèment  assez  abondamment  Tôuvrage 
il  ne  nous  a  pas  paru  résulter  une  idée  d'ensemble  bien  nette  sur  la  struc- 
ture logique  des  Mathématiques. 

G.  Combi:biac  (Bourges). 
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LA  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE 
BASÉE  SUR  LE  GROUPE  DES  DÉPLACEMENTS 


1.   —  LES  ROTATIONS 

Droite. 

1.  —  Je  suppose  que  le  lecteur  sait  ce  que  c'est  qu'un  ensemble 
continu  à  i,  2,  3...  dimensions  *. 

Je  rappelle  qu'il  est  facile  de  construire  des  ensembles  continus 
à  3  dimensions.  Il  suffit,  par  exemple,  de  prendre  pour  éléments 
les  systèmes  de  3  nombres  ;r,  y,  z,  que  l'on  peut  former  en  don- 
nant à  X,  y  y  3,  toutes  les  valeurs  possibles,  deux  éléments  (.r,  y,  z] 
et  [x\  y\  z*)  étant  égaux,  par  définition,  si^  =  .r',  y=iy\  z=iz'. 

Je  suppose  également  que  le  lecteur  sait  ce  que  c'est  qu'une 
transformation,  et  aussi,  ce  que  c'est  qu'une  transformation  con- 
tiniie  d'un  ensemble  continu  à  une  ou  plusieurs  dimensions. 

Je  considère  aussi  comme  connue  la  notion  de  groupe  de  trans- 
formations. 

Cela  posé,  j'appelle  espace  lobatschefskien  tout  ensemble  qui 
satisfait  aux  postulats  suivants  : 

2.  —  Postulat  /.  11  est  continu  et  à  trois  dimensions.  J'appel- 
lerai points  les  éléments  de  cet  ensemble.  J'appellerai  ligne  un 
ensemble  continu  à  une  dimension,  formé  de  points,  et  surface 
un  ensemble  continu  à  deux  dimensions,  formé  de  points. 

3.  —  Postulat  IL  Parmi  les  transformations  continues  que  peut 
subir  l'espace,  il  y  en  a  qui  satisfont  aux  postulats  suivants,  numé- 
rotés de  III  à  XI  inclus  ;  je  les  appelle  des  déplacements  lobatschefs- 
kiens. 

4.  —  Postulat  lll.  H  y  a  une  infinité  de  déplacements  lobatschefs- 
kiens.  Ces  déplacements  forment  un  ensemble  continu.  Ils  forment 
aussi  un  groupe,  et  par  suite  un  groupe  continu. 

Définition.  On  dit  que  deux  figures  F  et  F'  sont  égales  si  on 

peut  trouver   un    déplacement'  D  qui  les  amènent  à  coïncider, 

c'est-à-dire  tel  que 

F'  ~  F  .  1)  . 

5.  —  Théorème.  Deux  figures  égales  à  une  même  troisième  son/ 
égales  entre  elles.  Car  les  déplacements  forment  un  groupe. 


^  On  pourra  consulter  à  ce  sujet  :    Edward  V.  HL'^TIN(>T0K.  Im  Kontinuo,  traduction  on 
espéranto  de  Raoul  Rricard  (Gauthier- VîUars). 

'  Je  90UH-entendrni  désormais  le  mot  lobatschefskien. 

T/Knneignement  mathém.,  11«  année;  1909  6 
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().  —  Postulat  IV,  Ktaiit  donnés  deux  couples  de  points  AB,  A'B', 
on  ne  peut  pas,  en  général,  trouver  un  déplacement  qui  amène  A 
sur  A'  et  B  sur  B'.  Si  on  en  peut  trouver  un,  la  figure  réduite  for- 
mée par  les  deux  points  A  et  B  est  égale  à  la  ligure  réduite  for- 
mée par  les  deux  autres  points  A'  et  B',  :  je  dirai  alors  que  la  dis- 
tance des  deux  points  A  et  B  est  égale  à  la  distance  des  deux 
points  A'  et  B'.  J'admets  que,  dans  ce  cas,  on  peut  trouver  un 
autre  déplacement  qui  amène  A  sur  B'  et  B  sur  A'. 

En  particulier  étant  donné  deux  points  A  et  B,  on  peut  trouver 
un  déplacement  qui  amène  A  en  B  et  B  en  A. 

7.  —  Postulat  V,  11  y  a  une  infinité  de  déplacements  lobatschefs- 
kiens  dans  lesquels  un  point  donné  M  reste  à  luî-méme  son  homo- 
logue. 

8.  —  Postulat  VIL  11  y  a  une  infinité  de  déplacements  loba- 
tschefskiens  dans  lesquels  deux  points  donnés  A  et  B  restent  à 
eux-mêmes  leurs  homologues.  Ces  déplacements  forment  un  en- 
semble continu,  à  une  dimension,  et  fermé  ^ 

De  plus,  dans  chacun  de  ces  déplacements  il  y  a  une  infinité  de 
points  qui  sont  à  eux-mêmes  leurs  homologues.  Ces  points  for- 
ment un  ensemble  continu,  à  une  dimension,  illimité  dans  les 
deux  sens,  c'est-à-dire  une  ligne,  que  j'appelle  ligne  droite  ou 
simplement  droite. 

Enfin,  j'admets  encore  que  la  ligne  des  points  qui  restent  fixes  ^ 
est  la  même  pour  tous  les  déplacements  qui  laissent  A  et  B  fixes. 

Tous  ces  déplacements  qui  laissent  A  et  B  fixes  s'appellent  des 
rotations  autour  de  la  droite  D  dont  les  points  restent  fixes,  et  qui 
s'appelle  la  charnière. 

9.  —  Théorème.  Par  deu.v  points  donnésy  il  passe  toujours  une 
droite  et  une  seule. 

Il  résulte  du  postulat  précédent  qu'il  en  passe  une.  Je  dis  que 
toute  droite  D'  définie  par  deux  points  A'  et  B'  et  qui  passerait 
par  A  et  B  serait  confondue  avec  I). 

Soit  en  effet  D  un  déplacement  qui  laisse  fixe  A'  B'.  11  laisse 
fixes  aussi  A  et  B  puisque,  par  hypothèse,  A  et  B  sont  sur  la 
droite  D'.  Par  suite,  laissant  fixes  A  et  B,  il  laisse  fixes  tous  les 
points  de  D.  Dès  lors  tout  point  M  de  D  est  sur  D',  puisqu'il  reste 
fixe  dans  le  déplacement  D,  De  même  tout  point  M'  de  D'  restant 
fixe  dans  le  déplacement  Z>,  qui  laisse  A  et  B  fixes,  est  sur  D  et  les 
deux  droites  sont  confondues. 

10.  —  Thkorèmk.  Toute  rotation  autour  de  D  qui  laisse  fixe  un 
point  en  dehors  de  />,  est  la  rotation  identique.  Car  dans  une  rota- 
tion autre  que  la  rotation  identi<|ue,  il  n'y  a  que  les  points  de  D 
qui  ne  bougent  pas. 


*•  C'edt-À-diro  que   les   déplacemonts   sont   ranf«[4«K   cU«   telle   lafon,   que  l'un    quelr(>nqu<> 
d'eatre  eux  se  reproduit  périodiquement  dans  la  suit*;  de  ces  dôplaceinonts. 
*  C/eMt-â-dire  sont  à  eux-méinc»  leurs  homologues. 
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11.  —  Corollaire  /.  Tout  déplacement  qui  laisse  fixes  trois 
points  non  en  ligne  droite  est  le  déplacement  identique. 

Car  deux  des  points  A,  B,  C  restant  fixes,  par  exemple,  A  et  B, 
le  déplacement  est  une  rotation  autour  de  AB;  le  point  C  restant 
fixe  et  n'étant  pas  sur  AB,  la  rotation  est  la  rotation  identique. 

12.  —  Corollaire  IL  Si  A',  B',  C  sont  les  homologues  de  A,  B,  (I 
dans  un  déplacement  D,  il  n'y  a  pas  d*autre  déplacement  qui  amène 
A  en  A',  B  en  B'  et  C  en  C. 

Car  s'il  y  en  avait  un  autre  D',  le  déplacement  D'I)       laisserait 

fixes  les  3  points  AB(1  non  en  ligne  droite  et  on  aurait  D'D      =  I, 
d'où 

D'  rr:  I)  . 

13.  —  Définitions,  Une  droite  étant  un  ensemble  continu  à  une 
dimension,  formé  de  points,  elle  peut  être  parcourue  dans  deux 
sens  diff'érents.  Une  droite  sur  laquelle  on  a  choisi  un  sens  s'ap- 
pelle un  axe. 

Un  point  O  d'une  droite  la  partage  en  deux  semi-droites  d'ori- 
gine O.  Deux  points  A  et  B  d'une  droite  déterminent  une  portion 
de  droite  d*extrémitès  A  et  B  et  formée  de  tous  les  points  de  la 
droite  situés  entre  A  et  B. 

14.  —  Postulat  VIL  Ktant  donnée  une  semi-droite  OX  d'ori- 
gine O,  on  peut  trouver  un  déplacement  qui  laisse  le  point  O  fixe, 
et  qui  amène  la  semi-droite  OX  à  passer  par  un  point  quelconque 
M,  choisi  arbitrairement. 

15.  —  Corollaires.  1.  Deux  semi-droites  sont  égales. 
l(j.  —  II.  Deux  droites  sont  égales. 

17.  —  m.  On  peut  retourner  une  droite  sur  elle-même,  par  un 
déplacement  qui  laisse  fixe  un  point  de  la  droite. 

18.  —  IV.  On  peut  trouver  un  déplacement  qui  amène  une  droite 
sur  sa  position  primitive,  sans  que  le  sens  des  points  soit  changé, 
et  de  manière  qu'un  point  A  donné  d'avance  vienne  sur  un  point 
A'  donné  d'avance  sur  la  droite. 

Il  suffit  de  retourner  le  couple  de  points  AA'  sur  lui-même,  puis 
de  retourner  la  droite  sur  elle-même  en  laissant  A'  fixe.  Un  tel 
déplacement  s'appelle  un  glissement  de  la  droite  sur  elle-même. 

19.  —  Définitions,  I.  On  dit  que  deux  portions  de  droite  AB  et 
A'B'  ont  même  longnenr^  quand  elles  sont  égales. 

II.  Je  définis  ensuite  comme  d'ordinaire  Vinégalitè  et  la  somme 
de  deux  longueurs^ 

20.  Théorème.  La  somme  de  den.v  longueurs  est  commntative. 

Si  AB  et  CD  ont  les  extrémités  B  et  C  confondues,  AD  a  pour 
longueur  la  somme  des  longueurs  de  AB  et  (]D.  En  retournant 
d'abord  AD  sur  lui-même  puis  AB  et  CD,  la  proposition  se  démon- 
tre aisément. 


8'i  TH.    ROUSSEAU 

On  en  déduit  que  la  somme  de  plusieurs  longueurs  est  commu- 
tative  et  associative. 

21.  —  Postulat  Vin.  Etant  donnée  une  longueur  AB  quelconque 
et  une  longueur  CD  non  nulle,  on  peut  toujours  trouver  un  entier 
n  assez  grand  pour  que  AB  >  n  .  CD  . 

22.  —  Postulat  IX.  Etant  donnée  une  longueur  AB,  on  peut  tou- 
jours trouver  une  longueur  CD  telle  que 

AB  =  2  .  CD  . 

Les  longueurs  sont  donc  des  grandeurs  directement  mesura- 
bles ^ 

23.  —  Théohèmb.  Quand  on  retourne  une  portion  de  droite  sur 
elle-même^  il  y  a  un  point  qui  ne  bouge  pas.  Ce  point  s'appelle  le 
milieu  de  la  portion  de  droite. 

Segments.  Ici  se  place  la  théorie  classique  des  segments. 


Angles. 

24.  —  Définition.  J'appelle  angle  la  figure  formée  par  deux  semi- 
droites  ayant  la  même  origine. 

25.  —  Postulat  X.  Etant  donnés  deux  angles  *vot/,  x'o'y\  on  ne 
peut  pas,  en  général,  trouver  un  déplacement  qui  amène  o.v  sur 
o'x'  et  oy  sur  o' y' .  Si  on  peut  en  trouver  un,  on  peut  en  trouver 
un  autre  qui  amène  ox  sur  o'y'  et  oy  sur  o'x' . 

En  particulier  on  peut  retourner  un  angle  sur  lui-même. 

2().  —  Théorème.  Le  déplacement  qui  retourne  un  angle  sur  lui- 
même  est  une  rotation. 

Car,  si  nous  portons  sur  les  côtésdeuxlongueurs  égales  OA=OB, 
le  déplacement  qui  retourne  l'angle  sur  lui-même  retourne  la  por- 
tion de  droite  ABsur  elle-même.  Son  milieu  I  ne  bouge  donc  pas, 
et  le  déplacement  est  une  rotation  autour  de  ()1. 

La  droite  01  s'appelle  la  bissectrice  de  l'angle  xoy. 

Remarque  J.  Le  carré  de  la  rotation  R  qui  retourne  un  angle 
sur  lui-même  est  la  rotation  identique.  C:ette  rotation  R  s'appelle 
une  transposition. 

27.  —  Postulat  XL  Nous  admettrons  qu'il  n'y  a  qu'une  rotation 
autour  d'une  droite  donnée  dont  le  carré  est  la  rotation  identique, 
autrement  dit  qu'il  n'existe  qu'une  transposition  autour  d'une 
droite  donnée. 

28.  —  TnÉoMKMK.  Deux  angles  opposés  par  le  ^sommet  xoy,  x'o'y' 
sont  égaux. 

Car  il  suffît  de  retourner  l'angle  xoy'  sur  lui-même  pour  les 
faire  coïncider. 


*  Voir  :  Tan.nkry,  Leçons  d'Arithtnètique,  chap.  X  et  XIII. 
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29.  —  Définition,  On  dit  qu'une  semi-droite  oy  est  perpendicu- 
laire sur  une  droite  x':v  en  un  point  o,  si  elle  fait  avec  ox  et  o:v' 
deux  angles  égaux.  Ces  deux  angles  égaux  sont  dits  droits, 

30.  —  Théorème.  Si  une  semi^droite  oy  est  perpendiculaire  sur 
une  droite  x'x,  la  semi-droite  o'y  opposée  «  oy  est  aussi  perpendi- 
laire  sur  x'x.  De  même  o,v  et  ojc'  sont  perpendiculaires  sur  yy' , 
On  dit  que  les  deux  droites  x'x^  y' y  sont  perpendiculaires. 

31.  —  Théorème.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
deux  droites  xx'  et  y  y'  soient  perpendiculaires  est  qu'une  transpo- 
sition autour  d'une  des  deux  droites  retourne  l'autre  sur  elle-même^ 

La  condition  est  évidemment  suffisante.  Elle  est  nécessaire,  car 
si  les  angles  yox^  yox'  sont  égaux,  la  rotation  autour  de  oy  qui 
amène  o,c  sur  ox\  amène  ox'  sur  ox  et  est  une  transposition. 

32.  —  Théorème.  Les  bissectrices  de  deux  angles  opposés  par  le 
sommet  sont  confondues.  Les  deux  bissectrices  des  quatre  angles 
formés  par  deux  droites  concourantes  sont  rectangulaires, 

La  première  partie  est  évidente,  car  si  on  retourne  un  angle  xoy 
sur  lui-même,  on  retourne  aussi  Tangle  x'oy'  opposé  par  le  som- 
met. De  plus,  par  une  transposition  autour  de  la  bissectrice  com- 
mune des  deux  angles  xoy  et  x'oy\  les  deux  angles  xoy'  et  x'oy 
viennent  l'un  sur  Tautre.  Leur  bissectrice  s'est  donc  retournée 
sur  elle-même  :  elle  est  donc  perpendiculaire  à  la  première; 

33.  —  Théorème.  D'un  point  M  pris  hors  d'une  droite  D  on  peut 
abaisser  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  et  une  seule. 

Car  elle  doit  passer  par  le  transposé  M'  de  M  par  rapport  à  D. 

Remarque.  Par  un  point  o  d'une  droite  zz'  on  peut  mener  une 
infinité  de  perpendiculaires  à  cette  droite.  Il  suffît  de  porter  le 
côté  oy  d'un  angle  droit  xoy  sur  or-.  Toutes  ces  perpendiculaires 
peuvent  être  considérées  comme  des  bissectrices  de  l'angle  parti- 
culier :;o<3'. 

34.  —  Théorème.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  deux  droites 
concourantes^  à  leur  point  de  rencontre.,  elle  est  aussi  perpendicu- 
laire sur  les  bissectrices  des  angles  formés  par  ces  deux  droites. 

Supposons  en  effet  que  3  3'..soit  perpendiculaire  ^wvx'xeXy'y 
en  leur  point  commun  0.  Portons  sur  0.r,  O/i',  Oy,  Oy',  respecti- 
vement, quatre  longueurs  égales  OA  =  OA'  =  OB  =  OB'.  Soient 
1,  P,  H,  H',  les  milieux  de  AB',  A'B',  AB',  A'B.  Les  droites  IP,  IIH' 
sont  les  bissectrices  des  angles  xOy,  x'Oy';  x'Oy,  xOy' . 

Effectuons  une  transposition  autour  de  zz';  on  voit  facilement 
que  les  droites  IP  et  HH'  se  retournent  sur  elles-mêmes.  Donc 
elles  sont  perpendiculaires  à  zz', 

35.  —  Théorème.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

Soit  xoz  un  angle  droit.  Amenons  un  des  côtés  d'un  autre  angle 
droit  à  coïncider  avec  le  prolongement  oz'  de  oz.  Soit  ox'  la  posi- 
tion que  vient  occuper  le  deuxième  côté.  Puisque  o.r  et  ox'  sont 
perpendiculaires  sur  zz',  il  en  est  de  même  de  la  bissectrice  ou 
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de  Taiigle  .roj^'.  Par  suite  une  lransj30sitîon  autour  de  ou  amène 
d'oz  sur  x'oz* . 

36.  —  Théorème.  Si  deux  droites  ox,  ox'  sont  perpendiculaires 
il  une  droite  zz'  au  point  o,  et  si  oy  est  bissectrice  de  l'angle  xox', 
le  produit  des  deux  transpositions  autour  de  oy  et  ox'  est  égal  à  la 
rotation  autour  de  zz'  qui  amène  ox  sur  ox'.  —  (]ar  Tanj^le  .ror. 
vient  sur  x'oz  dans  les  deux  cas. 

37.  —  Théorème.  Si  deux  droites  ox,  ox'  sont  perpendiculaires 
(I  une  droite  t. t.*  au  point  o  et  si  oy  est  bissectrice  de  l'angle  xox', 
la  rotation  autour  de  7.7J  qui  amène  ox  sur  o  x'  est  le  carré  de  celle 
qui  amène  o  x  sur  oy. 

Si  ou  est  la  bissectrice  de  l^angle  xoy^  la  rotation  qui  amène 
ox  sur  oy  est  égale  au  produit  des  deux  transpositions  autour  de 
ou  et  oy.  Or  ce  produit  amène  aussi  oy  sur  ox', 

38.  —  Corollaires.  1.  On  peut  toujours  remplacer  une  rotation 
autour  de  zz'  par  le  produit  de  deux  transpositions  autour  d'axes 
ox,oy  perpendiculaires  à  ^r'  en  0. 

.39.  —  11.  Etant  donnée  une  rotation  autour  de  zz',  on  peut  tou- 
jours trouver  une  rotation  R  dont  le  carré  soit  égal  a  la  rotation 
donnée. 

^0,  —  m.  La  transformée  d'une  rotation  par  une  transposition 
autour  d'une  perpendiculaire  à  la  charnière  est  la  rotation  inverse. 

Soit  ox  une  perpendiculaire  autour  de  la  charnière  zz'.  La  ro- 
tation donnée  R  amène  zox  en  zox'.  Une  transposition  autour  de 
ox  amène  zo.r  en  z'ox  et  zo.r'  en  z'ox^.  Or  la  rotation  qui  amène 

z'ox  sur  z'o.t\,  et  par  suite  ^o.rsur  zox^,  est  la  m«^nie  que  celle 

qui  amène  zox'  sur  zox,  c'est-à-dire  R. 

41.  —  IV.  Le  produit  de  deux  rotations  autour  de  la  même  char- 
nière zz'  est  commutatif. 

Soit  R  la  rotation  qui  amène  zox  sur  zox'^  R^  la  rotation  qui 
amène  zox'  sur  zox".  RfPectuons  une  transposition  autour  de  la 
bissectrice  oy  de  xo.v"  :  zox'  vient  z'ox^. 

La  rotation  qui   amène  r'a.r"   sur  z'o.v^  est  la  transformée  de 

celle  qui  amène  zox  sur  zox':  c'est  donc  R  .  De  même  la  rota- 
tion qui  amène  zox[  sur  zox  est  la  rotation  R,"  .  Or  zox^  pro- 
vient de  zox  par  le  produit  de  la  rotation  qui  amène  zox  sur 
zox[  par  celle  qui  amène  zox^  sur  zox^.  Donc  RR,  =  R^R. 

42.  —  Théorème.  Etant  donnée  une  rotation  R,  il  n'y  a  que  deux 
rotations  r  telles  que  r*  =  R  ;  l'une  d'elles  est  le  produit  de  l'autre 
par  une  transposition, 

Kn  effet,  soit  /•  et  /•'  deux  rotations  telles  que 


/•«  =  r'2  =  R  . 


Ces  rotations  ont  lieu  évidemment  autour  de  la  même  charnière 
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i|iu'  l.a  rotation  R.  Or  il  y  a  une  rotation  p  telle  que  /•'  =pr .  Donc  : 


1  ^ï  -_  ,.t 


i  r'*  zzz  pr  .  pr  :=  pp  .  rr  zrz  p*r 
}  d'où         f>«  =  U»)  (r*r'  —  1  . 

Donc  p  est  une  transposition, 

'13.  —  Corollaire.  Il  existe  deux  rotations  dont  lo  carré  est  égal 
il  une  transposition  autour  d'une  droite. 

Je  les  appelle  des  rotations  d'un  quartier. 

44.  —  Théorème.  Etant  données  deux  droites  concourantes  rec- 
tangnlairesy  on  peut  leur  mener  par  leur  point  de  rencontre  une 
perpendiculaire  commune  et  une  seule. 

Si  ,vx\  y  y*  sont  ces  deux  droites,  on  obtient  une  perpendicu- 
laire zz'  satisfaisant  à  la  question  en  donnant  quartier  à  xx'  au* 
tour  de  yy' .  Réciproquement  si  la  droite  z^z\  satisfait  à  la  ques- 
tion, elle  provient  de  xx'  par  une  rotation  d'un  quartier.  C'est 
donc  zz*  ou  cette  droite  retournée  sur  elle-même. 

'i5.  —  Théorème.  Etant  données  deux  droites  concourantes,  on 
peut  leur  mener,  par  leur  point  de  rencontre,  une  perpendiculaire 
commune  et  une  seule. 

Soient  xx*  et  y  y'  les  deux  droites  concourantes  en  o\  uu\  w\ 
leurs  bissectrices,  qui  sont,  comme  on  sait,  rectangulaires.  Soit 
s  s'  la  perpendiculaire  à  uu'  et  t'i''  menée  par  o.  Je  dis  qu'elle  est 
perpendiculaire  à  xx' .  Il  suffît  de  prouver  que  l'angle  xoz  est 
égal  à  l'angle  x'oz.  Or  on  les  fait  manifestement  coïncider  par 
une  transposition  autour  de  ////'  suivie  d'une  transposition  autour 
de  sfsf' .  De  même  zz'  est  perpendiculaire  à  yy\ 

Knfin,  toute  perpendiculaire  Zyz\  à  xx'  et  yy\  devant  être  per- 
pendiculaire sur  les  bissectrices  ////'  et  t'f'',  se  confond  avec  zz' . 

46.  —  Composition  des  rotations  dont  les  charnières  sont  con- 
courantes. 

Ici  se  place  la  théorie  classique  de  la  composition  des  rotations 
autour  de  charnières  concourantes,  basée  sur  les  théorèmes  des 
n'»**  3(>  et  38. 

On  conclut  de  cette  théorie  : 

47.  —  Corollaire  I.  Les  rotations  autour  de  charnières  concou- 
rantes en  un  point  o  forment  un  groupe.  On  les  appelle  les  rota- 
tions autour  du  point  o. 

Remarque.  Le  sous-groupe  ^  des  rotations  autour  d'un  point  o 
n'est  pas  invariant,  car  un  déplacement  qui  transforme  o  en  o' 
transforme  le  sous-groupe  g  dans  un  autre  sous-groupc  g\  celui 
des  rotations  autour  de  o'. 

48.  —  Corollaire  II.  Tout  déplacement  est  le  produit  de  deux 
rotations. 

Soit  en  effet  un  déplacement  D  qui  amène  trois  points  A,  B,  C, 
non  en  ligne  droite  en  A',  B',  C.   On  peut  amener  A  sur  A'  par 
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une  transposition  T  autour  d*une  charnière  //,  perpendiculaire 
sur  AA'  en  son  milieu.  B  et  C  sont  venus  en  B^  et  C^.  On  peut 
maintenant  amener  B^  en  B'  par  une  rotation  autour  de  la  per- 
pendiculaire /f  k  A'B'  et  A'B, ,  au  point  A'.  C,  vient  alors  en  C,. 
Enfin,  une  rotation  autour  de  A'B'  amène  C^  en  C^.  Comme  les 
deux  charnières  J'  et  A'B'  sont  concourantes,  on  peut  remplacer 
le  produit  des  deux  dernières  rotations  par  une  seule,  R, ,  autour 
d'une  charnière  J^  passant  par  A',  et  on  a  D  =TR,. 

49.  —  Applications.  Définition,  J'appelle  ^r/Vz/ig-Ze  la  ligure  for- 
mée par  trois  portions  de  droite  ayant  deux  à  deux  une  extrémité 
commune. 

Hauteurs  f  médianes,  bissectrices.  Triangle  isocèle. 

Théoiœme.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
triangle  soit  isocèle^  est  que  la  médiane  et  la  hauteur  issues  d'un 
sommet  soient  confondues. 

Démonstration  par  une  transposition. 


Plan. 

50.  —  Définitions  préliminaires.  Je  dis  que  l'espace  est  en  /«ow- 
sfement  s'il  est  soumis  à  un  ensemble  continu  de  transformations, 
comprenant  la  transformation  identique. 

Le  mouvement  est  dit  à  un,  deuj;,  ...n  paramètres^  suivant  que 
cet  ensemble  est  à  une,  deux,  ...n  dimensions. 

Si  le  mouvement  est  à  un  paramètre,  ce  paramètre  /s'appelle  le 
temps  mathématique. 

Si  les  transformations  de  Tensemble  sont  des  déplacements, 
on  dit  que  toute  figure  qui  participe  au  mouvement  est  de  forme 
insfariable. 

Je  dirai  qu'un  mouvement  à  un  paramètre  est  limité^  quand 
l'ensemble  des  transformations  qui  le  définit  est  limité.  11  y  a  alors 
deux  positions  extrêmes  F,,  et  F,  pour  toute  figure  qui  participe 
au  mouvement. 

La  position  Fq  qui  correspond  à  la  première  valeur  du  para- 
mètre /  s'appelle  position  initiale  et  l'autre  F^  la  position  finale. 

Remarquons  que  tout  mouvement  limité  à  un  paramètre  définit 
une  transformation,  savoir  celle  qui  fait  correspondre  à  la  confi- 
guration initiale  E^  de  l'espace  la  configuration  finale  E^. 

On  dit  que  deux  mouvements  limités  sont  équivalents  quand  ils 
définissent  la  même  transformation. 

J'appelle  mouvement  de  rotation  le  mouvement  défini  par  un 
ensemble  continu  de  rotations. 

51.  —  Définition.  J'appelle  plan  la  ligure  engendrée  par  une 
semi-droite  o,r,  perpendiculaire  à  une  droite  zz',  dans  un  mouve- 
ment de  rotation  autour  Ae  zz' .  li^^  plan  est  une  surface,  car  c'es 
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un  ensemble  ponctuel  à  deux  dimensions.  Le  plan  et  la  droite  zc' 
sont  dits  perpendiculaires. 

Remarque,  Le  plan  est  complètement  défini  par  la  droite  z  v'  et 
le  point  o. 

52.  —  Théorème  I.  Deux  plans  quelconques  sont  égaux. 
Soient  deux  plans  P  et  P^  définis  par  la  droite  z  z'  et  le  point  o,  la 

droite  5^5j,  et  le  point  o^.  11  suffit  de  faire  coïncider  zz\oeiz^z^yO^^ 
pour  que  les  deux  plans  coïncident. 

53.  —  Thkorbme  II.  Toute  transposition  autour  dune  droite  pas- 
sant  par  .le  pied  de  la  perpendiculaire  à  un  plan  y  et  située  dans  ce 
planj  retourne  le  plan  sur  lui-même, 

54.  —  Théorèmk  111.  Dans  un  niousfement  de  rotation  autour  de 
la  perpendiculaire  à  un  plan^  le  plan  coïncide  as^ec  sa  position 
primitive,  —  On  dit  qu'il  {glisse  sur  lui-même. 

55.  —  Théorkmk.  Par  deux  droites  concourantes  on  peut  tou- 
jours  faire  passer  un  plan, 

(lar  on  peut  leur  mener  une  perpendiculaire  commune. 

56.  —  Throrbmb.  Le  lien  des  points  équidistants  de  deux  points 
donnés  est  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  qui  joint 
les  deux  points. 

57.  —  Théorème.  Toute  droite  qui  a  deux  points  dans  un  plan  y 
est  toute  entière  contenue. 

Soit  le  plan  P  perpendiculaire  en  0  à  zz' . 

P  Soient  d'abord  deux  points  A  et  B  équidistants  de  O  dans  le 
plan  P.  Si  1  est  le  milieu  de  AB,  la  droite  01  est  bissectrice  de 
l'angle  AOB  et  nous  savons  qu'elle  est  perpendiculaire  à  zz* .  Donc 
1  est  dans  le  plan  P. 

Prenons  deux  points  1111'  sur  zz'  tels  que  OH  =  OH'.  On  a  évi- 
demment AH  =  AH',  BH  -^=1  BH'  et  aussi  AH  =:  BH,  car  on  peut 
amener  AH  sur  BH  par  une  rotation.  Donc  dans  les  triangles  iso- 
cèles ABU,  ABH',  les  médianes  Hl,  H'I  sont  perpendiculaires  sur 
AB.  De  plus  elles  sont  égales  puisque  1  est  dans  le  plan  P.  Donc, 
par  une  rotation  autour  de  AB  on  peut  amener  H  sur  H'.  Mais 
dans  cette  rotation  un  point  iM  quelconque  de  AB  ne  bouge  pas, 
ce  qui  prouve  que  MH  =  MIT  et  par  suite  que  le  point  M  est  dans 
le  plan  P. 

2°  Soient  maintenant  deux  points  quelconques  A  et  B  du  plan 
P ,  1  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissé  de  O  sur  AB,  B'  le  point 
de  AB  tel  que  IB'  ==  lA  et  joignons  OB'.  Soit  z^z  la  perpendicu- 
laire commune  à  OA  et  OB'  et  P^  le  plan  perpendiculaire  à  z^z^  au 
point  O.  Ce  plan  contient  la  droite  AB',  car  les  points  A  et  B'  sont 
équidistants  de  O.  Donc  il  contient  aussi  le  point  B  et  la  droite  OB. 
Par  suite  la  droite  z^z*^  perpendiculaire  à  OA  et  OB  se  confond 
avec  23',  et  le  plan  P,,  qui  contient  AB,  avec  le  plan  P. 

58.  —  Théorème.  Toute  droite  d'un  plan,  qui  passe  par  le  pied 
de  la  perpendiculaire  au  plan^  partage  le  plan  en  deu.r  régions. 
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Soit  P  le  plan  perpendiculaire  en  ()  à  r.-^' ,  xx'  la  droite  consi- 
dérée. Considérons  Tensemble  P^  formé  des  points  engendrés  par 
la  semi-droite  0.r  dans  le  mouvement  de  rotation  qui  amène  Ox 
sur  Ox' ^  pour  la  première  fois  ;  puis  l'ensemble  P,  formé  des  points 
engendrés  par  Ox'  dans  le  même  mouvement.  Je  dis  que  ces  deux 
ensembles  sont  des  règionsy  c'est-à-dire  que  si  M  et  M'  sont  deux 
points  du  même  ensemble,  on  peut  passer  de  M  à  M'  par  un  che- 
min continu  sans  sortir  de  cet  ensemble.  Il  sullît  d'amener  OM 
sur  OM',  ce  qui  amène  M  en  M^ ,  sur  OM',  puis  de  suivre  le  che- 
min M, M'  sur  OM'.  De  plus,  ces  régions  sont  séparées  par  la 
droite  x'x.  En  effet,  si  M  est  dans  le  premier  et  M'  dans  le  second 
ensemble  et  si  un  mobile  N  va  de  M  à  M'  sur  une  ligne  continue  C 
la  semi-droite  ON  se  déplace  d'une  manière  continue  et  par  suite 
traverse  xx'\  donc  \  traverse  aussi  xx\ 

.59.  —  Théokbmk.  Deux  plans  qui  ont  en  commun  deux  droites 
concourantes^  dont  Vu  ne  partage  les  deux  plans  en  deux  régions^ 
coïncident. 

Soient  PP'  deux  plans  contenant  les  deux  droites  D  eti^,  con- 
courantes en  o.  Supposons  que  D  partage  P  et  P'  en  deux  régions 
P^,  Pj  et  Pj,  Pj.  Alors  z/ est  partagée  par  le  point  o  en  deux  semi- 
droites  J^ ,  J^  dont  Tune  est  dans  P^  et  P|,  et  Fautre  dans  P,  et  P^- 

.le  dis  que  tout  point  M  d'un  des  plans  est  dans  l'autre.  Suppo- 
sons ([ue  M  soit  dans  P  et  par  exemple  dans  la  région  P,.  Soit  M' 
un  point  quelconque  de  ^, ,  la  droite  MM'  coupe  l).  Donc  elle  est 
toute  entière  dans  P',  et  le  point  M  est  dans  P'. 

()0.  —  Théork.me.  Par  chaque  point  d'un  plan  on  peut  mener  à 
ce  plan  une  perpendiculaire  et  une  seule. 

Soit  P  le  plan  perpendiculaire  en  o  à  la  droite  zz'^  o^  un  point 
quelconque  de  ce  plan.  Menons  par  o,  une  droite  quelconque  J 
dans  le  plan  P.  Soit  o^s,  la  perpendiculaire  à  D  et  à  oo^,  P^  le 
plan  perpendiculaire  l\  o^s,  au  point  o, .  Les  plans  P  et  P^  passent 
tous  deux  par  oo,  et  D.  Or  D  partage  P  et  P^  en  deux  régions 
puisqu'elle  passe  par  o  et  par  o, .  Donc  les  deux  plans  sont  con- 
fondus, et  0,2,  est  perpendiculaire  en  o,  au  plan  P. 

Toute  autre  perpendiculaire  o^z^  au  plan  P  au  point  o,  coïncide 
avec  0,3,,  car  elle  doit  être  perpendiculaire  à  oo,  et  à  D. 

Remarque.  Un  plan  I*  peut  être  considéré  comme  engendré  par 
une  perpendiculaire  ox  à  une  droite  zz' ,  perpendiculaire  en  un 
point  ((uelconque  o  du  plan  P. 

(>l.  —  Corollaire  1.  Toute  droite  d'un  plan  partage  ce  plan  en 
deux  régions.  Chacune  d'elles  s'appelle  un  semi-plan.  La  droite 
s'appelle  le  bord  ou  Xarète  du  semi-plan. 

62.  —  Corollaire  II.  On  peut  toujours  faire  coïncider  deux  pians 
PP'  de  fa^on  à  amener  un  point  o  de  P  sur  un  point  o'  quelconque 
de  P',  et  une  droite  D  passant  par  o  dans  P  sur  une  droite  D' 
quelconque  passant  par  o'  dans  P'. 
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03.  —  Corollaire  IIL  Vue.  transposition  autour  d'une  droite 
«[ueleonque  d'un  plan  retourne  le  plan  sur  lui-même. 

04.  —  TuKORÈME.  Par  deux  droites  concourantes  on  peut  faire 
passer  un  plan  et  un  seul. 

Nous  avons  déjà  vu  qu'on  en  peut  faire  passer  un.  Tout  plan 
passant  par  les  deux  droites  données  D  et  D'  est  perpendiculaire 
à  la  droite  oz,  perpendiculaire  commune  à  D  et  I)'.  Il  n'y  en  a 
donc  qu'un  seul. 

05.  —  Corollaire  L  Par  une  droite  et  un  point  on  peut  faire 
passer  un  plan  et  un  seul. 

(Hi,  —  Corollaire  IL  Par  trois  points  on  peut  faire  passer  un 
plan  et  un  seul. 

07.  —  Thkorèmk.  Deux  plans  qui  ont  un  point  commun  se  coupent 
suii^ant  une  droite. 

Soit  P  et  P'  deux  plans  ayant  en  commun  le  point  o,  nz  et  oz' 
les  perpendiculaires  à  P  et  P'  en  o,  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'un  point  M  soit  sur  Tintersection  est  que  la 
droite  OM  soit  perpendiculaire  à  or.  et  oz\ 

(58.  —  Théorème.  Tout  plan  partage  l'espace  en  deux  régions. 

Soit  P  le  plan  perpendiculaire  en  o  à  une  droite  zz\  ox  une 
semi-droite  quelconque  de  P,  Q  le  semi-plan  zz\  ox\  il  est  par- 
tagé par  ox  en  deux  quarts  de  plan  Q^  et  Q, . 

Tout  Tespace  peut  être  considéré  comme  engendré  par  Q  dans 
un  mouvement  de  rotation  autour  de  zz' ,  Rn  effet,  un  point  M 
«[uelconque  de  l'espace  détermine  avec  zz'  un  semi-plan  Q'  qui 
coupe  P  suivant  une  semi-droite  ox' .  Q'  est  donc  une  des  positions 
deQ. 

Dès  lors  les  points  de  Tespace  se  partagent  en  deux  ensembles 
K,  et  E,,  suivant  qu'ils  sont  rencontrés  par  Q^  ou  par  Q,.  Rn  rai- 
sonnant comme  pour  le  théorème  du  n^58,  on  voit  facilement  que 
l\  et  R,  sont  continus,  et  par  suite  constituent  deux  régions  de 
Tespace,  que  ces  régions  sont  distinctes  et  séparées  par  le  plan  P. 

09.  —  Thbokkmk.  Etant  donnés  un  plan  P,  une  droite  D  dans  ce 
plan  et  deux  points  o  et  o'  sur  cette  droite^  il  existe  un  déplacement 
qui  ramène  le  plan  P  sur  sa  position  primitive^  sans  le  retourner^ 
de  façon  que  la  droite  D  ait  glissé  sur  elle-même  et  que  le  point  o 
soit  i^enu  en  o'. 

Il  suffit  de  faire  une  transposition  autour  de  la  perpendiculaire 
\)  k  oo'  en  son  milieu,  et  située  dans  le  plan  P,  suivie  d'une  autre 
transposition  autour  de  la  perpendiculaire  D'  au  point  o'  à  la 
même  droite  oo'  et  située  également  dans  le  plan  P. 

Définition.  J'appelle  un  tel  déplacement,  un  glissement  plan 
rectiligne.  Si  on  fait  varier  oo'  k  partir  de  o,  on  obtient  un  mou- 
vement que  j'appelle  un  mouvement  de  glissement  plan  rectiligne; 
o(/^=:a  s'appelle  Vamplitude  du  mouvement  limité  qui  amène 
o  en  o'. 
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Angles  plans. 

70.  —  Définition,  J'appelle  angle  plan  la  portion  de  plan  engen- 
dré par  une  semi-droite  ox  perpendiculaire  à  une  droite  zs',  dans 
un  mouvement  de  rotation  limité  autour  de  zz\ 

11  convient  d'étudier  d'abord  les  angles  plans  situés  dans  un 
plan  donné  et  ayant  un  sommet  donnée  On  définit  sans  difficulté 
l'égalité,  l'inégalité,  la  somme.  On  montre  qu'on  peut  retourner 
un  angle  sur  lui-même  et  par  suite  que  la  somme  de  deux  ou  plu- 
sieurs angles  est  commutative  et  associative.  On  démontre  facile- 
ment qu'on  peut  partager  un  angle  en  deux  parties  égales.  EnBn, 
si  A  et  B  sont  deux  angles,  et  si  B  n'est  pas  nul,  on  peut  toujours 
trouver  un  entier  n  tel  que  l'on  ait  n  B  >  A.  Cette  proposition 
peut  être  admise  comme  postulat.  On  peut  d'ailleurs  la  démon- 
trer, si  on  a  soin  de  démontrer  auparavant  les  théorèmes  sur  les 
perpendiculaires  et  les  obliques,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

Les  angles  sont  donc  des  grandeurs  directement  mesurables. 
On  comparera  ensuite  entre  eux  des  angles  quelconques  en  s'ap- 
puyant  sur  le  théorème  du  n®  62. 

On  peut  répéter  pour  les  arcs  de  cercle  tout  ce  qui  a  été  dit 
pour  les  angles. 

Dièdres. 

71.  —  La  théorie  des  dièdres  sera  calquée  sur  celle  des  angles. 
On  étudiera  d'abord  les  dièdres  engendrés  par  un  semi-plan  tour- 
nant autour  de  son  arête.  On  constatera,  après  avoir  défini  Xerecti" 
ligne  :  qu'un  dièdre  peut  être  retourné  sur  lui-même  en  laissant 
fixe  le  sommet  du  rectiligne  ;  que  la  somme  des  dièdres  est  com- 
mutative et  associative;  que  les  dièdres  sont  des  grandeurs  direc- 
tement mesurables.  Enfin,  comme  les  dièdres  sont  proportionnels 
à  leurs  rectilignes,  on  déduira  que  tous  les  rectilignes  d'un  même 
dièdre  sont  égaux,  et  qu'on  peut  faire  glisser  un  dièdre  sur  lui- 
même  le  long  de  son  arête.  On  saura  alors  comparer  deux  dièdres 
d'arêtes  quelconques. 

72.  —  Définition.  J'appelle  déplacement  axialy  d'axe  J,  le  pro- 
duit d'une  rotation  autour  de  ^^par  un  glissement  plan  rectiligne 
le  long  de  J.  On  démontrera  sans  peine  que  : 

Théorème.  Un  déplacement  axial  ne  change  pas  quand  on  inter- 

s^ertit  la  rotation  et  le  glissement. 

Corollaire.  Si  A  est  le  déplacement  axial,  R  la  rotation,  (1  le 

glissement,  on  a 

A  =  RG  =  GR 

A»  =  RG  .  RG  =  R  .  R  .  G  .  (i  =  R»G=« 
et  plus  généralement 

a"  =  r"g" 


où  n[est  un  nombre  quelconque. 
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J'appelle  mouvement  a.xial  un  mouvement  défini  par  des  dépla- 
cements axiaux.  Un  tel  mouvement  est  à  deux  paramètres.  J'ap- 
pelle mouvement  hélicoïdal  un  mouvement  axial  dans  lequel 
Tangle  de  rotation  varie  proportionnellement  à  Tamplitude  du 
glissement. 

Après  avoir  défini  deux  plans  perpendiculaires,  on  démontrera 
les  théorèmes  suivants  : 

73.  —  Théorème.  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  et  si  d'un 
point  de  l'un  on  abaisse  la  perpendiculaire  D  sur  V intersection ^ 
cette  droite  D  est  perpendiculaire  à  Vautre  plan, 

74.  —  Théohèmr.  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  et  si  par 
un  point  de  F  intersection  on  mené  la  perpendiculaire  à  l'un,  elle 
est  dans  l'autre, 

lo,  —  Théorème.  Deu.r  perpendiculaires  à  un  même  plan  sont 
dans  le  même  plan, 

76.  —  Théorème.  Par  un  point  pris  hors  d'un  plan  on  peut  abais- 
ser sur  ce  plan  une  perpendiculaire  et  une  seule, 

77.  —  Théorème.  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  et  si  d'un 
point  de  l'un  on  abaisse  la  perpendiculaire  sur  Vautre,  elle  est 
toute  entière  dans  le  premier. 

On  étudiera  ensuite  les  projections  orthogonales,  la  symétrie, 
les  perpendiculaires  et  les  obliques,  les  triangles,  les  trièdres. 


II.  —  LES  TRANSLATIONS 

Glissements  plans  rectilignes. 

78.  —  Définition.  J'appelle  espace  euclidien^  tout  espace  loha- 
tschefskien  qui  satisfait  au  postulai  suivant. 

79.  —  Postulat  XII.  Le  groupe  des  déplacements  lobatschefskiens 
admet  un  sous-groupe  ins^a riant. 

Les  déplacements  d'un  espace  euclidien  s'appelleront  des  c/é^o/a- 
céments  euclidiens.  Les  déplacements  du  sous-groupe  invariant 
s'appellent  des  translations. 

Un  mouvement  de  translation  est  un  mouvement  défini  par  un 
ensemble  continu  de  translations. 

80.  —  Théorème.  Toute  translation  qui  laisse  un  point  fixe  est  la 
translation  identique. 

Supposons  qu'une  translation  T  laisse  fixe  un  point  A.  D'après 
un  théorème  précédent,  cette  translation  serait  équivalente  à  une 
rotation  R^ ,  d'angle  a  autour  d'un  axe  J^^  passant  par  A. 

Je  dis  que,  s'il  en  était  ainsi,  toute  translation  serait  une  rota- 
tion. En  effet,  une  rotation  R,  d'angle  a,  autour  d'un  axe  quelcon- 
que zf,  peut  être  considérée  comme  la  transformée  de  la  rotation  R^^ 
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par  un  des  déplace  me  ut  s  qui  amènent  J^  sur  J,  (^omme  les  traus- 
latiqns  forment  un  sous -groupe  invariant,  la  rotation  R  serait 
encore  une  translation. 

De  plus,  toutes  les  rotations  d'angle  a,  2a,  ...  nu  seraient  des 
translations,  puisque  les  translations  forment  un  groupe. 

Je  dis  maintenant  qu'une  rotation  R  d^ngle  quelconque  serait 
une  translation.  Pour  le  prouver,  je  vais  montrer  qu'on  peut  tou- 
jours considérer  une  rotation  quelconque  R  d'angle  p  autour  d'un 
axe  //,  comme  le  produit  de  deux  rotations  R^  et  Rj,  d'angle  a,  au- 
tour de  deux  axes  J^  et  J^  concourants  en  ()  sur//.  Si  on  construit 
en  effet  les  droites  D,  et  D,  telles  que 


Ui  =  D  .  Ri    * 


et 

D,  =  I>  .  R, 


on  sait  que  ^devra  être  perpendiculaire  à  D,  et  1)^  et  p  =  2(1)^ ,  l)j 
si  R  =  R,  .  R,  . 

Or  le  trièdre  OjDD^D,  est  isocèle:  ses  faces  sont  égales  à  ^  et 
la  base  à  |  .  (Cherchons  si  on  peut  construire  ce  trièdre  connais- 
sant -  et  ^  .  Si  nous  menons  par  D  le  plan  D\  perpendiculaire 

au  plan  D^D,,  nous  sommes  ramenés  à  construire  le  trièdre  rec- 
tangle DD,X.  Comme  X  est  la  projection  de  D^  sur  le  plan  DX, 
nous  devons  mener  par  le  point  O,  dans  le  plan  DX,  une  semi- 
droite  D  qui  fasse  avec  D^  un  angle  égal  à  ^  ;  comme  l'angle  de 

D^  avec  X  est  égal  à  j  on  sait  que  le  problème  est  possible  si 


il  <  -  <  2      —  C 


Si  cette  condition  est  remplie,  la  rotation  donnée  R  serait  le 
produit  de  deux  rotations  R^  et  R,  d'angle  a.  Comme  ces  rotations 
seraient  des  translations,  et  que  les  translations  forment  un 
groupe,  R  serait  une  translation. 

Si  la  condition  précédente  n'est  pas  remplie,  on  peut  trouver 

une  rotation  R'  d'angle  p'  =  -  telle  que  l'on  ait  : 

?  ^  2   ^-  T 
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en  prenant  n  assez  grand.  Al(»rs  la  rotation  K'  serait  une  trans- 
lation et  il  en  serait  de  même  delà  rotation  R  =  R"*  . 

Donc,  si  une  translation  laissait  fixe  un  point  A.  sans  être  la 
translation  identique,  tontes  les  rotations  seraient  des  transla- 
tions. Par  suite  un  déplacement  quelconque  serait  aussi  une  trans- 
lation, puisque  tout  déplacement  est  le  produit  de  deux  rotations; 
et  le  groupe  des  translations  ne  serait  pas  un  s<His-groupe  du 
groupe  des  déplacements,  mais  ce  groupe  lui-même. 

81.  —  Corollaire.  11  y  a  une  translation  et  une  seule  qui  amène 
un  point  A  en  un  point  donné  A'. 

Soit  T^  une  translation  quelconque  qui  amène  un  point  quel- 
conque M  en  M'.  On  peut  toujours  construire  un  triangle  isocèle 
AA"A'  ayant  AA'  pour  base  et  tel  que  AA"  —  A'A''  =  MM'.  Effec- 
tuons un  déplacement  qui  amène  MM'  sur  AA".  La  translation  T^ 
se  transforme  en  une  translation  qui  amène  A  en  A"  puisque  les 
translations  forment  un  sous-groupe  invariant.  De  même  il  y  a 
une  translation  T''  qui  amène  A"  sur  A'.  Donc  A'  provient  de  A 
par  le  produit  T'T",  c'est-à-dire  par  une  translation  T. 

Il  nV  a  qu'une  translation  T  qui  amène  A  sur  A'.  S'il  y  en  avait 

une  autre  T,  la  translation  T^T      laisserait  A   fixe.   O  serait  la 
translation  identique  et  on  aurait  T  =  T^  . 

Une  translation  est  donc  clairement  désignée  par  deux  points 
homologues. 

82.  —  Remarque.  Pour  définir  un  mouvement  de  translation  il 
suffit  de  se  donner  un  ensemble  continu  de  points  M'  homologues 
<le  M  et  comprenant  le  point  M.  Le  mouvement  peut  donc  être  à 
3,  2,  1  paramètres.  S'il  est  à  un  paramètre,  il  suffît  de  se  donner 
la  trajectoire  du  point  M.  Si  cette  trajectoire  est  rectiligne  le 
mouvement  de  translation  est  à\i  mouvement  de  translation  rec- 
tiligne. 

83.  —  Thëorèmk.  Dans  une  translation,  toute  droite  qui  joint 
deux  points  homologues  glisse  sur  elle-même. 

Soient  la  translation  T  et  un  point  A.  Posons  B  =  AT  et 
C  =.  BT.  Désignons  par  R  une  rotation  quelconque  autour  de  AB 
de  sorte  que  A  =  AR,  B^=  BR,  C  z=  CR.  Puisque  les  transla- 
tions forment  un  sous-groupe  invariant,  la  transfoimée  de  T 
par  R  est  une  translation  T',  telle  que  B  =  AT'  et  iV  =  BT'. 
D'où  : 

B  =  BT^'i"  . 

Donc  r       T'  est   la  translation  identi<|ue.  Par  suite,  comme  on  a 

aussi  iV  =  CT     T',  C  et  (!  sont   confondus.   Donc   C  est   sur  la 
charnière  AB. 

8'i.  —  (\)roUaire.  Dans  un  mouvement  de  translation  rectiliirne 
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tous  les  points  décrivent  des  droites.  On  appelle  ces  droites  des 
glissières. 

Théorème.  Dans  une  translationy  tout  plan  qui  passe  par  une 
glissière  glisse  sur  lui-même. 

Considérons  en  effet  La  translation  T  qui  amène  M  en  M'.  Soit  P 
un  semi-plan  d'arête  MM',  P'  sa  position  homologue.  P'  dérive 
de  P  par  un  mouvement  axial  A  =  GR.  G  étant  le  mouvement  de 
glissement  plan  rectiligne  de  P  et  de  MM'  sur  eux-mêmes,  et 
d'amplitude  MM',  R  le  mouvement  de  rotation  d'angle  a  qui  amèno 
P  sur  P'.  Considérons  le  mouvement  de  translation  rectiligne 
MM'.  Puisqu'il  est  défini  par  un  ensemble  continu  de  transla- 
tions, a  varie  d'une  manière  continue  dans  ce  mouvement  et  ou 
peut  trouver  un  nombre  entier  n  assez  grand  tel  que  a  passe  par 

la  valeur  i_  comprise  entre  zéro  et  a.  A  cet  instant  le  point  M  est 
n 

venu  en  M^  entre  MM',  tel  que  MM^  =  a,  par  un  mouvement  de 

translation    T^,,    qui   est  un   mouvement   axial    d'amplitude  a  et 

d'anffle  —  .  Dès  lors,  le  mouvement  de  translation  T"  sera  un  mou- 

»       /î 

vement  axial  d'amplitude  na  et  d'angle  4rf/*,  et  par  suite  sera  équi- 
valent à  un  glissement  plan  rectiligne. 

Donc  toutes  les  translations  d'amplitude  na  sont  des  glis- 
sements plans  rectilignes.  Si  nous  construisons  dans  le  semi- 
plan  P  le  triangle  isocèle  MM"M'  de  base  MM'  et  de  côtés  n«,  la 
translation  MM"  est  un  glissement  plan  rectiligne  ;  de  même  la 
translation  M^M'.  Le  produit  de  ces  deux  translations,  c'est-à-dire 
la  translation  MM'  est  donc  aussi  un  glissement  plan  rectiligne. 

Tout  plan  passant  par  une  glissière  s'appelle  un /?/a/i  rfe  ^//s- 
sement. 

85.  —  Théorème.  La  transformée  d'une  translation  par  une 
transposition  autour  d'une  perpendiculaire  à  un  plan  de  glisse- 
ment  est  la  translation  inçerse. 

Soit  O  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  Oz  sur  le  plan  P,  et  T 
une  translation.  Soit  O'  =:=  OT.  La  transposition  autour  de  Ov 
laisse  O  fixe  et  amène  O'  en  O',  dans  le  plan  P.  0|  es.t  symétri- 
que de  0'  par  rapport  à  O.  La  transformée  de  T  est  la  translation 
qui  amène  O  en  O',  ;  c'est  manifestement  la  translation  inverse 
de  T. 

86.  —  Théorème.  Le  produit  de  deux  translations  est  commuta tif. 
Soit  en  efl'et  T  une  translation  qui  amène  O  en  O'.  Puis  T'  une 

translation  qui  amène  O'  en  O".  Faisons  la  transposition  autour 
de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  0'0^  au  plan  OO'O".  O  vient 
en  O",  O"  en  O  et  O'  en  O^  .Or  la  translation  qui  amène  O  en  0[ 
est  la  transformée  de  celle  qui  amène  O"  en  O',  c'est  donc  l'in- 
verse de  T'  ,  c'est-à-dire  T'.  De  même  la  translation  qui  amène 
o;  en  O'^  est  égale  à  T.  Donc  TT'  =  T'T. 
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La  théorie  des  parallèles. 

La  théorie  des  parallèles  peut  ensuite  être  faite  comme  Ta  si 
clairement  exposé  M.  Carlo  Bourlet  dans  son  Cours  abrégé  de 
Géométrie,  L^a  seule  démonstration  un  peu  pénible  de  cette  théorie 
si  deux  droites  sont  parallèles,  toute  droite  qui  coupe  Tune  coupe 
Tautre),  peut  être  simplifiée  en  introduisant  la  notion  de  bande 
de  plan. 

Immédiatement  après,  se  place  le  théorème  des  projections,  la 
définition  du  sinus  et  du  cosinus.  Cette  théorie,  complétée  par  la 
notion  de  produit  géométrique,  permet  de  traiter  toutes  les  ques- 
tions de  relations  métriques  sans  parler  de  triangles  semblables. 

Enfin,  la  dernière  partie  de  la  Géométrie  élémentaire  compren- 
drait Tétude  des  transformations  :  homothétie,  similitude  (triangles 
semblables),  inversion,  transformation  par  pcMes  et  polaires  réci- 
proques. 


♦       » 


J'ai  voulu  montrer  dans  cette  note,  que  si  on  prend  pour  base  de 
la  Géométrie  élémentaire  l'existence  du  groupe  des  déplacements, 
on  a  besoin  de  moins  de  postulats  que  dans  l'exposition  clas- 
sique due  à  Euclide  ;  que  ces  postulats  peuvent  être  plus  nettement 
posés  ;  que  lorsqu'on  les  a  admis,  on  n'a  plus  besoin  de  recourir 
à  l'expérience  et  que,  par  suite,  cette  exposition,  au  point  de  vue 
purement  logique,  vaut  au  moins  autant  que  celle  d*Euclide.  Si, 
d'autre  part,  cette  façon  de  présenter  les  choses  permet  aux  élèves 
de  suivre  de  plus  près  les  réalités  ;  si  elle  les  initie,  par  l'intro- 
duction de  la  notion  de  groupe  de  transformations,  aux  méthodes 
les  plus  fécondes  de  la  Géométrie  moderne,  de  sorte,  comme  l'a 
dit  M.  BourIet\  qu'elle  descend  plus  bas  et  monte  plus  haut  que 
celle  qui  a  cours,  il  semble  qu'on  doive  faire  des  efforts  pour  la 
faire  pénétrer  dans  l'enseignement. 

.le  serais  heureux  si  la  présente  note  pouvait  aider  les  profes- 
seurs dans  les  tentatives  qu'ils  feront  dans  cette  voie. 

Th.  Rousseau  (Lycée  de  Dijon). 


*  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  novembre  1905. 


L'I^nMcignomcnt  mniht'ni.,  Il*  .iniic'i*:  1009. 
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On  peut  étudier  le  groupe  des  translations  en  lui-même 
et  sans  faire  intervenir  d'autres  mouvements,  comme  Ta  fait 
M.  BouRLET  (Nouv,  Annales  de  Math.,  année  1905).  Il  faut 
alors  admettre  cet  axiome  :  La  résultante  de  deux  transla- 
tions ne  dépend  pas  de  Tordre  de  composition. 

Dans  un  exposé  complet  de  la  Géométrie  on  introduit 
d'autres  mouvements.  L'axiome  précédent  est  inutile.  J'in- 
dique ici  une  façon  d'exposer  les  choses. 

On  peut  déKnir  le  mouvement  :  «  une  transformation  chan- 
geant une  figure  en  une  autre  figure  égale».  La  notion  de 
figures  égales  est  alors  regardée  comme  indéfinissable.  On 
peut  au  contraire  considérer  le  mouvement  comme  non  défi- 
nissable. On  nomme  alors  figures  ^g^aZe^  deux  figures  «  trans- 
formables l^une  dans  l'autre  par  un  mouvement  la.  Admettons 
maintenant  les  axiomes  suivants  : 

I.  «  Deux  figures  égales  à  une  troisième  sont  égales  entre 
elles»  ou  «La  résultante  [le  produit]  de  deux  mouvements 
est  un  mouvement»  ou  encore  «Les  mouvements  forment 
un  groupe  ». 

II.  Un  segment  AH  est  égal  à  BA,  un  angle  AOB  est  égal 
à  BOA. 

Ceci  peut  se  démontrer.  (Voir  la  thèse  de  M.  Géuahd,  au 
commencement.)  On  l'admettra  ici.  On  admettra  aussi  que  si 
les  points  B  et  C  sont  respectivement  sur  les  demi-droites 
AX  et  DY,  et  si  AB  =  DC  ,  le  mouvement  amenant  AX  sur 
DY  amène  aussi  B  sur  C.  Un  axiome  analogue  sur  les  angles 
s'énoncera  facilement. 

III.  Si  on  a  un  plan  P,  et  dans  ce  plan  une  demi-droite  01), 
il  existe  un  mouvement  changeant  OD  en  la  demi-droite 
opposée  OD'  et  changeant  l'un  dans  l'autre  chacun  des  deux 
demi-plans  dans  lesquels  D'OD  divise  V. 

IV.  Soit  AD  une  demi-droite,  P  un  demi-plan  limité  par 
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ÂD,  B  un  point  de  AD.  Il  existe  un  mouvement  changeant  A 
en  B,  n'altérant  pas  P,  et  amenant  la  demi-droite  AI)  sur  la 
demi-droite  BU.  On  le  nomme  translation, 

V.  Il  existe  une  seule  translation  amenant  A  en  B.  [Elle 
conserve  donc  tous  les  demi-plans  passant  par  AB.] 

VI.  Les  translations  AB  et  BC  faites  successivement  équi- 
valent à  la  translation  AC.  [Cet  axiome  équivaut  au  Postula- 
lum  d*Euclide.] 

Ces  axiomes  admis,  je  vais  démontrer  une  suite  de  propo- 
sitions. Toutefois,  je  ferai  encore  la  remarque  suivante  : 

VII.  Les  mouvements  changent  les  droites  en  droites  (car 
ta  figure  égale  à  une  droite  est  une  droite;  si  donc  un  mou- 
vement change  une  demi-droite  OA  en  une  demi-droite  OB, 
il  changera  la  demi-droite  opposée  à  OA  en  la  demi-droite 
opposée  à  OB. 

Proposition  I.  Les  angles  opposés  par  le  sommet  sont 
égaux. 

Soient  les  deux  droites  AOC,  BOD  qui  se  coupent  en  O. 
Je  dis  que  AOB  =r  COU.  U'après  l'axiome  II,  il  existe  un 
mouvement  amenant  OB  sur  OC  et  OC  sur  OB.  D'après 
Taxiome  VII,  ce  même  mouvement  amène  OU  sur  OA  et  OA 
sur  OU.  Ce  mouvement  amène  donc  BOA  sur  COU  donc 
BOA  =  COU.  U'après  I  axiome  II,  hOA  =  AOB  donc  AOB 
=  COU  (axiome  I).  C.  Q.  F.  U. 

[Cette   démonstration    est   identique   à   celle   donnée    par 

M.    HADAMARn.J 

Proposition  II.  La  transformation  dont  il  est  questioji  dans 
Taxiome  III,  qui  n'altère  pas  le  plan  P,  et  amène  la  demi- 
droite  OU  du  plan  P  sûr  son  prolongement,  amène  toute 
autre  demi-droite  ()E  située  dans  P  el  passant  par  O  sur  son 
prolongement. 

En  effet,  les  angles  opposés  par  le  sommet  UOE,  U'OE' 
étant  égaux,  il  existe  une  transformation  amenant  OU  sur  OU' 
et  OE  sur  OE'.  C'est  bien  la  transformation  de  Taxionie  III. 
(Demi-tour  autour  du  point  O.) 

Proposition  III.  Si  une  translation  change  A  en  C  et  B 
on  U,  les  deux  angles  BAU  el  AUC  alternes  internes  sont 
égaux. 
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Soit  DY  le  prolongement  de  CD,  DZ  celui  de  AD.  La 
translation  AC  change  la  direction  AB  en  la  direction  CD^ 
puis  la  translation  CD  change  la  demi-droite  CD  en  DY. 
Comme  d'après  Taxiome  VI  ces  deux  translations  équivalent 
à  la  translation  AD,  cette  dernière  translation  change  la 
demi-droite  AB  en  DY.  Mais  cette  translation  change  AD 
en  DZ,  donc  elle  change  Tangle  BAD  en  YDZ,  BAD  =  YDZ, 
mais  YDZ  =  ADC  (opposés  par  le  sommet,  donc  BAD  =  ADC 
(axiome  I).  C.  Q.  F.  D. 

Proposition  IV.  CD  étant,  comme  dans  ce  qui  précède,  le 
transformé  de  AB  par  une  translation,  les  deux  triangles 
ABD  et  DCA  sont  égaux. 

Faisons  subir  au  triangle  ACD  un  demi-tour  autour  de  A, 
ce  triangle  viendra  en  AGF,  de  façon  que  GF  =  Cl)  et  par 
suite  GF=  AB,  Tangle  GFA  sera  égal  à  ADC  et  par  suite  à 
BAD  (théorème  précédent),  de  plus  AF  =  AD. 

La  translation  FA  amènera  F  en  A,  A  en  D,  G  en  B  puisque 
FG  =  AB  et  que  GFA  =  BAD.  Le  triangle  ACD  est  donc 
ainsi  transporté  sur  DBA. 

Proposition  V.  Si  la  translation  AC  amène  le  segment  AB 
sur  CD,  la  translation  AB  amène  le  segment  AC  sur  le  seg- 
ment BD. 

Soit  BT  le  prolongement  de  AB.  Pour  démontrer  la  pro- 
position énoncée  il  suffît  de  faire  voir:  1®  que  AC  ^=:  BD, 
2*  que  Tangle  TBD  est  égal  à  Tangle  BAC.  [La  proposition 
résultera  alors  de  la  deuxième  partie  de  Taxiome  II.] 

D'abord  l'égalité  AC  ^i:^  BD  résulte  de  l'égalité  démontrée 
ci-dessus  des  deux  triangles  ABD  et  DCA. 

Soit  ex  le  prolongement  de  AC,  CH  le  prolongement 
de  DC. 

La  translation  AC  amène  l'angle  BAC  sur  DCX,  donc 
BAC  =  DCX. 

DCX  et  ACH  sont  égaux  comme  opposés  par  le  sommet; 
donc  BAC  i—  ACH,  mais  la  superposition  des  triangles  DCA 
et  ABD  amène  DC  sur  AB  et  par  suite  CH  sur  BT,  elle 
amène  AC  sur  DB,  donc  elle  amène  l'angle  ACH  sur  l'angle 
TBD,  donc  ACH  =  TBD,  donc  BAC,  qui  est  égal  à  ACH, 
est  aussi  égal  à  TBD. 
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La  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Proposition  VI.  Le  produit  de  deux  translations  esl  indé- 
pendant de  leur  ordre  :  La  translation  AD  est  la  résultante 
des  translations  AC  et  CD,  c'est-à-dire  AC  et  AB,  car  (pro- 
position Vj  la  translation  AB  et  la  translation  CD  n'en  font 
qu'une. 

La  translation  kï)  est  aussi  la  résultante  de  AB  et  de  AC,; 
car  AC  amène  B  en  D  par  hypothèse.  Donc  la  résultante  de 
AB  et  de  AC  est  la  même  que  celle  de  AC  et  de  AB. 


* 


Ce  qui  précède  permet  de  Faire  immédiatement  la  théorie 
des  équipollences,  puis  toute  la  géométrie  projective. 

Le  théorème  sur  la  somme  des  angles  d'un  triangle  est 
presque  immédiat.  La  notion  de  produit  interne  peut  être 
introduite  sans  difliculté.  De  là  on  passe  à  la  trigonométrie. 

Cette  manière  de  traiter  la  Géométrie  peut  donc  sembler 
plus  simple,  plus  économique,  pour  ainsi  dire,  que  la  ma- 
nière classique. 

Je  ne  veux  cependant  pas  trancher  la  question  de  la  façon 
d'exposer  la  Géométrie.  Dans  une  exposition,  la  nature  des 
axiomes  admis.  Tordre  des  propositions  me  paraissent  chose 
secondaire.  La  Géométrie  est  et  doit  rester  un  modèle  de 
logique,  car  c'est  là  la  raison  d'être  de  son  enseignement, 
c'est  la  cause  de  sa  valeur  éducative.  Des  démonstrations 
bien  faites,  une  distinction  nette  entre  ce  qui  est  raisonne- 
ment et  ce  qui  ne  Test  pas,  voilà  ce  qui  est  essentiel.  On  ne 
doit  pas  décorer  du  nom  de  démonstration^  un  assemblage 
de  phrases  cachant  des  faits  intuitifs.  Si  un  exposé  remplit 
ces  conditions,  il  ne  faussera  pas  Tesprit  de  l'élève.  H  y  a 
sans  doute  des  modes  d'exposition  préférables  à  d'autres, 
mais  tous  ceux  remplissant  les  conditions  précédentes  sont 

bons. 

J.  Richard  (Dijon). 


SUR  LA  CONSTRUCTION  DU  POLYGONE 
RÉGULIER  A  17  COTÉS 


1.  —  Dans  le  livre  bien  connu  intitulé  «  Questioni  Riguar- 
clenti  la  Geometria  Elementare»  publié  sous  la  direction  de 
M.  FCnriques,  et  récemment  traduit  en  allemand*,  on  trouve 
un  chapitre  sur  la  construction  du  polygone  régulier  à  17 
côtés.  L'auteur  M.  Danjklk,  examine  plusieurs  constructions- 
géométriques  ;  il  signale  comme  particulièrement  réussie  la 
résolution  analytique  élémentaire  de  M.  Padoa. 

Je  me  propose  de  montrer  ici,  très  brièvement,  comment 
on  peut  résoudre  la  partie  analytique  du  problème  par  une 
méthode  beaucoup  plus  simple  et  plus  élémentaire  que  celles 
que  Ton  trouve  dans  le  livre  de  M.  Enriques. 

2.  ^—  Il  s'agit  de  construire  Tangle  -p  ,  ou,  ce  qui  revient 

au  même,   de  montrer  comment  Ton  peut  trouver  algébri- 
quement le  cosinus  de  cet  angle  par  la  résolution  d'une  suite 
d'équations  du  second  degré. 
Si  nous  remarquons  que 


_  /2jr\  2ir  ,  .  ,   /8ir\ 

«•os  ib  I  — r  I  =r  cos  — -  ,       on  bien       cos  i  I  — =-  J  nz 

relation  qui  est  de  la  même  forme  que  l'identité 

,  /2ir\  8ir 

eos4(^-jr=cos-   . 

nous  sommes  conduits  à  poser 

.,  2it  8ir 

jTi  zz:  2  cos  -p-  .  a*,  z=  2  cos  — 

et  Ton  a 

4  .      »      .         .  4 


2fr 

cos   -— r 
1  y 


J* 


,  =  •»•,  —  '«.r   -f  2  ,       el       .r^  —  .r^  —  ^x^  -\-  2  . 


^  Fragen  der  BUmentargeometrU.  II.  Teil,  Leipzig,  19<>7. 
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Hetranchons  membre  à  membre  et  divisons  par  .n — .rj, 
nous  obtenons 

—  l  r=/i(^«-2^—  4)  .  (1) 

après  avoir  posé 

p  =:  Xt-\-  J-,  .  et  q  =  j-^j-,  , 

Si  au  contraire  on  fait  la  soustraction  après  avoir  multi- 
plié préalablement  la  première  équation  par  x^  et  la  seconde 
par  .ri ,  on  obtient  après  la  division, 

p  =  ^  q^p^  -r/  —  \)  ^  2  .  ri) 

Entre  les  équations  (i)  et  i2>  on  élimine  g,  d'où 

V'  (2  —  />)  —  /)»  ip^  _',)=»  ^-  t  =  0  .  (:{| 

Le  même  raisonnement  nous  montre  que  Féquation  (3j  est 
satisfaite  par 

10  1  d  £ 

Donc  le  premier  membre  de  (3)  est  divisible  par 

2p  -  /5"-  I  , 
et  par  conséquent  par 

i2p—i)*  —  b, 

c'est-à-dire  par 

p^-p-l. 

Il  s'en  suit  que  p  satisfait  Téquation 

^* -hp»- 6/?*-^ -h  I  =0  ,  (4) 

ou  bien 

on  a  donc 

1 

c*  -1-  s  —  -i  z=z  0  ,  avec  z  z=z  p .  (5| 

'^         P 

Les  équations  (5)  et  (li  nous  donnent  immédiatement  la 
solution  algébrique  désirée. 

En  écrivant  Téquation  (4)  sous  la  forme 

\-^p'-\-p*-"  ' 


on  déduit 

ce  qui  nous  donne  une  solution  géométrique  du  problème 
proposé. 

3.  —  Une  méthode  tout  à  fait  analogue  montre,  encore  plus 
facilement,  que  la  résolution  du  problème  de  la  construction 
du  polygone  régulier  à  13  côtés  conduit  à  une  équation  cu- 
bique. En  posant 

xt  z=  2  cos  —  Xt=-'2.  cos  —-  , 

l.s  Kl 

Ton  aura 

J-,  =  a:*  —  hx\  -h  5a-j  ,  x^  =:  .r*  —  fix\  +  hx^  ; 

en  introduisant 

p  =z  xi  -\-  x^,   q  =  XiXt  , 

on  trouve  facilement 

-  5  r=:  (/,«  -  2q)  (p*  -  Iq  -  5|  -  q\ 

—  l  =  ly  {/)«  —  2^  —  5)  , 
OU 

{q  —  1}  {q*  +  lyîf  —  47  +  1)  =:  0  ,  etc. 

4.  —  Pour  terminer  je  voudrais  appeler  l'attention  des  lec- 
teurs sur  la  solution  élégante  de  la  partie  géométrique  du 
problème  de  la  construction  du  polygone  régulier  à  17  côtés 
donnée  par  M.  Richmond  de  Cambridge*. 

Il  part  des  équations, 

ÔTT     ,     ^  lOir 

2  cos  -pr  -h  2  cos  —-  ziz  lang  r  , 
i  /  1  / 


2  cos  ^p^  X  2  cos  -^  =  tang  (  r  —  -  j  , 


17   -^ 17 


OÙ  iy  est  Tangle  aigu  dont  la  tangente  est  4  ;  il  les  démontre 
par  la  méthode  de  Gauss  ;  mais  elles  résultent  immédiate- 
ment de  l'analyse  que  j'ai  donnée. 

La  figure  que  donne  M.  Richmond   est  très  simple  et  la 
construction  très  rapide. 

W.  H.  YouNG  (de  Cambridge  et  Liverpool,  Angleterre). 


»  H.-W.  RicHMONii,  Quart.  Journ.  of  Math.,  Vol.  XXVI,  p.  206,  1892. 


INSCRIPTIBILITE   DES   POLYGONES   ARTICULÉS 

DANS  UNE  CIRCONFÉRENCE 


Méthode  synthétique, 

Steiner,  dans  le  premier  de  ses  deux  mémoires  Sur  le 
maximum  et  le  minimum  des  figures  *,  dit  : 

«  On  peut  suivre  dans  ces  recherches  une  marche  toute 
géométrique,  en  faisant  varier  le  cercle  ou  ses  éléments 
d'une  manière  continue  ;  on  parviendra  ainsi  à  se  convaincre 
par  rintuition  iitimédiate...  par  exemple...  {\Wily  a  toujours 
un  cercle  dans  lequel  un  polygone  de  côtés  donnés  peut  être 
inscrit,  » 

Je  doute  que  Ton  parvienne  à  se  convaincre  par  Fintuition 
immédiate  de  la  vérité  de  cette  proposition  ;  tout  au  plus  on 
parviendra  à  soupçonner  la  possibilité  que  cette  proposition 
soit  vraie,  ce  qui  est  bien  différent. 

Par  suite,  dans  la  théorie  de  Steinek,  malgré  les  considé- 
rations que  je  viens  de  transcrire,  cette  proposition  joue  le 
rôle  d'un  postulat. 

Ici  je  démontre  cette  proposition  dans  le  cas  particulier  du 
quadrilatère  [1|;  après  quoi  je  la  démontre  en  général  [3], 
pourvu  qu'on  admette...  un  Ruire  postulat  !^ 

Le  voici  : 

Postulat.  Entre  les  polygones  dont  les  côtés  sont  respecti- 
vement égaux  à  ceux  d'un  polygone  donné,  il  y  en  a  un  -au 
moins)  dont  l'aire  est  maxima  ;  en  d'autres  termes  : 

un  polygone  quelconque  étant  donnée  on  peut  l'articuler^ 
de  manière  que  son  aire  devienne  maxima. 

C'est  au  lecteur  à  se  prononcer  entre  mon  postulat  et  celui 
de  Steiner,  et  à  dire  lequel  est  plus  proche  des  données  de 


1  Journal  de  Crelle,  t.  XXIV,  Berlin,  1842  ;  voir  p.  108. 

*  Naturellement,  od  pourrait  se  passer  de  tout  postulat  en  invoquant  U  principe  de  conii^ 
muté;  mais  son  application,  en  ce  cas,  n'ost  pas  aussi  simple  qu'on  pourrait  d'abord  le  croire. 

*  C'est-à-dire  :  modifier  l'ampleur  de  son  angles,  on  conservant  U  longueur  de  ses  côté». 
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l'intuition  immédiate,  et  lequel  est  plus  propre  à  être  adopté 
dans  un  cours. 

1.  //  est  possible  de  construire  un  quadrilatère  convexey 
inscrit  dans  une  circonfërencey  et  ayant  ses  côtés  respecti- 
vement égaux  a  ceux  d'un  quadrilatère  donné;  en  d'autres 
termes  :  un  quadrilatère  quelconque  étant  donné,  on  peut 
l'articuler  de  manière  qu'il  devienne  inscriptible, 

DÉMONSTRATION  ^  Nommons  «,  c  et  6,  ûJ  les  couples  de 
côtés  opposés  dans  le  quadrilatère  donné,  de  manière  que 

a  >   c         (l)  oi  f>  ^  à  (2) 

On  construit  à  part  le  segment  m,  tel  que 

Sur  une  droite  quelconque  on  place,  en  cet  ordre,  les 
points  A,  D,  M,  de  manière  que 

Al)  zn  d         Cl)  ol  DM  rz  m  l5j 

On  partage  le  segment  AM  dans  le  rapport /z:  c,  en  dedans 
par  le  point  P  en  dehors  par  le  point  Q;  on  aura  ainsi,  en 
valeur  et  signe, 

AP   :   PM  =  AQ   :   MQ  =  <ï   :   c  |6| 

Soit  C  un   point  de  la  circonférence  de  diamètre  PQ,  tel 

que 

DC  =  c  (7) 

(Je  démontrerai  tout  à  Theure  que  ce  point  existe  et  qu'il 
n'appartient  pas  à  la  droite  AD.) 

Si  par  D  on  trace  la  droite  parallèle  à  MC,  on  coupera 
d'abord  la  droite  AC  et  après  on  coupera  une  seconde  fois 
la  circonférence  ADG,  en  un  point  B. 

Le  quadrilatère  ABCD  est  convexe  et  inscrit  dans  une  cir- 
conférence; pour  démontrer  que  c'est  précisément  celui  que 


*  La  construction  dont  je  mu  sers  est  à  pou  prés  cellt;  qu'on  trouve,  par  ex.,  dans  les 
Stemcnti  di  G^iimetriOt  parA.  Sannia  et  E.  D'Ovimo.  Napoli,  Pellerano,  1895  (voir  p.  921): 
mais  Inexistence,  qui  est  essentielle  pour  nouH,  y  est  simplement  afirmèe  et  non  pas  tir- 
montrée. 
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Ton  voulait,  il  faut  démontrer  seulement,  en  tenant  ronipte 

de  .'4)  et  (7),  que 

AB  =r  a  cl  BC  =  h. 

En  conséquence  de  la  construction,  on  a  ces  égalités  entre 
les  angles  : 

BCA  =  BDA  =  DMC 
ABC  =  ir  —  CDA  ^  CDM 

et  par  suite  les  triangles  AB(^  et  CDM  sont  semblables  ;  d'où 

AB  :   CD  z=:  BC   :   DM  z=  AC  :  CM.  (8) 

.   De  (6    et  du    lait  que  (]  appartient  à  la  circonférence  de 
diamètre  PQ,  on  déduit  ' 

AC   :   (^M   •=.  a   :  C\ 

donc  (8^  et   7i  donnent 

AH   '.  c  :=.  a  '.  v  d'où  AB  rrr  a 

et  (S)  et  (5j 

BC   :   m  zn  a   :   c  d  où   \li)         BC  =  h. 

Il  reste  à  prouver  (|ue  G  existe  et  qu'il   n'appartient   pas  à 
la  droite  AD;  pour  cela  il  surtit  de  démontrer  que 


De  (6)  on  tire 
et  de  (3) 


DP  <  r  <  DQ. 


AM   :    l'M   —  (û   -f  ri    :   r 


(tf   -f-  c)  :   c  =  (6   +   m)   :   m  ;  {.*«') 


donc 


AM   :   PM   =  (/*  -f-  m\  :  m   , 

et  en  vertu  de  (4;  et  (5) 

[d  4-  m\   :   PM  ==  {h  -\-  m)   :   m 


*  C'est  un  fait  conDii.  Pour  lo  démontrer,  il  suffit  do  Irncer  |Mir  P  la  parallt'lo  à  CQ  jus((u  » 
couper  CA  en  U  et  le  prolongement  de  (ÎM  on  V. 

On  obtient  :  IIP  :  CQ  =  AP  :  AO 

et  PV  :  CQ  =  PM  :  MQ 

d'où  («)  rp  =  PV. 

Alors  CP  oHt  hmiUMir  et  médiane  du  triangle  CCV  ;  elle   est  donc  Hunni   bisserlrico,  d'oi'i 
(«)  AC  :  CM  =  a  :  <•. 


108  ALESSANDRO    PADOA 

d'où,  traprès  (2) 

\\b  -f  m)  —  (rf  -h  ni)\\   :   {m  —  PM)  =  [h  -\-  m\  :  m 

o/est-à-dire,  d'après  (5)  et  ^3') 

(/;  __   d)   :    DP  1=   (a   -i-   c)   :   r.  (9| 

D'une  manière  analogue,  de  (6)  et  il)  on  tire 

AM    :   MQ  z=  {a  —  c)   :  r 

et  de  (3-  et  (1 

(a  —  c\   :  c  z:=:  \b  —  m)    :   /«  :  (3") 

donc 

AM    :    MQ   zz:   (/>  —  m)    :    m    , 

et  en  vertu  de  (4   et   5) 

Ui  -f  m)  :   MQ  =z  {b   —  m)   :   w   , 

d'où 

I  (/>  —  fn\   -\-  {d  -{-   m)\    :   {m  -{-  MQ)  =  (^  —  m)   :   m 

c'est-à-dire  d'après  (5)  et  (3") 

{b  4-   d)   :   DQ  =  (a  —  r)   :   c.  (10) 

Mais  dans  le  c|uadrilatère  donné  il  faut  que 

b   <C  a   +  c   -^  d  el  «  <  />   -f   r   -j-   </ 

d'où  d'après  (2)  et  (l) 

b   —  d  <^  a  -{-  c  ci  a  —  c  <^  b    -{-  d 

et  par  suite  de  (9)  et    10 

DP  <  f  <  DQ  c.  q.  f.  d. 

2.  Pour  que  l'aire  d'un  polygone  soit  maxima^  entre  celles 
des  polygones  dont  les  côtés  sont  respectivement  égaux  à  ceux 
d'un  polygone  donné,  il  faut  qu'il  soit  convexe  et  inscrit  dans 
une  circonférence. 

En  d'autres  termes  : 

Pour  que  l'aire  d'un  polygone  articulé  soit  maxima,  il  faut 
qu^il  soit  convexe  et  inscrlptible. 
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DÉMONSTRATION.  Supposons  d'abord  que  le  polygone  donné 
soit  un  quadrilatère  ^ 

Soit  donc  P'  un  quadrilatère^  convexe  mais  non  inscrip- 
tible.  Nous  savons  [1]  qu'on  peut  Tarliculer  en  manière  qu'il 
devienne  inscriptible  ;  en  ce  moment,  nous  appellerons  P  le 
quadrilatère  et  y  la  circonférence  dans  laquelle  il  est  inscrit. 

Si  nous  appuyons  sur  les  côtés  de  P',  en  dehors,  les  petits 
segments  de  cercle  qui  restent  compris  entre  P  et  y,  nous 
obtiendrons  une  figure  dont  l'aire  est  moindre  que  celle  du 
cercle  renfermé  par  y*;  en  retranchant  de  cette  figure  et  de 
ce  cercle  les  segments  de  cercle  considérés,  il  s'ensuit  que 
P'  <  P. 

Maintenant,  un  polygone  quelconque  étant  donné,  mon 
postulat  dit  qu'on  peut  Farticuler  de  manière  que  son  aire 
devienne  maxima  ;  en  ce  moment,  appelons-le  P. 

Si  A,  B,  C  sont  trois  sommets  consécutifs  de  P  et  si  H  est  un 
quelconque  de  ses  autres  sommets,  il  faut  que  ABCH  soit  un 
quadrilatère  inscriptible;  car  autrement  (en  articulant  ce 
quadrilatère  Jusqu'à  le  rendre  inscriptible,  ce  que  nous 
savons  toujours  possible,  et  en  conservant  rigides  les  parties 
de  P  qui  peuvent  se  trouver  appuyées,  en  dehors,  aux  côtés 
AH  et  GH  de  ABCH),  on  pourrait  articuler  P  en  augmen^ 
tant  son  aire,  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse. 

Par  suite,  tout  sommet  de  P  appartient  à  la  circonférence 
déterminée  par  A,  B,  C;  c'est-à-dire  P  est  inscrit  dans  une 
circonférence,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

3.  De  ta  proposition  [2]  et  de  mon  postulat  on  déduit  im- 
médiatement : 

Un  polygone  quelconque  étant  donné,  on  peut  l'articuler  de 
manière  qu'il  devienne  inscriptible. 

Alessandro  Padoa  (Gênes). 


*■  Dans  lin  autre  article  («  Une  question  de  Maximum  »,  youv.  Ann.^  déc.  1908),  j'ai  démontre 
cette  proposition  on  me  servant  du  postulat  de  Stkinbr,  que  je  donne  ici  comme  théorème. 
Sans  répoter  ce  que  j'ai  dit  (dans  la  note  de  cette  proposition,  dans  l'article  cité)  pour  démon- 
trer qu'il  suffît  de  considérer  dos  polygones  convexes^  yen  donne  ici  une  nouvelle  démonstra- 
tion en  me  servant  de  mon  postulat  et  de  la  proposition  1)  que  je  viens  de  démontrer. 

'  Cela  en  vertu  d'une  proposition  très  connue  dont  on  peut  donner  une  démonstration  syn> 
thétique  qui  ne  dépend  pas  du  postulat  en  question  (voir  mon  article  cité). 


NOUVELLE  DEMONSTRATl'ON  DV  THEOREME 

DE  D'ALEMBERT 


Je  demande  la  permission  de  retenir  un  moment  Tattention 
des  lecteurs  de  V Enseignement  mathématique  sur  une  dé- 
monstration élémentaire  nouvelle  de  ce  théorème  fonda- 
mental. 

Nous  supposerons  Tordre  que  voici  :  on  constate  qu'une 
équation  algébrique  de  degré  n  peut  avoir  n  racines  et 
qu'elle  n'en  saurait  avoir  davantage,  distinctes  ou  non;  on 
établit  alors,  pour  de  telles  équations,  les  relations  qui 
existent  entre  les  coelKcients  et  les  racines  et  les  propriétés 
des  équations  dérivées  relativement  aux  racines  multiples. 

Nous  présentons  ensuite,  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente de  la  forme  usuelle,  le  théorème  qui  a  trait  à  la  conti- 
nuité des  racines.  Je  me  servirai,  en  l'appliquant  aux  racines 
nulles,  d'un  raisonnement  que  j'ai  récemment  donné*  pour 
rendre  rigoureux  l'exposé  classique. 

TuKORKME.  Les  coefficients  de  l'équation 


n-l 


i1|  f{x)  —  a^x"  4-  «i-r"'*  -h  ...  +  «„  r=  0 

tendant  simultanément  et  respectivement,  suivant  une  loi  don- 
née  quelconque,  vers  ceux  de  l'équation 

Ci)  f  (.r)  =z  a,y  -h  vtx"'^  -I-  ...  +  «,1  =  0   , 

et  a^  n'étant  pas  nul,  si  la  1^^  équation  a  pour  chaque  ensem- 
ble  des  valeurs  des  coefficients  n  racines,  ces  racines  ont  des 
limites  qui  sont  racines  de  la  S'"**  équation. 

Il  s'agit  de  prouver  l'existence  de  n  nombres  J,  ...  f„  aux- 
quels on  puisse  faire  correspondre  les  racines  Xi  ...  .r„  de 
l'équation  (1)  en  sorte  que  l'on  aitl.rv — $/l  <  n  si  !«,• —  ay|  <  e. 


*  Revue  de  Mathématiques  spèiiales  :  février  lUOU. 
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(]e  premier  point  acquis,   le   second  découlera  de  la  <'onti- 
nnité  du  polynôme  fix)  . 
Posons 

(31   g[y)  =  fix  -h  .ri  =  -^y"  -\-  ...  +  r{Jr)y  +  f[^)  =  'v"  +  -  + 

Vi.r  +  ^.  ==^  (^  =  «o> 

Dans  la  suite,  .r  sera  remplacé,  dans  /i.r  +  yh  successive- 
ment par  diverses  racines  des  équations  (1  )  en  même  temps  que 
les  coefficients  a  recevront  un  système  de  valeurs  qui  pourra 
ne  pas  concorder  avec  ces  racines,  en  sorte  que  Ton  ait  les 
coefficients  d'une  équation  fl)  et  un  nombre  .r  racine  d'une 
autre.  Mais  on  peut  fixer  une  quantité  positive  R  telle  que 
les  modules  de  toutes  les  racines  des  équations  (1)  soient  in- 
férieurs à  R.  11  en  résulte  que  des  polynômes  donnés  en 
ai  et  ./■  seront  limités  supérieurement  en  module  :  tels  les 
polynômes  b . 

Nous  allons  à  présent  classer,  dans  une  certaine  mesure, 
les  racines  des  équations  (i).  Etant  donnée  une  quantité  po- 
sitive X,  Téquation  (1)  a  peut-être,  pour  chaque  système  des 
<*oeffîcients,  des  racines  telles  que  |/"'  (.r)  |  <  >  ;  leur  nombre 
finit,  les  a'i  tendant  vers  les  ai,  par  ne  pas  descendre  au- 
dessous  d'un  certain  minimum  ih  lij  ;  si  X  décroît  et  tend  vers 
zéro,  l'entier  //,  iX)  a  lui-même  un  minimum  Ni  (qui  peut  être 
nul).  Dès  lors,  si  Ton  désigne  n  —  rii  par  vi ,  il  existe  une 
quantité  positive  ui  et  une  suite  des  systèmes  ai  tendant  vers 
les  a*,  tels  que  pour  chaque  équation  (1)  correspondante, 
vi  racines  satisfassent  à  la  condition  |  /'  (.r  |  >  jui  .  Pour  cette 
suited'équations  nous  séparons  ainsi  des  //i  autres  un  ensem- 
ble El  de  vi  racines. 

Considérons  ensuite  les  deux  inégalités 

,r(.r)  <>     i  ri-^MO; 

le  nombre  des  racines  de  (l  qui  les  vérifient,  l(»s  /'//  tendant 
vers  les  a*  ne  descend  pas  finalenient  au-dessous  d'un  mini- 
mum  NiiX)  qui    est  au  plus  égal  à  //]  X)  et   (|ui   a  lui-méinc. 
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pour  X  infiniment  petit,  un  minimum  fit  au  plus  égal  à  ^i.  Po- 
sant «i  —  /i,  =  v, ,  il  existe  une  quantité  positive  /:jli  et  une 
suite  des  systèmes  ai  tendant  vers  les  «,,  tels  que  pour 
chaque  équation  (1)  correspondante,  vt  racines  satisfassent  à 

la  condition  ^  |  /'"  \x)  \  >  ut  mais  aussi,  i  étant  donné  à  vo- 
lonté inférieur  à  ^^ti  et  les  at  assez  près  de  leurs  limites,  à 
rinégalité  \fix)\  <  X  .  S'il  y  a  quelque  équation  commune 
à  cette  suite  et  à  la  précédente,  aucune  racine  du  nouvel 
ensemble  Es  ainsi  défini  n'appartient  à  Ei .  La  classification 
se  poursuivra  ainsi  au  moyen  de  suites  d'équations  (1),  la 
somme  des  nombres  des  racines  attachées  à  chaque  suite 
étant  manifestement  égale  à  n. 

Pour  plus  de  simplicité,  aux  quantités  /xi  ,  ^2  etc.,  nous 
substituerons  la  plus  petite  fjt'. 

Portons  notre  attention  sur  l'ensemble  E^  et  sur  la  suite 
correspondante  S  des  équations  (l)  ;  appelons 

(5)  l\{x)  —  la]x'"'  =  {i  . 

deux  équations  de  la  suite  S,  puis  J^  une  racine  de  (4)  appar- 
tenant à  E^  ;  posons 

^.(.r)  =  ^-^  /  +  ...  +  /•.(VIT  -f  /iMr')  = 
///  +  ...  +  ^;;_^,.  +  a;  =  0  .  (//  =  a[i 

Nous  allons  voir  que,  les  «,  et  les  a]  étant  suffisamment 
près  des  a,,  l'équation  (6)  a/?  racines  très  petites  et  préciser 
le  sens  de  cette  locution. 


Soient 


A  !       —  "«-A  ■  '  ".        ".  —  •^.■ 


On  a 

(7)         y.lr)  =  (//  -  c  )/'  +  (t;  -  r,)  v"-'  +  ...  +  (A;,.,  -  r„.,)  .V  + 


'''„-«:„  =  0  <''L  =  Ol 


THÉORÈME   DE    D'ALEMBERT  113 

Nous  mettons  ainsi  en  évidence  les  quantités  //  au  sujet 
desquelles  on  sait  que 

et  les  quantités  c  desquelles  on  peut  ailirmer,  |  x'  \  étant  in- 
férieur à  R,  que  |  C/ 1  <  X ,  si  seulement 

1  a'j  —  «y  I  <  /X  I  tfj  —  aj  1  <  /^  , 

l  étant  un  facteur  fixe  dont  il  est  aisé. de  préciser  une  valeur. 
Dès  lors,  posant  ^  —  ).  =  u  ,  nous  avons 

D*ailleurs  (et  pour  toute  la  suite),  on  peut  trouver  M  assez 
grand  pour  que  \b\  —  Cj- 1  <  M  c'est-à-dire 


*  .       . .  ." 


!  ''   KM ;  A     .1  KM  . 


0 


Je  vais  montrer  que  Ton  peut  trouver  un  nombre  positif  /• 
fixe  et  un  nombre  positif  u  infiniment  petit  avec  1  tels  que 
le  module  d'aucune  racine  de  (6)  ne  soit  compris  entre  u  et  r. 

Ecrivons  ainsi  Téquation  (6) 

(8)       C^+,v-»  +  ...  +  ^l.r-''^  -  1///-^  +  ...  +  C^)  . 

Si  /•  est  assez  petit  et  si  |  ^  |  <C  '*  i  le  module  du  second 
membre  est  supérieur  à  un  nombre  positif  d  ;  X  diminuant, 
on  pourra  laisser  /'  et  par  suite  d  constants.  Le  module  du 
premier  membre  serait  inférieur  à  ce  même  nombre  d  si  Ton 
prenait 

C.+..r-'l<^.....iCr-''l<f 

OU,  à  plus  forte  raison,  \y\  supérieur  à  la  plus  grande  des 
quantités  

'd  V~^  ' 

Soit /r  le  plus  grand  des  nombres  *^  ,  ...  ,  \/^  ,  on  peut 
supposer  A  inférieur  à  1  et  à  ,^  ;  dès  lors,  choisissant  pour  m, 

L'Enseignement  mathdm.,  11"  année  ;  190*.).  ^ 
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kX^  nous  sommes  assurés  qu'il  n'y  aura  pas  de  racines  y 

telles  que  //  <  I  y  I  <  /'  (et  //  <  ^)  . 

Il  va  être  aisé  de  démontrer  à  présent,  en  suivant  la  voie 
habituelle  que,  X  étant  suffisamment  petit,  il  y  a  exactement 
p  racines  inférieures  à  w  en  module. 


Le  produit  des  racines  est  en  module 


h 


U 


,   c'est-à-dire 


II 

~0 


a 


,  quantité  infiniment  petite  avec  >,  puisque  |c/|  <  X  et 


que  I  fl^  I  a  une  limite  positive.  Donc,  A  étant  suffisamment 
petit,  les  n  racines  de  (6)  ne  pourront  être  toutes  supérieures 
à  r;  quelques-unes  seront  par  suite  inférieures  à  w  ;  il  y  en 
aura  exactement/?.  S'il  y  en  avait  moins,  p  —  A,  le  quotient 

"7^"^^  qwi  est,  au  signe  près,   le  rapport  -^i-  (2^  étant  la 

somme  des  produits  t  k  t  des  racines)  serait  plus  grand  en 
module  qu'une  quantité  fixe  puisque  d'une  part  \y  \  <  2R  el 
d'autre  part  dans  un  terme  de  2«— ;,+a  lous  les  |  y  \  sont  supé- 
rieurs à  t\  l'un  d'entre  eux  au  moins  dans  les  autres  termes 

<  —  ,  de  là  une  contradiction,  si 


inférieurs  à  i^  ;  or 


'n-pJfh 


h 


n-p 


i  est  assez  petit.  De  même  s'il  y  avait  p  -\-  h  racines  de  mo- 
dule  inférieur  à  ^/,  le  rapport  — "--   •   au  signe  près  égal  à 


n~p 


,,^p- 1     p(>nï.,.j^it  être  supérieur  en  module  à  n'importe  quel 

nombre  donné,  car  chaque  terme  de  2«— ;,  contient  au  moins 
un  y  tel  que  \y  \  <  m  et  |  In-p^-h  \  est,  comme  |  In-p^k  \  dans 
l'hypothèse  précédente,   plus   grand   qu'un  certain   nombre 

positif.  D'ailleurs  -"~/~    <  —  ;  de  là  encore  une  contradic- 

// — p 
tion  si  X  est  assez  pelil.  Comme  les  diverses  inégalités  de 
même  sens  ainsi  imposées  à  X,  et  qu'il  serait  oiseux  d'écrire, 
sont  en  nombre  limité,  nous  pouvons  les  supposer  toutcîs  vé- 
rifiées. 

Alors,  envisageons  la  suite  S  à  partir  d'un  moment  où  il 
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en  sera  toujours  ainsi.  J'appelle  xj  une  racine  isyslème  E^} 
de  la  1"  équation,  x^  une  des  p  qui  lui  sont  associées  dans 
la  2"***,  x^  une  des  p  qui  lui  sont  de  même  associées  dans  la  3"' 
et  ainsi  de  suite. 

Dans  ces  conditions  ^  et  ^  étant  deux  entiers  quelconques, 
^qjf.s  *îst  une  des  racines  associées  à  .r^,  car 


;• 


a  étant  toujours  inférieur,  pour  la  suite  S,  à  ;j 
Posant 

la  série 

est  convergente.  Quel  que  soit  r!  on  peut  trouver  q  tel  que 
pour  toute  valeur  de  s 

Il  suiiit  de  choisir  q  assez  grand  pour  que,  à  partir  de 
Téquation  de  rang  y,  la  quantité  //  ne  dépasse  point  yj',  c'est- 
à-dire  que  /  reste  inférieur  à  j  .  La  suite  .r[.r^...  ,x\,.,  a  donc 

une  limite  ^'.  Avec  un  second  choix  quelconque  des  racines 
associées  à  x^  on  aurait  manifestement  la  même  limite.  Sor- 
tons à  présent  de  la  suite  S  ;  si  Ton  remplace  Téquation  (4) 
par  l'équation  (2i  à  laquelle  {'  satisfait  et  Téquation  (5)  par 
Téquation  (l)dont  les  coefficients  ai  difi^èrent  des  on  de  moins 
de  X  en  module,  les  raisonnements  faits  plus  haut  prouvent 
qu'il  y  a  exactement />  racines  qui  différent  de  Ç  de  moins  de 

j  ;  d'ailleurs  les/;  —  1  dérivées  de  /'sont  évidemment  nulles 

pour  {',  la  />•"*'  ne  l'étant  point.  Ainsi  se  trouve  établi  le  théo- 
rème énoncé,  avec  la  précision  habituelle  relative  au  nombre 
des  racines  infiniment  voisines  d'une  racine  de  l'équation 
limite. 
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Théorème  de  d'Alembert.  —  Toute  équation  algébrique  de 
degré  n 

(9)  fix]  -  a,.r"  -h  o,jr"-^  +  ...  +  «"  =  0 

a  n  racines  distinctes  ou  non. 

Je  m'appuierai  sur  le  lernme  suivant  : 

Si  f(x)  prend  la  valeur  c,  et  si  Von  trace  avec  un  rayon 
quelconque  r  un  cercle  dont  le  centre  a  c  pour  affixe^  f(x) 
prend  certainement  comme  valeur  Vaffixe  d'un  point  de  n'im- 
porte quel  rayon  de  ce  cercle. 

Soient 

et 

(10)  f[.r,  -h  r)  ^  hy  -h  Vr"   •'+•■+  ^„,  r  +  r  .        (/>,  :rr  c,) 

Supposons  généralement 


on  a 


/Vo  +  ri  r=  c  +  /  [/>„_^  -h  r^,-;,-,  +  .  •  +  /"''/^ol  • 


Si  y  =  yo  (cos  0  +  *  sin  o),  que  p  soit  assez  petit  et  que  Ton 
fasse  varier  0  de  0  à  27r  de  manière  que  le  point  d*abs(ûsse 
•^0  +  y  décrive  un  petit  cercle  autour  du  point  .«o,  le  point 
/(•^o  +  y)  tournera  autour  du  point  c  de  manière  à  effectuer 
p  tours  complets  en  restant  dans  un  cercle  de  rayon  un  peu 
supérieur.à  p^  |  b  1  .  D'une  manière  précise,  on  peut  pren- 
dre p  assez  petit  pour  que  |  fix^  +  y)  —  c\  <  /*  ;   d'ailleurs 

l'argument  de  y^  l'^n-p  +  •  •  •  +  .V"~''*ol  ^-^^^^  fonction  con- 
tinue de  ô  (p  constant),  le  point  /\xq  +  y)  rencontre  bien 
(chaque  rayon  au  moins  une  fois. 

Le  théorème  de  d'Alemberl  est  alors  immédiat.  Kxact  pour 
les  deux  premiers  degrés,  admettons-le  jusqu'au  degré  n  —  1. 
Nous  allons  l'établir  pour  un  polynôme  quelconque  de  de- 
gré w,  f{x),  en  observant  d'abord  que  si  un  polynôme  de  de- 
gré n  a  une  racine,  il  en  a  certainement  n  —  l  autres  comme 
on  le  voit  aisément  au  moven  d'une  division. 

Pour  une  valeur  quelconque  x^,  f{.T)  prend  la  valeur  c. 
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Joignons  le  point  C  crabsoisse  c  à  Torigine  O.  Sur  le  seg- 
ment CO  à  partir  de  C  il  y  a  indéfiniment  des  points  dont 
les  afiixes  sont  pris  par  f{x).  Soit  C  le  point  ,  d'affîxe  c'  de 
ce  segment,  tel  que  I  c'  \  soit  la  limite  inférieure  des  mo- 
dules de  ces  afiixes.  On  peut  former  une  suite  C|  c,  ...  C|,  ... 
de  ces  quantités  ayant  c'  pour  limite.  Gela  posé,  Téquation 

ayant  une  racine,  en  a  n.  Lorsque  p  est  infiniment  grand, 
ces  racines  ont  des  limites  qui  sont  racines  de  Féquation 
limite;  c'  est  donc  nul,  sans  quoi  Ton  pourrait  trouver  sur 
C'O  des  points  dont  les  afiixes  seraient  encore  des  valeurs 
de  f(:r).  Ainsi  Téquation  limite  est  Téquation  (9).  Le  théo- 
rème est  donc  vrai  pour  le  degré  n  :  il  est  général. 

Remarque.  — J'ai  fait  allusion  plus  haut  au  théorème  relatii 
à  la  continuité  des  racines.  En  se  reportant  aux  dcmon.stra- 
tions  classiques  on  voit  aisément  que  la  difiiculté  provient 
(dans  le  cas  par  exemple  des  coefiicients  a^^  a^  ...  ap—\  infi- 
niment grands)  de  ce  que  Ton  ne  sait  rien  sur  les  racines 
qui  ne  sont  pas  infiniment  grandes  et  que  Ton  ignore  si  elles 
sont  limitées  supérieurement.  Je  lève  cette  difiiculté  en  prou- 
vant qu'il  n'existe  pas  de  racines  dans  une  couronne  com- 
prise entre  un  cercle  de  rayon  fixe  et  un  autre  de  rayon  infi- 
niment grand.  On  peut,  mais  sans  avoir  le  bénéfice  de  celte 
précision,  raisonner  plus  rapidement  comme  il  suit  :  soit  c 
une  variable  positive  croissante  infiniment  grande;  pour  Tun 
donné  de  ses  états  il  arrive  un  moment  (coefiicients  assez, 
près  de  leurs  limites)  à  partir  duquel  le  nombre  des  mo- 
dules supérieurs  à  (^  ne  descend  pas  au-dessous  d'un  certain 
minimum  (il  y  a  au  moins  un  tel  module);  ce  minimum  est 
une  fonction  de  p,  h[v)y  non  croissante  et  qui  a  par  consé- 
quent une  limite  inférieure  A.  Par  définition,  c'est  ce  nombre 
h  qui  est  le  nombre  des  racines  infiniment  grandes  et  qu'il 
faut  déterminer.  Il  existe  certainement  un  nombre  R  assez 
grand,  mais  fixe,  et  une  suite  de  systèmes  de  coefiicients 
tendant  vers  leurs  limites,  tels  que,  pour  chaque  équation 
correspondante,    h    modules    seulement    soient    supérieurs 
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à  R.  Donc,  un  état  de  v  étant  choisi  aussi  grand  que  Ton 
veut,  on  peut  aller  assez  loin  dans  la  suite  particulière 
d'équations  considérées  pour  que  ces  équations  n'aient  pas 
de  racines  dont  le  module  soit  compris  entre  R  et  i'.  A  ces 
équations  s'applique  le  raisonnement  habituel  prouvant  que 
h  =  p. 

L.  Leau  (Paris). 


TNE   DEMONSTRATION 
DU   THÉORÈME    DE   DESCARTES 


La  règle  des  signes,  dite  de  Descaries^  attribuée  aussi  à 
Harrioty  peut  être  énoncée  :  Le  nombre  p  des  racines  posi- 
tiveSy  non  nulles,  d'un  polynôme  entier  en  x,  à  coefficients 
réels,  est  au  plus  égal  au  nombre  v  des  variations  de  signe 
que  présente  la  suite  des  coefficients;  la  différence  v  —  p  est 
toujours  un  nombre  pair. 

Voici  une  démonstration  basée  sur  les  propriétés  qui  ré- 
sultent de  la  continuité  de  la  fonction  entière. 

Nous  démontrons  tout  d'abord  la  seconde  partie,  v — p 
est  un  nombre  pair. 

Il  existe  un  nombre  A  tel  que,  pour  tous  les  x  supérieurs 
à  A,  le  polynôme  a  le  signe  de  son  premier  coefficient  et  un 
nombre  positifs  tel  que,  pour  tous  les  x  positifs,  inférieurs 
'a  ff,  le  polynôme  a  le  signe  du  dernier  coefficient.  Les  ra- 
cines positives  du  polynôme  sont  comprises  entre  e  et  A.  En 
examinant  les  signes  du  polynôme  pour  J"  =  g  et  .r  =  A,  on 
obtient  la  proposition  suivante  :  Le  nombre  p  des  racines 
positives  d'un  polynôme  entier  en  x  à  coefficients  réels  est 
pair  ou  impair,  suivant  que  les  coefficients  extrêmes  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  différents. 

Dans  le  premier  cas,  lorsque  les  coefficients  extrêmes  ont 
le  même  signe,  le  nombre  v  des  variations  de  signe  est  pair, 
dans  le  second  il  est  impair.  Les  deux  nombres  \>  ei  p  étant 
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ensemble  pairs  ou  impairs,  leur  différence  v — p  est  tou- 
jours un  nombre  pair. 

Pour  démontrer  la  première  partie  du  théorème,  p  ^  i', 
considérons  le  polynôme  f[x)  et  sa  dérivée  f*{x)  : 

r(-*-)  =  w«o^""''-h("— l)^i.r""''*l//H — ii^t-r"-"'^  +  ...  4-  ^n-\  • 

Ces  deux  polynônies  ont  leurs  coefficients  de  nn^me  rang 
aussi  de  même  signe,  sauf  le  dernier,  qui,  en  général,  n'a 
pas  de  correspondant  dans  f'  [x).  La  suite  des  coefficients  de 
la  dérivée  présente  donc  un  nombre  de  variations  de  signe 
égal  ou  inférieur  d'une  unité  au  nombre  des  variations  du 
polynôme  donné.  Si  l'on  désigne  par  p'  et  v\  généralement 
par/?^*^  et  J'^\  les  nombres  )o  et  v  concernant  les  dérivées /^U*), 
respectivement  /*^*V.r),  nous  avons 

(1)  v'  û  V  . 

et,  en  vertu  du  théorème  de  Rolle, 

|2)  ^'  ^  ^;  _  I  . 

Supposons  que,  contrairement  au  théorème  de  Descartes, 
on  ait />  >  V.  La  différence  v  —  p  étant  un  nombre  pair,  p  ne 
peut  être  égal  ^  v  -\-  1,  ou  doit  avoir 

(3)  /?  ^  i.  H-  -2  . 

Il  résulte  des  inégalités  (1),  (2)  et  (3) 

//  à  *''  +  I  .        p'  >  »•'  . 

Le  théorème  de  Descartes  serait  ainsi  en  défaut  pour  la 
dérivée  première. 

Mais  le  raisonnement  précédent  s'appliquerait  à  cette  dé- 
rivée première  et  l'on  trouverait  p^  >  v"  ;  le  théorème  serait 
aussi  en  défaut  pour  la  dérivée  seconde.  Et  ainsi  de  suite.  Le 
théorème  serait  donc  en  défaut  pour  la  dérivée  d'ordre  (n  —  1), 
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^("-11  >  ^,(1-1) .  g^   comme  la  différence  p'"'^^  —  v^""'^  est  un 
nombre  pair,  on  aurait 

Cette  dérivée  est  un  polynôme  du  l"*"  degré  qui  aurait  au 
moins  deux  racines  positives  !  L'hypothèse  p>  v  est  donc 
fausse  el  le  théorème  de  Descartes  démontré. 

C.  Jaccottkt  (Lausanne). 


SUR  UNE  INTEGRALE  AUX  DIFFERENCES 


M.  Markoff*  détermine  la  valeur  de  l'intégrale  aux  diffé- 
rences finies 

dans  le  cas  où  <&(/•)  est  une  fonction  rationnelle  et  entière 
der;  il  Tobtient  par  l'application  répétée,  et  quelque  peu 
laborieuse,  du  procédé  d'intégration  finie  par  parties.  Nous 
nous  proposons  d'indiquer  ici  une  méthode  plus  rapide, 
4>(/')  étant  d'ailleurs  supposé  quelconque. 
Posons 

1  -I-  rr  -h  .  . .  -f  y  —  H,,  • 

On  a  évidemment 

(0.  i....w^  //H 

2r[r  _  1)  .  . .  (/•  —  ^  -I-  1  )  jr'*  r=  .r^ -"   .  f>  =  <0 ,  1.2.  .  . .) 

(r)  "'^ 

et,   si   l'on   multiplie    les   deux   membres   de    l'identité   par 

(0,1,..., /Il 


/»' 


*  nifferenzearechnung,  Leipzig^,  I89C. 
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Or  on  sait,  par  le  calcul  des  différences  finies,  que 

en  attribuant  à  p  les  valeurs  0,  1,  2,  ...  et  en  additionnant 
membre  à  membre,  on  obtient  la  relation  cherchée 

(0,1 /t)  (0,  1.2...)     «     .Pif 

ir)  p 

Il  est  aisé  d'en  déduire  une  autre,  à  laquelle  M.  Studnicka* 
parvient  en  opérant  sur  les  symboles  opératoires  A  comme 
sur  des  quantités,  et  en  supposant  que 

(1  +  A)"  ./•=/•+  «A/-+(^)^Y+   ... 

Il  est  superflu  d'ajouter  qu'un  tel  procédé,  bien  que  pro- 
bablement légitime,  laisse  beaucoup  à  désirer  au  point  de 
vue  de  la  rigueur. 

L'expression 


2  (;)"=7; 

donne  pour  j;  =  1 


dx^ 


(^■biC)-(':>-(;)i=K;:;)- 

La  relation  (1)  devient  pourtant,  dans  le  cas  considéré, 

<0   l,.../ii  (0,1  ...) 

ce  qui  est  bien  la  formule  annoncée. 
Supposons  au  contraire  j?  <  l.  On  a 

lim  H„  z= .     lini    =  —   (liiii  \\\  =:  —  . 


n=x 


*  Prctger  Berickte,  1871. 


122  UliO    BHOGGI 

èl  il  résulte  alors  de  (Ij,  que 

'0. 1, ...  X  )  .         ,       (n.  1 ..,)..  \p    fx 

2^'*"-'  =  r4-.-:2(r^)'*""- 

L^étude  de  la  convergence  de  la  série 

♦  lO)  -h  .r*(l)  -f-  x''^{r\  -f 


considérée  pour  la  première  fois  par  Abkl,  se  rattache  pour 
(TJ)  à  celle  des  différences  de  la  Fonction  <^{r)  au  point  r  =  0. 

Si  Ton  a  I  .r  1  <  2  1  >l  suHît  de  supposer  c|ue  toutes  les  dif- 
férences A^$(0)  soient  finies  pour  que  le  deuxième  membre 
de  (3)  converge.  Car  il  est  alors  possible  d'indiquer  deux 
grandeurs  finies  M  et  N,  telles  que 


,  A^*((h  1  ^  M 


(0.  l....)  ^ 


.r 


I  —  jr 

(J  —  .ri  (I  —  2.r) 

Il  suHit  n)ème,  pour  assurer  la  convergence  de  la  série  con- 
sidérée, d'exiger  que,  pour  lim  p  =i  oo  ,  A^$(0)  ne  devienne 

(1  —    \P~"^ 
— ~) 

Le  contraire  a  lieu,  au  moins  pour  ce  qui  concerne  la  con- 
vergence absolue  de  la  série,  si  |  .r*  I  ^  -  ;  si  Ton  suppose 
que 

lim  I  A^tKM  I  ^  lî  >  0  . 

OÙ  n  est  une  grandeur  finie  quelconque,  on  a  alors 


»,  /, ...» 


(r4-J.A,.,  =.  ,4-,  2  (r^)  > -^  . 


I   —  .r 
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N  étant  une  grandeur  finie  arbitrairement  grande.  Il  est  né- 
cessaire de  supposer  ici  que,  pour  lim  p  =  x  ,  A^<t  0^  s'ap- 

proclie  de  zéro  au  moins  aussi  rapidement  que  f — ;-^) 

Ugo  Uroggi  ^Buenos- Aires  . 


SDR  UNE  CLASSE  DE  CONGRIENCES  DE  DROITES 


1.  —  Les  déterminants  du  lype 

(])  -  a";*  a.^     '  =  0  i/.X'  =  0,  ...  //) 

,      ik.y     ik.z  \ 

où  Oy  ,  ttz  sont  des  formes  linéaires  quaternaires,  peuvent 
s'écrire  en  fonction  des  coordonnées  piuckériennes  de  la 
droite.  On  peut  donc  dire  que  (I)  représente  un  complexe  de 

droites  d'ordre  '^  '^  ^  ^  .  De  tels  complexes  ont  été  rencon- 
trés par  M.  Neuberg*  et  par  nous*. 

De  même,  l'évanouissement  d'une  matrice 

■       • 

(II)  fl  ~  <i         1  =  0  1/ "=:  0 //,  X-  =  0 n  -{-  \)  .. 

représente  une  congruence  réglée  dont  nous  allons  déter- 
miner Tordre  et  la  classe  au  moyen  des  méthodes  de  MM. 

GlAMBELLl^  et  StUYVAEHT*. 

2.  —  Pour  trouver  Tordre  fx^  supposons  les  y  fixes  dans 
la  matrice  (H).  Cette  matrice  doit  représenter  un  nombre  fini 
de  droites  lorsqu'on  considère  les  z  comme  les  coordonnées 
courantes. 

Supposons  que  le  plan  C4  =  0  n'est  pas  un  plan  singulier 


^  Mathesis»  1902,  Ut . 

»  Bul.  de  VAcad,  de  Belgique^  1907.  ^N.  A.  M.  1907,  VII4.  —  Mémoires  de  la  Soc.  dex  Se.  du 
ttaînaut,  1908,  IXc . 
*  Mém.  Itt.  Lomb.,  1904.  —  Xla  . 
«  Mêm.  Soc.  .Se.  Liège,  1908.  —  VII|. 
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de  la  cougruence.  Si  nous  faisons  24  =  0  dans  (II),  le  nom- 
bre de  solutions  [zi ,  Zt,  Zr  sera  Tordre  de  la  congruence. 
On  a 

f*= ^ f*  ' 

^  étant  le  nombre  de  solutions  de  la  matrice 


•      « 


a       a    _  \\  z=.  a  .  ( I  r=  0  ,  . . . ,  w  .  /•  =  0  . . . .  ,  /i  —  1  ) 

De  même,  si  |tx"  est  le  nombre  de  solutions  de  la  matrice 

(III)  Il  ail'  a.^^  Il  =  ^  (/  =  0,. ..,//  — 2./=:  0 /i  —  1  )  . 


on  a 


De  là 


,        n{n  —  1)(«»  —  w  +  2|  „ 

f*    =   4 f*  • 


finz^  (2/1*-  //  4-  1)  +  pi". 


L'analogie  en  z  de  (II)  et  (III)  permet  de  conclure  à  la  for- 
mule 

la  sommation  s'étendant  jusqu'au  premier  terme  nul  ou  né- 
gatif. 

3.  —  Pour  trouver  la  classe  v,  cherchons  d'abord  Tordre- 
classe  X  -:^  a  +  V  . 

Supposons  que  les  droites 

Vi  =r  n  =  0    ,  Zg  =  S4  =z  0 

soient  indépendantes  de  la  congruence  (II).  « 

Introduisons  ces  hypothèses  dans  la  matrice  (II),  et  posons, 
(j  et  T  étant  deux  facteurs  de  proportionnalité 

aji  =  p.  .         T5i  =  pi  . 
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Le  nombre  de  solutions  (pi^  p^n  pt)  de  la  matrice  (II)  sera 
égal  au  nombre  de  droites  de  la  congruenoe  s'appuyant  sur 
les  droites 

sauf  2/1  de  ces  solutions. 

Tous  les  termes  de  la  matrice  (II)  sont  de  degré  n  en  p, 
donc  la  matrice  s'annule  pour  des  valeurs  des  p  en  nombre 

"^^         ,  ,•  {Il  —  II' m  —  I  +  II- 

2,  '-  *' 4 


Mais  la  première  colonne  de  la  matrice  sannule  n  fois 
pour  pi  =  p,  =  0;  il  en  est  de  même  de  la  dernière  pour 
pj  =  ps  =  0  . 

Ces  solutions  sont  impropres,  donc 

A  :=   ^  1 —  II' : ■ -in  . 


Enfin 


(—11 


>  =    ^  1 —  I 


i 


«■=« 


-  ^  ^  (/i  -  2i)  [2  (//  —  2/1»  -  .H  —  >i)  -h  1 1  —  2n  . 

1=0 

Lucien  Godeaux  ^Liège-. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Quelques  essais  de  démonstratiou  du  grand  théorème  de  Fermai. 

Premier  article. 

A.  Ludwk;  II  nd  L.  Wltavsky.  —  Hationalitât  i>on  Potenzsiim^ 
nien;  Betveis  des  Ferniatschen  Satzes,  —  (Sonderabdruck  aus  deii 
«  Mitteilungen  ûber  Gegenstânde  des  Artillerie-  und  Geniewe- 
sens  »,  Jahrgang  1908,  viertes  Heft)  ;  10  p. 

J.  Umfahrrr.  —  Beweis  der  Richtigkeit  des  grossen  Fermatschen 
Satzes,  — -  10  p.;  O.-Th.  SchoU,  Mûnchen;  1908. 

D.-K.  PopoFF.  —  Démonstration  du  thèorèmey  dit  «  la  Grande 

Proposition  »,  de  Fermât,  à  sa\>oir  que  a"  +  !>"  =^  ^^  ^*^  impossible 
en  nombres  entiers  «/  n  >  2,  —  8  p.,  Sofia.  —  Annexe  à  ma  Dé- 
monstration,.,; 15  p. 

Voici  comment  Fermât  énonce  son  fameux  théorème  qui  semble, 
dit  RI.  Lucas,  jeter  comme  un  perpétuel  défi  à  Tintelligence  hu- 
maine :  «  Cubum  in  duos  cubos  aut  quadrato  quadratum  in  qua- 
drato  quadratos,  et  generaliter  nullam  in  infinitum  ultra  quadra- 
tum potestatem  in  duos  ejusdem  nominis  fas  est  dividere,  cujus 
rei  demonstrationem  mirabilem  sane  detexi.  »  Et  Fermât  ajoute  : 
«  Hanc  marginis  exiguitas  non  caperet.  » 

Cette  démonstration  que  Fermât  déclare  posséder,  mais  que, 
faute  de  place,  il  n'a  pu  noter  en  marge  de  son  exemplaire  de 
Diophante,  on  la  cherche  en  vain  depuis  deux  siècles  et  demi.  Les 
tentatives  nouvelles  provoquées  par  X^Prix  lVb//»/t-eA/ seront-elles 
plus  heureuses?  Réussira-t-on  enfin  à  vaincre  les  difficultés  qui 
ont  arrêté  Rulkr,  Gauss,  Cauchy,  Dirichlet,  Kummer  ? 

On  sait  que  la  Société  scientifique  dé  Gottingue  a  déjà  reçu 
plusieurs  centaines  de  publications  consacrées  au  dernier  théo- 
rème de  Fermât.  La  plupart  sont  dues  à  des  débutants  qui,  sou- 
vent, ignorent  les  principes  mêmes  de  la  théorie  des  nombres  et 
ne  tiennent  naturellement  aucun  compte  des  résultats  déjà  acquis 
(v.  VEns.  math.y  t.  X,  1908,  p.  514).  On  comprend  que  leurs  «  dé- 
monstrations »  inspirent  une  certaine  défiance. 

Quelques-uns  de  ces  essais  ont  été  adressés  à  la  Rédaction  de 
y  Enseignement  mathématique.  Bien  entendu,  la  Rédaction  ne  s'en- 
gage pas  à  publier  de  rapport  sur  les  envois  qu'elle  continuera  à 
recevoir.  Mais   il    ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt,   ne  fût-ce 
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qu'au  point  de  vue  psychologique,  de  donner  de  temps  en  temps 
une  idée  de  la  manière  dont  le  grand  théorème  de  Fermât  est 
abordé  dans  quelques-uns  de  ces  essais. 

Dans  ce  premier  article  je  me  bornerai  aux  essais  de  A.  Ludwic; 
et  L.  Wltavsky,  J.  Umfahkbk  et  D.-K.  Popoff  (ancien  ministre). 

Je  commencerai  par  rappeler  qu'il  suffit  de  démontrer  l'impos- 
sibilité de 

-' + y = .' 

pour  /  premier,  déplus  les  nombres  .r,  //,  z  peuvent  être  supposés 
premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

Voici  maintenant  à  quoi  se  réduit  le  raisonnement  des  auteurs 
du  premier  essai  :  Puisque  les  nombres  .r,  y  sont,  par  hypothèse, 
premiers  entre  eux,  Tun  d'eux  au  moins  (le  nombre  y  par  exemple) 
est  premier  à  /.  Deux  cas  sont  à  distinguer  :  dans  le  premier  j' 
est  divisible  par  /,  dans  le  second  les  deux  nombres  .r,  y  sont 
premiers  à  /.  Bornons-nous  au  premier  cas.  On  a  alors 

tty  by  a,  fi  étant  quatre  nombres  entiers  premiers  entre  eux  deux 
à  deux  (formules  connues  dont,  entre  autres,  Lkgkndrk  et  [-.amé 
avaient  déjà  tiré  parti).  On  en  déduit  immédiatement 

(Il  Ina  -  hp=zi~\i^  —  //  . 

Les  nombres  a,  fi  sont  donc  liés  par  une  relation  du  premier 
degré.  D'autre  part,  en  remplaçant  dans  l'équation  de  Fermât  les 
nombres  z  —  .r,  .r,  y  par  leurs  expressions  en  fonction  de  a,  h, 
«,  fi.  on  trouve  une  relation  de  la  forme 

(21  V{uL)  —  p^. 

P(a)  étant  un  polynùme  en  a. 

M.  LuDwiG  et  M.  Wltavskv  cherchent  à  montrer  que  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  sont  incompatibles.  Voici  comment  ils  s'y  prennent  : 

la  relation  (1)  étant  vérifiée  en  remplaçant  a  et  j5  par  «^  =  /      a 

■^  h  y  fi^  =  b~'  -{-  la  ,  \\&  enconcluent  que  a  =i  a^  ,  fi  =  fi^  et  ils 
portent  ces  valeurs  dans  la  relation  (2). 

Mais,  avons-nous  le  droit  de  nous  en  tenir  à  la  solution  parti- 
culière «^  ,  fi^  ?  L'équation  i  i)  a,  comme  on  sait,  une  infinité  de 
solutions  entières  données  par  les  formules 

/— 2     i-l  ,  _  ,1-1 

OL  z=z  I       (I         -\-  Ib  .     p  =  ù        -h  //a  , 
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où  t  est  un  entier  quelconque.  Rien  ne  nous  dit  qu'il  est  permis 
de  faire  abstraction  des  solutions  pour  lesquelles  t  est  différent  de  i. 

Passons  à  V essai  de  M.  Umfahrbr.  Cet  auteur  procède  d'une  ma- 
nière différente.  Il  se  demande  d'abord  si  les  nombres  z,  y,  a; 
peuvent  former  une  suite  de  trois  nombres  consécutifs.  La  ré- 
ponse est  négative.  Il  se  demande  ensuite  si  l'équation  de  Fermât 
peut  admettre  des  solutions  telles  que  z  =  t/  -{-  i,  le  nombre  .r 
n'étant  plus  assujetti  à  la  condition  t/  =  x  -}-  l  -,  après  quoi  il 
passe  au  cas  général.  Le  premier  de  ces  cas  se  traite  très  simple- 
ment, —  la  démonstration  est  immédiate,  mais,  bien  entendu,  il 
n'en  est  pas  de  môme  du  second  et  du  troisième  cas.  Je  me  bor- 
nerai au  second. 

Guidé  par  l'analogie,  M.  Umfahrer  pose 

X  =  a  -\-  B  ,         y  =  a  -{-  i  -{-  pB  ,         z  =  a  '\-  2  -\-  pB  . 

sans  nous  renseigner  du  reste  sur  les  conditions  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  nombres  auxiliaires  a,  p  et  B.  L'équation  de  F'ermat 
s'écrit 

(flr  _|_  2  -h  pBf  _  (a  -(-  I  +  pB)^  =  («  -f  b/  . 

M.  Uaifahrer  la  prend  pour  une  identité.  En  regardant  a  et  p 
comme  des  constantes,  il  fait  tendre  B  vers  0  et  il  retombe  sur 
l'équation 

{a  4-  2)    —  \a  +  i]   =z  a    . 

Voilà  à  quoi  se  réduit  le  raisonnement  de  M.  Umfahrer. 
Examinons  Vessai  de  M.  Popoff.  Bornons-nous  au  cas  de  /  :==  3* 
De  même  que  M.  Umfahrer,  M.  Popoff  se  demande  d'abord  si 
Téquation 

,8   -I»   1»  —   S» 

admet  des  solutions  telles  que  z  =  j/  -\-  i.  Dans  ce  cas  particulier 
on  a 

(3)  '.if  4-  liy  ^  \=zj*  . 

Or  tout  cube  .r^  se  décompose  en  deux  parties  :  le  produit  des 
trois  nombres  consécutifs  .v  —  1,  j:,  .r  +  l»  que  iM.  Popoff  appelle 
producteur  de  cube,  et  le  nombre  x. 

D'autre  part  le  premier  membre  de  (3)  se  décompose  aussi  en 
deux  parties  :  le  produit  3.y(y  +  1)  et  le  nombre  1. 

M.  Popoff  en  tire  cette  conclusion  manifestement  inexacte  qu'on 
doit  avoir 

3r(j  -j-  1)  r=r  producteur  de  cube. 

Nous  retrouvons  la  même  erreur  dans  la  discussion  du  cas  gé- 
néral. 
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En  résumé^  aucun  des  essais  que  nous  venons  d'examiner  n'ap- 
porte la  solution  cherchée  ;  c'était  à  prévoir.  Est-il  nécessaire  de 
s'arrêter  sur  les  détails  de  ces  démonstrations?  J'en  ai  souligné 
les  erreurs  fondamentales  ;  celles  dont  je  n'ai  pas  parlé  sont  moins 
importantes.  Je  voudrais  pourtant  en  signaler  une  qu'un  lecteur 
inattentif  pourrait  ne  pas  remarquer. 

Admettons  pour  un  moment,  avec  M.  PopofF,  qu'on  ait  réelle- 
ment Syiy  +  1)  =  producteur  de  cube  =  produit  de  trois  nombres 
consécutifs.  M.  Popoff  en  conclut  que  l'un  des  nombres  extrêmes 
est  égal  à  3. 

En  d'autres  termes  l'équation  indéterminée 

n'aurait,  d'après  M.  Popoff,  que  les  deux  solutions  (entières  et 
positives)  suivantes 

Jc  —  1  =  3         (d'où  j  =  4)         et        x  +  1  =  3         (d'où  y  =  i)  . 

Pour  montrer  que  cette  assertion  est  inexacte  je  me  bornerai  à 
indiquer  la  solution  jr  ==  21  ,  ^  =  55.  Ici  l'erreur  est  moins  appa- 
rente. 

D.  MiRiMANOFF  (Genève). 


Notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel. 

À  propos  du  système  proposé*  par  MM.  Burali-Forti 

et  Marcolongo. 

1.  —  Lettre  de  M.  Timerding  (Strasbourg). 

Vous  voulez  bien  ouvrir  dans  votre  Revue  une  discussion  sur  le 
tableau  des  notations  rationnelles  pour  le  système  s^ectoriel  mini- 
mum proposées  par  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo,  et  que  vous 
avez  reproduit  dans  votre  numéro  du  15  janvier  1909.  Je  réponds 
volontiers  à  l'invitation  de  la  Rédaction  et  je  vous  communique  en 
ce  qui  suit  les  remarques  que  j'ai  à  faire  sur  cette  importante 
question  de  l'uniformisation  de  la  notation  vectorielle. 

D'une  manière  générale,  je  peux  donner  mon  adhésion  presque 
entière  au  système  proposé,  qui  se  rapproche  beaucoup  du  pro- 
cédé provisoire  que  j'ai  adopté  moi-même  dans  mon  article  pour 
Y Encyklopœdie  der  malhemat,  VVissenschaften  (tome  IV,  art.  2)  et 
dans  mon  livre  Géométrie  der  Knefte^  récemment  paru  chez 
B.  G.  Teubner  à  Leipzig. 


^  WoxrVBns,  math,  du  15  janvier  1909,  XI*  année,  n*  1,  p.  41-45. 
L'Enseignement  roathëin.,  11*  année;  1909. 
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.  Les  notations  proposées  ont  la  tendance  générale  à  n'employer 
que  des  caractères  qui  se  trouvent  dans  toutes  les  imprimeries. 
D'autre  part  il  est  d'un  très  grand  avantage  de  pouvoir  rappro- 
cher aussi  typographique  ment,  autant  que  possible,  les  lettres 
représentant  deux  vecteurs  (ou  deux  points)  liés  l'un  à  l'autre  par 
une  des  opérations  fondamentales.  Si  au  contraire  on  les  sépare 
par  un  espace  trop  grand,  les  formules  perdront  beaucoup  en 
clarté  et  seront  beaucoup  moins  aisées  à  lire.  C'est  ce  qui  m'avait 
induit  à  choisir,  pour  désigner  le  produit  interne,  un  signe  k 
égal  en  forme  mais  plus  petit  que  celui  qui  est  proposé  dans  le 
tableau.  Ainsi  l'on  se  garantit  l'avantage  d'avoir  un  caractère  spé- 
cial (qui,  le  cas  échéant,  pourrait  sans  doute  être  mis  facilement 
sur  un  autre  corps)  pour  désigner  cette  opération  vectorielle.  De 
même  je  plaiderais  pour  la  notation  a  -^  b  du  produit  vectoriel  au 
lieu  de  a  À  b,  puisque  le  petit  crochet  ressemble  mieux  à  un  lien 
qui  lie  ensemble  les  deux  vecteurs  réunis  dans  l'expression  du 
produit. 

La  même  observation  pourrait  se  faire  relativement  à  la  nota- 
tion B  —  A  que  l'on  propose  pour  le  vecteur  terminé  par  les  deux 
points  A,  B  :  cette  notation  s'écrit  peut-être  mieux  sous  la  forme 
B-A.  Il  faut  remarquer  ici  que  les  opérations  directes  sur  les 
points  sont  extrêmement  restreintes  dans  le  système  minimum, 
et  le  vecteur  n'y  est  la  différence  de  deux  points  que  dans  un  sens 
très  fîguratit,  les  règles  pour  le  calcul  des  points  n'étant  pas  éta- 
blies généralement.  Dans  le  système  minimum  chaque  formule  qui 
ne  contient  que  des  symboles  de  points  est  absolument  privée  de 
sens,  si  elle  ne  fait  pas  suivre  immédiatement  à  chaque  point  un 
autre  lié  au  précédent  par  le  signe  —  .  Par  exemple,  si  S  désigne 
le  centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC  on  a 

A  —  S-f-B  — S+C  — S  =  0  , 

mais  on  ne  peut  pas  écrire 

A-hB-fC 
&- 3 • 

C'est  ce  qu'on  marquerait  mieux,  me  semble-t-il,  en  écrivant  la 
première  formule  de  la  manière  suivante 

A-S  +  B-S  +  C-S  =  0  , 

qui  rend  visible  immédiatement  la  somme  de  trois  vecteurs  en 
laissant  ensemble  les  caractères  qui  définissent  un  seul  vecteur. 
Ces  remarques  purement  typographiques  peuvent  paraître  un 
peu  hors  propos,  parce  qu'elles  n'abordent  pas  expressément 
dans  les  notations  proposées;  je  crois  cependant  que  ces  ques- 
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lions  sont  d'une  très  haute  importance  pour  Torientation  facile 
du  lecteur  dans  un  ouvrage  d'analyse  vectorielle. 

Mais  si  c'est  ici  un  intérêt  pratique  que  je  voudrais  défendre  un 
peu,  je  dois;  en  me  plaçant  maintenant  au  point  de  vue  logique, 
m'opposer  formellement  à  la  locution  qu'on  veut  attacher  aux  dif- 
férents signes  de  multiplication.  Des  lettres  qui  désignent  des  en- 
tités géométriques  ou  physiques  et  qui  ont  le  caractère  de  substan- 
tifs, ne  peuvent  être  liées  que  par  des  mots  qui  s'appliquent  à  des 
Substantifs,  c'est-à-dire  par  des  adverbes  ou  des  prépositions. 
Ainsi  il  est  tout  à  fait  correct  de  prononcer  B  —  A  :  B  moins  A. 
Mais  il  est  impossible  de  dire  :  a  interne  b.  Grassmann  a  trouvé 
une  locution  qui  me  â^/emble  absolument  satisfaisante  :  a  en  b  (a  in  b). 
De  même  il  est  contraire  à  toutes  les  règles  de  la  langue  de  dire 
«  a  vecteur  b  ».  Poiir  exprimer  que  b  est  joint  à  |a  pour  former  un 
nouveau  vecteur,  je  proposerais  de  dire  simplement  «  a  contre  b  ». 

Parmi  les  réfutations  des  opinions  contraires,  les  observations 
qui  servent  à  défendre  la  notation  «  mod  a  »  pour  la  longueur 
(grandeur)  d'un  vecteur  a,  ne  me  semblent  pas  bien  justifiées.  La 
longueur  d'un  vecteur  n'est  pas  une  fonction  proprement  dite, 
mais  quelque  chose  qui  fait  partie  de  son  être,  qui  ressort  si  l'on 
fait  abstraction  de  la  direction  du  vecteur  et  qui  est  tout  à  fait 
analogue  à  la  valeur  absolue  d'un  nombre.  Dans  une  typographie 
un  peu  claire,  le  danger  d'une  confusion  de  la  notation  |  a  |  avec 
des  parenthèses  me  semble  illusoire  et  la  notation  mod  a  est  évi- 
demment plus  longue.  Il  suffît  pour  le  voir  de  comparer  les  deux 
formules 

I  a  +  b  l«  =  t  a  |>  -f  I  b  |>  +  2 1  a  1 1  b  I  cos  (a,  b)  , 

[mod  (a  +  b)]*  =  mod  a*  4-  ™od  b*  +  2  mod  a  mod  b  cos  (a,  b)  . 

Le  système  minimum  croit  pouvoir  se  passer  entièrement  du 
bisfectenr  de  Ghassmann.  C'est  là  un  point  auquel,  peut-être  par 
raison  d'une  partialité  personnelle,  je  ne  peux  pas  consentir. 
Je  crois  que  la  notion  du  hiçectear  est  absolument  indispensable 
et  de  la  même  importance  que  le  vecteur  lui-même.  La  refuser 
revient  pour  moi  à  refuser  les  surfaces  et  à  n'accepter  que  les 
lignes.  Pour  plus  de  clarté,  qu'il  me  soit  permis  de  citer  un 
exemple  :  la  couche  magnétique  est  une  notion  fondamentale  en 
physique  mathématique';  pour  éviter  l'apparence  d'une  idée  non 
purement  mathématique,  nous  pouvons  parler  plutôt  d'une  sur- 
face (T  divisées  en  éléments  infiniment  petits  doués  chacun  d'un 
sens  défini  de  rotation.  Cette  notion  est  impossible  à  établir  sans 
se  servir  des  idées  de  Grassmann  ou,  si  l'on  veut,  de  Mœbius, 
car  en  remplaçant  les  éléments  dff  par  des  normales  qui  leur  sont 
proportionnelles  en  longueur  et  qui  marquent,  d'après  une  cer- 
taine règle,  par  le  sens  de  leur  direction,  le  sens  de  la  direction 
de  l'élément  de  surface,  on  remplace  l'idée  originale  par  une  autre 
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qui  ne  lui  est  pas  équivalente.  En  eifet,  on  remplace  la  surface 
par  un  amas  de  petites  lignes,  ce  qui  ne  permet  plus  l'inté- 
gration, du  moins  dans  le  sens  ordinaire;  de  plus  on  fait  usage 
d'une  convention  absolument  arbitraire  relativement  à  la  cor- 
respondance des  longueurs  avec  les  aires  et  du  sens  de  direc- 
tion avec  le  sens  de  rotation.  Ce  n'est  que  dans  l'idée  originale 
que  d<s  apparaît  comme  le  véritable  élément  d'une  surface  a  fixée 
non  seulement  par  rapport  à  son  aire,  mais  aussi  par  rapport  à  la 
forme  et  la  situation  réciproque  de  toutes  ses  parties,  de  même 
que  ds  est  le  vecteur  infinitésimal  qui  fait  partie  d'une  ligne  s. 

Le  produit  scalaire  u  X  y  d'un  vecteur  et  d*un  bivecteur  est 
représenté  par  le  volume  du  cylindre  qui  à  9  pour  base  et  11  pour 
arête.  L'intégrale 

(<r) 

prise  par  rapport  à  une  surface  <r,  donne  alors  le  «  flux  »  à  travers 
cette  surface,  et  cette  notion  me  semble  indispensable  pour  la 
fondation  de  la  théorie  vectorielle. 

.Les  auteurs  des  notations  proposées  désirant  qu'on  fasse  une 
distinction  très  prononcée  entre  l'opérateur  de  Laplacc 

A 

appliqué  à  une  fonction  scalaire  et  le  même  opérateur  appliqué  à 
une  fonction  vectorielle,  parce  que  dans  ces  deux  cas  il  est  ex- 
primé d'une  manière  diflerente  par  les  opérations  grad,  diç  et  rot 
que  les  auteurs  considèrent  comme  fondamentales. 

Mais  il  faut  remarquer  que  de  ces  deux  expressions  l'une  devient 
nécessairement  illusoire  dans  tous  les  cas,  puisque  l'opération 
grad  ne  peut  s'appliquer  qu'aux  scalaires  et  les  opérations  diç  et 
rot  ne  s'appliquent  qu'aux  vecteurs.  Ainsi  il  serait  absolument 
impossible  de  trouver  une  opération  quelconque  applicable  en 
même  temps  aux  scalaires  et  aux  vecteurs,  si  l'on  demande  qu'elle 
s'exprime  de  la  même  manière  par  les  opérations  fondamentales. 
Il  y  a  pourtant  un  certain  intérêt  d'économie  de  conserver  de 
telles  opérations  auxquelles  une  grandeur  scnlnîre  peut  être  sou- 
mise aussi  bien  qu'un  vecteur.  Telle  est  par  exemple  la  dérivée 
par  rapport  à  une  direction  donnée  ;  on  peut  prendre  cette  dérivée 
aussi  bien  d'une  grandeur  scalaire  u  que  d'un  vecteur  u.  Elle 
s'écrit,  dans  les  deux  cas,  si  n  désigne  la  direction  donnée,  disons 
la  normale  d'une  surface  proposée-,  de  la  manière  suivante 

ÔM  ,  .  •  OU 

—      OU  bien      —  . 
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Quant  à  Tapération  à,  il  faut  aussi  considérer  que  chaque  fonc- 
tion vectorielle  u  du  lieu  dans  l'espace  peut  être  mise  sous  la 
forme 

u  =  ii.a  +  *'«l>-l-«*'-c, 

en  désignant  par  i/,  f ,  w  des  fonctions  scalaires  et  par  a,  b,  G  des 
vecteurs  constants  linéairement  indépendants  (non  parallèles  tous 
les  trois  au  même  plan}.  Alors  on  obtient  pour  l'opération  a 
appliquée  à  une  fonction  vectorielle  directement  la  définition 
suivante  : 

An  =  Au  .  a  +  Av  .  b  +  am'  .  c  , 

qui  la  réduit  à  l'opération  a  pour  des  fonctions  scalaires. 

De  plus,  on  doit  se  demander,  comment  il  faut  définir  les  opé- 
rateurs, quand  on  ne  veut  pas  se  servir  des  méthodes  cartésiennes, 
comme  est,  à  ce  qu'il  paraît,  dans  les  idées  des  auteurs.  On  sait 
qu'on  ne  peut  arriver  de  cette  manière  aux  opérateurs  dis^  et 
rot  qu'en  tenant  compte  des  formules  bien  connues  de  Gauss  et 
de  Stokes  : 

ydiv  u  dr  =.  fu  X  d9  , 

(T)  (a) 

OÙ  (f  désigne  une  surface  close  et  t  la  partie  de  l'espace  qu'elle 
contient,  et 

yrot  u  X  di»=z  fnX  ds  , 

OÙ  (o  est  une  surface  terminée  par  la  ligne  s.  De  la  première  for- 
mule on  obtient,  si  l'on  pose 

u  =  grad  u  , 
la  suivante  : 


{a)  fàu  dr  =/g  .  d<,  . 


(T)  (a) 

qui  sert  à  définir  az/  pour  les  scalaires.  Mais  en  employant  la  for- 
mule donnée  plus  haut 

Au  =  am  .  a  +  A^  •  b  +  A(^  •  c  , 
on  tcouve  immédiatement 

(T)  (a) 

où  dfS  est  pris  dans  le  sens  d'un  simple  nombre,  de  sorte  que 
l'opérateur  a  est  défini  pour  les  scalaires  et  pour  les  vecteurs  par 
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les  deux  formules  [a]  et  [b]^  dont  la  forme  est  absolument  la 
même.  Ainsi  il  est  difficile  de  voir  pourquoi  on  devrait  les  dési* 
gner  différemment. 

Mais  c'est  là  tout  ce  que  j'ai  à  dire  contre  le  système  proposé^ 
qui,  s'il  est  adopté  généralement,  constituera  sans  doute  un  grand 
progrès.  Le  désaccord  actuel  dans  la  terminologie  vectorielle  est 
presque  sans  exemple  et  ses  conséquences  sont  très  graves  pour 
le  développement  de  cette  science,  parce  qu'il  rend  extrêmement 
difficile  l'étude  de  toutes  les  recherches  dans  l'analyse  vectorielle 
et  dans  ses  nombreuses  applications. 

Strasbourg,  le  22  février  1909. 


2.  —  Réponse  de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo 
à  la  lettre  de  M.  G.  Combebiac. 

Le  calcul  vectoriel  est  d'une  importance,  fondamentale  pour  la 
mécanique  et  la  physique,  de  même  que  le  calcul  algébrique  est 
fondamental  pour  l'analyse.  S'il  est  donc  sans  importance  de  fixer 
une  notation  vectorielle,  comme  M.  Combebiac  semble  croire 
(v.  UEns.  niathém.  du  15  janv.  1909,  p.  46),  il  est  aussi  sans  impor* 
tance  d'avoir  un  seul  algorithme  en  algèbre. 

La  question  de  l'unification  des  notatioHs  vectorielles  n'a  rien 
de  particulier  en  elle-même.  L'importance  lui  vient  par  la  variété 
et  par  le  défaut  de  correction  logique  et  formelle  de  quelques-unes- 
des  notations  usuelles.  Ces  notations  sont  parfois  contraires  aux 
lois  algébriques  les  plus  élémentaires  et  à  la  nature  des  entité» 
auxquelles  elles  s'appliquent  ;  ou  bien  elles  sont  improprement 
déduites  des  notations,  très  précises,  de  Hamilton.  Une  analyse 
superficielle  montre  clairement  que  ce  n*est  pas  une  question  de 
forme  ;  c'est  une  question  tout  à  fait  essentielle. 

M.  Combebiac  a  pleine  liberté  de  donner  sa  préférence  aux  no- 
tations des  quaternions  et  de  rejeter  celles  des  homographies  ; 
mais  nous  le  prions  de  vouloir  bien  réfléchir  que  les  quaternions, 
entités  à  quatre  dimensions^  ne  sontpa^  des  homographies  *  ;  et  que, 
en  mécanique  et  en  physique,  on  doit  considérer  des  homographies 
à  6,  9...  dimensions,  qui  seulement  par  un  calcul  indirect  et  com- 
pliqué peuvent  être  substituées  parles  quaternions. 


^  RuRALi-FoRTi  :  Ignaternioni  di  Hamilton  ed  il  calcolo  vcttoriaiu  [Atti  Accademia  Torino, 
1908]. 


CHRONIQUE 


Commission  internationale  de  l'Enseignement  mathématique. 

Nous  avons  annoncé,  dans  le  numéro  de  janvier,  que  dans  la 
plupart  àe&  paya  participants  les  délégations  sont  déjà  formées  et 
se  sont  mises  à  Tœuvre  en  constituant  tout  d'abord  leur  sous-com- 
mission nationale.  Dans  plusieurs  pays  le  Comité  central  a  cepen- 
dant rencontré  quelques  difïicultés  dans  la  constitution  des  délé- 
gations; dansd'autresles  pourparlers  ont  subi  des  retards  imprévus. 
Voici  une  première  liste  des  délégués,  suivant  Tétat  des  démarches 
au  commencement  de  mars  1909  ;  on  sait  que  leur  nombre  est  fixé 
par  l'article  B,  I.  du  «  Rapport  préliminaire  ». 

Allemagne  ;  trois  délégués  :  MM.  F.  Klein,  P.  Staeckel,  P.  Theut- 

LEIN. 

Autriche;  trois  délégués  :  MM.  E.  Czuber,  R.  Suppantschitsch, 
W.  Wirtinger. 

Belgique;  un  délégué  (en  pourparler). 

Danemark  ;  un  délégué  :  M.  P.  Hbegaard. 

Espagne  ;  un  délégué  :  M.  Z.  G.  de  Galdeano. 

Etats-Unis  d Amérique;  trois  délégués  :  MM.  W.  Osgood,  Dav. 
Eug.  Smith,  J.  W.  A.  Young. 

France;  trois  délégués  :  MM.  P.  Appell,  C.  Bourlet,  C.  A.  Lai- 

SANT. 

Grèce;  un  délégué  :  M.  C.  Stephanos. 

Hollande;  un  délégué:  M.  J.  Cardinaal. 

Hongrie  ;  trois  délégués  :  MM.  M,  Beke,  G.  Rados  et  un  troisième 
délégué  qui  sera  désigné  ultérieurement. 

Hes  Britanniques  ;  trois  délégués  ;  Sir  G.  Grbenhill  et  deux  au- 
tres délégués  qui  seront  désignés  sous  peu. 

Italie;  trois  délégués  :  MM.  G.  Castelnuovo,  Fr.  Enriques, 
G.  Vailati. 

Norvège;  un  délégué  (en  pourparler). 

Portugal;  un  délégué  :  M.  G.  Teixeira. 

Roumanie  ;  un  délégué  (en  pourparler). 

Russie  ;  trois  délégués  :  MM.  N.  Sonin,  Kojalovic,  Vogt. 

Suède  ;  un  délégué  (en  pourparler). 

Suisse  ;  deux  ou  trois  délégués  :  MM.  H.  Fehr,  CF.  Geisbr. 

Quant  aux  délégués  des  pays  dits  associés,  nous  en  donnerons 
la  liste  dès  qu'elle  sera  quelque  peu  complète  ;  il  en  est  de  même 
des  sous^commissions  nationales. 
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L'enseignement  mathématique  dans  ses  rapports  avec 

renseignement  des  sciences. 

Une  conférence  de  M.  Perry. 

Cette  conférence  de  M.  Pbrry,  que  nous  avons  signalée  briève- 
ment dans  notre  précédent  numéro,  a  eu  lieu  le  28  novembre  1908, 
à  Londres,  sous  la  présidence  de  M.  Bryan,  président  de  la  Ma^ 
thematical  Association^  devant  un  auditoire  très  nombreux,  com- 
posé des  Federated  associations  ofLondon  Non-primary  Teachers 
et  de  la  Mathematical  Association.  On  sait  que  M.  Perry  poursuit 
depuis  de  nombreuses  années  une  réforme  de  Tenseig-nement  des 
mathématiques  en  Angleterre,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  des 
liens  qui  doivent  exister  entre  les  mathématiques,  la  physique  et 
les  sciences  de  l'ingénieur.  Ses  tendances  ressortent  très  nettement 
dans  cette  conférence  dont  nous  allons  résumer  les  principaux 
points.  Nous  présenterons  ensuite  un  aperçu  de  la  discussion  à 
laquelle  elle  a  donné  lieu. 

Conférence,  —  M.  Perry  fait  une  distinction  entre  le  mathéma^ 
ticien  qui  ne  cherche  qu'à  augmenter  le  bagage  des  mathématiques 
pures  et  ce  qu'il  appelle  le  praticien  (le  «  scientist»),  c'est-à-dire 
celui  qui  s'occupe  de  sciences  physiques  (y  compris  la  physique 
mathématique)  ou,  qui  enseigne  les  mathématiques  à  des  étudiants 
se  destinant  à  des  recherches  physiques.  L'éducation  scientifique 
doit  poursuivre  les  buts  suivants  :  donner  à  tous  la  méthode  scien- 
tifique ;  préparer  l'enfant  ou  l'homme  à  faire  de  la  science  appli- 
quée ;  instruire  le  futur  maître  de  mathématiques  et  de  sciences  ; 
former  quelques  mathématiciens  et  praticiens  qui  se  distingue- 
ront peut-être.  M.  Perry  estime  que  le  premier  enseignement  doit 
être  le  même  dans  ces  divers  cas.  Puis  il  fait  un  exposé  différen- 
tiel des  méthodes  employées  par  un  mathématicien  et  un  prati- 
cien «  scientist  »  pour  une  même  recherche,  le  premier,  l'ortho- 
doxe, insistant  sur  une  rigueur  mathématique  dans  tous  les  dé- 
tails, le  second  trouvant  cette  rigueur  non  seulement  inutile,  mais 
nuisible  lorsqu'il  y  a  des  preuves  physiques.  Par  exemple  la  légi- 
timité des  opérateurs  de  Heaviside  ne  peut  être  démontrée  d'une 
manière  rigoureuse,  mais  M.  Perry  rappelle  que  du  temps  de 
Leibniz,  des  Bernoulli,  de  Lagrange,  de  Fourier,  on  employait 
des  méthodes  d'analyse  très  puissantes  dont  la  démonstration 
rigoureuse  ne  fut  donnée  que  beaucoup  plus  tard. 

M.  Perry  démontre,  dans  une  série  d'exemples,  qu'il  ne  faut  pas 
attacher  une  trop  grande  importance  aux  démonstrations,  car  ce 
qui  est  le  plus  utile  pour  un  praticien,  c'est  de  faire  de  nombreux 
exercices,  par  exemple  sur  les  logarithmes,  le  Ihéorème  de  Taylor, 
les  développements  en  série  de  Fourier,  les  fonctions  de  Bessel. 

La  géométrie  de  déduction  et  ses  méthodes  devraient  être  réser- 
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vées  à  renseignement  universitaire,  car  des  élèves  de  force  moyenne 
comprendront  facilement  les  mathématiques  par  la  méthode  des 
sciences  physiques,  alors  qu'ils  resteront  rebelles  à  la  déduction 
logique  du  mathématicien.  Il  cite  à  Tappui  le  succès  des  mathé- 
matiques pratiques  dans  les  écoles  techniques.  Pour  arriver  à  cette 
réforme  il  faudrait  supprimer  toute  intervention  du  mathémati- 
cien dans  les  examens.  Le  but  de  renseignement  ne  doit  pas  être 
de  donner  des  milliers  de  formules  pour  simplifier  les  calculs, 
mais  d'enseigner  la  méthode  scientifique.  Si  le  calcul  machinal 
est  mauvais,  les  démonstrations  sans  fin  le  sont  aussi.  Par  exem- 
ple des  notions  de  vitesse,  d'accélération,  de  travail  et  de  mo- 
mentd'une  force,  difficiles  au  point  de  vue  abstrait,  sont  aisément 
comprises  par  les  élèves  lorsqu'elles  sont  amenées  par  des  exem- 
ples concrets. 

Le  conférencier  estime  que,  dans  l'enseignement  élémentaire, 
toutes  les  branches  des  mathématiques  devraient  se  confondre  et 
^e  pénétrer  et  pour  cela  être  enseignées  par  un  même  maître  qui 
serait  dans  les  classes  inférieures  le  maître  de  classe.  Il  n'y  aurait 
plus  de  spécialiste,  chacun  enseignerait  de  tout,  au  moins  inci- 
demment ;  tout  maitre  de  classe  devrait  être  capable  d'enseigner 
complètement  deux  sujets  et  connaître  suffisamment  les  autres 
pour  en  parler  intelligemment  avec  ses  élèves.  Le  spécialiste  n'en- 
seignerait qu'à  des  étudiants  d'université. 

M.  Perry  critique  la  manière  dont  un  grand  nombre  de  maîtres 
ont  interprété  et  exécuté  les  propositions  de  réforme  de  l'associa- 
tion britannique  ;  ils  n'ont  pas  compris  l'esprit  de  ces  proposi- 
tions. Il  fait  ensuite  le  tableau  de  ce  que  devrait  être  l'éducation 
mathématique  et  scientifique,  d'un  jeune  garçon  de  force  moyenne, 
comme  la  comprend  le  D"^  Armstrong  ;  idéal  qui  ne  peut  être 
atteint  pour  le  moment. 

En  terminant  M.  le  professeur  Perry  émet  un  vœu  en  faveur  du 
dédoublement  des  classes  et  d'une  augmentation  des  traitements. 

Discussion,  —  Le  président,  M.  Bryan,  prend  en  termes  spiri- 
tuels la  défense  des  mathématiciens  au  nombre  desquels  il  se 
compte  ;  ceux-ci  ne  sont  pas  responsables  de  ce  qu'il  y  a  de  dé- 
fectueux dans  l'état  actuel  ;  il  ne  veut  pas  qu'on  les  exclue  de 
l'enseignement  et  de  toute  intervention  dans  les  examens,  pas 
plutf  qu'en  politique,  car  les  politiciens  gagneraient  à  être  plus 
mathématiciens.  Quant  aux  questions  concernant  les  matières 
à  enseigner  et  les  méthodes  d'enseignement^  son  expérience 
l'amène  aux  mêmes  conclusions  que  M.  Perry.  Cependant,  à  son 
avis,  les  maîtres  devraient  être  suffisamment  spécialistes  pour 
pouvoir  juger  de  ce  qui  convient  à  chaque  élève,  ce  qui  ne  serait 
pas  le  cas  d'un  maître  ayant  des  notions  superficielles  sur  toutes 
les  branches.  Il  termine  en  remerciant  le  professeur  Perry  qui 
depuis  nombre  d'années  combat  pour  le  progrès. 


v_ 
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M.  GooFREY,  quoique  mathématicien,  considère  que  les  mathé- 
matiques élémentaires  gagneraient  en  dignité  à  être  considérées 
comme  un  instrument  pour  l'étude  des  autres  sciences,  La  géo- 
métrie a  cependant  une  place  un  peu  à  part.  Les  propriétés  géo- 
métriques des  corps  sont  des  propriétés  de  la  matière  tout  autant 
que  les  propriétés  physiques.  M.  Godfrey  aimerait  savoir  ce  que 
le  professeur  Perry  entend  par  des  leçons  incidentes.  Il  voudrait 
que  la  mécanique  et  Thydrostatique  ne  soient  pas  disjointes  et 
qu'elles  soient,  ainsi  que  Toptique,  sous  la  direction  du  maître 
de  mathématiques,  tant  pour  la  partie  expérimentale  que  théori- 
que. Le  maître  de  science  y  gagnerait  du  temps  pour  les  autres 
sujets. 

M.  Jackson,  parlant  des  sujets  sur  lesquels  il  est  d'accord  avec 
M.  Perry,  estime  que  l'important  n'est  pas  la  méthode  mais  le 
maître,  et  qu'il  faut  combattre  dans  toutes  les  branches  l'insou- 
ciance, l'inattention,  l'inexactitude  et  la  négligence.  Il  désirerait 
savoir  ce  que  M.  Perry  entend  par  mathématiques  pratiques.  11 
croit  que  c'est  surtout  la  manière  de  présenter  les  choses  qui  les 
fait  paraître  défectueuses  ;  par  exemple,  les  questions  concernant 
la  résolution  des  triangles  peuvent  être  présentées  aux  élèves 
d'une  façon  telle  qu'ils  en  comprennent  l'utilité  et  que  l'emploi 
de  formules  pour  simplifier  les  calculs  leur  semble  naturel. 

M.  Alfred  Lodge  est  d'avis  que  dans  les  classes  inférieures  il 
faut  chercher  les  applications  des  mathématiques  aux  sciences, 
mais  dans  les  classes  supérieures  les  élèves  suppléeront  dans  une 
certaine  mesure  aux  travaux  expérimentaux  par  l'imagination. 
Dans  les  classes  inférieures  il  serait  donc  avantageux  d'avoir  des 
cours  de  mathématiques  expérimentales,  les  expériences  seraient 
choisies  en  vue  de  l'enseignement  mathématique  et  non  des 
sciences  physiques.  Il  pourrait  y  avoir  entente  entre  les  maîtres 
de  science  et  de  mathématiques  pour  travailler  simultanément  les 
sujets  semblables  dans  les  deux  branches. 

Le  point  de  vue  pratique  et  mathématique  est  traité  par  M.  W.- 
J.  DoBBs  qui  est  d'accord  d'une  manière  générale  avec  M.  Perry, 
mais  trouve  cependant  qu'il  exagère  dans  certains  cas,  par  exem- 
ple en  ce  qui  concerne  la  géométrie  de  déduction.  Il  préconise 
l'enseignement  de  la  mécanique  qui  permet  d'enseigner  indirec- 
tement beaucoup  de  trigonométrie.  Il  montre  combien  il  est  facile 
de  donner  à  de  jeunes  enfants  avec  des  instruments  rudimentaires 
des  notions  sur  les  poids,  les  mesures,  les  lois  de  la  gravitation, 
etc.  Il  constate  en  terminant  que  M.  Perry  a  exercé  une  in- 
fluence très  salutaire  sur  l'enseignement  des  mathématiques  et 
sur  les  rapports  entre  les  mathématiciens,  les  «  scientists  »  et  les 
ingénieurs. 

M.  TucKEY  ne  trouve  pas  que  le  fait  seul  que  deux  branches  sont 
enseignées  par  la  même  personne  entraîne  une  corrélation  suffi- 
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santé  entre  les  deux  sujets.  La  difiiculté  dans  l'enseignement 
élémentaire  est  d^obtenir  cette  corrélation  ;  le  comité  rendrait  de 
grands  services  en  étudiant  la  question  des  programmes  dans  ce 
but  et  en  suggérant  des  expériences  ne  demandant  pas  des  calculs 
trop  compliqués. 

M.  AifMsTRONG  approuve  pleinement  les  idées  de  M.  Perry  et 
voudrait  les  voir  mises  en  pratique.  Bien  que  des  conseils  for- 
mulés avec  trop  de  précision  risquent  de  devenir  entre  les  mains 
des  maîtres  une  méthode  cristallisée,  il  est  temps  de  les  énoncer 
clairement.  Il  a  trop  souvent  eu  l'occasion  de  s'apercevoir  que 
ceux-là  même  qui  s'imaginaient  appliquer  sa  propre  méthode 
ne  l'avaient  pas  comprise,  ce  qui  est  vrai  également  pour  celle  de 
M.  Perry.  Le  point  le  plus  important  est,  suivant  M.  Armstrong, 
celui  des  spécialistes.  La  moyenne  des  filles  et  des  garçons  n'atteint 
pas  à  un  niveau  intellectuel  élevé  ;  il  faut  donc  instruire  ces  élèves 
non  en  vue  d'un  niveau  qu'ils  n'atteindront  jamais,  mais  en  vue 
de  ce  qu'ils  auront  à  faire  dans  la  vie.  Chaque  maître  enseigne  sans 
se  préoccuper  de  ses  collègues.  Il  faudrait  un  directeur  qui  fasse 
concourir  tous  les  maîtres  au  même  but,  de  même  que  tous  les 
ouvriers  d'une  fabrique  travaillent  à  un  même  ouvrage.  Il  faudrait 
que  les  maîtres  et  maîtresses  apprennent  à  se  mettre  à  la  portée 
de  leurs  élèves. 

M.  P.  NuNN  reprend  la  question  de  savoir  si  l'enseignement  des 
mathématiques  doit  être  déduit  des  autres  sciences,  comme  M. 
Perry  a  paru  le  dire.  Cela  se  pourrait  dans  la  mesure  où  il  est 
amené  par  des  expériences  physiques  telles  que  la  détermination 
des  densités,  des  recherches  simples  en  optique,  en  mécanique, 
etc.  Il  illustre  sa  théorie  d'un  exemple  tiré  d'une  école  élémentaire 
où  il  applique  la  méthode  de  M.  Perry.  Selon  M.  Nunn  l'histoire 
des  mathématiques  est  très  suggestive  pour  l'étude  des  meilleures 
méthodes  d'enseignement  mathématique. 

M.  Perry  répondant  aux  critiques  qui  lui  ont  été  adressées 
démontre  que  ses  opinions  sont  basées  sur  ses  expériences  dans 
les  divers  collèges  et  écoles  où  il  a  enseigné.  Ce  qui  est  à  désirer, 
c'est  l'augmentation  des  traitements,  le  dédoublement  des  classes 
et  l'exclusion  des  spécialistes  et  des  examinateurs  du  dehors.  A 
propos  de  l'enseignement  fortuit  des  mathématiques,  M.  Perry 
explique  que  certains  sujets  ne  devraient  être  traités  plus  ou  moins 
longuement  que  lorsque  l'occasion  s'en  présente,  incidemment 
dans  un  autre  cours.  C'est  ce  qui  se  fait  déjà  pour  les  mathémati- 
quesdans  les  cours  de  mécanique  appliquéedes  écoles  d'ingénieurs. 

Les  sujets  de  mathématiques  et  de  physiques  devraient  toujours 
se  pénétrer  et  M.  PeriT^  qui  applique  cette  méthode  avec  ses  étu- 
diants en  obtient  de  très  bons  résultats. 

Sur  la  proposition  de  M.  A.  W.  Sjddons,  l'assemblée  exprime,  à 
l'unanimité,  un  vote  de  remerciement  à  M.  Perry. 
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Hermann  Minkowski. 

1864-1909. 

Minkowski  fut  un  grand  mathématicien.  Esprit  original,  d'une 
originalité  qui  depuis  longtemps  n'avait  pas  été  surpassée,  son 
départ  constitue  pour  la  science  une  perte  immense,  irréparable 
peut-être*, 

Il  naquit  en  Russie,  à  Alexoten,  mais  habita  Kœnîgsberg  dès 
sa  plus  tendre  enfance.  A  quinze  ans,  il  quittait  le  gymnase  de 
cette  dernière  ville  après  en  avoir  parcouru  brillamment  toutes 
les  classes.  Ses  études  universitaires,  pendant  lesquelles  il  con- 
sacra la  majeure  partie  de  son  temps  à  la  lecture  des  grands  maî- 
tres, se  firent  à  Kœnigsberg  et  à  Berlin. 

De  1887  à  1893  il  fut  privat-docent,  de  ;i893  à  1894  professeur 
extraordinaire  à  l'Université  de  Bonn.  II  fut  ensuite  professeur 
ordinaire,  à  Kœnigsberg  d'abord,  de  1894  à  1896,  puis  à  l'Ecole 
polytechnique  de  Zurich  de  1896  à  1902.  Devenu  titulaire  à  Got- 
tingen  d'une  chaire  créée  spécialement  pour  lui,  il  l'occupa  jus- 
qu'au jour  où  la  mort  vint  le  surprendre,  en  pleine  activité  et  après 
quatre  jours  de  maladie,  le  12  janvier  dernier. 

Minkowski  était  un  homme  affable  et  bienveillant.  Ceux  qui  ont 
eu  le  privilège  de  le  connaître  se  souviennent  de  son  naturel  pai- 
sible, non  dépourvu  d'humour  et  qui  reflétait,  semble-t-il,  la  plus 
sereine  des  philosophies.  11  n'eut  aucune  ambition  personnelle. 
Jamais  il  ne  fut  animé  du  moindre  sentimentde  jalousie.  Les  suc- 
cès des  autres  le  réjouissaient  autant  que  les  siens  propres.  Le 
nombre  relativement  restreint  de  ses  publications  témoigne  du 
souci  constant  de  ne  jamais  faire  paraître  une  œuvre  inachevée  ou 
incomplète. 

II  sut  en  maintes  circonstances  faire  preuve  d'une  maîtrise  in- 
comparable dans  l'art  d'évoquer  des  vues  claires  et  nettes  sur  les 
sujets  les  plus  vastes  et  les  plus  étendus.  Ainsi,  le  magnifique 
discours  qu'il  fit  à  Gottingen  à  l'occasion  du  cinquentenaire  de 
la  mort  de  Dirichlet  ou  celui  qu'il  prononça.  Tan  dernier,  devant 
la  Société  des  naturalistes  allemands  à  Cologne.  Sa  communica- 
tion intitulée  Espace  et  temps  enthousiasma  ses  auditeurs. 

Très  jeune,  à  dix-neuf  ans,  Minkowski  attira  sur  lui  l'extrême 
attention  du  monde  scientifique.  L'Académie  des  sciences  avait, 
en  1882,  proposé  pour  sujet  du  grand  prix  des  sciences  mathéma- 
tiques la  Théorie  de  la  décomposition  des  nombres  entiers  en  une 
somme  de  cinq  carrés. 

Il  s'agissait  avant  tout  d'obtenir  et  de  préciser  des  résultats 


^  Unfl  partie  des  détails  de  cette  6ourto  notice  sont  empruntés  à  un  excellent  article  de  la 
Gazette  de  Francfort^  inséré  le  26  janvier  1909,  et  dû  à  la  plume  autorisée  de  M.  Study. 
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énoncés   quarante   ans  auparavant    et   sans    démonstration   par 
Eisenstein. 

Trois  concurrents  se  présentèrent.  On  en  prit  deux  en  considé- 
ration. Dans  Timpossibilité  où  elle  se  trouva  de  mettre  Tu n  ou 
Tautre  en  second  rang,  la  commission  chargée  du  rapport  relatif 
aux  travaux  présentés,  à  l'unanimité,  émit  le  vœu  que  TAcadémie 
accordât  à  chacun  la  totalité  du  prix,  si  elle  le  jugeait  possible. 
Deux  prix  d'égale  valeur  furent  alors  décernés.  Minkowski  futTun 
des  lauréats,  Tautre,  J.-S.  Smith,  ce  savant  d'un  rare  mérite  dont 
on  avait  à  déplorer  la  mort  survenue  quelques  jours  auparavant. 

Minkowski,  dans  la  suite,  voua  une  attention  toute  spéciale  à 
Tarithmétique  supérieure.  Il  devint  le  créateur  de  la  géométrie  des 
nombres^  ce  nouveau  chapitre  de  la  science,  où  les  propriétés  des 
nombres  entiers  sont  dérivées  de  l'intuition  de  l'espace.  A  côté  des 
mémoires  qu'il  consacra  à  cette  théorie,  Minkowski  la  développa 
dans  deux  traités '.  Le  second  en  date,  reproduction  d'un  cours 
professé  à  Gottingen,  est  d'un  caractère  moins  abstrait  que  l'autre 
malheureuseqfient  inachevé,  dont  seul  le  premier  volume  a  paru. 

A  la  géométrie  des  nombres  se  rattachent  aussi  les  études  re- 
marquables de  Minkowski  touchant  les  propriétés  des  surfaces 
partout  convexes.  11  reconnut  le  premier  le  rôle  important  qu'elles 
jouent  en  analyse  et  en  arithmétique.  On  lui  doit  de  même  une 
définition  très  générale  de  l'aire  des  surfaces, 

La  théorie  des  nombres  n'absorba  pas  en  entier  Minkowski.  La 
physique  mathématique  l'attira  de  tout  temps.  On  possède  de  lui, 
dans  ce  domaine,  un  remarquable  article  de  l'Encyclopédie  des 
sciences  mathématiques,  sur  la  capillarité^  ainsi  qu'un  mémoire 
de  premier  ordre  relatif  aux  équations  fondamentales  des  phéno- 
mènes électromagnétiques  des  corps  en  mouvement* .  Doué, comme 
il  l'était,  d'une  puissante  divination  géométrique,  il  eût  pu  deve- 
nir, grâce  à  ses  éminentes  facultés  d'analyste,  l'un  des  créateurs 
de  la  mécanique  de  demain. 

L'avenir  dira  l'importance  de  l'œuvre  laissée  inachevée  par 
Minkowski.  L'un  de  ses  mérites,  et  non  des  moindres,  fut  son 
indépendance  de  toute  tradition.  Sans  se  rattacher  d'une  manière 
essentielle  à  aucune  école,  il  sut  être  son  propre  maître.  11  a  frayé 
des  voies  nouvelles  et  découvert  des  chemins  inconnus.  Puisse-t- 
il  avoir  de  dignes  successeurs  qui  viendront  accroître  après  lui  la 
glorieuse  phalange  des  Gauss,  des  Dirichlet  et  des  Hermite,  à 
laquelle  il. appartenait  et  dont  il  ne  fut  pas  le  moins  illustre  des 
représentants. 

Gustave  Dumas  (Zurich). 


^  Minkowski.  Géométrie  der  Zahlen  B.  G.  Toubner,  Leipzig  1896. 

Id.  Diophantische  Approximalioneii,  Même  éditeur,  1907. 

'  Die  Grundgleichungen  ftlr  die  elektromagnetischeii   Vorgdnge  in  bewegten  KÔrpern.    <!/>/> 
tingtr  Naehrlckten.  Année  1908. 
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J.  Massau. 

La  science  belge  vient  d'éprouver  une  perte  cruelle  en  la  per- 
sonne de  JuNiUs  Massàu,  ingénieur,  professeur  de  mécanique  à 
l'Université  de  Gand,  correspondant  de  l'Académie  royale  de 
Belgique,  lauréat  de  l'Institut  de  France,  né  à  Gosselies  (Hai- 
naut),  le  9  avril  1852  et  décédé  à  Gand  le  10  février  1909. 

J.  Massau  était  un  mathématicien  original  et  profond.  Dans  son 
Cours  de  mécanique  rationnelle  (autographié,  3  éditions),  il  a  été 
un  des  premiers  à  faire  un  usage  constant  de  la  méthode  vecto- 
rielle dont  il  a  étudié  les  rapports  avec  les  méthodes  voisines;  il  a 
utilisé  aussi  les  transformations  géométriques  et  la  méthode  des 
limites  relatives. 

On  lui  doit  d'importants  Mémoires  sur  Vintègration  graphique 
(1877,  1883,  1886,  1888),  où  se  trouve  en  germe  la  Nomographîe  ou 
science  des  abaques,  un  Mémoire  sur  l'intégration  graphique  des 
équations  aux  déri\>ées  partielles  (1900-1903),  des  Notes  sur  Va^^ia- 
iion,  sur  la  Géométrie  non-euclidienne  et  de  nombreux  travaux  où 
il  applique  les  mathématiques  à  la  science  de  l'ingénieur.  Presque 
tous  ces  écrits  ont  été  publiés  dans  les  «Annales  de  l'Association 
des  Ingénieurs  sortis  de  l'Université  de  Gand  »,  puis  édités  par  la 
maison  Van  Gœthem  à  Gand. 


Un  nouveau  portrait  de  Diricblet. 

Parmi  les  photographies  de  Dirichlet,  il  en  est  une  qui  n'est 
pas  connue  des  mathématiciens  et  qui  se  prêterait  particulièrement 
bien  à  une  reproduction.  Elle  représente  le  savant  géomètre  alle- 
mand dans  ses  dernières  années.  Il  est  question  de  la  reproduire 
en  photogravure  (format  env.  14  sur  18  cm.;  prix  :  2  mark),  si  le 
nombre  des  souscripteurs  est  suffisamment  grand.  Les  souscrip- 
tions sont  reçues  auprès  de  M"*  Lotte  Nelson,  à  Darmstadt,  Moos- 
bergstrasse,  43. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Allemag^ne*  —  L'Association  pour  l'avancement  de  l'ensei- 
gnement des  Sciences  mathématiques  et  naturelles  (Verein  zur 
Forderungdes  mathem.  u.  naturwissenschaftlichen  Unterrichts) 
tiendra  sa  18®  réunion  annuelle  pendant  les  vacances  de  Pentecôte 
à  Fribourg-en-Brisgau,  sous  la  présideni^e  de  M.  Pietzker  (Nord- 
hausen). 

Goettingue,  —  Fondation  Wolfskehl  ;  M.  H.  Poincarb,  membre 
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de  TAcadémie  française  et  de  rAcadémie  des  sciences  de  Paris,  a 
été  appelé  à  donner  une  série  de  conférences  qui  auront  lieu  du  22 
au  28  avril. 

Unwersité  de  Gœtingue,  —  M.  Edm.  Landau,  professeur  à  TUnî- 
versité  de  Berlin,  a  été  appelé  à  la  chaire  devenue  vacante  par  le 
décès  du  professeur  Minkowski. 

—  M.  Prantl,  professeur  de  Physique  technique,  a  été  chargé 
d'un  cours  sur  les  bases  scientifiques  de  V aéronautique  ;  des  fonds 
ont  été  mis  à  sa  disposition  par  différentes  sociétés  et  par  le  mi- 
nistère de  l'Instruction  publique  pour  faire  des  recherches  expé- 
rimentales sur  la  résistance  de  Tair» 

Priçat'docents.  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docent  : 
M.  Curtius  MOller,  pour  la  Géodésie  élémentaire,  à  l'Université  de 
Bonn  ;  M.  Thaer,  pour  les  Mathématiques,  à  l'Université  de  léna. 

Autriche-Hong^rie*  —  M.  G.  Hbrglotz,  professeur  ordi- 
naire de  Mathématiques  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Vienne 
a  accepté  l'appel  qui  lui  a  été  adressé  par  l'Université  de  Leipzig 
pour  la  chaire  laissée  vacante  par  le  professeur  Scheibner,  décédé. 

M.  Krygowski  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Univer- 
sité de  Lemberg. 

M.  J.  Plemblj,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  professeur 
ordinaire  à  l'Université  Czernowitz. 

Priçat'docent.  —  M.  v.  Mises  est  admis  en  qualité  de  privat- 
docent  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Brûnn. 

Ang^le  terre*  —  La  réunion  annuelle  de  V  Association  mathé- 
matique a  eu  lieu  au  «  King's  Collège  »  Londres,  le  12  janvier. 
L'Association  comprend  aujourd'hui  près  de  500  membres,  soit 
une  augmentation  de  10  Vo  sur  le  chiffre  de  l'année  dernière. 
L'année  1908  a  été  marquée  par  une  activité  notable.  Le  Conseil  a 
enregistré  la  création  d'une  société  locale  dans  le  North  Walcs. 
—  M.  le  D*"  BovEY,  F.  R.  S.  a  lu  une  communication  sur  l'ensei- 
gnement mathématique  des  étudiants  techniciens^  mettant  en  évi- 
dence la  nécessité  de  faire  pénétrer  dans  l'esprit  la  valeur  et 
l'utilité  des  théories  qui  leur  sont  exposées.  Il  examine  aussi 
l'influence  du  professeur  et  la  question  du  livre  de  classe,  des 
habiletés  mentales  des  jeunes,  et  l'importance  des  cours  bien  choi- 
sis. Pour  ce  qui  est  du  corps  enseignant,  le  conférencier  estime 
que  les  meilleurs  professeurs  pour  les  écoles  techniques  seraient 
constitués  par  des  ingénieurs  qui  auraient  fait  des  études  de  ma- 
thématiques supérieures  pendant  trois  ans  au  moins,  après  avoir 
pris  leur  grade  à  l'Université.  La  difficulté  de  trouver  des  hommes 
qui  sont  prêts  à  donner  tant  de  temps  à  la  préparation  d'une  car- 
rière qui  ne  conduit  guère  à  des  situations  brillantes,  est  un  obs- 
tacle infranchissable  à  cet  idéal.  Quœ  quumque  ita  sint.  Le  meil- 
leur moyen  est  d'encourager  de  bons  mathématiciens  à  se  préparer 
pour  ces  positions  en  les  familiarisant  avec  les  problèmes  et  les 
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méthodes  de  Tingénieur.  —  M.  le  prof.  Â.  Lodge  a  lu  un  mémoire 
sur  V homographie  et  le  rapport  anharmonique,  —  M.  le  prof. 
G. -H.  Bryan  traita  de  Tintroduction  d'un  nouveau  symbole  repré- 
sentant dans  un  nombre  la  suite  des  chiffres  dont  on  ne  connaît 
pas  les  valeurs  et  qu'on  était  forcé  de  représenter  par  des  zéros. 
—  Dans  son  discours  de  clôture,  il  a  attiré  l'attention  de  ses  col- 
lègues sur  les  dangers  qui  menacent  le  mathématicien  spécialiste 
en  Angleterre  et  sur  la  nécessité  de  réagir  contre  cette  tendance. 

—  M.  W.-J.  Harrisson,  B.  a.  Fellow  du  Collège  de  Clare, 
Cambridge,  a  été  nommé  à  la  fondation  Newton  (Isaac  Newton 
Studentship,)  pour  les  recherches  dans  l'Astronomie  et  l'Optique 
physique.  Là  valeur  de  ce  prix  est  5000  francs  par  an  pendant 
trois  ans.  M.  Harrison,  qui  fît  une  première  classe  dans  le  Tripos, 
Partie  ii,  1907,  a  gagné  un  des  «  Smith's  Prizes  »  de  1908. 

—  M.  E.-B.  Machews,  F.  R.  S.,  est  nommé  examinateur  exté- 
rieur (pour  les  mathématiques)  à  l'Université  de  Leeds,  pour 
1909-1910. 

Belg-ique*  —  A  l'occasion  du  75"**  anniversaire  de  l'indépen- 
dance de  la  Belgique,  ii  a  été  publié  un  ouvrage  de  luxe.  Le  mou- 
s^ement  scientifique  en  Belgique,  1830-Î905,  —  Le  chapitre  concer- 
nant les  sciences  mathématiques  vient  de  paraître  :  il  comporte 
20  pages  ornées  de  gravures  et  de  portraits,  et  a  pour  auteur 
M.  P.  Mansion,  professeur  à  l'Université  de  Gand. 

France*  —  M.  Bourgut,  chargé  de  cours,  est  nommé  profes- 
seur d'Astronomie  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

M.  A.  BuHL,  maître  de  conférence  à  l'Université  de  Montpellier, 
est  nommé  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Université  de 
Toulouse. 

M.  Carrus,  maître  de  conférence,  est  chargé  du  cours  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille. 

M.  Dblassus,  professeur  de  Calcul  différentiel  et  intégral  à 
l'Université  de  Besançon  est  nommé  professeur  de  Mécanique  à 
l'Université  de  Bordeaux. 

M.  EsTANAVE,  D*"  es  se.  mathématiques,  attaché  depuis  long- 
temps au  Secrétariat  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  est 
nommé  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

M.  Lattes,  est  nommé  m^iitre  de  Conférences  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Montpellier  en  remplacement  de  M.  Buhl. 

M.  Perot,  physicien  de  l'Observatoire  d'astrophysique  de  Meu- 
don^  est  nommé  professeur  de  Physique  à  l'Ecole  polytechnique 
en  remplacement  de  M.  Becquerel. 

M.  H.  PoiNCARB,  membre  de  l'Institut,  est  nommé  membre  ho- 
noraire de  l'Académie  des  Sciences  de  Vienne. 

M.  PuisEux,  professeur  adjoint,  a  été  chargé,  à  partir  du  1"  jan- 
vier 1909,  du  cours  de  Physique  céleste,  récemment  créé  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Paris. 


n 
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M.  Tbaynard,  est  nommé  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Lille,  en  remplacement  de  M.  Carrus. 

Collège  de  France.  —  M.  Maurice  Levy,  professeur  de  Mécani- 
que analytique  et  de  Mécanique  céleste  est  nommé  professeur 
honoraire. 

M.  ZoRETTi  a  été  chargé  du  cours  de  la  «fondation  Peccot»; 
les  leçons  sont  consacrées  à  Tctude  des  «  points  singuliers  des 
fonctions  analytiques  ». 

M.  Paul  Langbvin  est  nommé  professeur  de  Physique  générale 
et  expérimentale  en  remplacement  de  Mascart. 

Suisse.  —  M.  0.  Spiess,  privat-docent,  est  nommé  professeur 
extraordinaire  de  mathématiques  à  l'Université  de  Bàle. 

Privat-docents,  —  On  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  à 
l'Ecole  polytechnique  fédérale  de  Zurich  :  MM.  DuPasquibr,  pour 
les  Mathématiques;  Kienast,  pour  les  Mathématiques  et  la  Méca- 
nique ;  M.  Mbissnbr,  pour  les  Mathématiques. 

Italie*  —  M.  G.  Bagnera,  professeur  à  l'Université  de  Messine, 
a  été  nommé  professeur  de  Calcul  infinitésimal  à  l'Université  de 
Palerme. 

M.  G.  FuBiNi,  professeur  de  Calcul  infinitésimal  à  l'Université 
de  Gènes,  a  été  transféré  à  la  même  chaire,  qu'on  vient  d'instituer 
à  l'Ecole  Polytechnique  de  Turin. 

M.  G.  LoRiA  est  nommé  membre  étranger  de  la  Société  royale 
bohème  des  Sciences. 

Nécrologie. 

M.  G.  Morera,  professeur  de  Mécanique  supérieure  à  l'Université 
et  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Ecole  Polytechnique  de  Turin,  est 
décédé  le  8  février  1909,  à  l'âge  de  53  ans.  11  était  membre  rési- 
dent de  l'Académie  des  Sciences  de  Turin,  membre  national  de 
l'Académie  royale  dei  Lincei. 


NOTES  ET  DOCUMENTS 


Cours  universitaires. 


FRANCE 


Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Cours  de  Mathématiques  du  2b  Semestre 
1908-1909.  (Ouverture  :  l*""  mars  1909).  —  Analyse  supérieure  et  algèbre 
supérieure,  E.    Picard  :  Quelques  développements  en  séries  se   présentant 

L'Ensoignomeot  mathém.,  11*  année;  1909.  10 
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en  analyse  et  en  physique  mathématique  (2  h.).  —  Calcul  différentiel  et  cal- 
cul intégral.  Goursat  :  Des  équations  difTércntielles  et  des  équations  aux 
dérivées  partielles  (2  h.).  —  Mécanique  rationnelle.  P.  PAiNLEvé  :  Les  lois 
générales  du  mouvement  des  systèmes  ;  La  mécanique  analytique  ;  l'hydros- 
tatique et  l'hydrodynamique  (2  h.).  Mathématiques,  générales.  P.  Appell  : 
Eléments  d'analyse  et  de  Mécanique  (2  h.).  —  ândoter  :  Astronomie  physique 
(programme  du  certificat  d'études  supérieures  d'Astronomie).  (2  h.)  —  M.  Bous- 
siNESQ  :  Physique  mathématique  (2  h.).  —  Mécanique  physique  et  expéri- 
mentale. Koenigs  :  Théorie  générale  des  mécanismes  (2  h.). 

Conférences.  —  L.  Raffy  :  Conférences  sur  le  Ccilcul  intégral  et  ses  appli- 
cations géométriques  (2t.  —  Andoter  :  Conférences  d'Astronomie  (1).  — 
Servant  :  Conférences  de  mécanique  physique  (1). 

Eivsricnements  et  exercices  pratiques  réservés  aux  élèves  de  VEcole  nor- 
male supérieure,  par  les  professeurs  J.  Tanfcery,  L.  Rafft,  E.  Borel,  J.  Ha- 

DAMARD. 

RUSSIE' 

Dorpat  (Jnrjew)  ;  Université,  i"  semestre  septembre-décembre  1908.  — 
Alexejew  :  Calcul  intégral  (I),  3  ;  Applications  du  Calcul  diff.  à  la  Géo- 
métrie, 3  ;  Algèbre  sup.  (Th.  des  invariants),  2  ;  Géométrie  sup,,  3.  —  Gravé  : 
Introduction  h.  l'Analyse,  4  ;  Géométrie  analyt.,  4  ;  Exercices  de  Géométrie 
analytique.  2.  —  Kolossoff  :  Cinématique  du  point  et  des  solides  ;  appli- 
cation à  la  théorie  des  mécanismes.  3  ;  Dynamique  du  point  et  d'un  système 
des  points,  3  ;  Théorie  de  l'élasticité  des  corps  solides,  1.  —  Lewitzry  : 
Cours  général  d'astronomie,  4  ;  Travaux  pratiques,  2.  —  Pokrowsky  :  Méca- 
nique (pour  les  étudiants-chimistes),  3;  Mathématiques  élémentaires,  2;  As- 
tronomie pratique,  2  ;  Observations  astronomiques  pour  les  spécialistes,  2; 
Observatoire  théorique,  2.  Astronomie  (coUoquium),  1. 

Kazan  ;  Université.  —  2«  semestre  :  janvier-mai  1909.  —  Souvoroff  :  Cal- 
cul intégral,  4  ;  Calcul  des  variations,  1.  —  Kotelnikoff  :  Géométrie  ana- 
lyt.,  3  ;  Exercices  :  Intégration  des  équations  différentielles,  2;  Géométrie 
projective,  2.  —  Porphyrieff  :  Analyse,  2  ;  Exercices  de  Calcul  diff.,  1  ; 
Equations  diff.,  2;  Fonctions  ellipt.,  1.  —  BlagiIevsky  :  Cinématique,  2  ; 
Histoire  des  mathématiques,  2.  —  Zeiliguer  :  Cinétique,  8  ;  Exercices  d'al- 
gébrcsup.,  2.  —  Doubiago  :  Astronomie  sphér.,  3  ;  Géodésie  sup.,  2;  Travaux 
pratiques  d'Astronomie  sphérique,  1  ;  Exercices  des  observations,  1. 

Kharkoff  ;  Université.  —  2*  semestre  . —  Sixtzoff  :  Géométrie  analyt.  de 
l'espace,  3  ;  Exercices,  1  ;  Intégration  des  équations  différentielles,  3  ;  Exer- 
cices, 1  ;  Introductions!  la  Géométrie  (chapitres  choisis  de  la  Géométrie  élé- 
mentaire), 1.  —  RoussiAN  :  Calcul  diff.,  4  ;  Exercices,  2;  Théorie  des  inté- 
grales définies,  3.  —  Pciikborsky  :  Analyse  algébrique,  2  ;  Calcul  des  dif- 
férences, 2  ;  Théorie  des  fonctions  ellipt., 3.  —  Zagoutiksky  :  Mathématiques 
supérieures  (pour  les  étudiants-naturalistes),  3  ;  Géométrie  projective,  2.  — 
Zatychepf  :  Géométrie  descriptive,  2;  Exercices.  —  Saltykofp  :  Mécanique 
théorique  (Dynamique  dos  systèmes  des  points,  Hydrostatique  et  Hydrody- 
namique), 4  ;  Exercices,  2.  —  Strouvé  :  Astronomie  générale,  3  ;  Astronomie 
théorique  (éléments  de  Mécanique  céleste),  3  ;  Travaux  pratiques  à  l  Obser- 


^  Nous  devons  cotte  liste  à  l'obligeance  de  M.  V.  Bobynin  (Moscou).  {N.  delà  Réd.). 
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vatoire  (observations  astronomiques).  3.  —  Eudokimoff  :  Travaux  pratiques 
d'Astronomie  sphér. ,  3. 

KM', Université.  —  2^  semestre.  —  Kbandkikoff  :  CalcuJ  diff*.  et  ses  appli- 
cations analytiques,  4.  —  Boukrejeff  :  Calcul  diff.»  4  ;  Intégrales  définies  et 
intégrales  multiples,  4.  —  Gkavé  :  Géométrie  analyt.,  5  ;  Analyse  algé- 
brique, 3  ;  Mathématiques  supérieures  pour  les  étudiauts-naturalistes,  4.  — 
Pfeiffer  :  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles,  1  ;  Calcul  des 
probabilités,  1  ;  Exercices  sur  les  applications  du  Calcul  différentiel  si  la 
Géométrie,  2  ;  Exercices  de  Calcul  intégral,  2  ;  Exercices  d'intégration  des 
équations  différentielles,  2.  —  Bielankin  :  Fonctions ellipt.,  2  ;  Cours  spécial 
de  Géométrie,  1  ;  Exercices  de  Géométrie  analytique,  3.  —  Sousslow  :  Dy- 
namique des  solides,  2  ;  Dynamique  d'un  système,  4.  —  Woroketz  :  Méca- 
nique du  point,  3  ;  Exercices,  2  ;  Théorie  de  l'élasticité,  3.  —  Yocel  ;  Astro- 
nomie descriptive,  2  ;  Astronomie  sphér.,  2;  Travaux  pratiques  de  théorie 
des  instruments  astronomiques,  3. 

Moscou;  Université.  —  2*  semestre.  —  Andreeff  :  Algèbre  sup.  (résolu- 
tion des  équations  numériques,  fonctions  symétriques,  équations  algébriques 
des  troisième  et  quatrième  degrés),  3.  —  Mlodzieiowskt  :  Géométrie  ana- 
lyt. de  l'espace,  3;  Exercices.  2;  Séminaire,  2.  —  Zakhtik  :  Calcul  diff*.,  4; 
Calcul  intégral,  3.    —   Egoroff  :    Intégration   des   équations  différentielles, 

1,  3;  Théorie  des  nombres,  3;  Equations  aux  dérivées  partielles,  2.  —  Bo- 
BY?ïiN  :  Histoire  des  mathématiques  dans  l'antiquité,  1  ;  Histoire  des  mathé- 
matiques de  décadence,  de  la  science  grecque  à  la  Renaissance,  1  ;  Histoire 
des  mathématiques  modernes,  1.    —   WmoGRADOFF  :  Algèbre  universelle,  2. 

—  BoGOiAWLRNSKY  :  Intégrales  algébriques  des  équations  diff<érentie11cs  li- 
néaires, 1.  —  Wlassoff  ;  Cours  abrégé  des  mathématiques  supérieures,  3; 
Exercices,  2;  Théorie  des  formes  binaires,  2.  —  Dmitrowsky  ;  Courbes 
planes  du  3^  ordre,  2.  —  Grgalkin  :  Exercices  de  Calcul  diff'érentiel,  2;  de 
calcul  intégral,  2;  Nombres  transfinis,  2.  —  Wolkoff  :  Surfaces  de  Liou- 
ville,  2.  —  Poliakoff  :  Fonctions  ellipt.,  2;  Exercices  d'intégration  des 
équations  difl*érentielles,  2.  —  Joukowsky  :  Dynamique  du  point,  3;  Exer- 
cices, 2;  Théorie  des  régulateurs,  2.  —  Tchaplyguin  :  Mécanique  d'un  sys- 
tème et  Hydro-mécanique,  3;  Exercices,  2.  —  Kowalensry  :  Hydraulique.  4. 

—  Bolotoff  :  Théorie  de  l'élasticité.  3.  —  Mertzalovf  :  Travaux  pratiques 
de  Géométrie  descriptive,  2;  Théorie  générale  des  machines,  2;  Dessin 
linéaire,  2;  Travaux  pratiques  de  mécanismes,  1.  —  Staiskirwitch  :  Inté- 
gration des  équations  différentielles  de  la  Dynamique,  2.  —  Appei.roth  : 
Equations  différentielles  à  intégrales  générales  uniformes,  2.  — Tskrassky  : 
Astronomie  sphér.,  2;  Astronomie  descriptive,  2;  Astronomie  pratique  et 
travaux  pratiques  à  l'Observatoire,  3.  —  Sternbf.rc  :  Géodésie  supérieure, 
2;  Trav.  prat.  de  Géodésie,  2.  —  Kasakoff  :  Calcul  des  orbites  ellipt.  avec 
exercices,  2. 

Odessa;  Université.  —  '2^  .semestre.  —  Sleschinsky  :  Calcul  diff'érentîel,  6. 

—  Zimmermann  :  Calcul  intégral,  6.  —  Schatounowsky  :  Introduction  à 
l'Analyse,  2;  Géométrie  diff*érentielle,  4.  —  Kagan  :  Algèbre  sup.,  4;  Inté- 
gration des  équations  diff*érentielles,  2.  —  Timtschenko  :  Géométrie  ana- 
lyt., p.  I,  6.  —  BouMTZKY  :  Calcul  des  variations.  2;  Calcul  des  probabilités, 

2.  —  Agoury  :  Théorie  des  fonctions  ellipt.,  2.  —  Zantschewsky  ;  Mécanique 
théorique,  p.  I,  3  ;  Mécanique  théorique  p.  II,  3.  —  Ko.nonowitscu  :  Astro- 


I 


148  BIBLIOGRAPHIE 

nomie    sphér.,   3  ;  Géodésie,  2.   —   Okbinsky  :    Introduction  à  rAstrouomie 
physique,  2;  Travaux  prntiques  d'Astronomie  théorique,  1. 

St-Pétersbonrg ;  Université.  —  2«  semestre.  —  Sokhotzky  :  Algèbre  sup.,  2  ; 
Théorie  des  intégrales  définies,  2.  —  Markoff  :    Calcul  des  probabilités,  2. 
—  Ptaschitzky  :  Géométrie  analyt.,  4  ;  Applications  du  Calcul  intégral  à  1» 
Géométrie,  3.  —  Seliwanoff  ;  Calcul  différentiel,  4.  —  Stekloff  :    Intégra- 
tion des  fonctions,   2;    Equations  aux  dérivées  partielles.  3.    —  Iw\noff  : 
Théorie  des  nombres,  4,    —   Sawitsch  :    Géométrie  sup.,  2.    —   G€NTiiF.a  : 
Exercices  de  Géométrie  analytique,  2;    Exercices  de  Calcul  diflërentiel,  2; 
Eléments  de  théorie  analytique  des  équations  différentielles,  2.  —  Borissoff: 
Eléments  des  Mathématiques  supérieures,  p.  I.  3.  —  VVassiijeff  :  Eléments 
des   Mathématiques  supérieures,    p.    II.   Calcul   intégral   et   application  de 
l'Analyse  à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique.  3.  — Tlkbomakdritzkt  :  Théorie 
des  surfaces,  3.  —  Nekrassoff  :  Application  du  Calcul  des  pitibabilités  aux. 
sciences  économiques,  2.   —  Adamoff  :  Exercices  de  Calcul  intégral.  2.   — 
Somoff  :   Analyse  vectorielle,  2.   —  Bobyleff  :    Statique,  2;   Mécanique   du 
point  matériel,  3;  Hydrostatique,   Hydrodynamique  et  Théorie  de   l'attrac- 
tion, 3.  —   Mbstscheksky  :    Méthodes  pour  la  résolution  des  problèmes  de 
Mécanique  d'un  système  des  points  matériels.  2.   —   Frisbndorf  :   Eléments 
de  Mécanique,  2;  Aperçu  historique  et  critique  des  principes  de  la  Mécanique 
rationnelle,    2.    —   Glasenap  :   Astronomie   descriptive,   3;    Cours   général 
d'Astronomie,  2.  —  Iwanoff  :  Géodésie,  3;  Mécanique  céleste,  3.    —  Sera- 
phimoff  :    Théorie   des   marées,   2.    —   Tatschaloff  :    Travaux   pratiques   à 
l'Observatoire,  2. 
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De  la  méthode  dans  les  sciences,  par  MM.  les  Professeurs  H.  BouAssE, 

Pierre  Delbet,  £.  Durkheim,  A.  Girard,  A.  Job,  F.  Le  Dantec,  Levy-Bruhl, 
G.  MoKoo,  P.  Painlevé,  Emile  Picard,  Th.  Ribot,  J.  Tannery.  P. -F.  Tho- 
mas. —  1  vol.  in-16,  3  fr.  50;  Félix  Alcan,  éditeur,  Paris. 

Depuis  Auguste  Comte,  la  philosophie  des  sciences  et  surtout  la  Méthodo- 
logie ont  inspiré  tant  de  travaux  et  pris  une  telle  importance  qne,  dans  les 
divers  ordres  d'enseignement,  les  programmes  ont  dû  s'assouplir  pour  leur 
faire,  à  chaque  réforme  nouvelle,  un  place  un  peu  plus  large. 

C'est  ainsi  que  cette  étude,  limitée  d'abord  à  la  classe  de  philosophie  des 
lycées,  s'est  étendue  aux  classes  de  mathématiques  et  qu'elle  a  été  imposée 
aux  candidats  aux  grandes  écoles  du  gouvernement. 

Il  a  semblé  que  le  meilleur  moyen  d'obtenir  un  tel  ouvrage  traitant  de  la 
Méthode  dans  les  sciences  était  de  le  demander  aux  savants  eux-mêmes,  et 
aux  savants  «  les  plus  représentatifs  »  de  chaque  science  particulière,  de 
telle  sorte  que,  sur  les  différentes  méthodes,  on  ait  des  pages  d'une  indis- 
cutable valeur,  leurs  valeurs  nous  parlant,  non  par  ouï-dire,  mais  par  expé- 
rience, et  pouvant,  comme  Descartes,  justifier  les  procédés  qu'ils  décrivent 
m  par  les  fruits  qu'ils  en  ont  déjà  recueillis  ».  Ce  sont  précisément  ces  pages 
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qui  paraissent  aujourd'hui  et  qui  conslitueot  une  série  de  petits  «  discours 
sur  les  méthodes  ». 

Celte  œuvre  dépassera  certainement  les  limites  de  l'enseignement  secon- 
daire et  intéressera  tous  ceux  qui  ont  étudié  les  sciences  ou  qui  les  pra- 
tiquent encore  actuellement,  elle  leur  montrera  l'union  intime  de  la  science 
et  de  la  philosophie  et  leur  ouvrira  des  horizons  nouveaux. 

Les  chapitres  qui  intéressent  plus  particulièrement  le  mathématicien  sont 
ceux  de  MM.  Em.  Picard,  de  la  Science;  Jules  ïannery,  Mathématiques 
pures;  P.  Painlevé,  Mécanique,  et  H.  Bonasse,  Physique  générale. 

Mais  dans  un  ouvrage  de  ce  genre  tout  doit  l'intéresser  et  il  examinera 
donc  avec  un  même  intérêt  les  Notes  sur  la  Chimie,  par  A.  Job;  la  Morpho- 
logie, par  A.  Girard;  la  Physiologie,  par  F.  Le  Dantec;  les  Sciences  médi- 
cales, par  Pierre  Delbet;  la  Psychologie,  par  Th.  Ribot;  la  Sociologie  et  les 
Sciences  sociales,  par  E.  Durkhcim;  la  Morale,  par  L.  Levy-Bruhl,  et  \  His- 
toire, par  G.  Monod. 

R.  d'AoHRMAR.  —  Exercices  et  Leçons  d'Analyse.  Quadratures,  Equations 
difTérentielles,  Equations  intégrales  de  M.  Fredholm  et  de  M.  Vollerra. 
Equations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  —  1  Vol.  in-8  de 
VIIl-208  p..  6  fr.  ;  Gàuthier-Villars.  Paris. 

Il  ne  manque  pas  de  beaux  traités  d'Analyse  modernes.  Par  contre  les 
étudiants,  ceux  surtout  qui  travaillent  seuls,  n'auront  jamais  trop  de  recueils 
d'exercices.  En  voici  un  qui  se  recommande  spécialement  aux  étudiants  en 
mathématiques.  Ils  y  trouveront  la  solution  de  problèmes,  presque  tous 
posés  à  la  Sorbonne  ^  l'examen, du  Certificat  de  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral. D'autres  exercices  sont  fournis  par  les  transcendantes  classiques, 
qu'on  rencontre  incidemment  dans  beaucoup  de  recherches,  et  qu'il  faut  sa- 
voir manier. 

Comme  le  faisait  M.  Painlevé,  dans  le  Chapitre  qu'il  a  annexé  aux  Exer- 
cices de  Tisserand,  l'auteur  rappelle,  au  début,  l'énoncé  de  quelques  théo- 
rèmes importants,  en  tâchant  d'être  précis,  sans  tomber  dans  cet  excès  de 
subtilité  que  M.  H.  Poincaré,  au  Congrès  des  Mathématiciens  de  1908,  a 
nommé  le  Cantorisme.  Voilà  pour  la  première  Partie,  très  élémentaire,  de 
ce  Livre. 

Kn  second  lieu,  M.  d'Adhcmar  esquisse  quelques  Leçons  sur  des  sujets 
dont  l'étude  est  récente.  Par  là  même,  ces  questions,  aujoyrd'hui  en  pleine 
évolution,  n'étaient  pas  encore  aples  à  figurer  dans  les  grands  Ouvrages 
classiques.  11  semble  qu'elles  pourront  intéresser  les  étudiants  dont  l'es- 
prit est  curieux.  Nous  signalons  notamment  une  introduction  :  l'étude  des 
équations  intégrales  et  de  la  théorie  des  caractéristiques,  qui  conduit  à  la 
classification  des  équations  du  second  ordre  en  types  elliptiques,  hyperbo- 
liques et  paraboliques. 

H.  BoliASSR.  —  Gonrs  de  Physique  conforme  aux  programmes  des  Certifi- 
cats et  de  l'Agrégation  de  Physique.  Fascicule  IV.  Optique,  Etude  des  ins- 
truments. 1  vol.  gr.  in-8®  de  420  pages  :  13  francs.  Ch.  Delagrave.  Paris  *. 

L'étude  de  l'Optique  est  d'abord  pour  M.  Bouasse  une  étude  géométrique. 


^  Voir  dans  VBnseign.  mathèm.y  les  analyses  des  fascicules  I  (T.  IX.  1907,  p.  330),  II  (T.  X. 
1908,  p.  346),  III  (T.  X.  1908,  p.  526). 
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Le  volume  débute  par  la  théorie  des  systèmes  centrés,  qui  est  la  base  de 
celle  des  instruments  les  plus  usuels.  On  y  retrouve  tout  de  suitq  la  préci- 
sion et  l'esprit  d'enchaînement  déjà  remarqués  dans  les  volumes  précédents, 
en  étudiant,  par  exemple,  la  théorie  des  lentilles  épaisses,  exposée  sous 
une  forme  que  l'on  suit  pas  à  pas  comme  une  généralisation  de  la  théorie 
des  lentilles  infiniment  minces.  Mais  ce  qu'il  faut  remarquer  bientôt  et  ce 
qui  dispense  de  l'analyse  d'une  matière  où  les  détails  sont  très  nombreux, 
c'est  l'esprit  même  de  la  classification  des  faits.  M.  Bonasse  nous  le  dépeint  . 
d'abord  dans  sa  Préface,  mais,  même  sans  cela,  il  eut  été  facile  de  le  recon- 
naître. L'Optique,  considérée  d'abord  comme  science  géométrique,  eut  ud 
développement  qui  marcha  de  pair  avec  celui  de  la  Géométrie,  et  a  ce  titre 
elle  existait  déjà  quand  nombre  d'autres  branches  de  la  Physique  étaient 
seulement  à  l'état  embryonnaire,  pour  ne  pas  dire  moins  encore. 

Pour  Descartes  et  Fermât,  un  rayon  lumineux  se  réfractait  comme  si  la 
lumière  cherchait  à  économiser  le  temps,  ce  qu'on  exprime  aujourd'hui  en 
disant  que  le  chemin  optique  est  minimum,  mais  il  est  certain  que,  pour  les 
auteurs  cités,  il  y  avait  là  une  sorte  de  divination  philosophique  consolidée 
par  l'observation  ou,  mieux  encore,  née  d'elle;  il  faut  attendre  d'autres  géo- 
mètres comme  Hamilton  et  Gauss  pour  avoir  des  explications  rationnelles 
et  purement  mécaniques  de  ces  faits  ;  le  physicien  doit  attendre  peut-être 
plus  longtemps  encore  et  n'être  déûnitivement  satisfait  que  par  la  théorie 
ondulatoire.  Mais  est-ce  une  raison  pour  mélanger  la  théorie  des  ondes  avec 
tout  et,  lorsque  la  théorie  des  ondes  perd  encore  de  ce  qui  lui  reste  de  géo- 
métrie pour  prendre  la  figure  électro-magnétique,  n'est-ce  plus  qu'au  tra- 
vers de  tout  cela  que  le  physicien  se  permettra  de  voir  cet  être  virtuel  mais- 
sî  simple  et  si  commode  qui  s'appelle  le  rayon  lumineux  ? 

La  réponse  ne  fait  aucun  doute,  et  je  crois  bien  que  c'est  là  que  M.  Bou- 
asse  a  voulu  nous  conduire.  Construisons  donc  l'optique  avec  ses  expériences 
si  élégantes  et  ses  phénomènes  grandioses  sans  nous  priver  de  l'admirable 
géométrie  d'autrefois  ;  il  sera  ensuite  aisé  de  montrer  une  fois  pour  toutes 
que  les  idées  cartésiennes  découlent  des  idées  mécaniques   plus   modernes. 

D'ailleurs  rien  n'empêche  de  parler  le  langage  de  la  théorie  des  ondes  et 
de  définir  par  exemple  une  surface  d'ondes  comme  une  surface  normale  à 
des  rayons  lumineux  émanés  d'un  point  et  réfractés  ou  réfléchis  par  des  sur- 
faces données. 

Les  caustiques  et  l'étude  des  diverses  sortes  d'aberrations  paraissent  ap- 
profondies autant  qu'il  était  possible  de  le  faire.  On  sait  qu'il  n'y  a  pas 
d'appareils  optiques  où  toutes  les  aberrations  puissent  être  corrigées  à  la  fois 
pour  tous  les  poiuts  d'un  objet  dont  on  observe  une  image  réelle  ou  virtuelle. 
Mais  on  peut  alors  se  proposer  de  faire  les  corrections  le  mieux  possible. 
Tous  les  éléments  du  problème  me  semblent  rigoureusement  rassemblés  et  dis- 
cutés par  M.  Bouasse.  Après  la  théorie  de  la  réfraction  prismatique,  nous  trou- 
vons l'étude  des  phénomènes  naturels  tels  que  l'arc-en-riel,  le  halo,  le  mirage. 
L'étude  des  rayons  courbes  et  en  particulier  de  la  réfraction  atmosphérique, 
si  encombrante  dans  les  traités  d'astronomie,  est  réduite  ici  à  quelques  li- 
gnes d'une  stupéfiante  simplicité.  La  dispersion  atmosphérique  et  la  scintil- 
lation sont  rattachées  de  manière  intime  à  la  réfraction  ;  toute  perturbation  dans 
Téclat  ou  la  couleur  d'une  étoile  qui  a  son  origine  dans  notre  atmosphère, 
doit  augmenter  avec  l'incurvation  qui  tend  à  élargir  le  faisceau  des  différen- 
tes radiations.  £t  c'est  bien  ce  que  montre  l'exagération  à  l'horizon  de  la 
réfraction,  de  la  dispersion  et  de  la  scintillation. 


-—  ^a^^-^m 
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Venons  en  maintenant  à  l'Optique  ondulatoire. 

Dans  trois  chapitres  préliminaires,  il  est  nécessaire  d'exposer  d'abord 
rémission  de  la  lumière  par  les  sources  et  l'éclairement  des  objets.  Quant  au 
phénomène  considéré  souvent  comme  réciproque  de  l'émission»  qui  est  l'ab- 
sorption» il  faut  faire  de  certaines  distinctions.  Le  pouvoir  absorbant  doit 
être  rapproché  de  l'éclat,  non  du  pouvoir  émissif.  Vient  ensuite  l'étude  du 
corps  noir  caractérisé,  à  chaque  température  et  pour  chaque  radiation,  par 
une  constante  d'émission.  Des  résultats  du  plus  haut  intérêt  sont  obtenus 
ici  sans  aucune  peine.  Ainsi,  de  ce  qu'uue  flamme  est  généralement  entourée 
d'une  gaine  gazeuse  froide  qui  peut  absorber  sans  émettre,  on  arrive  immé- 
diatement au  renversement  des  raies  dans  les  spectres.  Plus  loin  est  étudiée 
la  prétendue  phosphorescence  des  manchons  à  incandescence  qui  semblaient 
émettre  plus  qu'un  corps  noir  à  la  même  température. 

La  vision  colorée  fournit  les  considérations  extrêmement  originales  du 
triangle  des  couleurs.  On  essaie  de  situer  dans  le  plan  trois  points  repré- 
sentatifs de  sensations  colorées  élémentaires  dont  toutes  les  autres  ne  se- 
raient que  des  combinaisons  linéaires.  C'est  quelque  chose  comme  le  sys> 
tème  des  coordonnées  barycentriques  appliqué  à  la  définition  d'une  couleur. 
Rappelons  aussi  le  procédé  de  photographie  polychrome  de  Ducos  de  Hau- 
ron,  qui  montre  dans  une  mesure  très  grande  que  des  couleurs  fort  com- 
plexes peuvent  être  fournies  parla  lumière  qui  traverse  des  pigments  n*ayant 
que  trois  couleurs  élémentaires.  C'est  avec  les  phénomènes  d'interférence 
que  nous  abordons  pour  ainsi  dire  de  manière  objective  et  complète  les 
ondes  et  les  mouvements  vibratoires.  Là  encore  un  départ  spécial  fixe  rapi- 
dement l'attention.  M.  Bonasse  qui  n'a  pas  voulu  noyer  l'optique  cartésienne,  ne 
veut  pas  davantage  mélanger  les  résultats  appartenant  définitivement  à  l'op- 
tique ondulatoire  avec  ceux  qui  y  furent  compris  provisoirement  mais  qui 
relèvent  de  l'électroptique.  Après  l'exposition  des  faits  classiques  (écrans  à 
trous  de  Young,  miroirs  de  Fresuel)  en  lumière  monochromatique,  il  montre 
les  difficultés  spéciales  au  cas  de  la  lumière  blanche.  Quant  à  la  transver- 
salité  des  vibrations  lumineuses,  il  insiste  plus  loin  sur  le  partage  qui  s'ef- 
fectue entre  les  énergies  potentielle  et  cinétique  lors  de  l'interférence  de 
deux  faisceaux  polarisés  à  angle  droit.  Après  les  lames  minces  et  les  an- 
naux de  Newton,  il  place  les  applications  les  plus  intéressantes  des  méthodes 
interférentielles,  telles  la  détermination  de  l'indice  de  réfraction  des  gaz 
et  la  métrologie.  Quelle  unité  de  longueur  plus  précise  qu'une  longueur 
d'onde  ? 

Si  l'optique  géométrique  est  la  science  des  belles  constructions  graphi- 
ques, l'étude  des  phénomènes  d'interférence,  de  la  diffraction,  etc.,...  en- 
traîne des  calculs  analytiques  parfois  difficiles,  mais  toujours  élégants.  J'ai 
reconnu  au  passage  les  sommations  trigonométriques  de  Fresnel  à  propos 
de  l'interférence  de  vibrations  appartenant  à  divers  faisceaux.  Le  problème 
général  de  la  diffraction  tel  qu  on  peut  le  poser  avec  Huyghens,  soulève 
tout  de  suite  de  grosses  difficultés  de  calcul  intégral  mais  les  vérifications 
expérimentales  les  plus  saisissantes  ne  sont  pas  celles  qui  impliquent  tant 
de  généralité.  Le  cas  de  l'écran  percé  d'un  petit  trou,  le  prouve  suffisamment. 
L'écran  à  bord  rectiligne  conduit  aux  fameuses  intégrales  de  Fresnel,  mais, 
là  où  la  transcendance  des  fonctions  introduites  pourrait  embarrasser  le  lec- 
teur, M.  Bonasse  a  représenté  les  choses  par  des  courbes  et  des  tables  nu- 
mériques. 

Dans  les  applications  nombreuses  de  la  théorie  de  la  diffraction  des  remar- 
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ques  analogues  pourraient  être  faites.  La  diffraction  au  foyer  des  lunettes, 
dont  il  est  si  nécessaire  d'avoir  une  bonne  théorie,  donne  comme,  image 
d'une  étoile,  un  cercle  lumineux  entouré  d'anneaux  concentriques  alternati- 
vement sombres  et  brillants  :  cette  répartition  de  l'intensité  se  traduit  d'ail- 
leurs graphiquement  par  une  courbe  bien  connue  (d^aucuns  ont  même  cons- 
truit matériellement  la  surface  de  révolution,  admettant  cette  courbe  comme 
méridien)  mais  dont  le  tracé  théorique  dépend  d'une  fonction  de  Bessel,  que 
M.  Bonasse  définit  en  môme  temps  qu'il  s'en  sert  ! 

D'autres  applications,  tout  à  fait  à  l'ordre  du  jour,  sont  à  signaler  parti- 
culièrement, telles  la  vision  des  objets  à  structure  périodique,  et  celle  des 
objets  ultramicroscopiques  que  Ton  s'arrange  à  éclairer  de  manière  à  en 
recevoir  seulement  la  lumière  difTrnctée. 

En  aucun  point  du  volume,  l'intérêt  ne  faiblit  ;  et  aux  endroits  où  l'auteur 
a  cru  devoir  renvoyer  certaines  explications  dans  le  domaine  de  l'électrop- 
tique,  on  se  prend  à  souhaiter  vivement  la  publication  du  volume  qui  sera 
consacré  à  cette  nouvelle  et  si  importante  branche  de  la  Physique. 

A.  BuuL.  (Toulouse) 
£.  F'ABKY.  —  Traité  de  mathématiques  générales  à  l'usage  des  chimistes, 

physiciens,  ingénieurs  et  des  élèves  des  Facultés  des  Sciences,  avec  une 
préface  de  M.  G.  Darboux.  —  1  vol.  gr.  in-8*,  440  p.  ;  9  fr.  ;  librairie  Her- 
mann,  Paris. 

Dans  la  plupart  des  Facultés  des  Sciences  on  trouve  aujourd'hui,  sous  le 
titre  de  cours  de  mathématiques  générales  ou  d'éléments  de  mathématiques 
supérieurs,  un  enseignement  qui  s'adresse  plus  particulièrement  aux  étu- 
diants en  sciences  physiques  et  chimiques.  Il  doit  leur  donner,  sous  une 
forme  à  la  fois  simple  et  rigoureuse,  les  notions  essentielles  d'Algèbre  su- 
périeure, de  Géométrie  analytique,  de  Calcul  différentiel  et  de  Mécanique. 
C'est  la  matière  d'au  moins  quatre  cours  qu'il  s'agit  de  condenser  en  un 
seul.  La  tâche  est  plus  difficile  que  ne  se  l'imaginent  Messieurs  les  physiciens 
et  les  chimistes,  et  ils  ne  doivent  pas  se  faire  d'illusions  sur  la  portée  de 
ces  leçons,  si  elles  ne  sont  pas  approfondies  à  l'aide  de  traités  de  mathé- 
matiques générales  et,  surtout  s'il  s'agit  des  physiciens,  continuées  dans  des 
cours  plus  complets.  Dans  tous  les  cas  elles  doivent  être  accompagnées 
d'exercices  nombreux  et  variés  empruntés  non  seulement  aux  mathématiques 
pures,  mais  surtout  et  avant  tout  aux  applications  aux  sciences,  physiques, 
chimiques  ou  techniques. 

Le  programme  est  trop  vaste  pour  le  temps  généralement  très  limité 
qu'on  accorde  à  cet  enseignement,  aussi  est-il  indispensable  que  les  étu- 
diants aient  constamment  sous  la  main  un  ouvrage  leur  permettant  de  re- 
voir et  de  compléter  les  notes  prises  au  cours.  A  ce  titre  l'ouvrage  de 
M.  Fabry  leur  rendra  de  grands  services.  Ils  trouveront  dans  son  traité  un 
minimum  de  notions  d'Algèbre,  de  Géométrie  analytique  et  de  Calcul  diffé- 
rentiel dont  ils  ont  besoin.  Elles  sont  exposées  sous  une  forme  très  concise 
et  accompagnées  d'exercices  et  de  problèmes.  Il  serait  toutefois  très  dési- 
rable que  dans  une  nouvelle  édition  l'auteur  ajoutât  des  problèmes  fonda- 
mentaux empruntés  aux  sciences  appliquées  afin  de  montrer  comment  les 
mathématiques  interviennent  dans  les  théories  mécaniques,  physiques  ou 
chimiques. 

H.  Fehr. 
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S.  Gû.NTHER.  —  Geschichte  der  Mathematik,  I.  Von  den  âltestca  Zeiten  bis 
Carlesius.  —  1  vol.  cari.  in-8<»  ( Sammlung  Schubert ),  y l\\ ,  428  p.  et  56  fig.; 
9  M.  60;  G.  J.  Goeschen,  Leipzig. 

MM.  Giintheret  V.  Braunmnhl  s'étaient  chargés  d'écrire  pour  la  Collection 
Schubert  le  volume  consacré  à  l'histoire  des  mathématiques,  le  premier 
devant  s'occuper  de  la  partie  qui  précède  Descartes,  le  second  des  mathé- 
matiques depuis  Descartes  à  nos  jours.  Malheureusement  M.  v.  Braunmûhl 
a  été  enlevé  trop  tôt  à  la  science  et  nous  ignorons  dans  quelle  mesure  il 
avait  pu  donner  suite  à  son  projet. 

Cette  première  partie,  rédigée  par  M.  S.  Gûnther,  part  des  temps  les  plus 
reculés  et  donne  un  excellent  aperçu  du  développement  historique  des 
mathématiques  depuis  l'antiquité  jusqu'au  milieu  du  XVII«  siècle.  Elle 
donne  les  grandes  lignes,  les  faits  essentiels  et  constitue,  pour  les  lecteurs 
de  langue  allemande,  un  utile  intermédiaire  entre  le  petit  opuscule  de 
M.  Sturm.  publié  dans  la  collection  Goeschen  (à  80  pf.),  et  l'œuvre  magis- 
trale de  M.  Mor.  Cantor.  L'ouvrage  de  M.  Gûnther  sera  donc  le  bienvenu, 
non  seulement  chez  les  étudiants,  mais  aussi  chez  les  professeurs  de  l'ensei- 
gnement secondaire. 

Rob.  Hauss?cek.  —  Darstellende  Géométrie.  Zweiter  Teil  :  Perspektive 
Ebener  Gebilde  ;  Kegelschnitte.  —  1  vol.  p.  in-16  (Collection  Goeschen), 
164  p.  et  80  fig.  ;  80  pf.  ;  Goeschen,  Leipzig. 

Dans  ce  petit  volume,  l'auteur  montre  tout  le  parti  que  Ton  peut  tirer  de 
la  seule  notion  de  rapport  harmonique  dans  l'élude  des  figures  perspectives 
et  des  sections  coniques. 

Figures  perspectives  dans  l'espace  et  dans  le  plan.  —  Propriétés  harmo- 
niques du  quadrilatère  et  du  cercle.  —  Propriétés  projectives  des  sections 
coniques;  foyers;  cercles  de  courbure. 

L  KiEPBRT.  —  Grnndriss  der  Diffère ntial-  a.  Integral-Rechnnng.  II  Teil  : 

Integral-Rechnung .  Neunle  verbesserte  u.  vermehrle  Âufllage  der  gleich- 
namigen  Leitiadens  von  M.  Stegem an.n.  —  1  vol.  gr,  in-8o,  737  p.  ;  153  fig.  ; 
Helwingsche  Yerlag,  Hannover. 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  ce  Cours  de  Calcul  différentiel 
et  intégral.  C'est  l'un  des  plus  répandus,  en  Âllemage,  dans  les  universités 
et  les  écoles  techniques  supérieures.  Chaque  édition  apporte  de  nouvelles 
améliorations  dans  le  texte  et  dans  l'ordonnance  des  matières.  Dans  celte 
neuvième  édition  du  tome  II,  consacré  au  Calcul  intégral,  l'auteur  a  ajouté, 
entre  autres,  une  étude  des  principes  sur  lesquels  repose  le  planimètre 
d'Amsler,  l'extension  de  la  règle  de  Simpson  à  l'intégration  des  équations 
différentielles,  ce  qui  fournit  une  méthode  d'approximation  fort  utile  dans 
la  pratique.  La  table  alphabétique  des  matières  et  la  table  alphabétique  des 
symboles  employés,  avec  Tindication  de  leur  signification,  faciliteront  à 
l'étudiant  la  consultation  de  l'ouvrage. 

Le  succès  de  ce  traité  doit  être  attribué  non  seulement  à  la  clarté  de 
l'exposé  et  au  choix  des  matières,  mais  aussi  aux  nombreux  problèmes  et 
exercices  numériques  que  l'on  trouve  dans  chaque  chapitre. 

P.  Klein.  —  Elementarmathematik  yom  hôheren  Standpunkt  ans.  Teil  I. 

Arilhmetik.    Algebra,    Analysis.  Yorlesung  gehalten   in   Wintersemester 
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1907-08,  ausgearbeilet  von  E.  Hrllikgbk.   —   1  vol.  autographié,  590  p.; 
B.-G.  Teubaer,  Leipzig. 

M.  Klein  s'eflbrcc  depuis  de  nombreuses  années  à  combler  dans  la  mesure 
du  possible  les  lacunes  qui  existent  en  Allemagne  entre  l'enseignement 
secondaire  et  l'enseignement  universitaire.  Il  a  rappelé,  avec  raison,  en  bien 
des  occasions,  que  parmi  les  tâches  multiples  qui  incombent  à  l'Université, 
il  en  est  une  qu'elle  a  beaucoup  négligée  jusqu'ici  :  c'est  celle  d'une  prépa- 
ration rationnelle  des  professeurs  de  l'enseignement  secondaire.  Ses  idées 
ont  fait  leur  chemin;  elles  ont  été  largement  prises  en  considération  par  la 
Commission  d'enseignement  des  naturalistes  et  médecins  allemands  dans  le 
Rapport  sur  la  préparation  des  candidats  à  l'enseignement  des  sciences 
présenté  au  Congrès  de  Dresde,  en  1907  (reproduit  in  extenso  dans  VEns, 
math,  du  15  janv.  1908). 

11  est  indispensable  qu'après  avoir  suivi  les  principaux  cours  de  mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  les  candidats  à  l'enseignement  trouvent  à 
l'université  un  cours  ou  une  série  de  conférences  qui  leur  présentent  des 
différentes  branches  mathématiques  dans  leur  ensemble,  leurs  liens  réci- 
proques et  leurs  rapports  avec  les  mathématiques  élémentaires  qu'ils  seront 
appelés  à  enseigner.  C'est  un  pareil  cours  que  M.  Klein  a  fait  à  l'Université 
de  Gœttingue  et,  grâce  à  l'un  des  auditeurs,  M.  Hellikger,  ces  belles  leçons 
peuvent  aujourd'hui  être  étudiées  par  tous  les  étudiants  et  les  jeunes  pro- 
fesseurs qui  lisent  quelque  peu  l'allemand.  Elles  seront  aussi  examinées 
avec  proGt  par  les  professeurs  universitaires  chargés  de  la  préparation  des 
candidats  â  l'enseignement. 

Le  premier  volume  contient  les  leçons  consacrées  à  l'Arithmétique,  l'Al- 
gèbre et  l'Analyse  pendant  le  semestre  d*hiver  1907-08.  Il  n'est  guère  besoin 
d'insister  sur  tout  T'intérèt  que  présentent  ces  difTérenls  chapitres  où  l'on 
reconnaît  à  chaque  page  le  maître  éminent  qui  sait  faire  ressortir  l'enchaî- 
nement des  idées  et  les  liens  entre  les  différentes  branches.  Des  sujets  même 
très  familiers  au  lecteur  sont  présentes  sous  un  jour  nouveau  et  conduisent 
souvent  à  des  remarques  fort  originales.  Nous  voudrions  pouvoir  citer  ici 
de  nombreux  exemples  ;  faute  de  place  nous  nous  bornerons  à  une  très  inté- 
ressante remarque  que  l'on  trouve  dans  le  chapitre  consacré  à  la  transcen- 
dence  des  nombres  e  et  ir.  L'auteur  considère  la  courbe  y  =  e'  et  suppose 
que  l'on  ait  marqué  dans  le  plan  l'ensemble  des  points  dont  l'abscisse  x  et 
l'ordonnée  y  sont  des  nombres  algébriques.  Le  plan  semble  entièrement 
couvert,  la  courbe  ne  passe  cependant  par  aucun  de  ces  points,  sauf  par 
jî  =  0  ,  j  =  1  . 

L'auteur  fait  du  reste  un  appel  constant  aux  méthodes  et  aux  interpréta- 
tions graphiques;  on  voit,  par  l'exemple  ci-dessus,  le  parti  que  l'on  peut  en 
tirer  dans  une  question  où  généralement  on  reste  confiné  dans  le  domaine 
purement  algébrique. 

Voici  les  principales  divisions  de  Touvrage  : 

I.  Arithmétique.  Les  opérations  effectuées  sur  les  nombres  entiers;  les 
propriétés  fondamentales;  les  bases  logiques;  la  pratique  du  calcul.  —  Les 
premières  extensions  de  la  notion  de  nombre;  les  nombres  négatifs,  frac- 
tionnaires ou  irrationnels.  Mathématiques  de  précision  et  mathématiques 
d'approximation.  —  Des  propriétés  particulières  des  nombres  entiers; 
nombres  premiers;  fractions  continues;  nombre  de  Pythagore;  la  division 
du  cercle.  —  Les  nombres  complexes. 
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II.  Algèbre^  Equations  réelles  à  une  inconnue  réelle,  à  1,  2  ou  3  para- 
mètres. —  Les  équations  dans  le  domaine  des  nombres  complexes.  Théorème 
fondamental.  Equation  à  1  paramètre  complexe. 

III.  Analyse.  Logarithme  et  fonction  exponentielle  ;  leur  développement 
historique  ;  le  point  de  vue  moderne.  —  Des  fonctions  goniométriques  ;  ap- 
plications. —  Le  calcul  infinitésimal,  considérations  d'ordre  historique  et 
pédagogique.  —  Appendice  :  Transcendance  des  nombres  e  et  tr.  Théorie 
des  ensembles. 

Ajoutons  que  l'ouvrage  de  M.  Kleiu  diflTère  de  V Encyklopaedie  der  EU- 
meniarmathematik  de  MM.  Weber  et  Wellstein  en  ce  que  ces  derniers 
ont  présenté  les  questions  dans  leur  développement  systématique  et  logique, 
tandis  que  le  savant  professeur  de.  Gœttingue  s^est  efforcé  à  tenir  compte 
cons.tamment  des  besoins  de  l'école,  où  l'on  doit  accorder  une  large  part  aux 
considérations  d'ordre  psychologique,  n  Le  maitre,  dit-il,  doit  être  quelque 
peu  diplomate  :  il  doit  se  rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  dans  le  cerveau 
de  l'enfant,  afin  de  pouvoir  captiver  son  intérêt,  et  il  n'y  réussira  que  s'il 
présente  les  choses  sous  une  forme  intuitive.  L'étude  abstraite  n'est  pos- 
sible que  dans  les  classes  supérieures.  »  H.  Fehr. 

L.  Lecorku.  —  Dynamique  appliquée  (Encyclopédie  scientifique,  Biblio- 
thèque de  mécanique  appliquée  et  Génie,  dirigée  par  M.  d'Ocagne).  — 
1  vol.  cart.  550  p.,  113  fig. ;  5  fr.  ;  Doin,  Paris. 

Le  caractère  mathématique  de  la  mécanique  rationnelle  ne  doit  pas  faire 
illusion  sur  la  portée  de  ses  applications.  Les  êtres  abstraits  dont  elle 
s'occupe,  tels  que  les  points  matériels,  les  solides  rigoureusement  indéfor- 
mables, les  fluides  parfaits,  etc.,  n'existent  pas  plus  dans  la  nature  que  les 
figures  idéales  de  la  géométrie  et,  de  même  que  la  surface  d'un  cercle  tracé 
au  compas  n'est  fournie  par  la  formule  connue  que  dans  les  limites  d'appro- 
ximation correspondant  aux  irrégularités  du  papier  et  aux  petits  déplace- 
ments de  la  pointe  supposée  fixe,  de  même  la  dynamique  des  solides  natu- 
rels diffère  plus  ou  moins  de  celle  des  solides  invariables. 

Des  restrictions  du  même  genre  s'imposent  à  chaque  instant  en  dyna- 
mique appliquée.  Ou  en  trouvera  de  nombreux  exemples  d«ins  l'ouvrage  de 
M.  Lecornu,  ouvrage  qui  a  pour  but  de  montrer  comment  peuvent  être 
abordées  scientifiquement  les  recherches  techniques  relevant  de  la  dyna- 
mique. Après  un  rapide  résumé  des  théories  de  la  mécanique  rationnelle, 
Pauteur  analyse  les  propriétés  mécaniques  des  solides  naturels.  Puis  vient 
la  dynamique  des  ressorts,  avec  application  étendue  à  la  théorie  de  l'indi- 
cateur de  Watt.  Divers  mouvements,  pendulaires  ou  autres,  sont  ensuite 
passés  en  revue.  La  dernière  partie  est  consacrée  à  la  théorie  des  machines  ; 
elle  comprend  :  la  production  et  l'utilisation  de  la  force  vive,  la  régularisa- 
tion du  mouvement,  le  freinage,  la  dynamique  des  transmissions. 

Par  la  méthode  d'exposition  et  par  le  choix  des  sujets,  cet  ouvrage  répond 
entièrement  au  but  de  celte  utile  collection. 

Emile  Mûllrr.  —  Lehrbach  der  darstellenden  Géométrie  fur  technische 

Hochschulen.  Erster  Band.  —  1  vol.  relié,  gr.  in-8«,  367  p.,  avec  273  fig. 
et  3  planches;  12  m.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Ce  Traité  de  Géométrie  descriptive  est  destiné  aux  élèves  des  écoles  tech- 
niques supérieures  ;  il  donne,    avec   quelques    développements,   les  leçons 


156  BIBLIOGRAPHIE 

faites  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Vienne  pour  les  sections  des  ingé- 
nieurs constructeurs  et  des  architectes.  L'auteur  suppose  connus  les  élé- 
ments généralement  enseignés  dans  les  sections  techniques  des  gymnases. 
Dans  ce  premier  volume  il  étudie  les  problèmes  fondamentaux  concernant 
la  droite  et  le  plan,  puis  la  représentation  des  courbes  et  des  surfaces  à 
l'aide  de  la  projection  orthogonale  sur  deux  plans.  Les  nombreuses  cons- 
tructions et  applications  qui  accompagnent  les  développements  théoriques 
se  rattachent  en  grande  partie  aux  sciences  techniques. 

Ce  livre  sera  certainement  bien  accueilli  des  étudiants  auxquels  il  est  des- 
tiné et  nous  croyons  qu'il  rendra  aussi  de  bons  services  aux  professeurs  de 
Géométrie  descriptive  des  établissements  secondaires  et  supérieurs. 

• 

M.  d'OcAGNE.  —  Calcul  graphique  et  Nomographie.  —  1  vol.  in-18,  cartonné 

toile,  de  400  p.  avec  146  (ig.,  5  fr.  ;  Doin,  Paris. 

Ce  volume  fait  partie  de  la  collection  des  encyclopédies  scientifiques  pu- 
bliées sous  la  direction  du  D^*  Toulouse.  On  sait  qu'elle  comprend  une  sec- 
tion des  mathématiques  appliquées  dirigée  par  M.  d'Ocagne.  Afin  de  bien 
délimiter  les  différentes  sections,  la  Rédaction  a  réservé  le  terme  des  ma- 
thématiques appliquées  aux  trois  catégories  suivantes  :  A,  Science  du  cal- 
cul; B,  Analyse  appliquée  à  la  science  de  la  valeur;  C.  Géométrie  appliquée 
à  la  détermination  des  positions  et  à  la  représentation  des  figures  terrestres. 

Le  présent  volume,  consacré  au  Calcul  graphique  et  a  la  Nomographie, 
appartient  à  la  catégorie  C.  Ces  deux  divisions  correspondent  aux  deux 
formes  sous  lesquelles  la  méthode  graphique  intervient  dans  ses  applications, 
de  plus  en  plus  nombreuses  aux  sciences  techniques  qui  utilisent  le  calcul. 
Il  s'agit,  d'une  part,  de  l'exécution  d'épurés  portant  sur  des  segments  re- 
présentatifs des  nombres  soumis  au  calcul  [Calcul  graphique  proprement 
dit)  ;  d'autre  part  de  construction  de  tableaux  graphiques  cotés,  nomo- 
grammes  ou  abaques,  représentatifs  des  formules  ou  équations  à  résoudre, 
dont  ils  fournissent  à  simple  vue  les  résultats  (Nomographie). 

La  première  de  ces  deux  disciplines  a  été  réduite  à  l'état  de  corps  de 
doctrine  autonome,  principalement  par  les  travaux  de  M.  Massau,  la  se- 
conde par  ceux  de  M.  d'Ocagne  lui-même,  qui  s'est  efibrcé  dans  le  présent 
volume  (développement  du  cours  libre  fait  par  l'auteur  à  la  Sorbonne  au 
printemps  de  1907),  de  les  amener  l'une  et  l'autre  à  une  forme  purement 
didactique,  sous  laquelle  les  principes,  nettement  mis  en  évidence  et  éclai- 
rés par  de  nombreux  exemples,  s'enchaînent  suivant  un  ordre  absolument 
rationnel. 

La  première  partie  (Calcul  graphique)  comprend  les  opérations  arithmé- 
tiques, la  résolution  des  systèmes  d'équations  linéaires  et  des  équations  de 
degré  quelconque,  l'interpolation  parabolique,  l'intégration  graphique  ;  la 
seconde  (Nomographie),  la  représentation  par  lignes  concourantes,  par 
points  alignés  et  par  éléments  mobiles,  pour  se  terminer  par  un  résumé  de 
la  théorie  générale  de  tous  les  modes  possibles  de  représentation. 

Biaise  Pascal.  —  Œavrei^  Publiées  et  annotées  par  MM.  Léon  Brursciiwigg 
et  Pierre  Boutroux.  —  3  volumes  in-S»,  à  7  fr.  50  le  volume;  Hachette, 
Paris,  1908. 

Cette  nouvelle  et  riche  édition  des  œuvres  de  Pascal  ne  peut  guère  être 
analysée  ici  qu'en  ce  qui  concerne  les  travaux  de  mathématiques  et  de  phy- 
sique qu'elle  renferme. 
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A  ce  point  de  vue  il  faut  parler  surtout  de  la  correspondance  d'Etienne 
Pascal  avec  Fermât  et  Roberval,  de  V Essai  pour  les  Coniques,  de  la  Gene- 
ratio  conisectionum,  de  la  Dédicace  avec  lAvis  et  le  Privilège  de  la  Machine 
arithmétique,  des  divers  traités  mathématiques  de  1654,  de  V Adresse  à 
l'Académie  parisienne  de  mathématiques  et  enlin  de  la  correspondance  de 
Biaise  Pascal  lui-même  avec  Fermât.  Le  rôle  d'Etienne  Pascal  ne  doit  pas 
étonner,  car  les  auteurs  de  la  publication  ont  pensé  à  nous  présenter 
Biaise  Pascal  au  milieu  des  siens,  lesquels  ont  eu,  comme  on  sait,  une  si 
grande  influence  sur  la  vie  et  les  travaux  du  célèbre  philosophe. 

L'admirable  Essai  pour  les  Coniques,  qui  prouvait  la  précocité  du  jeune 
Pascal,  est  trop  connu  pour  qu'on  y  ramène  l'attention.  Ce  que  l'on  sait 
moins  c'est  que  la  Machine  arithmétique  fut  imaginée  peu  après  et  Pascal 
eut  plus  de  mal  à  diriger  les  ouvriers  qui  devaient  la  construire  qu'à  en  in- 
venter le  principe,  d'où  des  descriptions  curieuses  tant  par  leur  minutie 
que  par  les  planches  qui  les  accompagnent. 

Le  second  volume  débute  par  la  Première  Narration  de  Roberval  sur  le 
Vide.  Pascal  est  maintenant  à  4^aris  ;  il  s'y  fait  connaître  par  des  exposés 
publics  où  la  contradiction  possible  ne  l'effraye  pas.  Il  soutient  dans  de 
nombreux  écrits  ses  vues  appuyées  sur  l'expérience  de  Torricelli.  Nous 
rencontrons  notamment  ici  le  Récit  de  la  grande  expérience  sur  l'Equilibre 
des  liqueurs  et  des  fragments  du  Traité  du  Vide. 

Dans  le  troisième  volume,  qui  va  de  l'entrée  de  Jacqueline  Pascal  à  Port- 
Royal,  jusqu'au  Mémorial  de  novembre  1654,  nous  voyons  Pascal,  avec  une 
fécondité  prodigieuse,  revenir  déiinitivement  sur  l'Equilibre  des  liqueurs 
dans  un  Traité  auquel  il  en  ajoute  bientôt  un  autre  sur  la  Pesanteur  et  la 
Masse  de  l'Air.  C'est  peu  après  que  se  place  aussi  son  Adresse  à  l'Académie 
parisienne  où  il  a  surtout  en  vue  ses  recherches  arithmétiques.  Là  nous 
trouvons  encore  In  correspondance  entre  Pascal  et  Fermât  et  surtout  son 
fameux  traité  du  Triangle  arithmétique  qui  ne  lui  sert  pas  seulement  à  cal- 
culer les  coefficients  du  binôme,  mais  qui  intervient  dans  bien  d'autres  ques- 
tions arithmétiques  et  dans  le  calcul  des  probabilités. 

Ces  quelques  lignes  ne  peuvent  donner  qu'une  idée  bien  imparfaite  des 
trois  '  magnifiques  volumes  qui  composent  la  publication.  Il  ne  faut  pas 
oublier  surtout  qu'entre  les  écrits  purement  scientifiques  s'intercalent  tous 
les  autres  où  Pascal  apparaît  comme  penseur,  comme  philosophe  et  comme 
écrivain.  Et  l'impression  philosophique  et  poétique  qui  se  dégage  de  l'en- 
semble ne  peut  qu'aider  à  la  compréhension  de  ce  génie  aussi  puissant  par 
le  sentiment  que  par  la  méthode. 

A.  BuHL  (Toulouse). 

J.  ScHicK.  —  Isomorphopolzentrik.  —  1  vol.  in-8<>,   118  p..  3  Mk.  ;  Frunz- 
scher  Verlag,  Mûnchen,  1908. 

Nous  avons  rendu  compte  ici  même  d'un  opuscule  du  même  auteur  intitulé 
Barytomik.  Le  nouveau  volume  de  M.  Schick  continue  le  précédent  et  s  oc- 
cupe aussi  de  Géométrie  du  triangle,  pour  laquelle  il  utilise  des  méthodes 
élémentaires  exposées  avec  clarté.  Voici,  à  peu  près,  comment  l'auteur  ré- 
sume lui-même  son  travail. 

Les  recherches  actuelles  ont  trait  d'abord  à  la  forme  du  triangle  XYZ 
ayant  pour  sommets  les  projections  orthogonales  d'un  point  variable  P  sur 
les  côtés  d'un  triangle  fondamental  ABC  ;  il  s'agit  donc  des  angles  de  ces 
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triangles  XYZ,  et  des  rapports  de  leurs  c6tés  ;  on  cherche  les  propriétés 
des  centres  isogonaux  de  triangles  inscrits  semblables  entre  eux,  ainsi  que 
des  points  apparentés  à  ces  centres  ;  d'importants  problèmes  d'inscriptions 
de  figures,  déjà  résolus  par  Newton,  s'éclairent  ici  d'un  jour  nouveau  ;  enfin 
des  problèmes  inédits,  ayant  pour  cas  particuliers  des  propriétés  exposées 
dans  la  Barytomik^  sont  examinés  dans  le  présent  ouvrage  et  rattachés  à 
d'autres  questions  relatives  à  la  Géométrie  du  triangle. 

M»  Stutvaert  (Gand). 

K.  ScHWERNiG.  — -  Handbuch  der  Elementarmathematik  fur  Lehrer.  — 

1  vol.  gr.  in-8<>,  cart.,  407  p.  et  143  fig.  ;  B  m.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Ce  livre  contient  les  principaux  chapitres  d'Arithmétique;  d'Algèbre,  de 
Géométrie  et  de  Trigonométrie,  qui  font  généralement  partie  des  plans 
d'étude  des  gymnases  allemands.  Il  les  présente  avec  plus  de  développe- 
ment qu'on  ne  peut  le  faire  à  l'école.  Les  maîtres  et  les  élèves  avancés  y 
trouveront  donc  des  compléments  utiles  qui  leur  montrent  quels  sont  les 
principes  fondamentaux  des  mathématiques  élémentaires,  ainsi  que  quelques 
tendances  modernes  dans  les  méthodes  de  démonstration.  Par  contre,  il  ne 
tient  pas  compte  des  transformations  que  subissent  les  plans  d'études  en 
vue  d'accorder  une  large  place  à  la  notion  de  fonction  et  aux  représentations 
graphiques. 
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f  •  Sommaipes  des  principaux  périodiques  ; 

AoDali  di  Matematica.  —  Directeurs  :   L.   Biànchi,   O.  Dini,  g.   Jumg,  C. 

Segke.  -^  Série  III.  T.  XV,  Rebeschini  di  Turati  e  C,  Milan. 

Cerruti  :  Le  matematiche  pure  e  miste  uei  primi  dodici  Congressi  délia 
Societa  Itaiiana  per  il  progresso  délie  scienze.  —  Lauricella  :  SuUe  equa- 
zoni  integrali.  —  Tonelli  :  I  polimoni  d'approssimazione  di  ïchebychev.  — 
FuBiNi:  Sul  principio  di  miniroo  di  Dirichiet.  —  Tedone  :  Sui  metodi  délia 
fisicamatematica.  —  Sannia  :  Nuova  esposizione  délia  geometria  infinitési- 
male délie  congruenze  rettilinee.  —  Beppo  Levi  :  Antimonie  logiche.  — 
Scorza  :  Le  varictà  a  curve  sezioni  ellittiche.  —  Niels  Nirlsen  :  Sur  la  con- 
vergeance  uniforme  d'une  classe  de  séries  infinies.  —  Burgatti  :  Sulla 
teoria  dell'  equazione  a  dcrivate  parziali.  —  Amaldi  :  Sui  principali  resul- 
tati  ollenuli  nella  teoria  dei  gruppi  contiuui  dopo  la  morte  di  Sophus  Lie 
(1898-1907).  —  SfiRAMA  :  Sulla  deformazionc  infinitcsima  délie  ipersuperficie. 

Comptes  rendus  des  séances  de  rAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 

par  les  secrétaires  perpétuels.  Gauthier-Yillars,  Paris. 
i^«  semestre,   1908.  —  6  juillet.  —  J.   BoussI^RSQ:   Sur  une   hypothèse 
fondamentale    implicitement   admise   dans  notre  enseignement  classique  de 
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rAstronomie.  (Voir  aussi  séances  du  15  et  27  juillet).  —  A.  Myller  :  Sur 
un  problème  relatif  à  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
type  hyperbolique.  —  Jacob:  Nouvel  intégromètre. 

15  juillet.  —  Edm.  Maillet  :  Sur  certains  systèmes  d'équations  dî(réren« 
tielles.  —  A.  Denjoy  :  Sur  les  produits  canoniques  de  genre  infini. 

22  juillet.  —  TziTZÉicA  :  Sur  les  surfaces  réglées.  —  H.  W.  et  E.  Yunc  : 
Sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables.  —  Êsclancon  :  Sur  les  so- 
lutions périodiques  d'une  équation  fonctionnelle  linéaire. 

27  juillet.  —  Stuyvjert  :  Une  sextique  gauche  circulaire. 

3  août.  —  G.  Darboux  :  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie  des  systèmes 
orthogonaux  et  à  la  méthode  du  trièdre  mobile.  —  Haao  :  Sur  les  familles 
de  Lamé  composées  de  surfaces  égales.  —  G.  Remoundos  :  Sur  la  tendance 
des  systèmes  matériels  à  échapper  au  frottement. 

10  août.  —  G.  Darboux  :  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie  des  sys- 
tèmes orthoganaux  et  à  la  méthode  du  trièdre  mobile  (voir  aussi  séances 
du  17  et  24  août).  —  A.  Pellet  :  Sur  les  équations  ayant  toutes  leurs  raci- 
nes réelles.  —  Haag  :  Sur  quelques  mouvements  remarquables. 

17  août.  — ■  P.  Cousin  :  Sur  les  fonctions  périodiques. 

24  août.  —  A.  Demoulin  :  Sur  la  théorie  des  lignes  asymplotiques.  — 
G.  Remoukdos  :  Sur  les  zéros  des  intégrales  d'une  classe  d'équations  diffé- 
rentielles. —  Haag  :  Sur  la  viration  de  deux  surfaces  réglées. 

31  août.  —  Studolkievicz  :  Sur  le  problème  de  Pfaff.  —  P.  Cousin  :  Sur 
les  fonctions  périodiques. 

14  septembre.  —  G.  Darboux  :  Détermination  des  systèmes  triples  orlho- 
gonaux  qui  comprennent  une  famille  de  cyclides  de  Dupin  et,  plus  généra- 
lement, une  famille  de  surfaces  à  lignes  de  courbures  planes  dans  les  deux 
systèmes  (voir  aussi  séance  du  21  septembre).  —  A.  Demoulin  :  Sur  la  qua- 
drique  de  Lie.  —  E.  Esclangon  :  Le  vol  plané  sans  force  motrice. 

28  septembre.  —  E.  Picard:  Sur  deux  applications  de  Téquationde  Fred- 
holm  à  des  problèmes  de  physique  mathématique.  —  S.  Carrus  :  Sur  les 
systèmes  de  familles  de  surfaces  se  coupant  suivant  des  lignes  conjuguées 
(voir  aussi  séance  du  12  oct.).  ^  A.  Demoulin:  Sur  quelques  propriétés  des 
surfaces  courbes  (voir  aussi  séance  du  19  oct.). 

5  octobre.  —  Nôrdlund  :  Sur  la  convergence  des  fractions  continues. 

2  novembre.  —  L.  Remy  :  Sur  la  valeur  de  l'invariant  p  pour  une  classe 
de  surfaces  algébriques. 

9  novembre.  —  Haag  :  Sur  les  applications  géométriques  de  certains 
mouvements  remarquables. 

16  novembre.  —  Bertin  :  Sur  la  giration  des  aéroplanes.  —  R.  Garnier  : 
Sur  les  équations  dilTércntielles  du  troisième  ordre  dont  lintégrale  géné- 
rale est  uniforme.  —  M.  Brillouin  :  Sur  la  résistance  des  fluides. 

23  novembre.  —  E.  Picard:  De  l'influence  des  points  multiples  isolés  sur 
le  nombre  des  intégrales  doubles  de  seconde  espèce  d'une  surface  algé- 
brique. —  L.  Rémy  :  Sur  les  surfaces  algébriques  qui  représentent  les  cou- 
ples de  points  d'une  courbe  de  genre  3.  —  J.  Haag  :  Sur  les  applications 
géométriques  de  certains  mouvements  remarquables.  —  Edm.  Maillet  :  Sur 
les  équations  différentielles  et  les  systèmes  de  réservoirs. 

30  novembre.  — Tzitzéica  :  Sur  les  réseaux  conjugués  à  invariants  égaux. 
—  A.  Demoulin  :  Sur  la  cyclide  de  Lie.  —  L.  Féjbr  :  Sur  une  méthode  de 
M.  Darboux.  —  T.  Lalksco  :  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  li- 
néaires d'ordre  infini. 
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1  décembre.  —  Séance  annuelle.  Prix  décernés  (voir  Chronique,  p.  52  à  55 
de  ÏEns.  math,  du  15  janv.). 

14  décembre.  —  Rémt  :  Sur  le  nombre  des  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  de  certaines  surfaces  algébriques.  —  J.  Drach  :  Sur  les  lignes  géo- 
désiques.  —  M.  Hamy  :  Sur  le  calcul  approché  des  intégrales  d'ordre 
élevé. 

21  décembre.  —  H.  Poincaré  :  Remarques  sur  l'équation  de  Fredholm. — 
P.  DiENBs  :  Sur  les  singularités  des  fonctions  analytiques.  —  P.  Boutroux  : 
Sur  les  intégrales  multiformes  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre.  —  Demoulix  :  Sur  la  cyclide  de  Lie.  —  Tràynard  :  Sur  la  condition 
pour  que  sept  droites  soient  situées  sur  une  surface  du  4'  ordre. 

28  décembre.  —  A.  Korn  :  Sur  un  problème  des  efforts  dans  la  théorie 
de  l'élasticité. 


2.  Livres  nouveaux: 

Benchera  Braiioford.  —  A  Study  of  mathematical  Education  including 

the  Teaching  of  Ârithmetic.  —  1  vol.  in-S®,  392  p.  ;  Clarenton  Press,  Oxford. 

E.  et  F.  CossERAT.  —  Théorie  des  corps  déformables.  —  1  vol.  in-8o, 

226  p.  ;  6  fr.  ;  Hermann,  Paris. 

Sir  G.  Gkernhill.  —  Notes  on  Dynamics.  (Military  Books.  For  Oiiicial 
Use).  —  2«  édition,  1  vol.  gr.  in-4o.  221  p  ;  3  sh.  ;  Wymau  and  sons,  Londres. 

D.  HiLBERT.  —  Grundlagen  der  Géométrie.  Dritte,  durch  Zus&tze  u.  Lite- 

raturhinweise  von  neuen  vermehrte  u.  mit  sieben  Anhângen  versehene  Auf- 
lage  (Collection  «  Wissenschaft  u.  Hypothèse  »).  —  1  vol.  in-16,  279  p. 
relié,  6  m.  ;  B.  G.  ïeubner,  Leipzig. 

G.  KowALEwsKi.  —  Gmndzûge  der  Differential-  a.  Integralrechnung.  - 

1  vol.  in-8<>  relié,  452  p.;  12  m.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Ârn.  Rbymond.  —  Logique  et  Mathématiqnes.  Essai  historique  et  cri- 
tique. —  1  vol.  in-S*',  219  p.  ;  ë  fr.  ;  Foyer  solidariste,  St-Blaise.  Suisse. 

R.  SuppANTscHiTscH.  —  Grundriss  der  Geometne  fur  Realgymnasien. 

Heft  1.  —  1  vol.  cart.  in-8*»,  59  p.  ;  1  m.  20;  Tempsky,  Vienne. 

G.  Veronksb.  —  Nozioni  di  Geometria  intaiUva  ad  uso  délie  Scuole  com- 
plementari,  con  la  coUaborazionc  di  G.  Gazzaniga.  —  1  vol.  p.  in-8<*,  123  p.  ; 
1  1.  50;  Drucker,  Padoue. 

G.  Yero.nese.  —  Elementi  di  Geometria  ad  uso  dei  ginnasi  e  licei,  e  isti- 
tuti  tecnici,  con  la  collaborazione  di  P.  Gazzaniga.  Parte  I,  Edizione  IV.  — 
1  vol.  p.  in-8o,  139  p.  ;  Drucker,  Padoue. 

Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pares  et  appliquées.  Edition 

française.  Tome  I,  quatrième  volume  :  Calcul  des  probabilités  ;  théorie  des 
erreurs;  applications  diverses.  —  Gauthier-Villars,  Paris;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

Fascicule  2  ;  Théorie  des  erreurs;  exposé  d'après  l'article  allemand  de 
J.  Bauschinger  (Berlin),  par  H.  Andoyer  (Paris).  —  Calculs  numériques; 
exposé  d'après  l'article  allemand  de  R.  Mehmke  (Stuttgart),  par  M.  d'OcACKS 
(Paris). 


i 


L  INVENTION     MATHÉMATIQUE 
Noie  posthume  d'AuÉDÉE  Mannhcim 


Lorsque  V Enseignement  mathématique  entreprit  la  publication  de  V Enquête 
sur  La  méthode  de  travail  des  mathématiciens ,  le  nom  d'Amédée  Mannheim 
fut,  parmi  les  géomètres  français  contemporains,  Tun  de  ceux  que  nous 
désirions  le  plus  voir  figurer  dans  celte  consultation.  Nos  instances,  malheu- 
reusement, vinrent  se  heurter  à  une  irréductible  modestie,  à  une  invincible 
répugnance  à  parler  publiquement  de  lui-même  ;  nous  le  regrettions  sans 
nous  en  étonner,  mais  nous  n'eûmes  pas  Tindiscrétion  d'insister  davantage. 

Mannheim,  cependant,  ne  s'était  pas  désintéressé  de  la  question  ;  la  note 
qu'on  va  lire  a  été  retrouvée  dans  ses  papiers,  écrite  entièrement  de  sa 
main  ;  la  rédaction  doit  en  remonter  à  1903-1904  très  probablement.  Nous 
remercions  respectueusement  la  famille  de  cette  communication,  et  nous  en 
considérons  la  publication  comme  étant  d'un  grand  intérêt  philosophique, 
particulièrement  à  l'heure  actuelle. 

Notre  enquête,  en  effet,  a  provoqué,  depuis  sa  publication,  des  travaux  à 
côté  considérables,  qui  ont  à  juste  titre  attiré  l'attention  publique;  elle  a 
pris  en  quelque  sorte  une  extension  latérale  tout  à  fait  imprévue.  Plus  que 
jamais  la  question  est  à  l'ordre  du  jour,  depuis  la  publication  toute  récente 
de  remarquables  articles  de  M.  Henri  Poincaré,  reproduits  ici-même  et  soi- 
gneusement signalés  aux  lecteurs  de  V Enseignement  mathématique  (sept. 
1908). 

L'identité  des  opinions  des  deux  savants  est  manifeste  sur  les  points  les 
plus  essentiels.  Il  faut  voir  là,  non  pas  une  coïncidence  fortuite,  une  ren- 
contre du  hasard,  mais  bien  une  concordance  nécessaire,  apportant  la 
preuve  philosophique  de  la  justesse  des  vues  émises.  Cette  preuve  est 
d'autant  plus  éclatante  qu'il  s'agit  de  deux  géomètres  dont  les  travaux  ont 
été  inspirés  par  des  directions  d'idées  très  différentes.  L'un  est  surtout  ana- 
lyste et  philosophe;  l'autre  consacra  sa  vie  entière  à  la  géométrie  pure  et 
à  ses  applications. 

Ce  supplément  à  notre  enquête,  apporté  du  fond  de  son  tombeau  par  le 
savant  que  nous  regrettons  tant,  nous  est  extrêmement  précieux  et  nous 
sommes  persuadés  qu'il  intéressera  au  plus  haut  point  nos  lecteurs. 

(m.  D.   L.   R.) 

Une  lettre  de  M.  Maillet  insérée  dans  V Enseignement 
mathématique  (t,  III,  1901,  p.  58)  expose  Tinlérêt  que  pré- 
senterait une  enquête  sur  la  niéthode  de  travail  des  mathé- 
maticiens. Non  seulement  la  Rédaction  de  cette  Rev.ue  adopta 
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l'idée  de  M.  Maillet,  mais  pour  faciliter  les  réponses  publia 
un  questionnaire  (t.  IV,  1902,  p.  208)'. 

Comme  il  est  très  pénible  de  parler  de  soi-même,  j'avais 
pensé  à  une  réponse  anonyme.  On  m'a  fait  remarquer  qu'une 
telle  réponse  perdrait  tout  intérêt  si  la  personnalité  était 
inconnue.  Je  me  suis  demandé  aussi  quelle  serait  l'utilité 
de  cette  enquête  et  j'ai  douté  qu'elle  fût  très  grande  jusqu'au 
jour  où,  causant  avec  un  philosophe  des  plus  éminents,  il 
m'assura  qu'elle  intéresserait  extrêmement  les  philosophes 
et  qu^ils  en  retireraient  non  seulement  des  données  bonnes  à 
réunir,  mais  peut-être  des  conséquences  difficiles  à  prévoir. 

En  général,  beaucoup  de  penseurs  ont-ils  fait  sur  eux- 
mêmes  un  retour  assez  précis  pour  pouvoir  démêler  la  façon 
dont  ils  marchent  vers  la  découverte  d*une  vérité  ?  C'est 
peut-être  difficile  parce  qu'on  ne  suit  pas  toujours  la  même 
voie  et  qu'on  n'emploie  pas  toujours  les  mêmes  procédés  de 
travail.  Certains  mathématiciens  ont  probablement  reculé 
devant  cet  examen  pour  ainsi  dire  anatomique  de  leur  pensée. 

Et  puis,  quelques  mathématiciens  découvrent  par  le  calcul 
des  résultats  qu'ils  exposent  géométriquement,  et  d'autres 
font  l'inverse  et  emploient  la  géométrie  pour  arriver  à  des 
résultats  qu^ils  comptent  bien  exposer  analytiquement. 

Dans  les  deux  cas,  ils  ne  veulent  pas  avouer  leur  manière 
d'opérer,  ne  l'ayant  adoptée  que  parce  qu'ils  la  jugent  plus 
conforme  à  leur  intérêt  au  point  de  vue  de  l'appréciation 
qu'on  pourra  porter  sur  leurs  travaux. 

Quant  à  moi,  je  puis  dire  tout  de  suite  que  c'est  par  la  voie 
géométrique  et  uniquement  par  cette  voie  que  je  suis  arrivé 
aux  vérités  géométriques  que  j'ai  découvertes. 

Je  sais  d'avance  que  je  brave  certaines  critiques,  en  remon- 
tant aussi  loin  que  possible  dans  mes  souvenirs  d'enfant, 
d'élève  ou  de  professeur,  pour  essayer  de  répondre  aux 
questions  posées.  J'espère  pourtant  apporter  mon  contingent 
aux  éclaircissements  demandés.  C'est  ce  qui  m'a  décidé  à  les 
noter.  11  m'est  particulièrement  facile  de  dire  d'une  façon 
précise  à  quelle  époque  et  dans  quelles  circonstances  le  goût 


*  Dans  le  même  but,  une  question  (2446)  fut  poft<^e  en  1902  dans  V intermédiaire  ;  de  courtes 
réponses  à  cette  question  furent  publiées  la  môme  année  à  la  page  339. 
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des  sciences  mathématiques  s'est  montré  en  moi  pour  la 
première  fois. 

Un  jeune  maître,  débutant  comme  professeur  d'arithméti- 
que (M.  Ch.  Marin)  à  TEcole  primaire  où  j'étais  élève,  eut  la 
curiosité  de  se  demander  si,  parmi  des  enfants  d'une  dizaine 
d'années,  il  s'en  trouverait  un  seul  capable  de  comprendre 
un  raisonnement  géométrique. 

Il  exposa  donc  les  premières  propositions  du  livre  I  de  la 
géométrie  de  Legendre.  Il  fit  plus  tard  composer  les  petits 
élèves  de  sa  classe.  Au  moment  de  la  composition,  comme 
j'avais  mal  aux  yeux,  il  m'offrit  d'écrire  sous  ma  dictée.  Il 
fut  si  étonné  de  ma  démonstration  qu'il  s'arrêta  pour  me 
demander  si  je  la  comprenais  bien. 

Je  lui  répondis  :  mais  oui,  j'ai  bien  compris  celle-ci  et  les 
autres.  Seul  à  donner  une  solution,  j'eus  le  prix  de  géométrie, 
un  volume  que  j'ai  toujours  gardé  et  qui  porte  la  date  :  7**'* 
1841.  J'avais  dix  ans. 

Ainsi,  encore  enfant,  j'avais  été  capable  de  faire  tenir 
debout  un  raisonnement  géométrique. 

Naturellement,  en  1841  et  les  années  suivantes,  je  ne  pou- 
vais avoir  aucune  idée  des  applications  des  sciences  mathé- 
matiques, et  c'est  par  elle-même  que  la  géométrie  m'intéres- 
sait. 

Après  avoir  quitté  l'Ecote  primaire  et  pendant  les  années 
qui  ont  suivi,  je  suis  revenu  souvent  de  moi-même  au  pos- 
tulatum  d'Euclide. 

Je  dois  reconnaître  que  mes  tentatives  de  recherches  à  ce 
sujet  m'ont  été  extrêmement  utiles,  comme  développement 
de  mon  entendement  mathématique.  Pendant  mes  études, 
j'ai  cherché  ainsi  un  grand  nombre  de  problèmes. 

Demeurant  à  une  demi-heure  de  marche  de  l'Institution 
Martelet  où  j'étais  externe,  je  cherchais  ces  problèmes  de 
tête  pendant  le  trajet.  C'est  peut-être  ce  qui  m'a  habitué  à  ce 
genre  de  travail.  A  mon  avis,  il  est  très  avantageux  d'opérer 
sans  aucune  figure  sous  les  yeux,  parce  qu'on  est  amené 
ainsi  à  supprimer  ce  qui  est  inutile  pour  la  solution  et  qu'on 
doit  chercher  avant  tout   à  simplifier. 

Quant  à  la   vue  de  l'espace,  l'exercice  la    rend  si  facile 
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qu'il  devient  gênant  d'avoir  un  dessin  devant  soi.  De  plus, 
on  a  l'avantage  de  pouvoir  travailler  à  tout  instant  et  n'im- 
porte où.  Aussi,  depuis  cette  époque,  j'ai  toujours  pratiqué 
et  recommandé  le  travail  de  tête. 

Lorsque  les  problèmes  proposés  étaient  susceptibles  d'une 
solution  analytique  et  d'une  solution  géométrique,  c'est  cette 
dernière  que  je  cherchais.  J'avais  besoin  d'une  solution  me 
permettant  de  savoir  coi^slamment  où  j'en  étais  *.  Du  reste, 
à  cette  époque,  dans  l'application  des  méthodes  analytiques, 
on  développait  tous  les  calculs,  ce  qui  n'avait  rien  d'attrayant. 

Pendant  mon  année  de  spéciales,  les  conférences  de  M. 
Suchet  sur  des  matières  complémentaires  du  programme  me 
firent  connaître  les  travaux  de  Poncelet  que  j'étudiai  tout  de 
suite.  Aussi  ma  première  publication  personnelle  est  une 
note  sur  la  théorie  des  polaires  réciproques. 

Je  parcourus  tous  les  volumes  des  Annales  de  Gergonne 
pour  savoir  si  des  travaux  sur.  le  même  sujet  avaient  été 
publiés.  Mais  j'avais  eu  le  soin  de  rédiger  d'avance  mon  tra- 
vail afin  de  ne  subir  aucune  influence. 

J'ai  toujours  agi  de  la  même  manière,  bien  sûr,  alors,  de 
conserver  mon  mode  propre  d'exposition.  Je  n'ai  jamais  pu 
m'astreindre  à  lire  tout  d'abord  une  démonstration  sans  en 
avoir  cherché  une  moi-même.  En  d'autres  termes,  j'ai  tou- 
jours eu  besoin  d'entrer  personnellement  dans  un  sujet 
avant  de  suivre  un  auteur. 

Des  notes  publiées  dans  les  Nouvelles  Annales  et  dans  les 
Annales  de  Torlolini,  etc.  permettent  de  voir  comment  j'ai 
été  amené  aux  formules  élémentaires  que  Bour  a  reproduites 
dans  sa  Cinématique,  formules  que  je  n'avais  pas  recherchées 
tout  d'abord. 

Mais  il  n'en  fut  pas  de  même  lorsqu'en  1865,  j'ai  com- 
mencé l'étude  du  déplacement  dans  l'espace;  je  savais  fort 
bien  d'avance  que  je  me  proposais  de  trouver  une  méthode 
des  normales  dans  l'espace. 

Pour  la  constituer,  j'ai  traité  de  nombreux  cas  particuliers 

^  «  Jii  n'aimais  point  cette  manière  d'opérer  sans  voir  ce  qu'on  fait;  il  me  semblait  que 
résoudre  un  problème  de  géométrie  par  les  équations,  c'était  jouer  un  air  en  tournant  une 
manivelle  •. 

(Jean-Jacques  Rousseau  —  les  Confessions  part.  I  livre  VI). 
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des  déplacements  des  figures  et  cherché  à  voir  les  points 
communs  qui  subsistaient  dans  les  solutions  de  tous  les  cas. 

De  ces  recherches  préparatoires»  je  n'ai  rien  publié.  J'ai 
seulement  fait  connaître  la  solution  du  problème  dans  le  cas 
le  plus  général  du  déplacement  d'une  figure  de  grandeur 
invariable.  Ici,  je  savais  où  je  voulais  arriver,  tandis  que 
pour  d'autres  questions,  des  développements  successifs 
m'amenaient  à  des  résultats  que  je  ne  soupçonnais  pas. 

On  voit  bieh  là  deux  modes  différents  de  travail. 

Lorsque  je  commençais  une  nouvelle  étude,  je  me  trou- 
vais dans  la  situation  d'un  voyageur  arrivant  dans  une  ville 
qu'il  ne  connaît  pas.  Il  a  devant  lui  des  rues  qui  se  res- 
semblent, aussi  doit-il  les  parcourir  un  certain  nombre  de 
fois  pour  les  différencier.  Dans  ces  promenades,  il  aperçoit 
des  choses  qu'il  n'avait  pas  même  remarquées  et  il  s^est 
tellement  familiarisé  avec  les  tenants  etaboutissants,  qu'il  peut 
se  rendre  d'un  point  à  un  autre  sans  y  penser. 

Tout  cela  peut  se  répéter  à  propos  d'une  étude  nouvelle. 
Le  travail  intellectuel  qu'elle  nécessite  prépare  surtout  à  voir 
ce  qu'on  n'avait  pas  aperçu  tout  d'abord. 

Je  parle  ici  d'un  ensemble  et  non  pas  de  simples  pro- 
priétés géométriques  comme  celles  qu'on  propose.  Elles 
s'obtiennent  de  différentes  manières  ;  l'un  des  procédés 
employés  consiste  à  rapprocher  deux  constructions  diffé- 
rentes servant  à  déterminer  un  même  point  remarquable 
d'une  figure. 

Je  ne  crois  ni  au  hasard  ni  à  l'inspiration  dans  les  décou- 
vertes mathématiques. 

Seulement,  lorsqu'on  s'absorbe  dans  une  recherche,  à  côté 
du  travail  voulu,  conscient,  il  y  en  a  un  autre  que  j'appellerai 
inconscient.  C'est  le  résultat  de  ce  travail-là,  lorsqu'il  ap- 
paraît, que  l'on  qualifie  de  hasard  ou  d'inspiration. 

Ce  travail  inconscient  a  généralement  lieu  pendant  le  som- 
meil. On  voit  parfois,  au  moment  du  réveiL  le  point  faux 
d'une  démonstration  qu'on  avait  crue  parfaite  en  s'endormant. 
Entre  l'état  de  veille  et  le  sommeil  complet,  il  y  a  un  état  par- 
ticulier qui  est  favorable  à  ce  travail  inconscient  dont  je  re- 
parlerai plus  loin. 
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Mon  travail  de  tète  était  toujours  noté  pendant  les  matinées 
suivantes.  Au  moyen  de  ces  notes  que  je  complétais,  je  fai- 
sais rapidement  une  première  rédaction,  en  ayant  soin  de 
démontrer  les  propriétés  dont  j'avais  fait  usage,  avant  toute 
vérification,  parce  que  je  les  sentais  vraies. 

J'ai  remarqué  aussi,  bien  des  fois,  l'impossibilité  où  j'étais 
d'entreprendre  une  nouvelle  recherche  avant  d'avoir  mis  sur 
le  papier  la  première  rédaction  dont  je  parle;  mais  il  suffi- 
sait qu'elle  fut  écrite  pour  reprendre  ma  liberté  d'esprit.  Je 
laissais  alors  de  côté  cette  rédaction  pendant  un  certain  temps. 
Je  ne  l'oubliais  pourtant  pas,  car  les  questions  dont  j'enten- 
dais parler,  me  paraissaient  se  rapporter  à  ces  recherches 
ainsi  consignées  et  que  je  laissais  dormir. 

Plus  tard,  lorsque  je  reprenais  ma  première  rédaction,  je 
m'apercevais  vite  qu'elle  n'aurait  pas  été  comprise,  puisque 
j'avais  besoin  moi-même  de  l'étudier  pour  en  bien  saisir 
toutes  les  parties;  elle  me  semblait,  en  quelque  sorte,  le  tra- 
vail d'un  autre. 

Cest  que,  lorsqu'on  est  très  plein  de  son  sujet,  et  confiant 
dans  sa  mémoire  pour  les  détails,  on  est  toujours  beaucoup 
trop  concis. 

Et  alors  il  se  produisait  cette  particularité,  qu'en  voulant  la 
modifier,  dans  la  seule  intention  de  lui  donner  plus  de  clarté, 
il  surgissait,  comme  venant  d'un  autre,  des  développements 
nouveaux  que  je  ne  puis  attribuer  qu'au  travail  inconscient. 

Certains  problèmes  ont  résisté  assez  longtemps  à  mes  re- 
cherches; j'avais  d'autant  plus  le  désir  de  les  résoudre;  il 
m'est  pourtant  arrivé  souvent  d'aboutir,  à  force  d'y  penser, 
à  une  solution  tellement  simple  que,  pour  prendre  là  peine 
de  la  publier,  je  devais  me  reporter  au  grand  désir  que  j'avais 
eu  delà  connaître,  désir  qui  pouvait  être  partagé  par  d'autres. 

Le  travail  mathématique  exige  un  certain  entraînement.  A 
ce  point  de  vue,  après  les  vacances,  les  premières  leçons  de 
mon  cours  étaient  extrêmement  favorables. 

L'habitude  de  travailler  au  milieu  du  bruit  se  prend  très 
facilement  à  l'Ecole  polytechnique  où,  dans  des  salles  de 
8  à  10  élèves  tous  n'étudient  pas  en  même  temps  et  silen- 
cieusement. Pour  moi,  non  seulement  je  ne  redoutais  pas  le 
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bruit,  maïs  je  le  recherchais.  Ainsi  je  suis  souvent  monté  en 
omnibus,  sans  avoir  de  but  déterminé,  parce  que  la  trépida- 
tion bruyante,  le  brouhaha,  venaient  à  mon  aide  pour  achever 
une  solution. 

C'est  à  cette  faculté  de  m'abstraire  au  milieu  du  bruit  que 
se  rattache  Futilité  de  la  musique  pour  mon  travail.  Que  de 
fois  suis-je  allé  au  concert  sans  y  percevoir  le  plus  petit  mor- 
ceau de  musique,  mais  j'y  travaillais  très  bien. 

Voici  à  ce  propos  un  souvenir  absolument  précis.  Dèâ  la 
première  année  de  mon  professorat  je  n'ai  voulu  employer 
dans  mon  enseignement  que  des  démonstrations  géométri- 
ques; mais  je  ne  trouvais  pas  celle  concernant  la  trace  de  la 
surface  d'ombre  d'une  ellipse  éclairée  par  un  cercle. 

Un  jour,  fatigué  par  cette  recherche  et  désireux  de  changer 
le  cours  de  mes  idées,  j'entrai  au  Théâtre  lyrique  où  on 
jouait  la  Traviata.  Les  premières  mesures  de  l'orchestre 
arrivèrent  seules  à  mes  oreilles  et  l'obsédante  question  me 
reprit.  En  sortant  du  théâtre,  sans  doute  la  musique  aidant, 
je  possédais  la  solution  désirée,  mais  je  ne  connaissais  nulle- 
ment la  Traviata  ! 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  j'ai  tout  simplement  tra- 
vaillé selon  ma  nature. 

Chacun  agit  de  même  .  .  .  aussi  je  doute  beaucoup  que  ma 
méthode  de  travail  puisse  modifier  celle  de  nMmporte  qui. 


UNE  LEÇON  DE  THERMODYNAMIQUE 
Sur  les  Cycles  Réversibles. 


La  notion  du  cycle  réversible  fut  particulièrement  féconde 
pour  la  thermodynamique.  Elle  servit  de  point  de  départ 
pour  établir  le  principe  de  Carnot,  appelé  aussi  le  second 
principe  de  la  théorie  de  la  chaleur.  En  raison  d'une  pareille 
importance  l'exposition  du  cycle  réversible  dans  l'enseigne- 
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ment  doit  nécessairement  faire  Tobjet  de  beaucoup  de  soins, 
et  c'est  à  ce  point  de  vue  que  nous  croyons  utiles  les  déve- 
loppements qui  vont  suivre.  Nous  y  fiîmes  conduits  au  cours 
de  leçons  sur  la  thermodynamique. 

Ainsi  que  le  fait  déjà  observer  Clausius  ^  chaque  cycle 
réversible  est^usceptible  d'une  décomposition  en  une  quan- 
tité de  cycles  de  Carnot  infiniment  étroits,  que  nous  nom- 
merons élémentaires^  et  qui  sont  toujours  limités  par  deux 
portions  d'isothermes  comprises  entre  deux  adiabatiques  voi- 
sines. Or  cette  décomposition  d'un  cycle  quelconque  en  cy- 
cles élémentaires  n'est  pas  la  seule  que  Ton  puisse  imaginer; 
il  y  en  a  au  contraire  six  différentes  qui  s'offrent  à  l'esprit, 
comme  nous  allons  tout  de  suite  le  rappeler.  La  raison  qui 
conduit  à  choisir  le  cycle  de  Carnot  est  que  celui-ci  jouit  de 
propriétés  tout  à  fait  spéciales,  particulièrement  en  ce  qui 
concerne  le  rendement^  de  propriétés,  disons-nous,  qui  en 
font  le  plus  avantageux  de  tous  les  cycles  élémentaires.  Le 
but  que  nous  nous  proposons  ici  est  donc  de  passer  en  revue 
les  cycles  élémentaires  typiques  et  fondamentaux  afln  de  re- 
connaître en  quoi  ils  diffèrent  entre  eux,  et  de  mettre  par 
cela  même  bien  en  évidence  la  supériorité  du  cycle  de  Car- 
not. Cette  étude  peut  se  faire  par  les  procédés  les  plus  élé- 
mentaires de  l'analyse  mathématique. 

Les  six  cycles  fondamentaux. 

Nous  désignerons  par  v^  /?,  T,  le  volume,  la  pression  et  la 
température  absolue  d'un  corps,  par  Cv  i  c^ses  deux  chaleurs 
spécifiques.  Nous  pouvons  faire  passer  le  corps  de  quatre 
manières  différentes,  d'un  état  initial  (indices  0)  à  un  état  final 
(indices  1]  ;  rappelons  ces  transformations  ainsi  que  les  équa- 
tions qui  «'y  rapportent,  la  lettre  Q  représentant  la  quantité 
de  chaleur  mise  en  jeu  dans  chacune  d'elles.  Le  lecteur  ima- 
ginera la  représentation  graphique  de  Clapeyron  dans  chaque 
cas,  exécutée  avec  le  diagramme  des  volumes  et  des  pres- 
sions. 


■  Clausius,  Die  tntchanische  Wàrmetheorie,  Vol.  I,  p.  92. 
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1.  Transformation  isochore  :  v  =:  const.,  />  et  T  variables. 

La  ligne  figurative  est  l'isochore^  une  droite  parallèle  à 
Taxe  des  pressions  supposée  perpendiculaire. 

2.  Transformation  isobare  :  p  z=i  consl.,  (^  et  T  variables. 

La  ligne  figurative  est  l'isobare,  une  droite  parallèle  à 
Taxe  des  volumes,  imaginée  horizontale. 

3.  Transformation  isothermique  :  T  =  const.,  v  et  p  va- 
riables. 

iï  =z  £p     (loi  de  Mariette)  ;  Q  =  RT  log  Û^  =  RT  lojç  -  , 

♦'o       Pi  Pi  •'o 

OÙ  R  désigne  la  constante  individuelle  du  gaz,  lorsqu'il  s'agit 
d'un. corps  à  Tétat  gazeux*  La  courbe  figurative  est  Viso- 
therme^  une  hyperbole  équilatère  avec  les  axes  des  volumes 
et  des  pressions  comme  asymptotes. 

4.  Transformation  adiabatique  :  c',  /?  et  T  sont  variables  et 
la  quantité  de  chaleur  mise  en  jeu  est  nulle.  On  a  ici  les  re- 
lations de  Poisson  : 

Tt  ^  (pA   ''  ^  (<]"'   .  à  =  h)' 

l'o     \pJ  viJ      '       Pê     vJ 

où  k  est  le  rapport  entre-  les  deux  chaleurs  spécifiques.  La 
courbe  représentative  est  l' adiabatique,  sorte  de  courbe  hy- 
perbolique, comprenant  Tisotherme  à  titre  de  cas  particulier 
lorsque  A:  =  1. 

En  combinant  maintenant  deux  à  deux  ces  quatre  modes 
de  transformation  pour  en  faire  des  cycles,  on  obtiendra  les 
six  cycles  suivants  : 

Cycle     I  isotherme-adiabatique  (Carnot). 

Cycle    II  adiabatique-isochore. 

Cycle  III  adiabatique-isobare. 

Cycle  IV  isotherme-isochore. 

Cycle    Y  isotherme- isobare. 

Cycle  YI  isobare-isochorc. 
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Les  diagrammes  figuratifs  sont  des  quadrilatères.  Suivant 
Tangietitiqu^  elles  se  rapportent,  les  valeurs  de/?,  p,  T,  se- 
ront affectées  des  indices  0,  1,2,  3.  Nous  allons  maintenant 
démontrer  qu^il  existe  entre  ces  douze  quantités  (pression, 
volume  et  température  à  chaque  angle)  trois  relations  fort 
simples  et  générales,  applicables  à  chacun  des  six  cycles 
fondamentaux. 

On  peut  envisager  avec  Zecner  *  les  courbes  isochores, 
isobares,  isothermes  et  adiabatiques  comme  cas  particuliers 
d'une  courbe  très  générale,  nommée  courbe  polytropique  du 
type  : 

pv'"  z=z  const. 

m  désignant  un  exposant  arbitraire,  et  la  constante  étant  dé- 
terminée par  les  conditions  initiales  au  départ.  En  particulier 
m  =  00  donne  Tisochore,  m  =  0  Tisobare,  m  =  i  Tisotherme, 
m  =  k  l'adiabatique.  Dans  le  cas  où  /c  >  1  Tadiabatique  tombe 
avec  plus  de  rapidité  que  l'hyperbole  équilatère  ;  c'est  le  cas 
le  plus  commun.  Chacun  de  nos  cycles  pourra  donc  être  con- 
sidéré comme  limité  par  deux  courbes  polytropiques  possé- 
dant l'exposant  commun  m  et  par  deux  autres  avec  un  expo- 
sant également  commun,  mais  différent,  n. 

Supposons  maintenant  les  points  0  et  2  connus,  c'est-à-dire 
^^1  Po>  ^«î  P*  donnés,  nos  quatre  polytropiques  pourront 
s'écrire  : 


«^  '00 

py"  =  pA 


y 


f 


Fig.  1. 


*  Wbyrauch,  Grundriss  der  WàrmetheorU,  vol.  I,  p.  54. 
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En  combinant  la  première  et  la  quatrième  de  ces  équations 
nous  obtiendrons  les  valeurs  des  inconnues  ve\p  k  Tangle  1, 
soit  Vi  et/>i.  La  combinaison  des  deux  autres  équations  four- 
nira les  valeurs  de  (^  et  /?  à  Fangle  3,  soit  v%  elpt.  Une  fois 
ces  valeurs  calculées  formons  les  produits  i^i^t  elpipt  on  trou- 
vera les  intéressantes  et  fort  simples  relations  : 

♦•i«a  =  »p*«  (1) 

PtPz  =  PoP»  (2) 

Passons  maintenant  aux  températures  et  on  verra  que  Ton 
peut  établir  une  relation  absolument  semblable.  Les  équations 
de  Poisson  fourniront,  en  y  substituant  m  (ou  n)  à  k  : 


^fâ   •     l=(ï) 


En  les  multipliant  terme  par  terme  et  en  tenant  compte 
de  (1)  on  trouve  en  effet  : 

'i\T,  =  ToT,  .  (3) 

Nous  exprimerons  ce  résultat  en  disant  que  dans  tout  cycle 
élémentaire  le  produit  des  volumes^  des  pressions  et  des  tem- 
pératures absolues,  suivant  une  diagonale,  est  constant. 

Passons  maintenant  à  Tétude  des  six  cycles  typiques  fon- 
damentaux. Nous  les  imaginerons  toujours  parcourus  de  telle 
façon  qu'un  observateur,  marchant  sur  le  contour,  ait  la  sur- 
face à  sa  droite,  les  angles  se  succédant  dans  Tordre  0,  1, 
2y  3,  0.  La  chaleur  empruntée  à  la  source  chaude  sera  alors 
supérieure  à  celle  cédée  à  la  source  froide  et  la  machine 
aura  fourni  un  travail  extérieur.  Nous  désignerons  toujours 
par  T^  la  température  la  plus  élevée,  et  par  Ts  la  plus  basse 
que  Ton  rencontre  en  parcourant  le  cycle,  tandis  que  Ti  et 
Tt ,  s'il  y  a  lieu,  seront  les  températures  intermédiaires.  En 
outre  Qi ,  Qa,  Qti  Q*  seront  les  quantités  de  chaleur  mises  en 
jeu  entre  les  coins  0  et  1,  1  et  2,  2  et  3,  3  et  0  du  diagramme. 
Enfin  Q  sera  le  travail  extérieur  fourni  par  la  machine,  et 
pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  cette  dernière  être 
formée  par  l'unité  de  masse  de  la  substance,  par  exemple 
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par  1  gr.  d'air.  Noua  considérerons  comme  quantités  données 
les  températures  extrêmes,  T^  et  Ti,  ainsi  que  le  volume  et 
la  pression  dans  Tangle  correspondant  à  l'état  initial.  Or  ces 
quatre  quantités  données  ne  suffiront  pas  à  la  solution  des 
problèmes,  comme  on  verra,  et  il  faudra  toujours  avoir  re- 
cours au  choix  d'une  cinquième  que  nous  nommerons  la 
constante  arbitraire.  Les  inconnues  à  chercher  se  compose- 
ront des  volumes,  pressions  et  températures  aux  autres 
angles  du  diagramme,  ainsi  que  de  toutes  les  quantités  de 
chaleur  mises  enjeu  et  enfin  du  rendement.  Nous  appellerons 

ce  dernier  H  dans 
I  Q  le  cycle  de  Carnot 

j %  P,^o  et>)  dans  les  autres. 

•«oth^;:;;;;  l  G^çX^  I  ,  isotherme- 

adiabatique.  (Car- 
not).  —  Donné  : 
(^0 ,  /^Q ,  T« ,  Ti ,  ar- 
bitraire iff .  —  Cher- 
ché :   Vi,    ^»  ^  Pt  j 

%ft^»  Nous  disposons 
des  cinq  équations 
suivantes  : 


Pig.a. 


isotherme 


adiabatique  : 
générale  : 


k--\ 
k' 


($r=i-  (S  = 


\\Vt  =  »'o»'a  ,       pxpt  =  [hpt 


T. 

'  0 


Le  calcul  donne  les  résultats  suivants  : 


Angle  1. 


1 
*— 1 


P^ 


1 
A— 1 


Angle  3. 


vt 


1 


A 
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Qt  = 


Angle  2. 


RTo  log  *^  . 


♦•l 


Q,  =  HT,  log  -  . 

1 
it— 1 


Q=K,T.-T,1ok[;^(:^)       ]    .       H=l-^; 


r, 

I 

0 


L'équation  pour  Q  permet  de  constater,  et  cela  est  très 
important,  que  pour  une  valeur  déterminée  de  l'arbitraire 
Vt  il  ne  résulte  qu'une  seule  valeur  pratiquement  possible 
du  travail  fourni  Q,  et  que  vice-versa  pour  une  valeur  pres- 
crite de  Q  il  n'existe  qu'une  solution  pour  v^ . 

L'équation  pour  H  n'offre  lieu  à  aucune  remarque  sinon 
qu'elle  exprime  le  fait  bien  connu  que  le  rendement  ne  dé- 
pend que  des  deux  températures  extrêmes  des  sources.  Nous 
formulerons  donc  la  règle:  Une  machine  réversible  évoluant 
une  fois  suivant  un  cycle  de  Carnot  entre  les  températures 
Tq  et  Ta  peut  fournir  n'importe  quel  travail  extérieur  avec  un 
rendement  invariable  ne  dépendant  que  de  ces  températures. 

Les  formules  trouvées  permettront  en  outre  d'effectuer  le 
diagramn^e  représentatif  soit  pour  une  valeur  donnée  de  la 
quantité  arbitraire  v% , 
soit  pour  une  valeur 
prescrite  de  Q. 

Cycle  II,  adiabatique- 
isochore.  —  Donné:  t^o, 
/^o,  Tq,  Ti,  arbitraire  : 
Ti .  —  Cherché  :  ^i ,  />i , 

Nous  disposons  des 
cinq  équations  sui- 
vantes : 


X,  Po\ 


Q. 


ad/ab 


^Uque 


O 
n 

tr 

O 


Q. 


».rT. 


isochorc  :  —  ru  .77- 
pi         *» 


Fig.  3. 


k 


,diab«tique  :  {^^'-'  =  }±    .         («î)         =  ^ 


générale  :  ^i^,  =  p^p^  ,       T,T,  =  TgTi  . 
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Le  calcul  fournit  les  résultats  suivants  : 


Pt  —  PO  y^ 


Angle  i.     {  Angle  3 

k 


P'=P'{%) 


V  'V 


1 


Angle  2.         pt  =  po 


...k-l 


Q4  =  c,  (To  -  T.)  =  c.  .  ii  (T,  -  T.)  :       Q,  =  c.('i\  -  T.) 

Al 

Q  =  Ce.  .  1  (To  -  T.)  n\  -  T.)   ;       ,  =  1  -  iî  . 

Il  Iq 

• 

Ici  les  choses  se  passent  tout  différemment  que  dans  le 
cycle  de  Carnot.  Pour  une  valeur  donnée  de  l'arbitraire  Ti  il 
n'existe  qu'une  seule  valeur  du  travail  extérieur  Q,  mais  si 
vice-versa  nous  prescrivons  une  valeur  déterminée  au  travail 
extérieur  Q  il  en  résultera  deux  valeurs  distinctes  pour  la 
première  température  de  passage  Ti ,  car  l^expression  pour 
Q  est  du  second  degré  en  Ti .  Mettons-la  sous  la  forme  : 

il  en  résulte  immédiatement  que  les  deux  valeurs  distinctes 
de  la  première  température  de  passage  obéissent  aux  condi- 
tions suivantes,  si  nous  les  désignons  par  T|  et  T' 

t;  +  t;  =  T  +  T,  -  g . 

A  chacune  de  ces  températures  de  passage  dans  Tangle  1, 
correspond  une  température  de  passage  dans  Tangle  3,  nom- 
mons-les T^  et  TI  on  trouvera  pour  celles-ci  les  conditions 
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identiques,  savoir  : 

t;  +  T,'  =  T,  -H  ï.  -  -1 

De  ces  deux  syslèmes  il  résulte  : 

t;  +  t;  =  t;  +  t;  . 

d'où  l'on  tire  immédiatement 

Reportons  notre  attention  maintenant  sur  la  formule  qui 
exprime  ie  rendement.  Celui-ci  dépend  de  la  température  de 
passage  Ti,  sera  par  conséquent  dépendant  de  laquelle  des 
deux  valeurs  T|  ou  T'  on  choisit  pour  obtenir  le  travail  pres- 
crit Q.  Appelons  >?'  et  ïj"  ces  deux  valeurs  on  verra  sans 
peine  qu'elles  satisfont  à  la  condition  fort  élégante  : 

(1- i,')(i  -iï")  =  lî  . 
ou  bien  : 

(t  —  V)(l  —  îï")  —  1  —  H  . 

Rappelons  enfin  que  le  complément  du  rendement  à  Tunité 
se  nomme  le  coefficient  de  perte  et  nous  pourrons  formuler 
le  résultat  ainsi  : 

Une  machine  réversible  parcourant  un  cycle  du  type  II 
entre  les  températures  extrêmes  T©  et  Tt  pourra  fournir  un 
travail  extérieur  prescrit  Q  de  deux  manières  différentes.  Les 
températures  de  passage  Ti  et  Tt  seront  égales,  mais  interver- 
ties dans  les  deux  cas.  Les  rendements  seront  toujours  infé- 
rieurs à  celui  de  Carnot  mais  le  produit  des  coefficients  de 
perte  dans  les  deux  cas  sera  égal  au  coefficient  de  perte  dans 
le  cycle  de  Carnot. 

L'équation  du  second  degré  en  Ti  permet  d'approfondir 
encore  la  différence  entre  le  cycle  qui  nous  occupe  et  celui 
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de  Carnot.  On  peut  rechercher  la  valeur  de  Tt  rendant  Q 
maximum.  A  cet  effet  il  suffit  de  poser  : 


rfQ_       /ToT.  \_.    . 


d'où  il  résulte  que  le  travail  extérieur  devient  maximum  pour 
la  valeur  particulière 

T,  =  T,  =  /îvr, . 

Cette  valeur  de  Q  est  elle-même  : 

Désignons  enfin  par  z  le  rendement  relatif  à  ce  cas,  on 
trouve  : 


='-v/l 


ou  bien  :     1  —  s  =  |/l  —  H  . 

0 


Ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  :  Le  cycle  du  type  II  ne 
peut  fournir  entre  les  températures  extrêmes  T^  et  T,  qu'un 
certain  maximum  de  travail  extérieur^  et  cela  d'une  seule 
manière.  Les  deux  températures  de  passage  Ti  et  T,  sont 
égales  à  la  moyenne  géométrique  des  températures  extrêmes. 
Le  rendement^  toujours  inférieur  à  celui  de  Carnot^  est  alors 
tel  que  le  coefficient  de  perte  est  égal  à  la  racine  carrée  du 
coefficient  de  perte  de  Carnot. 

On  peut  enfin  établir  une  intéressante  relation  entre  le  dia- 
gramme pour  Q,^  et  les  deux  diagrammes  fournis  par  la 
double  solution  du  problème  lorsque  Q  est  supposé  affecter 
une  autre  valeur  (plus  petite). 

En  calculant  les  coordonnées  des  angles  nous  trouvons 
pourQ^: 

Angle  /     -, Angle  3.    < 


■■=Vc#' 


Angle  2 


/  ^*-7> 


i 
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Pour  une  autre  valeur  de  Q  les  formules  générales  pour 
les  angles  écrites  au  commencement  de  ce  paragraphe  four- 
niront deux  tableaux  analogues.  L'un  s'obtiendra  en  rempla- 
çant dans  les  formulés  générales  Ti  etT»  par  T[  et  T|,  l'autre 
en  remplaçant  ces  mêmes  lettres  par  T'  et  H\  .  Supposons  ces 
deux  tableaux  écrits  et  désignons  les  valeurs  correspon- 
dantes par  : 

t  If  t  V  t  H  t  If 

^  •   '\  '  /^     Pr^  Pt^  Pt^  PzPz- 

Nous  trouverons  très  aisément  : 

pour  les  Angles  i.  {  pour  les  Angles  3.  l 


pour  les  Angles  2.         j»,  r=  y  p\p^  - 

Et  enfin  pour  la  température  de  passage  Ti  dans  le  cas  de 

c'est-à-dire  :  Les  volumeSy  les  pressions  et  les  températures 
dans  les  angles  du  diagramme  pour  Qmax  sont  les  moyennes 
géométriques  des  quantités  correspondantes  dans  les  angles 
similaires  des  deux  diagrammes  pour  toute  autre  valeur 
de  Q. 

En  poursuivant  encore  on  trouvera  que  : 

i   —  5  =  |/(1   -  Ï2')(l   —  lî") 

c'est-à-dire  :  Le  coefficient  de  perte  pour  Qmax  est  la  moyenne 
géométrique  entre  les  coefficients  de  perte  dans  les  deux  cas 
de  la  solution  correspondant  à  une  autre  valeur  de  Q, 

Telles  sont  les  considérations  qu'il  faut  faire  pour  s'assu- 
rer de  la  supériorité  du  cycle  de  Carnot  sur  celui  du  type  II. 
Bien  qu'un  peu  longues  nous  ne  les  croyons  pas  inutiles. 

Cycle  III,  adiabatique-isobare.  —  Donné:  t'i,/>o,  To,  Ti,  ar- 
bitraire :  Ti .  —  Cherché  :  Po ,  v^^  ^» ,  /?» ,  Ts  . 

L'Enseignement  mathém.,  11«  année;  1909.  13 
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isobare 


\R 


Nous  pouvons  nous  dispenser  d'effectuer  le  calcul,  tout 

se     passant    comme 
\  a^o  dans  le  cycle  II.  En 

particulier  toutes  les 
conséquences  restent 
les  mêmes.  Remar- 
quons seulement  que 
la  température  la  plus 
élevée  To  doit  être 
appliquée  à  Fangle  1, 
la  plus  basse  Ts  à 
Tangle  3. 

On  aura  de  nou- 
veau cinq  équations  pour  déterminer  les  inconnues,  dans 
les  valeurs  de  Qi ,  Qs  et  Q  figurera  Cp  au  lieu  de  c»,;  enfin 

T  '1' 

dans  la  formule  du  rendement  ^  sera  remplacé  par  ^  • 

Cycle  IV,  isotherme-isochore.  —  (Principe  de  la  machine  à 
régénérateur  de  Stirling).  —  Donné  :  ^o,  ^o,  To,  Tj  ;  arbi- 
traire :  Pi ,  —  Cherché  :  px,  p^,  p%. 

Ce  problème  n'offre  que  trois  inconnues  et  on  ne  dispose 
en  effet  que  de  trois  équations  : 


h 


Fig.  4. 


isochore 


'1' 
—  »,. 


r  ' 


isotherme  i         -1  i^  «lî 


*1  —  f^o  . 
*'o         pi 


générale  :       /?j//g  z=z  p^p^  . 


Le  calcul  fournit  les  solutions  : 


Fig.  5. 


\  P,  '» 


Angle  i  :       Pt  = 


Vti 


pt  =  po  - 
Angle  2  . 


Angle  3 


Pt  — •  fjr 


pt  = 


T. 
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fi 


Q4 


cv  (Te 


T.) 


Q,  =  Ri',  lojç  -L  .  Q.  =  r.  (  To  -  T.) 


/ 


Q  -  R  do  —  W)  lojç 


v% 


Pour  le  travail  extérieur  le  cycle  IV  est  pareil  à  celui  de 
Carnot  ;  à  chaque  valeur  de  Vi  il  ne  correspond  pratique- 
ment qu'une  seule  valeur  de  Q,  et  vice-versa  une  valeur  quel- 
conque prescrite  de  Q  peut  s'obtenir  d'une  manière  unique 
par  le  choix  convenable  de  Vx . 

La  différence  d'avec  le  cycle  de  Carnot  se  trouve  dans  le 
rendement.  Celui-ci  serait  théoriquement  : 

_  _Q_ 

c'est-à-dire  toujours  inférieur  à  H.  Mais  les  quantités  Q4  et 
Q,  sont  égales  entre  elles  ;  nous  les  avons  désignées  par  q. 
Or  c'est  ici  que  le  régénérateur  entre  en  fonction  ;  après  la 
moitié  du  parcours  il  a  reçu  q  et  à  la  fin  du  parcours  en- 
tier il  a  rendu  q,  (]ette  quantité  q  n'entre  donc  pas  effective- 
ment dans  le  rendement,  car  elle  n'est  empruntée  à  aucune 
des  sources.  Le  rendement  doit  alors  s'écrire  : 


Q 
Qi 


ou 


'I' 


isobare 


Dans  ces  conditions  on  voit  donc  que  le  cycle  IV  peut  four- 
nir la  même  chose-  que  celui  de  Carnot,  mais  cela  à  la  con- 
dition expresse  que  l'on  dispose  d'un  régénérateur  parfait. 
Notre  but  étant  d'éta-  1  q 

blir   la    comparaison      ®  ?-? — ^  ^1 P»  0 

entre  tous  les  cycles, 
nous  avons  été  obli- 
gés de  relater  ici  ces 
choses  bien  connues 
du  reste. 

Cycle  V,  isotherme- 
isobare.  —  (Principe 
de  la  machine  d'Ericc- 


Fig.  6. 


\  P  J« 
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son.)  —  Donné  ;  t^i ,  />o ,  To ,  Ti  ;  arbitraire  p% .  —  Cher- 
ché  :  (^0 ,  ^2 ,  Vi , 

Ce  cycle  se  comporte  vis-à-vis  du  précédent  exactement 
comme  le  III  par  rapport  au  II,  et  cela  nous  dispensera  de 
tout  nouveau  commentaire.  Dans  les  formules  Cv  sera  rem- 
placé par  Cp . 

Cycle  VI,  isobare-isochore.  —  Donné  :  p^,  Vx,  To ,  Ti  ;  arbi- 
traire Ti .  —  Cherché  :  i^o ,  /?i ,  T» . 

On  dispose  des  relations  : 


isobare  : 

isochore  : 
générale  : 


«'0 

Pi 
Po 


T 

^^^      » 


1\ 

ToT. 


Solution  du  problème  : 


Angle  0  : 


*0 


Angle  H  : 


T-zz: 


Angle  *2  : 
TpT. 


T 
*a 

P\    Pa    Ml       » 


r|i  t 


T. 


Q,  =  <-^(T,  -  T,)  , 
Q,  =  c^(ï.  -  T.)  . 


Q.  =  c^(ï, -T.l. 
Q,  =  c  /To  -  T.)  , 


Q  =  (c^  -  c^l  |T,  -  T.  +  T,  -  T.)  , 


OU  bien  en  éliminant  T<  : 


Fig.  7. 


1 


Q  =  (c^  -  c^\  .p^  (ï,  -  Ti)  (T,  -  T,)  . 
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Pour  le  rendement  on  trouvera  facilement  : 


1    [Cp  -  cj)  (To  -  Ti)  n\  -  'i\\ 


Il     Cp[^Q  —   Jii  +  c^lli  —   \t) 

■ 

Ces  expressions  pour  Q  et  >}  sont  fort  élégantes,  mais  la 
présence  simultanée  de  Cp  et  de  Cv  en  rend  la  discussion  un 
peu  compliquée.  En  premier  lieu  nous  voulons  démontrer 
que  le  rendement  yj  est  ici  toujours  inférieur  à  H  du  cycle  de 
Carnot.  On  y  parvient  en  recherchant  la  valeur  de  la  tempé- 
rature arbitraire  de  passage  qui  rend  n  maximum  et  en  cal- 
culant ensuite  ce  maximum  lui-même.  Ecrivons  dans  ce  but  : 


ïî  =  (c„  —  c  ) 


To'i\-'a!-'aV»'.  +  i\t. 


P  ♦'     c   T  T    —  c  1*  4-  c  1*  —  c  T  T 

pot  p     i  ^^      V     t  fl» 

et^ formons  ensuite  l'expression  : 

du 

—  =  0 

d'i\  ' 

Comme  dans  ce  calcul  nous  n'aurons  usage  que  du  numé- 
rateur, nous  nous  bornerons  à  l'indiquer  seul.  On  trouve  : 

numérateur  =  <^p('^l'^\  -  ^lyr/J',  +  T|T,) 
—  c  (t  t*  —  2T  T  r   4-  T  T*")  ; 

fVoi  011'^        0      1/ 

numérateur  =.  c  T,(To  —  T|)*  —  r^To(Ti  —  Tii'  . 

En  égalant  à  zéro  cette  expression,  on  trouve  : 

Tq  -  Tt  _  vAT^ 

équation  linéaire  en  Ti   dont  la   solution  fournit  la  valeur 
cherchée  de  Ti  qui  rend  y?  maximum  : 

Il  ,  1}  max  = > > —    . 

La  tempéraUire  de  passage  dans  l'angle  opposé  est  alors  : 


T|  ,  V  max  = 


\/c.i\  +  \/c/r, 
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Enfin  pour  le  rendement  lui-même  on  trouvera  l'expression 

'P    T 


''max 


{\/^^<"W.^M'')" 


qui  montre  que  le  dénominateur  est  certainement  >  T©,  d*oii 
il  résulte  que  : 

Vax  <  -^^ *  •  ^"  ^•<^»  'ï.nax  <  "  • 

*  0 

Remarquons  qu'on  peut  aussi  reconnaître  que  r^^^^  est  non 
seulement  inférieur  à  H,  mais  aussi  à  ?}  de  n'importe  quel 
autre  cycle. 

Nous  pouvons  donc  formuler  :  Le  rendement  du  cycle  VI 
reste  toujours  inférieur  à  celui  de  l'un  quelconque  des  autres 
cycles. 

Reste  encore  à  calculer  Q  pour  le  cas  du  maximum  de  y}  ; 
on  trouve 

^^  max         ^^P         ^"  C_  -f  c^      

Nous  pourrions  chercher  à  calculer  les  coordonnées  des 
angles  du  diagramme  correspondant,  mais  nous  voulons 
nous  en  abstenir. 

Revenons  à  la  formule  générale  pour  Q.  Elle  peut  être 
envisagée  comme  étant  la  différence  des  'deux  expressions 
correspondantes  dans  les  cycles  II  et  III.  Les  remarques 
faites  là-bas  s'appliqueront  immédiatement  ici.  Il  doit  exister 
une  valeur  maxima  de  Q,  elle  est  : 

et  la  température  de  passage  Ti  obéit  à  la  même  condition. 
Pour  une  autre  valeur  prescrite  de  Q  on  retrouve  deux  solu- 
tions, Tune  avec  les  températures  de  passage  T,  et  T^,  Tautre 
avec  T'  et  T,  qui  obéissent  à  des  relations  écrites  sous  II  et 
III,  à  cette  différence  près,  que  {Cp  —  c^  remplace  Cp  resp.  c^ . 
Enfin  ce  qui  a  été  dit  sur  la  relation  existant  entre  la  solution 
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Qmax  et  les  deux  solutions  pour  une  valeur  quelconque  pres- 
crite de  Q  reste  la  même  chose  ici.  Nous  pouvons  donc  nous 
dispenser  de  refaire  les  développements,  mais  nous  remar- 
querons pour  terminer  que  le  rendement  relatif  au  cas  Qmax 
devient  ici  assez  compliqué  tout  en  étant  susceptible  d'une 
forme  assez  élégante,  il  est  : 

Résumé.  —  1.  Les  cycles  I  et  V[  occupent  des  places  spé- 
ciales et  diffèrent  essentiellement;  J^s  cycles  II  et  III  d'une 
part,  IV  et  V  d'autre  part  forment  deux  groupes  dont  le 
premier  présente  des  analogies  avec  VI  et  le  second  avec  I. 

2.  Les  cycles  I,  IV,  V  permettent  d'obtenir  un  travail  ex- 
térieur aussi  grand  que  l'on  veut,  tandis  que  II,  III,  VI  ne 
permettent  jamais  de  dépasser  un  certain  maximum. 

3.  Une  valeur  prescrite  du  travail  extérieur  ne  peut  s'ob- 
tenir que  d'une  seule  manière  avec  I,  IV,  V,  mais  de  deux 
manières  différentes  avec  II,  III,  VI. 

4.  Pour  11,  III,  VI  les  solutions  répondant  au  maximum 
du  travail  sont  en  quelque  sorte  les  moyennes  géométriques 
de  chaque  solution  ambiguë  répondant  à  toute  autre  valeur 
inférieure  du  travail. 

5.  Le  rendement  de  I  est  le  plus  élevé  possible.  Celui  de 
IV  et  Vlui  est  égal  à  condition  de  laisser  hors  cause  la  cha- 
leur circulant  dans  le  régénérateur. 

6.  Les  rendements  de  II,  III,  VI  dépendent  des  valeurs 
exigées  pour  le  travail  extérieur.  Leurs  maxima  ne  corres- 
pondent cependant  pas  avec  les  maxima  du  travail. 

7.  De  tous  les  cycles  fondamentaux  c'est  donc  VI  qui  est 
le  moins  favorable  tandis  que  I  présente  les  plus  grands 
avantages.  Le  rôle  prépondérant  du  cycle  de  Carnot  en  ther- 
modynamique se  trouve  ainsi  parfaitement  justifié. 

Exemple  numérique.  —  Nous  nous  bornerons  à  donner  un 
exemple  pour  les  maxima  du  travail  extérieur  que  l'on  peut 
obtenir  avec  les  cycles  fondamentaux.  Supposons  que  le  corps 
destiné  à  évoluer  selon  chacun  des  cycles  soit  1  gramme  d'air 
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atmosphérique  dans  les  conditions  initiales  de  0°  centigrade 
et  1  atmosphère  de  pression.  Les  températures  extrêmes 
sont  choisies  être  0°  et  100^  centigrade.  On  trouvera  dans 
le  tableau  ci-après  pour  chaque  opération  les  températures 
aux  quatre  angles,  indiquées  en  degrés  centigrade  [t  au  lieu 
de  T),  le  travail  Q  en  grammes-calories  et  le  rendement. 
Nous  avons  commencé  par  calculer  le  maximum  de  Q  pour 
les  cycles  II,  IIL  et  VI  qui  sont  seuls  à  en  présenter.  Le  plus 
élevé  de  ces  maxima  se  trouve  être  1,8  cal.  ;  pour  les  cycles 
n'ayant  pas  de  maximum  fini  du  travail,  le  calcul  a  été  effec- 
tué en  supposant  comme  travail  prescrit  à  effectuer  cette 
même  valeur  de  1,8  cal.  Remarquons  enfin  que  pour  le  cycle 
VI  on  a  encore  calculé  le  cas  du  maximum  de  rendement. 


Cycle. 

100° 

h 

1 

0° 

'. 

Travail. 

Bendement. 

I  Carnot 

1,8 

0,27 

II  adiabatique-isochore 

100° 

46° 

0° 

46° 

1,3  (max) 

0,14 

III  adiabatique-isobare. 

100° 

46° 

0° 

46° 

1,8  (max) 

0.14 

IV  isotherme-isochore  . 

100^ 

—' 

0° 

— 

1.8 

0.27 

régénérateur  .   .  . 

q  —  16,9 

V  isotherme-isobare.   . 

100^ 

0° 

— 

1,8 

0,27 

régénérateur.   .   . 

q  —  23,8 

VI  isochore-isobare    .   . 

100° 

46° 

0° 

46° 

0,534  (max) 

0,0259 

lOOo 

42° 

0° 

50° 

0.530 

0,0261  (max) 

H.  Veillon  (Bâle). 


SUR  UN  CAS  DE  DISCONTINUITÉ 


1.  —  M.  Darboux  a  écrit,  au  début  de  son  important  mé- 
moire sur  les  fonctions  discontinues  *  :  «  Bien  des  points  que 
Ton  regarderait  comme  évidents,  ou  que  Ton  accorderait  dans 
les  applications  de  la  Science  aux  fonctions  usuelles,  doivent 


*  Annales  de  l'Ecole  Normale,  187.5. 
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être  soumis  à  une  critique  rigoureuse  dans  l'exposé  des  pro- 
positions relatives  aux  fonctions  les  plus  générales.  » 

Peu  de  temps  après,  im  mathématicien  hollandais  M.  Cohen 
Stuart,  dans  un  article  cité  par  le  Bulletin  de  M.  Darboux 
(1880,  2*  partie,  p.  175)  disait  :  «  Beaucoup  de  mathématiciens 
admettent  tacitement,  et  quelques-uns  l'énoncent  en  termes 
formels,  que  si  x  variant  d'une  façon  continue  f(x)  change 
subitement  de  valeur,  cela  implique  toujours  pour  la  fonction 
dérivce/''(a:)  une  rupture  de  continuité...  Un  exemple  propre 
à  montrer  que  cela  n'est  pas  vrai  d'une  manière  absolument 
générale  est  fourni  par  la  discontinuité  de 


f(jr)  =2  e- 


\ 

X 


2.  —  Je  crois  qu'il  est  bon  de  rappeler  l'attention  sur  des 
remarques  de  ce  genre.  Je  voudrais  aussi  ajouter  quelques 
observations. 

On  peut  facilement  former  des  fonctions  plus  simples  que 
celle  qu'indique  M.  Cohen  Stuart,  par  exemple 

1 

1(x)  =  -, 


les  fonctions  que  je  viens  de  citer  admettent  une  dérivée 
dans  chacun  des  intervalles  ( —  oc  ,  —  e)  et  (+  s.  +  QO  )  ;  l'ex- 
pression générale  de  la  dérivée  tend  vers  0  lorsque  x  tend 
vers  0,  soit  par  valeurs  positives,  soit  par  valeurs  négatives, 
de  sorte  que,  si  on  convient  d'attribuer  à  cette  dérivée  la  va- 
leur 0  pour  j?  =  0,  on  peut  dire  que  la  fonction  considérée  a 
une  dérivée  continue  bien  que  cette  fonction  soit  discontinue. 
Cependant  on  peut  objecter  qu'il  a  fallu  pour  cela  introduire 
dans  la  déRnilion  de  la  fonction  dérivée  une  convention, 
d'ailleurs  très  naturelle,  mais  contenant  comme  toute  conven- 
tion une  part  d'arbitraire.  Il  peut  donc  être  intéressant  d'in- 
diquer un  exemple,  très  simple,  ne  prêtant  pas  à  cette  objec- 
tion. 

3.  —  Considérons  la  fraction 

f(x)  =  arc  Igj-  ; 
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convenons,  poiu'  la  définir  complètement,  de  prendre  pour 
f(x)  le  plus  petit  arc  positif  ayant  pour  tangente  x.  La  fonction 
est  continue  dans  chacun  des  intervalles  ( — x  ,  —  e)  et 
(+  -,  +  X»  1;  elle  admet  une  dérivée 


i  +  x^ 


et  celle-ci  est  évidemment  continue  pour  toute  valeur  de  x 
sans  qu'on  ait  à  faire  intervenir  aucune  convention. 

Si  on  définit  arc  tg  x  comme  je  viens  de  le  dire  et  si  on 
forme  la  fonction 


V  [x\  =r  -'  .r  -f-  arc  ijr  ^  —  J  . 


on  voit  que  cette  fonction  a  une  dérivée  continue,  et  d'autre 
part  on  a 

J1  A  7»  O      Jî  "  *. 


sans  que  la  dérivée  s'annule  pour  une  valeur  de  x  comprise 
entre  — '1  et  +  1.  Il  n'est  donc  pas  inutile,  si  on  veut  donner 
du  théorème  de  Rolle  un  énoncé  ne  prêtant  pas  à  objection, 
de  spécifier  dans  l'énoncé  que  la  fonction  considérée  doit 
être  continue,  car  le  théorème  de  Rolle  ne  s'applique  pas  à 
une  fonction  qui  ne  serait  pas  continue. 

Ch.  BiocHE  (Paris). 
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SUR  LA  FORMULE  DE  TAYLOR 


Je  me  propose,  dans  cette  note,  de  déterminer  une  ex- 
pression du  reste  dans  la  formule  de  Taylor,  dont  on  déduit 
en  même  temps  le  reste  de  Lagrange  et  l'interprétation  de 
la  formule  comme  série  asymptotique. 

Soit  f[x)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x^  défi- 
nie dans  un  intervalle  de  a  à  i,  et  qui  a  les  dérivées  d'or- 
dres 1,  2,  ...  n  —  1  dans  tout  l'intervalle  considéré.  Alors 
on  a 

/•(/.)  -  \f{a]  -h  [h  -  a)Df(a)  -\-  ...  +  ^^^  ~~  n  '     ^"""^/'^^J 

(1) 

ni  u  —  a 

OÙ  U  est  une  valeur  (inconnue)  appartenant  à  l'intervalle  de 
a  k  h. 

Il  est  digne  de  remarque  qu'on  ne  suppose  pas  même  l'exis- 
tence de  la  dérivée  d'ordre  n, 

Dem.  En  effet,  soit  k  la  quantité  définie  par  l'équation 

/•(/>)  -  \f\a\  +  (^  -  «)D/VO  +  ...  +  ^\^_^\    r  ï>""7t«)J  =(/>-«/*/-, 

et  considérons  la  fonction  g' (j?)  définie  par  : 

g  (X)  =:  /(.r)  -  \f(a)  +  (.r  -  «,  hfia)  +  ...  +  '"^^^^^y,    I>"""V(^lJ  -{Jr-af  L 

Cette  fonction  est  nulle  pour  x=^  a  et  pour  x  --=:  i,  de  plus 
ses  dérivées  d'ordres  1,  2,  ...  n  —  2  s'annulent  pour  a:  =  a. 

En  appliquant  le  théorème  de  Rolle  à  la  fonction  g{x)^ 
nous  saurons  qu'il  existe  une  valeur  u  appartenant  à  l'inter- 
valle de  a  k  b  qui  annule  la  dérivée  du  premier  ordre.  Mais 
cette  dérivée  est  nulle  aussi  pour  x  r=  r/,  donc,  par  le  même 
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théorème,  il  existe  une  valeur  appartenant  à  Tintervalle  de 
a  2i  b  qui  annule  la  dérivée  d'ordre  2  ;  etc. 

En  continuant  de  cette  manière  on  déduit  qu'il  existe  une 
valeur  u  de  l'intervalle  de  a  à  i  telle  que  la  dérivée  d'ordre 
n  —  1  est  nulle  : 

En  substituant  l'expression  de  cette  dérivée  on  a  : 

d*oii  résulte  enfin  : 

k  = 


__  1  iy'~V(")  —  D"~V» 


n\  u  —  a 


OÙ  U  est  une  valeur  de  l'intervalle  considéré.  Ainsi  le  théorème 
est  démontré. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  l'existence  de  la  dérivée  d'or- 
dre n  dans  l'intervalle  de  a  à  6,  par  le  théorème  de  la  valeur 
moyenne  on  a  : 

=  \)     f{v)    , 


Il  —  a 


OÙ  p  est  une  valeur  entre  a  et  m,  et  par  conséquent  entre  a 
et  b  ;  ainsi  résulte  l'expression  du  reste  donnée  par  Lagrange  : 

/•(/>)  =  f(a)  -{-(b-a)  \)f{a)  +  . ..  +  ^^'~"'[\,    D""'  pa)  + 

\n  —  1  )  . 

(2) 

r^  ^  fW) 

n  . 

OÙ  V  est  une  valeur  entre  a  et  b. 

Si  dans  (1)  on  conserve  a  fixe,  et  si  l'on  fait  tendre  b  vers 
ûy  la  quantité  intermédiaire  u  tend  aussi  vers  a,  et  en  sup- 
posant l'existence  de  la  dérivée  D" /'(«),  par  la  valeur  a,  par 
la  définition  de  la  dérivée  : 

D"-7(i/)  -  ly'-V(fl)        „ 

h  m — —  =z  D    f{a\  . 

u  —  a 

Si   l'on  pose  i  =  a  +  A,  et  Ton  passe  à   la  limite  pour 
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A  1=  0,  après  avoir  divisé   (1)  par  [b  —  a)",  on  déduina  for- 
mule asymptotique  : 


«— 1 


(3,     ..    ^.«  + A) -/(.)- ■■-^;pbir!"""'^°'_n"/i«i 


h 

lim —         , 

h=o  h"  «  i 

qui  subsiste  en  supposant  seulement  l'existence  des  quanti- 
tés qui  y  figurent,  c'est-à-dire  de  la  dérivée  d'ordre  n  de  f 
pour  la  valeur  a  de  la  variable.  11  n'est  pas  nécessaire  de 
supposer  son  existence  ni  la  continuité  dans  les  environs  de 
a.  Presque  tous  les  auteurs  déduisent  la  formule  (3)  qui  est 
nécessaire  dans  la  théorie  des  maxima  et  minima,  du  plan 
osculateur,    etc.,   de  la  formule  (2)  de   Lagrange.  En  effet 

tn — 1 

/•(„  +  A,  _  ...  _  __^^  D"-V(a)  ^^  3^^^      ^ 

lim =  lim    ; = ; 

h=o  h"  A=«  "I  '»  î 

en  supposant  l'existence  et  la  continuité  de  la  dérivée  d'ordre 
Tif  dans  les  environs  de  la  valeur  a,  ce  qui  n'est  pas  néces- 
saire. 

La  formule  (3)  ou  le  développement  asymptotique  de  la  for- 
mule de  Taylor  est  connue  (voir  par  exemple  le  Formulaire 
Math,  de  G.  Peano,  éd.  V,  p.  298),  mais  je  crois  que  la  dé- 
duction au  moyen  de  la  formule  (1)  est  nouvelle. 

Margherita  Peyroliri  (Turin). 


SUR  L'ENSEIGNEMENT 

DE  LA  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  PLANE 

DANS  LES  ÉCOLES  SECONDAIRES 


L'enseignement  de  la  Géométrie  Analytique  plane,  en  Bel- 
gique du  moins,  et,  dans  d'autres  pays  à  en  juger  d'après  les 
ouvrages  classiques  étrangers  que  j'ai  sous  la  main,  a  son 
point  de  départ  dans  les  définitions  géométriques  le  plus 
souvent  métriques,  des  éléinenls  principaux  des  coniques.  Il 
est  un  autre  enseignement  que  j'ai  pu  expérimenter  et  qui  au 
contraire  s'inspire  des  propriétés  projeclives  de  ces  mêmes 
éléments.  Je  crois  que  cette  méthode  présente  de  nombreux 
avantages  et  qu'une  tentative  de  ce  genre  ne  pourrait  avoir 
que  d'heureux  résultats,  pas  tant  au  point  de  vue  des  connais- 
sances acquises,  puisque  sous  ce  rapport  il  n'y  a  guère  de 
différence,  que  pour  l'étude  des  diverses  méthodes.  De  plus 
elle  s'applique  presque  sans  modification  aux  courbes  d'ordre 
quelconque,  et  présente  ainsi  une  grande  généralité. 

Quand  on  montre  à  l'élève  qu'une  conique  est  déterminée 
par  cinq  conditions  et  qu'ensuite,  il  s'aperçoit  qu'un  cercle 
ou  qu'une  parabole  n'exigent  pour  leur  détermination  que 
trois  ou  quatre  éléments,  quel  sujet  d'étonnement  pour 
l'auditeur!  Quand  de  plus  il  constate  qu'une  tangente  ou 
une  asymptote  à  une  courbe  autre  qu'une  conique  peut  cou- 
per la  courbe,  son  ahurissement  ne  sera  pas  moins  grand. 
D'autres  remarques  du  même  |genre  peuvent  être  faites  à 
propos  d'autres  questions.  La  méthode  que  j'indique  ci-après 
et  qui  n'est  au  fond  qu'une  variante  de  celle  suivie  par 
M.  Servais  dans  son  cours  de  Géométrie  Analytique  de  l'Uni- 
versité de  Gand,  remédie  à  ces  inconvénients.  Voici  selon 
moi  la  marche  à  suivre  dans  l'étude  des  coniques. 

Chapitre  I.  —  Formes  fondamentales  de  la  géométrie  projective. 
—  Théorie  des  droites  dirigées,  des  segments,  des  angles  et  des 
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rapports  anharmonique  et  harmonique  des  points  et  des  droites. 

—  Différence  entre  propriétés  projectives  et  métriques.  Naturel- 
lement ce  chapitre  préliminaire  pourrait  être  enseigné  dans  le 
cours  de  Trigonométrie. 

Chapitre  II.  —  Représentation  du  point  par  ses  coordonnées 
cartésiennes  ou  polaires.  —  Transformation  des  coordonnées. 

Chapitre  111.  —  Théorie  de  la  droite.  —  Introduction  des  coor- 
données homogènes,  ce  qui  permet  de  ramener  Tétude  de  deux  ou 
de  trois  droites  à  celle  de  deux  ou  trois  équations  homogènes  à 
trois  inconnues.  —  Faisceaux  de  droites.  —  Introduction  des  élé- 
ments à  rinfîni  (s  =:  0)  :  droite  de  Tinfini,  directions  asymptoti- 
ques.  —  Eléments  imaginaires;  une  large  part  serait  faite  à  l'in- 
troduction des  idées  de  Laguerre  sur  ce  sujet  :  droites  isotropes, 
points  cycliques.  —  Etude  approfondie  des  lieux  géométriques. 

—  Droite  en  coordonnées  polaires. 

Chapitre  IV.  —  Etude  succinte  de  la  projectivité.  —  Formes 
projectives,  perspectives,  involutives.  —  Introduction  des  pre- 
mières notions  sur  les  coordonnées  tangentielles  et  trilinéaires. 

—  Principe  de  dualité. 

Chapitre  V.  —  Le  Cercle.  —  Formes  particulières  de  son  équa- 
tion. —  Une  courbe  du  second  degré  passant  par  les  points  cycli- 
ques est  un  cercle.  —  Droite  et  Cercle.  —  Tangentes  et  normales. 

—  Faisceau  de  cercles;  cercles  orthogonaux.  —  Pôles  et  polaires. 

—  Equation  polaire  du  cercle. 

Chapitre  VI.  —  Etude  générale  des  coniques. 

§  1.  Classification  des  courbes  du  second  degré  par  décomposi- 
tion du  premier  membre  de  leur  équation  en  une  somme  de  car- 
rés. —  Divers  genres  ;  emploi  des  déterminants. 

S  2.  Formes  projectives  dans  les  coniques.  —  Génération  de 
Chasles,  de  Newton,  de  Mac-Laurin  ;  théorèmes  de  Pascal  et  de 
Brianchon. 

§  3.  Emploi  de  la  forme  quadratique 

ff-ryz)  =  a:i^  +  2hxy  -\-  Av»  +  2frz  -|-  2gxz  -f-  ci«  =  0 

Définitions  de        /^  .  Ç  ,  ' ,  ,  f^^  .  Z^,, 


•  •  •   • 


Intersection  d'une  droite  et  d'une  conique;  équation  aux  paramè- 
tres; développement  de  Taylorpourla  forme  quadratique  par  vé- 
rification. 

§  4.  Etude  approfondie  de  la  théorie  des  pôles  et  polaires.  — 
Eléments  conjugués.  —  Triangles  conjugués.  —  Cette  étude  doit 
être  faite  soigneusement,  car  elle  est  la  clef  de  tout  ce  qui  va  sui- 
vre. 

$i  5.  Centre  des  coniques  ;  le  centre  est  le  pôle  de  la  droite  de 
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rinfini;  il  suffira  d'appliquer  les  résultats  et  les  propriétés  du  §  4. 

—  Conique  rapportée  à  son  centre.  —  Propriétés. 

!}  6.  Diamètres.  —  Un  diamètre  est  la  polaire  d'un  point  à  Tin- 
fini.  —  Diamètres  conjugués.  —  Propriétés. 

§  7.  Axes  des  coniques.  —  Equation  quadratique.  —  Equation 
en  s.  —  Introduction  des  trois  invariants  fondamentaux.  —  Pro- 
priétés. 

§  8.  Tangentes  aux  coniques  :  droites  qui  coupent  la  courbe  en 
deux  points  coïncidents  (voir  §  3). 

Si  9.  Asymptotes.  —  Tangentes  aux  points  à  l'infini  de  la  courbe. 

—  Equation  quadratique.  — Hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

—  Propriétés. 

§  10.  Normales.  —  Hyperbole  d'Apollonius.  —  Propriétés. 

S  11.  Foyers  et  directrices  :  définition  de  Plûcker.  —  Hyperboles 
de  Plûcker.  —  Propriétés. 

§  12.  Faisceaux  ponctuels  et  tangentiels  des  coniques. —  Coni- 
ques dégénérées.  —  Diverses  espèces  de  contact.  —  Théorèmes 
de  Poncelet  et  de  Sturm.  —  Pôles  et  polaires.  —  Coniques  homo- 
focales. 

Chapitre  Vil.  —  Etude  particulière  géométrique  et  analytique 
des  trois  espèces  de  coniques  en  coordonnées  cartésiennes  et  po- 
laires. —  Théorèmes  de  Daudelin  et  Quételet.  —  Relations  entre 
les  trois  courbes. 

En  résumé  la  partie  la  plus  importante  du  cours  exposé 
parla  méthode  indiquée  plus  haut  est  Tétude  des  pôles  et  po- 
laires par  rapport  à  une  conique.  Celte  dernière  elle-même 
se  ramène  à  Tintersection  d'une  courbe  du  second  degré 
avec  une  ponctuelle  déterminée  par  deux  points  {xiytzi) 
[x%yfZ%)  en  se  servant  de  la  méthode  de  Hesse  et  du  déve- 
loppement de  Taylor  pour  une  fonction  homogène  à  trois  va- 
riables et  du  second  degré. 

L'emploi  des  premières  notions  de  la  géométrie  projective 
simplifie  souvent  les  résultats  et  permet  en  outre  d'en  donner 
une  interprétation  géométrique.  On  perd  trop  souvent  'de 
vue  le  côté  géométrique  de  cette  science  ;  on  n'y  voit  la  plu- 
part du  temps  qu'une  application  de  l'algèbre  et  de  Tanalyse 
à  la  géométrie;  c'est  peut-être  l'une  des  causes  pour  les- 
quelles les  études  géométriques  sont  quelque  peu  délaissées 

de  nos  jours. 

J.  Rose  (Chimay,  Belgique). 
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Circulaire  iV  ï.  Mai  1909. 

Le  Comité  central 

à  Messieurs  les  Délégués. 

Nous  avons  Thonneur  de  vous  donner  ci-après  un  premier  aperçu 
de  Tétat  actuel  des  travaux  préparatoires  de  la  Commission  inter- 
nationale de  renseignement  mathématique  à  laquelle  vous  avez 
bien  voulu  promettre  votre  précieux  concours. 

I.  —  Constitution  de  la  Commission. 

Après  avoir  établi  le  «  Rapport  préliminaire  sur  l'organisa- 
tion de  la  Commission  et  le  plan  général  de  ses  travaux  »,  le  Co- 
mité central  sVst  attaché  à  constituer  la  Commission  sur  les  bases 
indiquées  à  Tarticle  B  en  se  conformant  le  plus  possible  aux  in- 
dications fournies,  pour  certains  pays  déjà  par  le  Congrès  de  Rome, 
et,  pour  les  autres,  par  des  personnalités,  sociétés  ou  autorités 
compétentes.  Dans  une  réunion  tenue  à  Carlsruhë,  les  5  et  6  avril 
1909,  le  Comité  a  fait  une  revue  générale  de  Tétat  des  démarches 
et  des  travaux  dans  les  différents  pays.  Les  délégations  sont  défi- 
nitivement constituées  dans  16  pays  participants  sur  18.  Pour  la 
Belgique  et  les  Iles  britanniques  nos  démarches  ont  rencontré  des 
difficultés  ou  des  retards  imprévus. 

Quand  aux  pays  associés,  les  Gouvernements  respectifs  ont  été 
invités  à  désigner  leur  délégué;  nous  en  donnerons  la  liste  dans 
une  deuxième  circulaire. 

Voici  la  liste  des  pays  participants  et  de  leur  délégués  : 

Allemagne,     MM.  F.  Klein,  G.  R.  R.,  professeur  à  l'Université  de 

Gœttingue  ; 
P.   Stabckbl,    g.  II.   R.,    professeur  à   TEcole 

technique  supérieure  de  Carlsruhë; 
P.  Treutlein,  directeur  du   «Real  u.  Reform- 
gymnasium  »,  Carlsruhë. 
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Autriche.  E.  Czubek,  II.  R.,  professeur  à  TEcole  technique 

supérieure  de  Vienne; 
R.  SuppANTscHiTscH,  profcsseur  à  TEcole  réale 

de  l'Etat,  Vienne  ; 
\V.    WiHTiNGBR,    professeur   à   TUniversité    de 
A'ienne. 
Belgique.  Vit  délégué  (en  pourpaler). 

Danemark.  P.  Heecaard,  professeur  aux  Ecoles  militaires, 

adjoint  pour  les  mathématiques  à  l'inspec- 
teur général  des  lycées  du  Danemark. 
Espagne.  /.  G.  de  Galdeàno,  professeur  à  TUniversité  de 

Saragosse. 
Etats-Unis  d Amérique  :  Dav.-Eug.  Smith,  professeur  au  Teachers 

Collège,  Columbia  University,  New-York, 
président  ; 
W.  OsciooD,  professeur  à  l'Université  Harvard, 

Cambridge,  Mass.  ; 
J.  \V.  A.  YouNC,  professeur  à  TUniversité   de 
Chicago. 
France.  A.  de  Saint  Germain,  Paris,  ancien  doyen  de  la 

Faculté  des  Sciences  de  Caen,  président; 

C.  Bol'rlet,    professeur   au    Conservatoire   des 

Arts  et  métiers  et  à  TEcole  des  beaux-arts, 

trésorier; 

C.    A.    Laisant,    répétiteur    et   examinateur   à 

TEcole  polytechnique  de  Paris,  secrétaire. 

Grèce.  C.  Stbphanos,  profess.  à  TUniversité  d'Athènes. 

Hollande.  J.  Cardinaal,    professeur   à    l'Ecole   technique 

supérieure  de  Delft. 
Hongrie.  M.  Beke,  professeur  à  l'Université  de  Budapest  ; 

G.  Rados,  professeur  à  l'Ecole  technique  supé- 
rieure de  Budapest; 
Ratz,  professeur  au  Gymnase  supérieur  évan- 
géliqUe  de  Budapest. 
Hes  Britanniques.  Sir  G.  (treenhill,  ancien  professeur  au  Collège 

Woolwich. 
(Les  deux  autres  délégués  seront  désignés  sous 
peu). 
Italie.  G.  Castelnuovo,   professeur   à  l'Université   de 

Rome; 
Fr.  Enriques,  professeur  à  l'Université  de  Bo- 
logne ; 
G.  Vailati  *,  professeur  à  rinstitut  technique  de 
Florence. 


*  Au    moment  de  mottro   sous   prr>s*»p    nous   nppronons   I«    tristo   nouvelle  do  la  mort  de 
M.  Vailati.  C'est  une  perle  très  fçrar.de  pour  la  science  italienne  et  renseignement. 
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Norvège,  M.  Olaf  Alfsen,  professeur  au  Lycée  municipal 

de  Christiania. 
Portugal,  G.  Teixeira,  Directeur  de  TAcadémie  polytech- 

nique de  Porto, 
Roumanie,  G,  Tzitzeica,  professeur  à  TUniversité  de  Bu- 

carest. 
Hussie.  N.  V.  SoNiN,  Président  au  Ministère  de  Tinstruc- 

tion  publique,  St-Pétersbourg; 
KoJALOvic,  professeur  à  Tlnstitut  technologique 
de  St-Pétersbourg; 
•     K.  W.  VoGT,  Directeur  de  la  deuxième  Ecole 
réale  de  St-Pétersbourg. 
Suède,  H.  von   Koch,  professeur   à  TEcole   technique 

supérieure  de  Stockholm. 
Suisse,  II.  Fehr,  professeur  à  TUniversité  de  Genève, 

président; 
C.  V,  Gbiser,  professeur  à  TEcole  polytechnique 

fédérale  de  Zurich; 
J.  H.  Graf,  professeur  à  l'Université  de  Berne. 

Ces  noms  ont  été  soumis  à  Tapprobation  des  Gouvernements 
et  ceux-ci  ont  été  invités  à  fournir  à  leurs  délégués  Tappui  finan- 
cier dont  ils  auront  besoin  pour  couvrir  les  frais  de  la  délégation 
et  de  la  sous-commission  nationale  et  pour  contribuer  aux  frais 
généraux  de  la  Commission. 


II.  —  Questions  financières. 

Le  budget  annuel  varie  nécessairement  suivant  les  pays.  Bien 
que  nous  laissions  à  chaque  délégation  le  soin  d'établir  son  bud- 
get et  de  faire  les  démarches  nécessaires  pour  obtenir  Tallocation 
correspondante,  nous  croyons  utile  d'indiquer  les  principales 
rubriques  qu'il  y  a  lieu  de  prévoir. 

a)  Contribution  annuelle  de  100  fr.  au  Comité  central  pendant 
les  années  1900,  1910,  1911  et  1912,  ou  versement  unique  de 
400  fr.  en  1909  (voir  art.  B,  111  du  Rapport  préliminaire),  à  adresser 
au  secrétaire  général. 

bj  Frais  de  secrétariat  de  la  délégation  :  indemnité  au  secré- 
taire adjoint,  frais  d'impression  et  de  correspondance. 

c)  Frais  de  réunion  de  la  délégation  et  de  la  sous-commission. 
Nous  estimons  qu'il  est  juste  que  tous  les  collaborateurs  soient 
indemnisés  de  leur  frais  de  déplacement  et  même,  tout  au  moins 
dans  les  grands  pays,  de  tous  les  frais  de  voyage. 

d)  Frais  de  voyage  des  délégués  à  la  Conférence  de  1911  et  au 
Congrès  de  Cambridge  de  1912. 
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III.  —  Sous-commissions  nationales,  leur  composition. 

D'après  Tarticle  B,  I,  c  du  Rapport  préliminaire  les  délégations 
sont  invitées  à  s'adjoindre  une  sous-commission  nationale  com- 
prenant des  représentants  des  divers  degrés  de  renseignement 
mathématique  dans  les  établissements  d'instruction  générale  ou 
dans  les  écoles  techniques  ou  professionnelles.  Par  ce  moyen, 
elles  pourront  tenir  compte  des  différentes  tendances  qui  se  font 
jour  dans  l'enseignement  afin  que  leur  rapport  soit  bien  une  étude 
objectwe  de  Fétat  actuel  de  l'enseignement  mathématique  et  des 
réformes  proposées.  Pour  le  début  le  nombre  des  membres  peut 
être  restreint;  il  augmentera  dans  la  suite  chaque  fois  qu'il  sera 
nécessaire  de  s'attacher  de  nouveaux  collaborateurs.  Dans  tous 
les  cas  il  est  bon  que  la  sous-commission  comprenne  des  repré- 
sentants des  sciences  appliquées  se  rattachant  aux  mathématiques, 
notamment  au  moins  un  ingénieur  et  un  physicien  particulière- 
ment compétents  dans  les  questions  d'enseignement. 

Dans  plusieurs  pays  les  délégués  ont  constitué,  depuis  quelques 
mois  déjà,  un  premier  noyau  de  leur  sous-commission.  Nous  don- 
nerons ici  une  première  liste  d'après  les  renseignements  qui 
nous  sont  parvenus  jusqu'au  30  avril  1909.  Les  additions  seront 
publiées  dans  la  Revue  internationale  de  !'«  Enseignement  mathé- 
matique »,  organe  ofïiciel  de  la  Commission,  qui  rendra  régu- 
lièrement compte  des  travaux  de  la  commission  et  des  sous- 
commissions. 

A.lleilia|^ne«  —  La  sous-commissiou  allemande  est  composée  de  MM. 
les  délégués  Klkin,  St^eckel,  TREUTLÊipr,  et  de 

MM.  GuTZMER,  Directeur  du  Jahresbertcht  der  Deutschen  Matkematiker^ 
Vereinigung  : 

PiETZKER,  Directeur  des  Unterrichtsbldtter  fur  Mathematik  u.  Natunvis- 
senschaft. 

PosKE,  Directeur  de  la  Zeitschrift  fiir  physikalischen  u.  chemiscken  Unter- 
richt  et 

ScHOTTEN,  Directeur  de  la  Zeitschrift  fur  mathematischen  u.  natun^'isseri' 
schaftlichen  Unterricht, 

La  sous-commission  s'est  adjoint  une  série  de  jeunes  collaborateurs  et 
elle  a  chargé  M.  Lietzmann  des  fonctions  de  secrétaire-adjoint.  Les  membres 
de  la  délégation  et  la  sous-commission  ont  été  désignés  par  la  Deutsche 
Mathematiker- Vereinigung  dans  sa  réunion  annuelle  de  Cologne  le  22  sep- 
tembre 1908.  Les  travaux  préparatoires  sont  déjà  très  avancés  ;-on  trouvera 
plus  loin  la  liste  des  sujets  qui  feront  Tobjet  de  rapports  spéciaux. 

Danemark*  —  M.  P.  Heegard,  délégué  et  MM. 
Andersen,  professeur  au  Lycée  de  Ronne. 
T.  BoNNESEN,  chef  d'institution,  Copenhague. 
C.  R.  Ette,  professeur  de  Collège,  Copenhague. 
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C.  P.  Hanskn,  professeur  à  TEcole  de  construction,  Copenhague. 

I.  Hbckscuer,  professeur  de  collège,  Copenhague. 

C.  JuKL,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique,  rédacteur  de  Nyt  Tidsskrifl 

for  Matemaiik,  Copenhague. 
E.  Klein,  capitaine  d'artillerie,  professeur  à  l'Ecole  militaire,  Copenhague. 
J.  MoLLERup.  professeur  à  l'Ecole  polytechnique,  Copenhague. 
V.  Trier,  rédacteur  àe  Nyt  Tidsskriftfor  Mathematik,  Copenhague. 
E.  C.  Valentiner.  professeur  au  Lycée  Metropolitanskolen,  Copenhague. 

Elspaf^ue.  —  M.  Z.  G.  de  Gâldeâno,  délégué  et  MM. 

Ed.  Léon  y  Ortiz  et  Cecilio  Jiménez  Rueda,  professeurs  à  TUniversité  de 
Madrid. 

Miguel  Marzal  y  Bentoméu  et  Esteban  Terradas  è  Illa.  professeurs  à  l'Uni- 
versité de  Barcelone. 

Graciano  Silvan,  secrétaire,  professeur  ù  l'Université  de  Saragosse. 

Ventura  Reyes  Prospbr,  directeur  de  l'Institut  général  et  technique  de 
Zolède. 

Ad.  Ruiz  Xapiaoor  et  Jésus  Massa,  professeurs  à  l'Institut  général  et  tech- 
nique de  Saragosse  y  Las  Palmas. 

Augusto  Krahe,  professeur  de  l'école  supérieure  et  industrielle  de  Madrid. 

Enrique  Linès,  professeur  de  l'école  supérieure  et  industrielle  de  Carta- 
gène. 

Juan  J.  DuRAN  Loriga,  professeur  et  commandant  d'artillerie. 

Joaquim  Cerrailo,  professeur  de  l'école  supérieure  des  Maîtres  de  Gre- 
nade. 

Jorge  ToRNER,  professeur  à  l'Ecole  d'ingénieurs  de  Montes. 

Luis  Gaztelu,  marquis  de  Eghandia,  Antonio  Cackres  et  Zoribio  Cacerbs, 
professeurs  à  l'Ecole  d'ingénieurs  de  ponts  et  chaussées. 

La  sous-commission  sera  encore  complétée  par  l'adjonction  des  réprésen- 
tants de.  l'Association  espagnole  pour  l'avancement  des  sciences. 

Etats-Unis  d'Amépique.  —  MM.  Dav.-Eug  Smith,  président, 
OsGOOD  et  J.-W.-A.  YouNc,  délégués.  — •  Dans  une  séance  tenue  à  New- 
York,  en  mars  1909,  la  délégation  a  choisi  comme  président  M.  Dav.- 
Eug.  Smith  et  comme  secrétaire-adjoint  Miss  Ë.  M.  Neilson.  Elle  a 
décidé  d'inviter  à  faire  partie  de  la  sous-commission  (conseil  adjoint 
consultatif)  les  commissaires  et  anciens  commissaires  d'Education  des 
Etats-Unis;  les  présidents  des  universités  de  Harvard,  Columbia, 
et  Chicago  ;  les  présidents  et  anciens  présidents  de  V American  mathe- 
matical  Society  et  de  V American  Fédération  of  Teachers  ofihe  Mathe- 
matical  and  the  Natural  Sciences.  Le  plan  de  travail  a  été  préparé  avec 
soins;  il  vient  d'être  soumis  au  conseil  adjoint.  Nous  en  donnerons 
la  traduction  ci -après. 

Prance* —  MM.  A.  de  Saint-Germain,  président,  Bourlet  et  Laisant, 
délégués  et  MM. 

P.  Appell,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
professeur  à  l'Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures. 

Désiré  André,  professeur  de  l'enseignement  secondaire  en  retraite. 

Bertibr,  Directeur  de  l'école  des  Roches. 

BiocuE,  professeur  au  Lycée  Louis  le  Grand,  président  de  la  société  mathé- 
matique de  France. 
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Blutel,  professeur  au  Lycée  S*-Louis,  chargé  de  conférences  à  la  Sor- 
bonne. 

Emile  Borel,  professeur-adjoint  à  la  Sorbonne  et  à  l'Ecole  normale  supé- 
rieure. 

Carvallo,  examinateur  des  élèves  h  l'Ecole  polytechnique,  professeur  à 
l'Ecole  pratique  industrielle  de  Paris. 

F.  Marotte,  professeur  au  Lycée  Charlemagne  (Paris),  rédacteur  de  La 
Revue  de  l'enseignement  des  Sciences. 

Vessiot,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Lyon. 

H.  VoGT,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Nancy. 

M.  Weill,  directeur  du  Collège  Chaptal  (Paris). 

Suisses  —  MM.  H.  Fehr,  Président,  C.  F.  Geiser,  J.  H.  Graf,  délégués, 

et  MM. 
Bach,  Inspecteur,  Directeur  du  «  Landerziehungsheim  Schloss  KeGkon  » 

bei  Islikon  (Thurgovie),  pour  l'enseignement  primaire. 
Badertsciier,  Inspecteur  à  Berne,  pour  l'enseignement  primaire  supérieur 

et  l'enseignement  secondaire  moyen. 
E.   Gubler,   chargé   de   cours   de   l'Université   de  Zurich,  professeur   au 

Séminaire,  pour  les  écoles  déjeunes  filles  et  l'enseignement  secondaire 

moyen. 
L.  Bertrand  (Genève),  Brandenberger  (Zurich).  Flatt  (Bàle),  et  Jacottet 

(Lausanne),  professeurs  de  gymnase,  pour  l'enseignement  secondaire 

supérieur  classique,  moderne  et  scientifique. 
L.  Crelier,  professeur  au  Technicum  de  Bienne,  et  Stiner,  professeur  au 

Technicum    de    Winterthour,    pour  l'enseignement   professionnel   et 

l'enseignement  technique  moyens. 
Grossmann,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale,  pour  l'enseigne- 
ment technique  supérieur  (avec  M.  Griser,  délégué)  et  la  préparation 

des  candidats  à  l'enseignement  secondaire  supérieur  (avec  M.  Fehr, 

délégué). 
Âlb.  Einstein,   ingénieur   et   physicien    (Berne),   et    Moser,   professeur  à 

l'Université  de  Berne,  pour  les  sciences  appliquées. 
La   sous-commission   sera  encore  complétée,  notamment  par  des   repré- 
sentants des  Sciences  appliquées. 


IV.  —  Travaux  préparatoires  des  sous-commissions. 

Il  est  très  désirable  que  les  délégués  s'entendent  le  plus  vite 
possible  avec  leur  sous-commission  au  sujet  de  l'organisation  et 
de  la  répartition  des  travaux  suivant  le  plan  général  exposé  dans 
le  «  Rapport  préliminaire  ».  Il  y  aura  lieu  d'établir  tout  d'abord  un 
tableau  des  divers  types  d'écoles  (voir  G  II)  et  de  charger  ensuite 
leurs  représentants  de  l'élaboration  des  rapports  qui  s'y  rattachent. 
En  dehors  de  ces  exposés  d'ensemble,  il  y  a  sans  doute  dans 
chaque  pays  des  questions  spéciales  actuellement  à  l'ordre  du 
jour  pouvant  faire  l'objet  de  rapports  spéciaux  préparatoires  sur 
lesquels  on  se  référera  ensuite  dans  l'étude  d'ensemble. 

En  Allemagne  et  aux  Etat-Unis  les  travaux  préparatoires  sont 
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déjà  très  avancés,  grâce  à  raccueil  et  aux  zèle  que  les  délégués 
ont  rencontré  dans  tous  les  milieux  du  corps  enseignant.  Nous 
en  donnerons  un  aperçu  qui  sera  sans  doute  examiné  avec  inté- 
rêt par  tous  ceux  qui  sont  appelés  à  collaborer  aux  travaux  de  la 
Commission. 

Allemag'ne. 

En  Allemagne,  on  a  commencé  l'élude  d'une  série  de  rapports  prépara- 
toires. La  liste  suivante  a  été  arrêtée  par  la  délégation  allemande  dans  sa 
séance  de  Carlsruhe  du  8  avril  1909  : 

i.  —  Ueber  die  Stellung  der  Mathematik  im  Lehrplan  der  hôheren  Màd^ 
ckenschule  ^'or  und  nach  der  Neiiordnung  des  hôheren  Màdchenschulwesens 
in  Preussen.  (Sur  la  place  accordée  aux  mathématiques  dans  les  plans  d'étu- 
des des  écoles  supérieures  de  jeunes  filles  en  Prusse,  avant  et  après  le  nou- 
veau décret  concernant  ces  écoles)  par  Noods  (Berlin), 

.  2.  —  Stoff  und  Méthode  in  den  mathemat.  Lehrbûchern  Norddeutschlands 
(Les  matières  et  les  méthodes  des  manuels  mathématiques  de  l'Allemagne  du 
Nord),  par  Lietzmann  (Barmen). 

3.  —  Mathematische  Lehrplane  in  Norddeutschland .  (Les  plans  d'études 
mathématiques  dans  l'Allemagne  du  Nord),  par  Lietzmann  (Barmen). 

4.  —  Jahreshericht  ûber  das  Fortschreiten  der  Reformhewegung  in  Nord- 
deutschland. (Rapport  annuel  sur  le  mouvement  de  réforme  dans  l'Allema- 
gne du  Nord)  par  Schimmack  (Gôttingue). 

5.  —  Bericht  ûber  die  Mathematik  an  den  hôheren  Schulen  in  Sachsen. 
(Les  mathématiques  dans  les  établissements  secondaires  supérieurs  de  la 
Saxe)  par  Witting  (Dresde). 

6  à  9.  —  Enisprechende  Berichte  ûber  die  Verhàltnisse  in  Suddeutschland 
(Baden,  Treutlein  und  Cramer,  Karlsruhe  ;  Bayern,  Wieleitner,  Speyer  ; 
Hessen,  Scmnell,  Darmstadt  ;  Wurtemberg,  Geck,  Reutlingen).  (Rapports 
analogues  pour  l'Allemagne  du  Sud  :  pour  le  Grand  Duché  de  Bade  par 
Tkeutlein  et  Cramer  (Karlsruhe)  ;  pour  la  Bavière  par  Wieleitner,  Speyer; 
pour  la  Hesse  par  Schnell  (Darmstadt),  pour  le  Wurtemberg  par  Geck 
(Reutlingen). 

10.  —  Bericht  ûber  den  mathem.  Unterricht  im  Bereich  der  katholischen 
Orden  Dentschlands  und  seiner  Nachbarlànder.  (Sur  l'enseignement  mathé- 
matique dans  le  domaine  des  ordres  catholiques  de  l'Allemagne  et  des  pays 
voisins),  par  Timerding  (Braunsehweig). 

H.  —  Bericht  ûber  die  Mathematik  im  Unterricht  der  Mechanik  und 
Phrsik.  (Les  mathématiques  dans  l'enseignement  de  la  Mécanique  et  de  la 
Physique.) 

12.  —  Bericht  ûber  Linearzeichnen.  (Sur  le  dessin  linéaire.) 

13.  —  Die  Enhvlckelung  der  mathematischen  Aushildung  der  Lehramts- 
kandidaten  an  den  deutschen  Universitdten  und  Ilochschulen.  (La  prépara- 
tion des  candidats  à  l'enseignement  par  les  universités  et  les  écoles  tech- 
niques supérieures  allemandes),  par  Lorey  (Minden  i.  W.) 

Ik.  —  Die  Mathematik  an  den  deutschen  technischen  Ilochschulen.  (Les 
mathématiques  aux  écoles  techniques  supérieures  allemandes),  par  Stjeckel 
et  Faber  (Carlsruhe.) 

15.  —  Die  Mathematik  an  den  technischen  Mittelschulen.  \Le8  mathéma- 
tiques aux  écoles  techniques  nioyennei:.) 
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16-17.  — Die  Mathematik  an  Volksschulen,  Forthildungsehulen,  Seminarien 
fur  Volksschullehrerf  etc.  (Les  mathématiques  aux  écoles  primaires,  aux 
écoles  primaires  supérieures  et  aux  écoles  normales  formant  les  maîtres  de 
ces  établissements.) 

Les  rapporteurs  sur  les  questions  11,  12,  15,  16  et  17  ne  sont  pas  encore 
désignés. 

Ces  rapports  préparatoires  seront  publiés  dans  la  a  Zeitschrift  fur  mathe- 
matischen  u.  nalurwissenschaftlichen  Unterricht  »  et  édités  à  part  par  la 
maison  Teubuer  (Leipzig)  sous  le  titre  «  Berichte  u.  Mitleilungen  veranlasst 
durch  die  internationale  mathematische  Unterrichtskommission  ».  Ils  seront 
distribués  aux  membres  de  la  Commission  internationale  par  les  soins  du 
secrétaire  général. 

[Nous  rappelons  à  cette  occasion  que  les  sous-commissions  peuvent  publier 
tous  leurs  rapports  suivant  leur  propre  convenance  pourvu  qu'elles  tiennent 
compte  des  articles  C  et  D  du  Rapport  préliminaire. 

Le  Secrétaire  général.] 

ETtats-Unis  d'Aïuérique. 

Rapport  préparatoire  de  la  délégation  américaine. 

1.  —  Organisation.  —  Le  Comité  central,  composé  des  professeurs 
F.  Klki:«  de  Gôttingue.  Sir  George  Grkbnhill  de  Londres  et  H.  Fehr  de 
Genève,  ayant  désigné  comme  membres  de  la  délégation  américaine  les 
professeurs  W.-F.  Oscood  de  Cambridge,  Mass.,  David-Eugène  Smith  de 
New- York,  J.-W.-A.  Younc  de  Chicago,  III.,  ces  derniers  ont  tenu  leur 
première  séance  les  26  et  27  mars  1909  à  New-York.  M.  Smith  a  été  élu 
président  et  Miss  S. -M.  Neilson   a  été   désignée   comme   secrétaire-adjoint. 

2.  '"^  La  Revue  School  Science  and  Mathematics  a  été  choisie  comme  or- 
gane de  la  sous-commission  américaine. 

-  3.  —  Conseil  COnsnitatif.  —  Il  a  été  décidé  de  former  un  Conseil  consul- 
tatif auquel  les  questions  importantes  pourront  être  renvoyées  et  que  les 
membres  des  commissions  pourront  consulter  soit  collectivement,  soit  indi- 
viduellement. Ont  été  invités  à  en  faire  partie  MM.  Les  Commissioner  et  ex- 
Comniissioner  of  Education  des  Etats-Unis,  les  présidents  des  Universités  de 
Harvard,  Columbia  et  Chicago  et  les  présidents  et  présidents  d'honneur  de 
la  Société  mathématique  américaine  et  de  la  Fédération  américaine  des 
maîtres  de  Sciences  mathématiques  et  naturelles. 

4.  —  Méthodes  de  l'enquête.  —  Les  enquêtes  auront  lieu  par  le  moyen 
de  comités  et  sous-comités,  les  présidenls  des  sous-comités  formant  les 
membres  des  comités.  Ces  comités  et  sous-comités  étudieront  tout  ou  partie 
des  cinq  sujets  proposés  dans  le  Rapport  préliminaire  du  Comité  central, 
c'est-à-dire  : 

a)  L'organisation  des  écoles  et  les  rapports  des  divers  genres  d'écoles 
entre  elles. 

h)  Le  plan  d'études  des  malhrmaliqiies  de  chaque  type  d'école. 

c)  La  question  des  examens  au  point  de  vue  de  l'école. 

d)  Les  méthodes  employées  dans  l'enseignement  des  mathématiques. 
6J  La  préparation  des  maîtres  de  mathématiques. 

Ces  sujets  doivent  être  étudiés  pour  chaque  type  d'écoles  et  chaque  do- 
maine, au  double  point  de  vue  des  conditions  actuelles  et  des  réformes  pro- 
posées. 
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5.  —  Nature  de  Tenquéte  —  Le  Rapport  préliminaire  du  Comité  central 
esquisse  un  plan  de  travail  commun  pour  toutes  les  nations  représentées 
dans  la  Commission  et  chaque  comité  américain  doit  naturellement  traiter 
soifçneusement  tous  les  points  qui  le  concernent.  Les  deux  points  de  vue 
national  et  international  doivent  être  constamment  présents  k  l'esprit. 

Point  de  vue  national.  La  préparation  des  rapports  demande  un  examen 
étendu  de  notre  système  d'éducation  en  général  et  du  travail  mathématique 
en  particulier,  de  plus  une  esquisse  de  l'activité  remarquable  de  la  dernière 
décade  dans  le  développement  d'institutions  existantes  et  dans  la  création  de 
nouveaux  établissements  projetés,  et  eufîn  un  compte  rendu  des  modifica- 
tions déjà  réalisées  et  des  réformes  projetées  dans  le  travail  mathématique. 
Ceci  nous  fournit  l'occasion  de  faire  un  inventaire  des  conditions  actuelles 
et  d  examiner  les  propositions  faites  pour  l'avenir.  Ce  travail  devra  donc  être 
fait  dans  un  esprit  juridique  et  non  législatif. 

Point  de  vue  international.  Les  rapports  étant  destinés  au  public  instruit 
d'un  grand  nombre  de  nations,  il  sera  bon  de  donner  un  compte  rendu  concis 
des  traits  caractéristiques  de  nos  écoles  et  des  conditions  dans  lesquelles 
nous  travaillons.  Le  travail  mathématique  doit  être  étudié  et  interprété  à  la 
lumière  des  conditions  ambiantes  et  nos  rapports  devront  renseigner  les  lec- 
teurs des  autres  nations  sur  notre  système  et  nos  conditions  d'éducation,  à 
charge  de  réciprocité. 

L'Amérique  occupe*  une  place  unique  pour  la  liberté  laissée  à  l'initiative 
individuelle  en  matière  d'éducation  et  par  l'absence  de  législation  et  d'ins- 
pection par  l'autorité  centrale.  Il  est  par  conséquent  désirable  que  les  rap- 
ports exposent  clairement  les  effets  bons  ou  mauvais  de  l'application  de  cette 
liberté  sur  nos  progrès  en  général  et  sur  l'éducation  mathématique. 

Nous  possédons  également  seuls  la  séparation  complète  de  l'Eglise  et  de 
TËtat  dès  l'origine,  et  un  exposé  de  l'influence  de  cet  état  de  choses  sur 
l'éducation  sera  d'un  haut  intérêt  pour  les  nations  qui  ont  envisagé  ou  qui 
envisagent  les  graves  problèmes  relatifs  à  l'instructiou  religieuse. 

Nous  avons  aussi  l'histoire  de  l'éducation  la  plus  brève  et  nous  avons 
également  seuls  le  sentiment  de  vivre  à  l'époque  de  sa  formation,  sentiment 
qui  imprègne  toute  notre  activité.  Le  but  de  la  Commission  n'est  pas  d'étu- 
dier l'histoire  de  l'éducation  ou  d'étudier  des  statistiques,  mais  il  serait 
peut-être  nécessaire,  étant  donné  les  conditions  américaines,  de  faire  un 
travail  de  ce  genre  afin  de  comprendre  le  présent  et  de  prévoir  l'avenir. 

Bien  que  les  grands  problèmes  principaux  soient  énumérés  tout  au  long 
dans  le  Bapport  préliminaire,  nous  en  avons  d'autres  qui.  nous  sont  particu- 
liers, tels  que  l'éducation  des  nègres  et  celle  des  nombreux  immigrants  sans 
éducation  qui  nous  arrivent  constamment,  ainsi  que  leur  américanisation. 

Les  divers  rapports  doivent  tenir  un  compte  suffisant  du  caractère  inter- 
national de  ce  travail. 

6.  —  Comités  et  sons-comités.  —  Voici  la  liste  des  comités  et  sous-co- 
mités désignés  respectivement  par  les  chiffres  romains  et  arabes  et  celle  des 
sujets  qui  doivent  être  traités  par  chacun  d'eux. 

L  Ecoles  élémentaires. 

1.  Kindergarten.  Sujets  a   ,,e  (voir  ci-dessus,  n»  4). 

2.  Ecoles  publiques  et  privées  degré  1 . .  .6  inclusivement.  Sujets  a.  .  .d  . 

3.  Idem.  Sujet  e  . 

4.  Ecoles  publiques  et  privées  degrés  7  et  8.  Sujets  a.,  ,d  . 

5.  Idem.  Sujet  e  . 
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\\    Ecoles  élémentaires  spéciales. 

1.  Ecoles  de  métiers.  Sujets  a. .  ,d  . 

2.  Ecoles  professionnelles.  Sujets  a.  .  .d  . 

3.  Classes  industrielles  dans  les  écoles  publiques.  Sujets  a.,.d  . 

4.  Maîtres  pour  les  établissements  ci-dessus.  Sujet  e  . 

III.  Ecoles  secondaires  publiques. 

1.  Ecoles  de  garçons.  Sujets  a. .  .d  . 

2.  Ecoles  de  filles.  Sujets  a. .  .d  . 

3.  Ecoles  de  coéducalion  dans  l'Est.  Sujets  a.  .  .d  . 

4.  Idem  dans  le  Centre  Ouest. 

5.  Idem  dans  le  Sud. 

6.  Idem  sur  la  côte  du  Pacifique. 

7.  Maîtres  pour  les  établissements  susnommés.  Sujet  e  . 

8.  Le  cycle  de  six  ans. 

IV.  Ecoles  secondaires  privées. 

\.  Ecoles  de  garçons  y  compris  les  écoles  militaires  et  religieuses.  Su- 
jets a. . .d  . 

2.  Ecoles  de  filles  y  compris  les  écoles  religieuses.  Sujets  fl...rf  . 

3.  Ecoles  de  coéducation    Sujets  a.,  .d  . 

4.  Maîtres  pour  les  établissements  susnommés.  Sujet  e  . 

V.  Ecoles  normales. 

1.  Ecoles   normales  de  lEtat  n'exigeant  pus  de  diplôme  d'école  supé- 

rieure pour  l'admission.  Sujets  a...d  . 

2.  Idem,  exigeant  le  diplôme  d'école  supérieure. 

3.  Ecoles  normales  privées.  Sujets  a.  .    d  . 

4.  Maîtres  pour  les  établissements  susnommés.  Sujet  e  . 

VI.  Ecoles  secondaires  techniques. 

1.  Ecoles  publiques,  enseignement  manuel,  industriel,  nautique.  Sujets 

a. . .d  . 

2.  Ecoles  privées  et  de  corporations.  Sujets  a.  .  .d  . 

3.  Ecoles  de  commerce  publiques.   Sujets  a. .  ,d  . 
\.   Ecoles  de  commerce  privées.  Sujets  a    ..d. 

5.  Ecoles  d'agriculture.  Sujets  a,..d  . 

6.  .Maîtres  pour  les  établissements  susnommés.  Sujet  e  . 

VU.  Ecoles  secondaires  et  élémentaires  non  comprises  dans  II 

1.  Ecoles  techniques  et  commerciales  du  soir.  Sujets  a.  .  .e  . 

2.  Ecoles  privées  par  correspondance.  Sujets  a. .  .c  . 

3.  Ecoles  pour  comptables  diplômés.  Sujets  a.  .  .e  . 
'i.   Ecoles  pour  nègres  et  indiens.  Sujets  a.  .  ,e  . 

5.   Ecoles  pour  aveugles,  estropiés,  sourds-muets.  Sujets  «...e  . 

VIII.  De  la  préparation  des  maîtres  de  mathématiques  pour  les  écoles 
publiques. 

1.  Education  nécessaire  pour  les  premiers  degrés  1.  .  .'i  . 

2.  Idem  pour  les  degrés  5.  .  .8  . 

3.  Idem  pour  les  écoles  secondaires  d'une  durée  de  'i  ans. 

4.  Erreurs  dans  les  méthodes  d'enseignement,  leur  nature,  leurs  causes 

et  leurs  remèdes. 

5.  Manière    de  s'assurer  des  candidats  capables  pour  l'enseignement. 

Renseignements  sur  le  bien-être  des  maîtres  et  sur  les  causes  du 
manque  d'intérêt  de  ce  travail. 
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IX.  Examens  en  mathématiques,  autres  que  ceux  institués  par  le  maître 

dans  sa  propre  classe. 

1.  Genre  de  la  promotion  dans  les  écoles  élémentaires  et  de  l'admission 

dans  les  écoles  secondaires. 

2.  Admission  au  collège  par  les  examens  de  collège. 

3.  Idem  par  les  examens  du  Collège  Entrance  Board. 

4.  Idem  par  les  examens  de  l'Etat. 

5.  Idem  par  les  certificats. 

6.  Examens  de  l'Etat  et  examens  locaux  des  maîtres. 

7.  Examens  du  Civil  service. 

8.  Tous  les  autres  systèmes  d'examens  de  l'Etat. 

X.  Travail  mathématique  dans  les  possessions  américaines. 

1.  Alaska.  —  2.  Porto  Rico.  —  3.  Hawaii. —  4.  Philippines. 

XI.  Influences  tendant  à  améliorer  le  travail  du  maître. 

1.  Périodiques. 

2.  Associations  de  maîtres,  y  compris  les  cercles  de  lecture. 

3.  Instituts  de  maîtres. 

4.  Surveillance  des  maîtres  par  l'Etat. 

5.  Travaux  des  éditeurs  et  de  leurs  agents. 

XM.  Ecoles  techniques  ayant  le  rang  de  collège  séparées  ou  en  rapport 
avec  des  collèges  ou  des  universités. 

1.  Générales. 

2.  Pour  ingénieurs. 

3.  Pour  ingénieurs  électriciens. 

4.  Pour  ingénieurs  des  mines. 

5.  Ecoles  d'agriculture  et  forestières. 

XIII.  Autres  écoles  professionnelles  ayant  le  rang  de  collège  séparées  ou 
en  rapport  avec  des  collèges  ou  des  universités. 

1.  Pour  la  formation  de  maîtres. 

2.  Pour  la  formation  des  actuaires. 

3.  Pour  la  formation  d'ofTiciers,  y  compris  les  écoles  pour  les  diplômés 

de  West  Point. 

4.  Pour  la  formation  d'officiers  de  marine,  y  compris  les  écoles  pour 

les  diplômés  d'Annapolis. 

XIV.  Collèges  des  arts  libéraux  et  universités,  d'Etat  et  dotés.  Travail  des 
sous-gradués. 

1.  Collèges  pour  hommes.  Sujets  a..,d  . 

2.  Collèges  pour  femmes.  Sujets  a,..d  . 

3.  Collèges  de  coéducation.  Sujets  a. .  .d  . 

4.  Préparation  et  situation  des  «  instritctors  ». 

XV.  Travail  des  gradués  dans  les   universités  et  autres  ijistitutions   de 

même  rang. 

1.  Cours  d'éducation. 

2.  Préparation  à  des  recherches  et  au  grade  de  docteur. 

3.  Administration,  statistique  et  histoire  du  grade  de  docteur. 

4.  Préparation  et  situation  des  «  instructors  ». 

XVI.  Revision  générale. 

1.  Le  système  américain  en  général. 

2.  Le  travail  en  arithmétique  en  général. 
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3.  Idem  pour  l'algèbre. 

4.  Idem  pour  la  géométrie. 

5.  Idem  pour  les  mathématiques  de  collège. 

6.  Idem  pour  les  mathématiques  d'université. 

7.  —  Méthodes  à  snivre  par  les  Comités.  —  Les  5  sujets  désignés  par 

a.,,e  devront  être  étudiés  pour  chaque  type  d'école  et  chaque  domaine  et 
chaque  comité  devra  faire  un  rapport  sur  le  travail  tel  qu'il  existe  actuelle- 
ment  et  sur  les  propositions  de  réforme  jugées  utiles  par  un  nombre  suffisant 
de  maitres.  Les  comités  et  sous-comités  sont  de  même  libres  de  présenter 
de  nouvelles  propositions  d'amélioration  si  leur  étude  de  la  situation  les 
amène  à  en  formuler  et  s'ils  estiment  leur  publication  opportune. 

Pour  les  rapports  il  sera  procédé  de  la  manière  suivante  :  Les  sous- 
comités  prépareront  d'abord  leurs  rapports  et  les  soumettront  (dactylo- 
graphiés ou  imprimés)  à  leurs  comités  respectifs,  par  l'intermédiaire  de 
leurs  présidents.  Les  comités  auxquels  ces  rapports  seront  soumis  tireront 
de  ceux-ci  un  rapport  (dactylographié  ou  imprimé)  auquel  ils  ajouteront 
leurs  propres  remarques  s'il  y  a  lieu.  Un  travail  faisant  double  emploi  sera 
inévitable  pour  commencer,  mais  est  néanmoins  désirable  parce  qu'il  permet 
d'obtenir  une  étude  indépendante  des  principaux  sujets  par  les  divers  comi- 
tés. Les  rapports  des  divers  comités  elf  les  rapports  de  tous  les  sous-comités 
seront  alors  transmis  aux  membres  de  la  sous-commission  et  seront  utilisés 
par  eux  pour  la  préparation  de  leur  rapport  à  la  Commission  internationale 
qui  à  son  tour  se  servira  de  ces  matériaux  pour  son  rapport  final. 

Il  est  probable  que  les  rapports  de  tous  les  comités  et  sous-comités  seront 
incorporés  en  entier  dans  le  rapport  des  membres  de  la  sous-commission  ou 
avec  les  abréviations  que  l'espace  disponible  nécessitera. 

II  est  à  désirer  que  les  sous-comités  et  comités  acquièrent,  par  la  criti- 
que individuelle,  les  discussions  dans  les  réunions  et  les  publications,  une 
connaissance  aussi  parfaite  que  possible  du  sujet  en  vue  de  leurs  rapports 
et  que  les  résultats  de  valeur  soient  utilisés  dans  la  préparation  des  rapports 
définitifs.  Il  est  cependant  évident  que  tous  ces  rapports  préparatoires  doi- 
vent être  désignés  comme  tels  et  non  comme  rapports  de  ou  à  la  Commis- 
sion ou  ronmie  résultat  admis  par  celle-ci. 

8.  —  Dates  de  présentation  des  rapports. —  Il  faut  espérer  que  tous  les 

comités  et  sous-comités  organiseront  et  ébaucheront  leur  travail  avant  les 
vacances  d'été  1909  et  que  tous  les  sous-comités  adresseront  leurs  rapports 
à  leurs  comités  respectifs  pour  le  l»*"  février  1910.  Les  rapports  des  comités 
doivent  être  reçus  par  les  membres  de  la  sous-commission  américaine  jus- 
qu'au ler  mai  1910  et  le  rapport  américiiin,  dans  sa  forme  définitive,  doit 
être  prêt  pour  le  l*""  juin  1911,  afin  d'être  soumis  à  la  Commission  interna- 
tionale. 


Le  Président  :  Le  Secrétaire-Général 

F.  Klein.  H.  Feur. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Sur  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique. 

Nous  n'avons  pas  ici  Tintention  de  faire  connaître  la  moindre 
formule  nouvelle,  mais  d'indiquer  un  moyen  de  soulager  la 
mémoire  des  débutants  dans  l'application  des  formules  fonda- 
mentales de  la  Trigonométrie  sphérique. 

On  est  dans  Thabitude,  en  France  tout  au  moins,  de  constituer 
le  système  de  ces  formules  fondamentales  au  moyen  de  celles 
dites  de  Gauss  qui  sont 

C08  a  =:  eos  h  cos  c  -\-  sin  b  sin  c  cos  A  , 

sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A  , 

sin  a  cos  B  =  sin  c  cos  b  —  sin  b  cos  c  cos  A  . 

la  corrélative  de  (1) 

cos  A  ^  —  cos  B  cos  C  -\-  sin  B  sin  C  cos  a  , 

et  celles  qui  s'en  déduisent  par  permutation,  auxquelles  on  ajoute 
les  formules  dites  spéciales  du  triangle  rectangle  qui  sont 

cos  a  =  cos  b  cos  c  =:  cotg  B  cotg  C  , 
sin  b  =  sin  a  sin  B  =  tg  c  coifr  C  , 
cos  B  =  cos  b  sin  C  =  tg  c  cotg  a  >     . 

Et  telle  est  la  confusion  qui  risque  de  se  produire  entre  ces 
dernières  formules  qu'on  a  imaginé  diverses  règles  mnémoniques 
pour  assurer  leur  application  correcte. 

Ne  serait-il  pas  plus  simple  de  réduire  tout  l'effort  de  mémoire 
à  retenir  le  seul  système  fondamental  constitué  par 

(t)  cos  a  =  cos  b  cos  c  +  sio  b  sin  c  cos  A        , 

(2)  sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A  , 

(3)  cos  a  cos  B  =  sin  a  cotg  c  —  sin  B  cotg  C  , 

et  la  corrélative  de  (1)  que  nous  appelons  toujours  (!')  et  qu'il  est 
inutile  d'écrire  puisque  cela  peut  se  faire  sans  nul  effort  quand 
on  a  (1)  présente  à  l'esprit? 

Ce  dernier  système  a  l'avantage  de  fournir  instantanément  la 
formule  correspondant  à  un  cas  de  résolution  quelconque  des 
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triangles  quelconques,  et  de  rendre  inutile  de  retenir  les  formules 
du  triangle  rectangle. 

En  effet,  tout  calcul  d'un  élément  quelconque  d*un  triangle 
sphérique  s'opère  toujours  au  moyen  de  trois  éléments  connus 
de  ce  triangle.  Parmi  ces  quatre  éléments  il  y  a  nécessairement  : 

1°  ou  bien  un  groupe  de  trois  éléments  contigus  et  un  séparé, 

2®  ou  bien  deux  groupes  de  deux  contigus, 

3°  ou  bien  un  seul  groupe  de  quatre  contigus. 

Dans  le  cas  1**,  la  solution  est  fournie  par  la  formule  (1)  [ou  (l')j; 
dans  le  cas  2°,  par  la  formule  (2);  dans  le  cas  3*,  par  la  formule  (3) 
(à  une  permutation  près  entre  les  lettres  ^,  by  c  et  A,  B,  C,  bien 
entendu  ;  cela  n'ajoute  rien  à  ce  dont  se  doit  charger  la  mémoire^ 

Maintenant,  pour  un  cas  quelconque  de  résolution  des  triangles 
rectangles,  l'angle  droit,  joint  aux  deux  autres  éléments  donnés 
et  à  l'élément  inconnu,  donne  naissance  à  l'une  des  dispositions 
1**,  2*^  ou  3^  ci-dessus.  La  formule  (1),  (2)  ou  (3)  correspondante,  où 
l'on  introduit  Tangle  droit  à  sa  place,  fournit  alors,  immédiate- 
ment, la  formule  correspondante  du  tableau  spécial  rappelé  plus 
haut,  qu'il  y  aurait  lieu  d'appliquer. 

Supposons,  par  exemple  que,  dans  un  triangle  rectangle  dont 
l'angle  droit  est  en  A,  on  veuille  calculer  B  connaissant  a  et  c. 
Les  éléments  A,  c,  B,  a  forment  une  disposition  3°.  Or,  la  formule 
(3)  donne,  par  permutation, 

cos  c  cos  B  =  Bill  c  cotg  a  —  sin  B  cotg  A  , 

qui,  avec  l'hypothèse  A  =  90°,  devient  immédiatement 

cos  B  =  ig  c  cotg  a  , 
formule  demandée. 

Maurice  d^OcxcNE.  (Paris) 


Le  laboratoire  d'enseignement  mathématique  de  l'Ecole  Normale 

Supérieure  de  Paris. 

1.  —  Lors  de  la  réforme  de  l'Enseignement  Secondaire,  en 
1002,  l'un  des  articles  du  projet  ministériel  soumis  à  la  Commis- 
sion de  TEnseignement  de  la  Chambre  des  Députés,  était  «d'orga- 
niser et  diriger  l'Ecole  Normale  Supérieure  de  façon  à  en  faire  un 
véritable  Institut  pédagogique».  Ce  desideratum  était  déjà  partiel- 
lement réalisé,  tout  au  moins  pour  la  Section  de  Mathématiques; 
la  préparation  des  leçons  d'Agrégation  etleur  critique  constituant 
pour  les  élèves  de  troisième  année  une  initiation  pédagogique.  La 
réforme  récente  de  l'Agrégation  (décret  de  mai  190'i,  appliqué  en 
juillet  1907)  a  accentué  cet  état  de  choses.  En  effet  les  leçons  exi- 
gées des  Candidats  à  l'oral  du  Concours  doivent  porter  sur  des 
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sujets  extraits  uniquement  des  programmes  actuels  des  classes 
des  Lycées  (2*  Cycle,  mathématiques  A  et  B  et  mathématiques 
spéciales).  Ce  programme  d'examen  attire  tout  naturellement  Tat- 
tention  et  les  études  des  Candidats  sur  l'Enseignement  actuel  des 
Lycées,  sur  les  divers  livres  et  les  diverses  méthodes  employés. 

C'est  afin  de  faciliter  et  de  développer  ces  études  que,  sous  la 
direction  de  MM.  Tanxeky  et  Borel,  fut  créé,  à  TEcoIc  Normale 
Supérieure,  le  Laboratoire  d'Enseignement  mathématique.  Une 
salle  est  mise  par  l'Administration  de  TEcole  à  la  disposition  du 
Laboratoire,  dont  le  fonctionnement  est  assuré  par  une  subvention 
de  l'Université  de  Paris.  Elle  est  ouverte  aux  élèves  des  trois  pro- 
motions scientifiques,  mais  est  plus  spécialement  destinée  aux 
élèves  de  troisième  année,  candidats  à  l'Agrégation,  qui  doivent 
enseigner  Tannée  suivante. 

2.  —  Les  élèves  trouvent  au  Laboratoire  la  plupart  des  livres  de 
mathématiques  publiés  en  France  pour  FEnseignement  Secondaire 
et,  en  même  temps  quelques  Revues  pédagogiques  ou  profession- 
nelles que  ne  reçoit  pas  la  Bibliothèque  générale  et  que  les  Edi- 
teurs ont  bien  voulu  mettre  gracieusement  à  notre  disposition. 
Nous  espérons  y  adjoindre,  d'ici  peu,  une  collection  de  livres  sco- 
laires allemands  et  anglais.  Il  serait  en  eil'et  très  intéressant,  pour 
les  futurs  professeurs,  de  connaître  un  peu  les  programmes  et  les 
tendances  pédagogiques  des  pays  étrangers. 

3.  —  En  dehors  de  la  bibliothèque,  il  existe  au  Laboratoire  des 
travaux  pratiques.  Toutes  les  semaines  il  y  a  une  séance  de  travail 
du  bois  :  un  professeur  de  menuiserie  apprend  aux  élèves  à  dégros- 
sir une  pièce  de  bois,  à  se  servir  d'une  scie,  d'une  varlope  et  d'un 
rabot.  Cet  enseignement  paraîtrait  à  priori  plutôt  destiné  aux 
élèves  de  la  Section  de  physique*.  Cependant  les  mathématiciens 
ont  un  double  intérêt  à  le  suivre  et  c'est  ce  que  je  vais  essayer 
d'indiquer  en  quelques  mots.  Dans  plusieurs  Lycées  de  France  — 
et  c'est  une  initiative  qui  tend  à  se  généraliser  —  on  a  organisé 
des  exercices  de  travaux  manuels.  Pour  les  diriger,  on  fait  appel 
à  des  ouvriers,  habiles  dans  leur  métier,  mais  dont  les  connais- 
sances scientifiques  ne  sont  pas  toujours  suflisantes  pour  leur  per- 
mettre de  montrer  aux  élèves  le  lien  entre  ce  qu'on  leur  enseigne 
en  classe  et  ce  qu'on  leur  fait  faire  à  l'atelier.  Il  y  aurait  donc  un 
assez  grand  intérêt  à  ce  que  le  professeur  de  mathématiques  puisse 
donner  à  ses  élèves  les  indications  nécessaires  à  la  transition 
entre  les  notions  théoriques  et  la  réalisation  pratique.  Pour  cela  il 
est  bon  et  même  indispensable  que  ce  professeur  ait  lui-même  des 
connaissances  techniques  et  pratiques. 

D'autre   part,    il  lui  serait  également  très  utile  de  se  rendre 


*  Pour  ref)  élèves  des  BéanoeB  de  tniviùl  du  bois  et  dcH  métaux  ont  été  org:inis('-<>8  depuis 
plusieurs  anooes. 
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compte  des  difficultés  à  surmonter  pour  la  confection  d'un  petit 
modèle  en  bois,  et,  de  pouvoir  au  besoin  diriger  le  travail  d'un 
ouvrier  pour  la  reproduction  du  modèle.  «Les  instructions  pour 
renseignement  des  mathématiques»,  annexées  à  Tarrêté  du  27 
juillet  1905,  portent  en  eff*et  que,  «  pour  les  élèves  du  premier 
Cycle  et  des  divisions  A  et  B  renseignement  doit  être  essentielle- 
ment concret»  et,  recommandent  l'emploi  «d'une  collection  de 
modèles  et  d'appareils  simples».  On  trouve  actuellement  dans  le 
commerce,  en  France,  quelques  collections  de  modèles  mathéma- 
tiques, mais  destinées  surtout  à  l'Enseignement  Primaire.  Les 
Professeurs  sont  donc  encore  obligés  de  faire  confectionner  sur 
place  ou  de  confectionner  eux-mêmes  les  appareils  qu'ils  désire- 
raient utiliser  dans  leur  classe*. 

4.  Le  Laboratoire  a  commencé  à  constituer  une  petite  collection 
de  modèles  tant  en  bois  qu'en  carton.  Mais  étant  données  leurs 
provenances  diverses  et  la  création  récente  du  Laboratoire,  cette 
collection  est  encore  un  peu  disparate.  Je  voudrais  donner  néan- 
moins un  aperçu  des  quelques  idées  générales  qui  nous  ont  guidés 
jusqu'à  maintenant'. 

La  mesure  des  volumes  a  donné  lieu  à  une  première  série  de 
modèles  ;  méthode  classique  pour  le  volume  du  parallélipipède 
rectangle,  —  réalisation  géométrique  du  cube  d'une  somme  — 
décomposition  d'un  prisme  en  trois  pyramides  équivalentes  — 
équivalence  du  prisme  ou  du  cylindre  droit  avec  le  prisme  ou  le 
cylindre  oblique.  Pour  tous  ces  objets  on  s'est  écarté  nettement 
du  point  de  vue  expérimental  et  physique.  Les  modèles  sont,  au 
contraire,  de  véritables  copies  des  démonstrations;  des  figures  de 
l'espace  destinées  à  remplacer  les  dessins  du  tableau  noir.  Par 
exemple,  on  démontre  l'équivalence  des  prismes  droit  et  oblique 
par  la  superposition  de  deux  troncs  de  prismes  qui  donne,  suivant 
les  bases  en  contact,  un  prisme  droit  ou  un  prisme  oblique. 

Un  paragraphe  introduit  récemment  dans  les  programmes  a 
servi  de  point  de  départ  à  beaucoup  de  modèles.  Je  veux  parler  des 
«notions  sommaires  sur  les  symétries  du  cube  et  de  l'octaèdre»  : 
cube  coupé  en  deux  suivant  une  section  hexagonale  —  octaèdre 
ou  tétraèdre  inscrits  dans  un  cube  pour  montrer  l'identité  des 
symétries  —  cube  à  faces  dissemblables  —  quelques  autres  figu- 
res simples  dont  on  peut  trouver  aisément  les  symétries.  A  ce 
même  ordre  d'idées  on  pourrait  rattacher  quelques  appareils  rela- 
tifs à  l'introduction  des  déplacements  en  géométrie.  Un  des  repro- 


^  II  existe  dos  collections  très  riches  et  très  variées  éditées,  entre  autres,  par  les  maisons 
suivantes  .  Lehrmittel  anstalt,  J.  Ehrhard  &  C>«.  Benshoîm  (Hesse)  :  Polytechnisches  Arbeits- 
Institut,  Schrôder,  Darmstadt;  Schilling,  Halle;  Teubner,  Leipzig.  Nous  nous  bornons  à  si- 
gnaler celles  dont  nous  avons  les  catalogues  sous  la  main.  Réd. 

*  Ces  modèles  ont  été  pour  la  plupart  imaginés  et  réalisés  entièrement  par  des  élèves  de 
TErole  normale. 
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ches  fait  par  les  partisans  de  la  théorie  ancienne  des  parallèles  à 
la  théorie  moderne  des  translations  est  que  cette  dernière  «lanque 
de  figures,  le  mouvement  ne  pouvant  se  représenter  sur  un  tableau 
noir*.  Ce  reproche  n'existerait  plus  si  le  professeur  avait  à  sa  dis- 
position des  figures  mobiles  au  lieu  d'un  seul  tableau. 

Enfin  nous  avons  en  beaucoup  plus  petit  nombre  des  modèles 
relatifs  à  la  géométrie  du  V*  livre.  Une  des  difficultés  les  plus  sé- 
rieuses pour  les  commençants  est  en  efl'etde  «voir  »  ce  que  repré- 
sentent les  figures  de  perspective  plus  ou  moins  grossières  qui 
servent  à  illustrer  les  principales  démonstrations  du  V*  livre.  Cette 
difïïcultéseraîtbien  diminuée  si,  avant  de  faire  une  figure  au  tableau 
—  figure  qui  n'est  au  fond  qu'un  schéma  plus  algébrique  que  géo- 
métrique —  le  professeur  montrait  aux  élèves  la  figure  elle-même 
de  l'espace.  Pour  cela  il  suffît  de  quelques  plaques  de  liège,  quel- 
ques fils  de  fer  et  d'un  peu  d'ingéniosité.  Je  citerai  parmi  les  mo- 
dèles actuellement  en  notre  possession  :  la  réalisation  du  théo- 
rème de  Dandelin  ou  plutôt  de  sa  démonstration.  — La  perpendi- 
culaire commune  à  deux  droites. —  Quelques  figures  de  la  géométrie 
du  tétraèdre  et  des  trièdres. 

Nous  pensons  commencer  sous  peu  la  réalisation  de  quelques 
appareils  pour  l'enseignement  de  la  Mécanique.  Dans  le  programme 
de  mathématiques  A,  Ton  a  en  efi*et  ajouté  aux  notions  de  méca- 
nique théorique  quelques  notions  de  mécanique  appliquée  : 
engrenages,  articulations,  joints,  etc.  M.  Koenigs,  directeur  du 
Laboratoire  Mécanique  Physique  de  la  Sorbonne  a  bien  voulu 
mettre  à  notre  disposition  quelques  appareils  de  sa  belle  collection. 
Il  pourront  servir  de  modèles  pour  en  établir  d'autres  plus  schéma- 
tiques et  plus  élémentaires.  Nous  voudrions  en  particulier  réaliser 
quelques  parallélogrammes  et  quadrilatères  articulés,  pantogra- 
phes et  inverseurs,  qui  illustrent  si  bien  les  théories  de  l'homo- 
thétîe  et  de  l'inversion  et  qui  peuvent  même  trouver  leur  place 
dans  l'enseignement  tout  à  fait  élémentaire  de  la  géométrie  du 
1"  livre*. 

Nous  n'avons  encore  aucun  modèle  pour  la  géométrie  descrip- 
tive; nous  possédons  seulement  quelques  exemplaires  de  surfaces 
géométriques  (conoïde  de  Plûcker  —  hélicoïde  — ). 

Nous  serions  très  reconnaissants  aux  lecteurs  de  la  Revue  qui 
pourraient  nous  envoyer  d'autres  projets  de  modèles.  Je  me  ferai 
un  plaisir  de  signaler  dans  une  chronique  ultérieure  les  idées 
qu'on  aura  bien  voulu  me  communiquer  et  qui  auront  pu  être 
mises  à  exécution''. 

On  nous  objectera  peut-être,  qu'une  collection  de  modèles  aussi 


^  Article  4«  M.  Marottr,  Revue  de  l'Enseignement  des  Scienees,  décembre  1907,  p«ge  361. 
*  et.  l'ArtlcU  de  M"«  Salomon,  Revue  de  l'Enseignement  des  Sciences,  février  1909. 
'  Prier»  4'envoyor  les  communications  k  M.  ChAtelet,  laboratoire  d'enseignement  mathéma- 
tique, JBcolo  Normale  Supérieure,  4b,  rue  d'Ulm,  Paria. 

L'Enseignement  roathém.,  ll*«Anée;  1909.  14 
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élémentaires  n*a  qu'une  utilité  restreinte  et  que  chaque  professeur 
peut  parfaitement  imaginer  lui-même  des  appareils  simples  sans 
avoir  besoin  d'en  copier  d'autres  déjà  réalisés.  Cette  objection  est 
fondée,  mais  pour  cela  comme  en  beaucoup  d'autres  cas,  la  colla- 
boration est  préférable  aux  efforts  isolés.  Le  même  fait  s'est  pro- 
duit pour  l'enseignement  de  la  Physique.  On  a  réclamé  des 
professeurs  de  Lycées  un  très  grand  effort  en  leur  demandant 
d'imaginer  et  d'organiser  des  manipulations  avec  les  ressources 
souvent  faibles  de  leurs  laboratoires.  11  est  évident  que  leur  tra- 
vail a  été  beaucoup  simplifié  le  jour  où  la  Société  de  Physique  a 
décidé  de  grouper  les  tentatives  isolées  et  a  publié,  par  l'entremise 
de  son  secrétaire  M.  Abraham,  le  Recueil  des  expériences  de  phy- 
sique communiquées  par  ses  correspondants. 

5.  —  Il  me  reste  à  indiquer  un  dernier  but  du  laboratoire.  Nous 
avons  l'intention,  dans  la  mesure  où  les  crédits  le  permettront, 
d'y  réunir  une  collection  d'instruments  de  mathématiques  pures 
ou  appliquées.  Nous  nous  sommes  déjà  procuré  une  machine  à 
calculer  et  nous  sommes  en  pourparlers  pour  l'acquisition  d'une 
collection  d'instruments  de  géodésie  et  d'arpentage.  Il  est  certain 
que  plusieurs  parties  du  programme  actuel  de  mathématiques  de 
l'Enseignement  secondaire  (applications  de  la  trigonométrie  au 
levé  des  plans,  calculs  numériques,  etc.),  auraient  bien  plus  d'at- 
traits pour  les  élèves  et  pour  le  professeur,  si  ce  dernier,  au  lieu 
d'avoir  sur  ces  sujets  de  simples  notions  théoriques,  connaissait 
effectivement  la  manière  d'opérer  des  praticiens. 

6.  —  J'ai  indiqué  de  mon  mieux  l'état  et  les  tendances  actuelles 
du  Laboratoire  de  mathématiques.  Je  dois  ajouter  que  c'est  sur- 
tout à  l'initiative  de  M.  Borel  qu'il  doit  son  existence.  Nous  avons 
encore  beaucoup  à  faire  pour  réaliser  le  but  qu'il  s'était  proposé. 
Nous  avons  eu  contre  nous,  outre  des  difficultés  matérielles,  les 
résistances  inhérentes  à  chaque  création  nouvelle.  Le  temps  et  la 
bonne  volonté  permettront  sans  doute  à  nous  ou  à  nos  successeurs 
d'en  venir  complètement  à  bout.  Les  élèves  de  l'école  normale  ont 
accueilli  favorablement  cette  initiative;  l'état  actuel  du  laboratoire 
est  surtout  leur  amvre  et  leur  collaboration  est  la  plus  sûre  ga- 
rantie du  succès. 

A.  Chatelet  (Paris) 
ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  Supérieure. 
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Notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel. 

A  propos  du  système  proposé*  par  MM.  Burali-Forti 

et  Mabcolonco. 

3.  —  Opinion  de  M.  F.  Klein  (Gœttingue). 

M.  Klein  a  mentionné  en  passant  la  question  de  la  notation  vec- 
torielle dans  ses  leçons,  du  semestre  d'hiver  1907-08,  sur  les  ma- 
thématiques élémentaires  envisagées  à  un  point  de  vue  supérieur 
(v.  Elementarmathematik  vom  hôheren  Standpunkte  auSy  cours  au- 
tographié,  t.  i,  p.  157-158).  Il  rappelle  que,  dans  une  réunion  de 
Cassel,  en  1903,  les  mathématiciens  allemands  ont  désigné  une 
commission  chargée  d'examiner  Tunification  de  la  notation  vec- 
torielle. Les  membres  n'ont  cependant  pas  pu  tomber  d'accord, 
mais  chacun  ayant  voulu  témoigner  de  la  bonne  volonté  en  faisant 
clés  concessions  sur  son  point  de  vue  primitif,  il  en  résulta  à  peu 
près  3  notations  nouvelles  !  Après  cette  expérience  et  d'autres  es- 
sais analogues,  il  me  semble  qu'un  accord  de  ce  genre  sur  des 
dénominations  et  des  notations  n'est  possible  que  lorsque  des 
intérêts  matériels  d'ordre  extérieur  sonten  jeu.  Ainsi,  ce  n'est  que 
sous  une  pareille  pression  qu'en  Electrotechnîque  on  a  adopté  un 
système  d'unités,  volty  ampère,  ohm;  l'industrie  en  ressentait  un' 
vif  besoin  et  il  était  indispensable  de  pouvoir  légiférer  dans  ce  do- 
maine sur  une  base  uniforme.  Dans  le  Calcul  vectoriel  il  n'y  a  pas, 
pour  le  moment,  des  intérêts  aussi  grands,  et  il  faudra  sans  doute 
se  contenter  de  voir  chaque  mathématicien  employer  la  notation 
qui  lui  semble  la  plus  commode,  ou,  s'il  est  enclin  aux  questions 
d'ordre  dogmatique,  celle  qui  lui  semble  la  seule  correcte. 

4.  —  Lettre  de  M.  Edw.  B.  Wilson  (Boston). 

Mon  cher  Monsieur  Fehr, 

Vous  me  faites  l'honneur  de  me  demander  mon  opinion  au  sujet 
des  notations  vectorielles  proposées  par  MM.  Burali-Forti  etMar- 
€olongo.  Voici  les  remarques  qu'elles  me  suggèrent  : 

1°  Tout  d'abord  je  ferai  remarquer  qu'il  suffit  de  jeter  un  coup 
d'œil  sur  un  certain  nombre  de  traités  de  calcul  différentiel  et 
intégral  pour  constater  un  manque  absolu  d'uniformité.  Ainsi, 
pour  la  dérivée  les  notations 

^  .  P)-  .  I>xr  .  y'  . 


^  Voir  VEns.  Math.,  XI*  année,  n*  du  15  janvier  1909,  p.  41-45,  n«  du  15  mars,  p.  124-131. 
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sont  d'un  usage  courant.  Pour  les  dérivées  partielles,  la  diversité 
est  encore  plus  grande,  soit 

ôF     irfF     /^\ 

hx'  dx'  \dx)  '  ^^^  '  ^"^  •  ^"^  • 

y,z  ... 

Il  en  est  de  même  pour  les  notations,  concernant  les  intégrales 
doubles  : 

rrpdxdy.  rrvdxdy.  rayr^dx. 

L'uniformité  ne  règne  donc  en  aucune  mesure  dans  ce  domaine. 
Le  fait  qu'un  même  auteur  emploiera  suivant  les  circonstances 
des  notations  différentes  est  une  preuve  suffisante  que  l'unifor- 
mité n'est  pas  recherchée  et  serait  même  gênante.  Pourquoi  cette 
uniformité  serait-elle  alors  désirée  avec  tant  d'ardeur  pour  l'ana- 
lyse vectorielle  ? 

2°  L'uniformité  des  notations  dans  l'analyse  vectorielle  est-elle 
réellement  importante?  On  peut  remarquer  que  les  formules  et 
les  opérations  d'analyse  vectorielle  actuellement  employées  dans 
les  divers  traités  de  mécanique,  électricité,  magnétisme  et  théorie 
électromagnétique  sont  en  fort  petit  nombre  et  ne  sont  par  con- 
séquent pas  difficiles  à  comprendre,  quelle  que  soit  la  notation 
employée  par  l'auteur.  La  compréhension  de  la  part  du  lecteur  est 
encore  facilitée  par  le  fait  que  dans  les  applications  ordinaires  il 
n'y  a  pas  besoin  d'un  système  très  complet  d'analyse  vectorielle 
et  que  de  plus,  chaque  formule  est  généralement  l'énoncé  d'un 
fait  physique  déterminé  qui  s'impose  mieux  à  l'esprit  que  les  sym- 
boles eux-mêmes.  Il  semblerait  que  s'il  existe  un  domaine  dans 
lequel  la  nécessité  de  l'uniformité  ne  se  fait  pas  sentir,  c'est  celui 
de  l'analyse  vectorielle;  aussi  est-il  difficile  de  comprendre  pour- 
quoi des  réformes  de  ce  genre  seraient  considérées  comme  très 
importantes. 

3**  Une  uniformité  quelconque  pourrait-elle  être  imposée?  Il  est 
mal  aisé  de  se  représenter  comment  un  auteur  pourrait  être  obligé 
ou  amené  à  se  servir  des  notations  recommandées  même  par  un 
comité  international.  Le  travail  du  comité  ne  serait  évidemment 
adopté  par  chaque  auteur  que  dans  la  mesure  où  celui-ci  approu- 
verait les  notations  proposées.  La  seule  obligation  que  le  comité 
pourrait  imposer  serait  tout  au  plus  une  sorte  d'obligation  so- 
ciale. 

Ce  mouvement  en  faveur  de  l'uniformité  est  en  corrélation  avec 
bien  des  changements  politiques  et  sociaux  de  nature  socialiste 
qui  tendent  à  porter  atteinte  à  la  liberté  de  l'individu,  change- 
ments qui  sont  constamment  combattus  par  les  économistes  réflé- 
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chis  et  qui  ne  sont  généralement  exécutés  qu'après  beaucoup  de 
difTicultés.  11  suffit  de  citer  les  troubles  et  les  inconvénients  rela- 
tifs à  la  récente  loi  française  sur  le  repos  hebdomadaire.  Le  comité 
international  pour  l'analyse  vectorielle  n'aurait  aucune  autorité 
politique. 

4^  Un  fait  qui  mérite  d'être  mentionné,  c'est  que  l'analyse  vec- 
torielle n'est  qu'une  minime  partie  de  l'algèbre  générale  et  de  ses 
diverses  applications.  Il  est  presque  impossible  de  déterminer  la 
limite  entre  l'analyse  vectorielle  et  les  autres  branches  de  l'al- 
gèbre. On  doit  remarquer  que  tant  que  l'analyse  vectorielle  traite 
de  questions  de  physique,  elle  se  sert  presque  exclusivement  du 
système  de  coordonnées  rectangulaires  et  du  groupe  de  mouve- 
ments des  systèmes  rigides;  il  en  est  encore  de  même  pour  l'ap- 
plication des  vecteurs  à  la  discussion  de  milieux  élastiques  ou  à 
la  propagation  de  la  lumière  dans  les  cristaux.  D'un  autre  côté 
les  vecteurs  peuvent  souvent  être  employés  avec  succès  dans  des 
problèmes  géométriques  où  il  ne  s'agit  pas  de  systèmes  rigides 
ou  de  la  notion  de  perpendicularité.  11  semble  impossible  et 
certainement  inutile  d'établir  un  ensemble  de  notations  uniformes 
pour  un  nombre  aussi  considérable  de  sujets  et  de  méthodes  que 
ceux  auxquels  les  vecteurs  peuvent  s'appliquer.  Voilà  pour  les  gé- 
néralités. 

Je  m'occuperai  maintenant  des  propositions  que  les  professeurs 
Burali-Forti  et  Marcolongo  ont  présentées  comme  résultat  de  leur 
étude  critique  et  historique  si  approfondie  et  détaillée  du  sujet. 
On  remarquera  que  leurs  propositions  s'occupent  exclusivement 
du  système  minimum  d'analyse  vectorielle,  c'est-à-dire  de  ce  qui 
concerne  l'addition  des  vecteurs,  les  produits  de  grandeurs  sca- 
laires et  de  vecteurs,  le  gradient  d'une  fonction  scalaire,  et  la 
divergence  et  la  rotation  d'une  fonction  vectorielle.  Ils  ne  sug- 
gèrent aucune  notation  pour  les  fonctions  vectorielles  linéaires 
et  les  notions  importantes  qu'y  s'y  rattachent  en  grand  nombre. 
C'est  une  omission  sérieuse,  car  la  considération  de  la  fonction 
vectorielle  linéaire  peut  jeter  un  jour  nouveau  sur  la  question  de 
ce  qui  est  nécessaire  pour  le  système  minimum. 

Les  abréviations  introduites  par  l'analyse  vectorielle  dans  la 
physique  théorique  ne  sont  nul  part  plus  importantes  que  dans 
l'étude  de  sujets  tels  que  les  théories  de  l'élasticité  et  de  l'optique 
des  cristaux,  étude  qui  nécessite  l'emploi  de  la  fonction  vecto- 
rielle linéaire,  ou  de  son  équivalent;  en  fait,  les  abréviations  sont 
relativement  beaucoup  plus  importantes  dans  ce  domaine  que  dans 
les  branches  de  physique  qui  peuvent  se  passer  de  l'analyse  vec- 
torielle. On  peut  prédire  que  si  l'analyse  vectorielle  fait  son  che- 
min d'une  manière  générale  et  permanente  dans  l'exposé  des 
théories  physiques  simples,  les  autres  théories  qui  pourraient 
avantageusement  faire  usage  de  la  fonction  vectorielle  linéaire 
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entreront  sûrement  dans  le  mouvement  et  emploieront  ces  mé- 
thodes. Il  semble  donc  très  peu  sage  de  ne  pas  conserver  des  no- 
tations qui  deviendront  alors  nécessaires,  et  je  considère  comme 
très  peu  satisfaisant  tout  système  de  notations  qui  ne  tient  pas 
compte  de  ce  fait. 

Je  ne  veux  pas  m'apesantir  plus  que  de  raison  sur  la  fonction 
vectorielle  linéaire  et  les  relations  de  l'analyse  vectorielle  avec 
l'algèbre,  mais  il  me  semble  que  ce  n'est  qu'en  prenant  sufïisam- 
ment  en  considération  ces  choses-là  que  l'on  peut  acquérir  les 
vues  larges,  nécessaires  à  une  discussion  rationnelle  de  la  question 
subordonnée  des  notations  pour  le  système  minimum  de  l'analyse 
vectorielle.  C'est  par  exemple  la  seule  manière  de  voir  qu'il  y  a 
non  seulement  2,  mais  3  produits  de  vecteurs,  soit  :  le  produit 
scalaire,  le  produit  vectoriel  et  le  produit  «  dyade  »,  et  que  ce 
dernier,  quoique  moins  élémentaire  au  point  de  vue  du  physicien, 
est  cependant  théoriquement  le  plus  fondamental  de  tous.  C'est 
la  seule  manière  de  comprendre  que  la  majorité  de  ce  qu'on  ap- 
pelle les  («  raisons  »  pour  accepter  ou  refuser  une  notation  spé- 
ciale pour  le  système  minimum  sont  entièrement  imaginaires'. 

En  ce  qui  concerne  l'usage  du  point  pour  le  produit  scalaire,  il 
a  souvent  été  énoncé  (et  les  auteurs  susnommés  semblent  l'impli- 
quer) que  le  point  est  un  séparateur  et  non  un  signe  de  multipli- 
cation et  par  conséquent  ne  doit  pas  être  employé  pour  le  produit 
scalaire.  Ce  n'est  pas  une  conséquence!  Pour  Gibbs  et  ses  disci- 
ples le  point  est  employé  essentiellement  comme  un  séparateur; 
po\ir  eux,  le  produit  ab  est  le  produit  dyade  fondamental  et,  le 
point,  ou  tout  autre  signe  de  séparation  ou  de  fonctionnalité,  est 
nécessaire  pour  séparer  les  vecteurs.  Je  crois  fermement  à  l'avan- 
tage et  à  la  nécessité  de  la  liberté  individuelle  et  je  n'ai  point 
d'objection  à  faire  à  quiconque  dit  «  Je  ne  me  servirai  pas  de  la 
notation  a  •  b  pour  le  produit  scalaire,  car  je  ne  le  désire  pas  », 
mais  si  quelqu'un  dit  «  Vous  ne  devez  pas  employer  la  notation 
parce  que  le  point  est  un  séparateur  »,  cela  ne  me  convainc  pas. 

J'ai  également  de  la  peine  à  comprendre  d'autres  énoncés  que 
les  auteurs  mettent  sous  la  rubrique  notations  à  exclure  et  prin- 
cipales raisons  de  l'exclusion.  Ils  disent  par  exemple  que  dans  les 
expressions  v  •  u  et  v  X  u  pour  la  divergence  et  la  rotation  le 
symbole  v  devrait  être  un  vecteur  symbolique,  mais  qu'il  n'a  pas 
les  propriétés  des  vecteurs  en  ce  qui  concerne  la  multiplication 
scalaire  et  vectorielle.  Pour  mon  compte,  j'ai  toujours  (à  tort, 
semble-t-il)  regardé  v  comme  un  vecteur  symbolique  et  j'ai  tou- 


^  Pour  ne  pas  abuser  de  l'ofFre  généreuse  de  vos  colonnes,  Je  renverrai  la  lecteur  à  un 
certain  nombre  de  publications  où  j'ai  exprimé  mes  vues  relatives  à  l'analyse  vectorielle  et 
ses  notations  :  Vector  Analysis,  par  J.  Willard  Gibbs,  publié  Edw.  Wilson,  New- York,  1901. 
—  On  Products  in  additive  Fields,  Verhandlungen  des  lll.  hiternationaten  Mathematiker-Kon- 
gressesp  Leipzig,  1905.  —  Oh  divergence  and  Curl,  american  Journal  of  Science^  1907.  —  On 
Double  Products  and  Strains  in  Myperspace,  Transactions  of  tke  Connecticut  Academy,  1908. 
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jours  estimé  qu'il  avait  toutes  les  propriétés  vectorielles  qui  pou- 
vaient être  attendues  d'un  opérateur  différentiel.  (Il  ne  faut  évi- 
demment pas  demander  trop.  Quand  D  est  employé  ainsi  qu'il  est 
d'usage  comme  symbole  de  différentiation  dans  la  théorie  des 
équations  linéaires,  il  a  des  propriétés  quelque  peu  différentes  de 
celle  d'un  nombre).  L'une  des  formules  de  physique  mathémati- 
que les  plus  utiles  est 

V  X  (V  X  n)  =  vv  .  u  —  V  .  vu 

et  il  est  difficile  de  la  distinguer  d'une  manière  formelle  de  la  for- 
mule fondamentale 

ax(axn)  =  aa.ii--a.au  . 

Mais  il  est  évident  que  je  n'ai  pas  réussi  à  comprendre  ce  que  les 
auteurs  voulaient  dire. 

L'affirmation  que  vu  et  ?  X  u  sont  tachygraphiques  pour  les 
coordonnées  cartésiennes  est  fausse.  Ces  symboles  ne  contiennent 
pas  la  plus  légère  référence  aux  coordonnées  cartésiennes,  excepté 
lorsque  l'on  désire  les  traduire  dans  ces  coordonnées.  Le  symbole 
vu  est  défini  par  la  formule 

rfu  =  <^r  .  vu 

qui  est  la  formule  pour  la  différentielle  totale  d'une  fonction  vec- 
torielle et  les  quantités  v  •  u  et  v  X  u  sont  des  invariants  fonda- 
mentaux en  rapport  avec  le  «  dyadic  »  vu.  Je  parle  ici  au  point  de 
de  vue  théorique  et  scientifique  auquel  se  place  celui  qui  s'occupe 
de  l'algèbre  générale.  Il  se  peut  que,  au  pointde  vue  pédagogique, 
pour  celui  qui  désire  introduire  la  divergence  et  la  rotation  aussi 
rapidement  et  facilement  que  possible,  pour  ceux  qui  s'intéressent 
seulement  au  système  minimum,  il  serait  plus  utile  de  considérer 
provisoirement  les  symboles  comme  de  simples  tachygraphes. 

Il  va  sans  dire  que  les  remarques  ci-dessus  ne  sont  aucunement 
faites  avec  une  intention  de  critique  hostile  des  notations  suggé- 
rées par  les  professeurs  Burali-Forti  et  Marcolongo,  ni  pour  amoin- 
drir le  travail  ardu  et  consciencieux  qu'ils  ont  fourni  par  leur  re- 
cherche historique  et  critique  sur  la  question  des  notations  vec- 
torielles. Je  ne  romprai  pas  de  lance  en  faveur  des  notations  de 
Gibbs  ou  de  celles  de  qui  que  ce  soit.  Mes  seules  objections  sont 
dirigées  contre  des  «  raisons  »  qui  ne  me  semblent  pas  convain- 
cantes. Comme  observation  personnelle  j'avouerai  volontiers  que 
j'ai  une  préférence  pour  la  lecture  d'un  traité  de  physique  théori- 
que dans  une  notation  vectorielle  quelconque,  plutùt  que  dans  la 
notation  cartésienne.  Pour  mes  propres  lectures  je  préfère  le  sys- 
tème de  Gibbs,  non  pas  parce  qu'il  m'est  plus  familier,  mais  parce 
c[ue  je  trouve  qu'il  fournit  une  notation  satisfaisante  pour  le  sys- 
tème minimum  ;  qu'il  est  déjà  à  un  degré  de  développement  où  il 
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peut  être  immédiatement  appliqué  pour  Télasticité  et  Toptique,  et 
qu'il  a  été  élaboré  par  son  auteur  en  tenant  compte  de.  la  place 
occupée  par  l'analyse  vectorielle  comme  branche  de  la  science 
générale  de  l'algèbre. 

Il  est  intéressant  de  noter,  et  pour  les  adhérents  au  système  de 
Gibbs  c'est  un  plaisir,  que  les  auteurs  ont  adopté  des  signes  pour 
les  2  produits  scalaires  et  vectoriels.  Cela  laisse  la  voie  ouverte 
pour  l'extension  de  leur  système  jusqu'à  inclure,  cas  échéant,  les 
fonctions  vectorielles  linéaires  avec  des  notations  analogues  à 
celles  de  Gibbs.  Comme  un  certain  nombre  de  personnes  em- 
ploient le  système  de  Gibbs  dans  leurs  publications,  il  est  un  peu 
malheureux  que  les  auteurs  aient  choisi  le  signe  X  pour  le  pro- 
duit scalaire  ;  cela  ne  peut  être  d'aucune  utilité  et  ne  peut  que 
causer  de  la  confusion,  plus  qu'il  n'en  est  causé  par  les  différen- 
ces de  notation  actuelles.  11  vaudrait  peut-être  mieux  introduire 
un  nouveau  symbole  ainsi  que  cela  a  été  fait  pour  le  produit  vec- 
toriel. 

Le  travail  de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  a  certainement 
aplani  la  voie  au  Comité  international,  pour  autant  qu'elle  peut 
être  aplanie,  et  Y  Enseignement  mathématique  y  contribue  consi- 
dérablement en  offrant  ses  colonnes  à  l'échange  de  vues.  11  faut 
espérer  que  les  vecteurs  et  l'analyse  vectorielle  deviendront  de 
cette  manière  si  familiers  dans  leur  diversité  qu'en  1912  ils  pour- 
ront poursuivre  leur  développement  sans  unification  et  sans  ré- 
forme avec  la  même  liberté  qui  est  accordée  au  Calcul  différentiel 
et  intégral. 

(Traduction  de  M"«  R.  Masson,  Genève.) 


5.  —  Lettre  de  M.  Peano  (Turin). 

Les  modifications  suggérées  par  M.  Timerding  dans  Y  Enseigne- 
ment mathématique  du  15  mars  1909  (p.  129-134),  sont  très  oppor- 
tunes. Un  bon  choix  de  la  forme  et  des  dimensions-des  symboles 
mathématiques  aide  beaucoup  la  lecture  des  formules.  L'écriture 
a  +  b  X  C,  avec  un  grand  signe  X  suggère  la  lecture  (a  +  b)  X  C, 
alors  qu'un  petit  signe  x  suggère  la  lecture  a  -|-  (b  »<  c),  conforme 
à  l'usage.  En  conséquence  j'approuve  complètement  les  notions 
a  X  b  et  a  A  b  pour  indiquer  le  produit  scalaire  et  le  produit  vec- 
toriel. Et  j'approuve  aussi  la  lecture  par  «  a^/2  b  »,  et  «  a  contre  h  », 
qui  a  l'avantage  de  la  brièveté  et  de  la  précision.  Et  je  suis  heu- 
reux de  constater  que  la  discussion  libre  des  notations,  entre- 
prise par  Y  Enseignement  mathématique^  tend  à  produire  l'accord 
entre  les  auteurs  et  développe  une  théorie  latente  des  notations. 

Il  reste  deux  notations  concurrentes  pour  indiquer  la  valeur 
absolue  d'un  nombre  ou  d'un  vecteur  :   «  mod  a  »  et  «  |  «  |  ».  La 
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première  a  Tavantcige  de  la  priorité,  car  elle  se  rencontre  chez 
Argand  (1814)  et  Cauchy.  La  deuxième  est  de  Weierstrass  (1851). 

Avec  la  deuxième  notation,  dans  une  formule  comme  |  a  -|-  ^  |, 
les  signes  |  |  jouent  le  double  rôle  d'opération  et  de  parenthèses, 
comme  cela  résulte  de  la  comparaison  avec  la  notation  de  Cauchy  : 
mod  ia  +  b)y  où  figurent  explicitement  l'opération  «  mod  »  et  les 
parenthèses.  Cela  peut  paraître  un  avantage  de  la  notation  mo- 
derne ;  mais  celle-ci  peut  produire  des  ambiguïtés  lorsque  les 
signes  |  |  se  présentent  au  milieu  de  la  formule.  Ainsi  la  formule 
\a\b-\-c\d\  peut  être  interprétée  (mod  [a  mod  (h  +  r)  tfj  ou 
(mod  a)  b  -\-  c  (mod  d), 

La  notation  «  mod  a  »  est  longue  ;  on  peut  Tabréger  en  m^.  Si 
Ton  indique  les  symboles  fixes  en  caractère  romain,  et  les  lettres 
variables  en  italique,  comme  :  log  .r,  sin  [a  ;  b)^  on  ne  confondra 
pas  le  symbole  m  (module),  avec  la  lettre  m.  On  pourra  même 
revenir  à  la  notation  de  Hamilton  :  Ta  au  lieu  de  n\a.  L'essentiel 
est  d'indiquer  l'idée  de  valeur  obtenue  par  un  symbole,  et  ne  pas 
introduire  un  symbole  1 1  avec  la  valeur  composée  T  (  )  de  Hamilton, 
ou  mod  (  )  de  Cauchy, 

Pour  avoir  des  notations  claires  et  rigoureuses,  c'est-à-dire  sans 
ambiguïté,  il  faut  que  chaque  symbole  représente  une  seule  idée, 
et  chaque  idée  soit  représentée  par  un  seul  symbole.  Les  paren- 
thèses sont  introduites  en  Arithmétique,  pour  grouper  des  sym- 
boles ;  en  conséquence  on  ne  peut  pas  leur  laisser  une  autre  signi- 
fication sans  produire  des  ambiguïtés.  On  ne  peut  pas  utiliser  les 
parenthèses  pour  indiquer  des  fonctions;  on  ne  peut  pas  indiquer 
par  [ab]  et  par  [ab]  les  produits  des  vecteurs,  et  en  cela  l'accord 
est  maintenant  général.  On  ne  peut  pas  indiquer  la  variable  par 
des  parenthèses  ;  dans  la  formule  /"(.i),  les  parenthèses  sont  inu- 
tiles, ou  insuffisantes  ;  il  faut  revenir  à  la  notation  de  Lagrange 
fjc.  Le  vinculum  qui  se  représente  encore  dans  le  radical,  a  la  va- 
leur des  parenthèses;  son  élimination,  en  écrivant  \/[a  +  ^i  au 
lieu  de  \/u  +  ^,  a  aussi  un  avantage  typographique  bien  connu. 

La  ligne  de  division  a  aussi  le  double  rôle  d'indiquer  l'opéra- 
tion division,  et  de  fonctionner  comme  vinculum.  Il  y  a  une  ten- 
dance, spécialement  dans  les  livres  anglais,  à  remplacer  — — — 

par  a  -\-  b]  /  c. 

La  remarque  que  dans  |  ^  -|-  ^  J,  les  signes  |  |  remplissent  sans 
ambiguïté  au  double  rôle  de  signe  d'opération  et  de  parenthèses, 
est  analogue  à  l'autre  qu'on  peut  supprimer  les  parenthèses  au 
commencement  et  à  la  fin  des  formules. 
Ainsi  l'écriture 

a  -f  b)  {c  -f  d)]'  (e  -f  /• 
est  aussi  claire  que 

[{a  -f  h)  (C  4-  ^)1'  (e  -hf)  • 
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Une  exposition  mathématique  au  Musée  pédagogique 
de  rUniversité  Columbia  de  New-Tork.' 

Le  Musée  pédag^ogique  de  TUniversité  Columbia  de  New-York 
a  organisé  une  exposition  d'objets  empruntés  à  la  collection  du 
professeur  Dav.-Eug.  Smith,  et  permettant  d'illustrer  le  dévelop- 
pement historique  des  mathématiques.  Cette  exposition,  qui  était 
ouverte  du  4  janvier  au  13  février  1909,  comprenait  des  instru- 
ments mathématiques,  mesures,  médailles,  manuscrits,  livres 
anciens,  portraits,  curiosités,  collectionnés  dans  diverses  parties 
du  monde  et  concernant  l'histoire  et  l'enseignement  des  mathé- 
matiques aux  différentes  époques.  On  y  remarquait  aussi  des  pho- 
tographies d'un  grand  nombre  de  manuscrits  rares  et  d'ouvrages 
anciens  de  différentes  bibliothèques  d'Europe  et  d'Amérique. 

Nous  croyons  intéresser  nos  lecteurs  en  leur  donnant  un  aperçu 
rapide  de  cette  exposition  qui  ne  comprenait  pas  moins  de  vingt- 
six  groupes. 

I.  Trigonométrie  et  Astronomie.  —  Livres  et  instruments  illus- 
trant les  anciens  travaux  d'arpentage,  de  mesure  des  distances  et 
d'astronomie.  Le  quadrant  Renaissance,  spécimen  de  l'un  des 
plus  connus  des  instruments  du  Moyen  tige.  Sphère  céleste  en 
laiton,  bon  modèle  des  travaux  italiens  du  XVI*  siècle.  Vieille 
sphère  japonaise,  ouvrage  de  Nagasaki  qui  remonte  à  IGOO  environ. 
Manuscrits  japonais  de  trigonométrie  et  d'arpentaiçe,  qui  sont 
spécialement  intéressants,  tant  au  point  de  vue  artistique  que 
mathématique.  Un  télescope  de  Ramsden,  de  1775,  qui  était  un 
instrument  excellent  pour  l'époque. 

IL  Balances  et  Poids.  Olvrages  mathématiques  chinois  et 
JAPONAIS.  —  Certains  problèmes  se  rapportant  aux  poids  se  ren- 
contrent dans  les  livres  de  mathématiques  depuis  des  siècles. 
Les  poids  présentés  ici  ont  été  choisis  en  vue  d'illustrer  ces  pro- 
blèmes. Il  y  a  des  groupes  intéressants  de  poids  de  diverses 
villes  allemandes  et  plusieurs  curieux  assortiments  de  poids  d'or- 
fèvres provenant  de  différentes  parties  de  l'Europe.  Quelques- 
unes  des  balances  sont  aussi  intéressantes  au  point  de  vue  de 
l'étude  du  levier. 

Ici  se  trouvent  également  un  certain  nombre  des  plus  impor- 
tants des  ouvrages  mathématiques  classiques  chinois  et  japonais. 
Parmi  ceux-ci,  la  grande  encyclopédie  chinoise  de  mathéma- 
ti([ues  publiée  sous  rinduence  des  Jésuites  au  WIl*"  siècle  ;•  la 
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première  édition  chinoise  de  la  table  de  logarithmes  de  Vlacq  ; 
une  ancienne  édition  chinoise  d^Euclide  ;  de  nombreux  manus- 
crits et  ouvrages  imprimés  japonais,  et  un  ancien  traité  mand- 
chou sur  l'astronomie  mathématique.  La  bibliothèque  compte 
5  à  600  ouvrages  chinois  et  japonais. 

III.  Mesure  du  Temps.  —  L'étude  du  calendrier  était  le  prin- 
cipal souci  mathématique  des  premières  écoles  religieuses  chez 
les  peuples  de  toutes  les  religions.  Ce  groupe  montre  comment  le 
problème  a  été  résolu,  aux  différentes  époques.  Il  contient  une 
grande  variété  de  cadrans  solaires  et  de  calendriers  de  formes 
variées,  des  XVI*  et  XVII*  siècles,  et  provenant  des  temples  boud- 
dhistes du  Japon,  ainsi  que  des  calendriers  d'Europe  et  trois  des 
plus  anciennes  publications  sur  la  réforme  grégorienne  du  calen- 
drier. 

IV.  Médailles  de  Mathématiciens.  —  Nombreuse  collection  de 
médailles  frappées  en  l'honneur  de  mathématiciens.  On  y  voit 
12  médailles  de  Newton,  5  de  Descartes,  4  de  Fermât,  12  de  Ga- 
lilée, des  médailles  rares  des  Neudorfer  aîné  et  cadet  et  des  spé- 
cimens des  meilleurs  travaux  modernes  français,  portraits  de  Ber- 
trand, Arago  et  Le  Verrier.  Il  y  a  aussi  une  série  complète  de 
médaillons  de  mathématiciens  par  David  d'Angers. 

V.  Compas,  Instruments  de  Mesure,  Astrolabes.  —  Collection 
de  compas  du  temps  des  Romains  jusqu'à  la  Renaissance.  Com- 
pas de  proportion  de  diverses  formes,  rapporteurs,  échelles  pro- 
portionnelles, anciennes  mesures  de  longueur  et  anciens  étalons. 

Astrolabes  et  sphères  armillaires  parmi  lesquels  des  pièces 
italiennes  des  XV*  et  XVI*^  siècles,  des  spécimens  hindous,  per- 
sans et  arabes,  dont  quelques-uns  ont  une  histoire  intéressante. 
On  y  trouve,  entre  autres,  un  instrument  qui  fut  employé  par 
Pandit  Joshti  dans  la  restauration  de  l'Observatoire  de  Jaipore, 
dit  une  copie  manuscrite  du  traité  sur  les  astrolabes  par  le  Maha- 
raja Jey  Sing. 

VI.  Développement  des  Systèmes  de  Nomrre.  —  Sous  ce  titre 
on  montre  quelques-unes  des  matières  utiles  pour  l'étude  de  l'ori- 
gine de  divers  systèmes  de  nombres,  au  nombre  desquels  les  sys- 
tèmes hindous,  romains,  grecs  et  chinois.  Les  manuscrits  cophtes 
et  les  tessères  romains  sont  spécialement  importants. 

VIL  Mysticisme  des  Nombres  et  Jeux.  —  Cette  catégorie  con- 
tient un  manuscrit,  sur  soie,  admirablement  écrit,  du  Yih  King, 
un  des  plus  grand  classique  chinois,  dans  lequel  on  trouve  les 
premières  traces,  du  carré  magique,  des  permutations  et  peut- 
être  des  nombres  binaires.  Le  carré  magique  et  les  trigrammes 
mystiques  se  retrouvent  tous  deux  dans  plusieurs  des  ouvrages 
exposés  et  sur  un  grand  nombre  de  médailles  et  d'amulettes.  Le 
développement  de  l'astrologie  se  voit  aussi  dans  d'intéressants 
manuscrits,  palis  et  singalais,  sur  feuilles  de  palmier. 
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A  côté  on  voit  le  développement  historique  de  Tun  des  plus 
ancien  jeux  des  nombres,  celui  des  dés,  vieux  d'au  moins  trois 
mille  ans  et  qui  a  été  plus  utile  pour  renseignement  des  nombres 
élémentaires  que  les  écoles.  Des  dés  venant  de  tombes  étrusques, 
de  restes  des  invasions  perses  ;  des  dés  de  verre  de  Karnak  datant 
d'avant  J.-C,  un  dé  icosaédrique  divinatoire  de  la  période  de  Pto- 
lémée,  les  longs  dés  des  conquérents  romains  de  la  Basse-Egypte, 
les  dés  chargés  de  décoration  de  Rome  même  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  la  période  de  la  Renaissance,  Cette  collection  compte 
entre  00  et  70  spécimens,  datant  d'environ  500  ans  avant  J.-C.  jus- 
qu'au XYIII*"  siècle  après  J.-C,  représentant  tous  les  genres  de 
décoration,  depuis  la  décoration  étrusque  jusqu'à  la  moderne. 

VIII.  Calculs  mécaniques.  —  Développement  du  calcul  méca- 
nique depuis  des  tablettes  et  des  abaques,  peut-être  de  l'époque 
néolithique  en  Rgypte,  jusqu'à  l'arithmomètre  moderne  qui  fait 
une  division  avec  un  simple  tour  de  manivelle.  On  voit  un  modèle 
de  l'abaque  de  Salamine  (le  plus  ancien  connu),  Tabaque  chinois, 
le  soroban  japonais,  les  os  coréens,  le  vieux  sangi  japonais,  le 
stcholù  russe,  Tabaque  arménien  et  d'autres  modèles  semblables. 
11  y  a  aussi  des  jetons  placés  en  abaque  linéaire,  du  Moyen  âge, 
les  M  os  de  Napier»,  et  divers  modèles  plus  récents  de  calculs 
mécaniques. 

IX.  Livres  raiœs.  —  Quelques-uns  des  livres  rares  de  la  biblio- 
thèque sont  exposés  ici.  Entre  autres  plusieurs  anciens  ouvrages 
européens  de  mathématiques.  D'autres  sont  mis  dans  les  caté- 
gories Il  et  XIV.  I/un  des  six  exemplaires  de  l'Histoire  des  mathé- 
matiques, vol.  I  de  I.ibri,  qui  fut  sauvé  de  l'incendie  qui  con- 
suma le  reste  de  la  première  édition,  est  aussi  exposé. 

X.  Auteurs  classiques  perses,  arabes  et  sanscrits.  —  Quel- 
ques manuscrits  des  auteurs  mathématiques  classiques,  de  Perse, 
d'Arabie  et  de  l'Inde.  Il  y  a  ici  entre  deux  et  trois  cents  manu- 
scrits dans  ces  langues.  (Voir  aussi  XXV.) 

XI  et  XII.  Illustrations  pour  la  Rara  Arithmetica.  —  Pho- 
tographies originales  d'après  lesquelles  ont  été  faites  les  illustra- 
tions de  la  Rara  Arithmetica  du  professeur  Smith.  Les  ouvrages 
dont  on  voit  les  photographies  sont  tous  dans  la  bibliothèque  de 
M.  George-A.  Plimpton  à  Xew-York  qui  comprend  entre  trois  et 
quatre  cents  ouvrages  d'arithmétique  publiés  avant  1601  ;  c'est  la 
plus  grande  collection  qui  ait  jamais  été  réunie. 

XIII.  Mathématiques  de  Babylone.  —  Moulages  des  tablettes 
mathématiques  trouvées  par  le  professeur  Hilprecht  à  Nippur 
ainsi  que  de  celles  du  musée  impérial  ottoman  à  Constantinople, 
avec  de  nombreuses  illustrations  de  l'ouvrage  du  professeur  Hil- 
precht. On  peut  également  voir  deux  cylindres  originaux  avec  des 
inscriptions  cunéiformes. 

XIV.  Influenxe    d'Kuclide.    —    Manuscrits    arabes    d'Euclide 
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écrits  environ  1300  anç  après  J.-C,  et  un  exemplaire  plus  récent, 
de  1650.  Manuscrit  de  la  traduction  chinoise  d'Euclide  de  Mat- 
teo  Ricci  écrite  au  XVII*  siècle.  Plusieurs  éditions  d'Euclide  des 
XV«  et  XVI«  siècle. 

XV.  Mathématiques  en  Egypte.  —  Fac-similés  des  papyrus  de 
Ahmes  et  Akhmin  ;  le  premier  est  le  plus  ancien  manuscrit,  exis- 
tant, de  mathématiques,  datant  du  XVIII"  siècle  avant  J.-C.  et 
copié  sur  un  manuscrit  du  XXIV®  siècle  avant  J.-C. 

XVI.  Portraits  et  Illustrations.  —  La  reproduction  de  la  Mé^ 
lancolie  de  Durer  montre  le  plus  ancien  carré  magique  imprimé 
qui  soit  connu. 

XVII.  Portraits  de  Mathématiciens.  —  Quelques  portraits  de 
mathématiciens  éminents  d'une  collection  de  plus  de  deux  mille 
portraits.  Cette  collection  contient  par  exemple  environ  cent-cin- 
quante portraits  de  Newton. 

XVIII  à  XXIII.  Autographes  de  Mathématiciens.  —  Quelques 
autographes  d'une  collection  qui  en  contient  plus  de  deux  mille. 
On  peut  voir  des  lettres  et  manuscrits  de  Newton,  les  Bernoulli, 
Laplace,  Legendre,  Gauss,  Halley,  Flamsteed,  Mersenne,  Euler, 
Bessel,  Dupin,  Cauchy  et  bien  d'autres  qui  ont  contribué  à  faire 
de  la  science  ce  qu'elle  est  aujourd'hui. 

XXIV.  Brochures  rares.  —  Dissertations  de  mathématiciens 
célèbres,  mémoires  rares  et  exemplaires  offerts. 

XXV.  Manuscrits  de  Bhaskara.  —  Manuscrits  des  ouvrages 
mathématiques  de  Bhaskara,  l'un  des  plus  grands  mathémati- 
ciens hindous.  Il  écrivit  à  Ujjain  et  ses  «  Lilavati  »  et  «  Bija  Ga- 
nita  »  sont  connus  dans  toute  l'Inde,  à  Ceylan,  en  Perse  et  dans 
les  pays  environnants.  D'autres  manuscrits  des  ouvrages  de  Bhas- 
kara sont  dans  le  groupe  X. 

XXVI.  Manuscrits.  —  Quelques  manuscrits  variés  de  mathé- 
matiques, entre  autres  une  vie  inédite  de  Galilée.  D'autres  ma- 
nuscrits sont  classés  dans  la  XIV^  catégorie. 

Comme  on  le  voit,  cette  exposition  offrait  un  grand  attrait  pour 
les  mathématiciens  et  les  historiens.  Des  collections  de  ce  genre, 
réunies  à  l'occasion  d'un  congrès  international,  seraient  visitées 
avec  le  plus  grand  intérêt  par  tous  les  participants. 

Académie  royale  de  Belgique. 

Prix  proposés. 

On  demande  un  exposé  systématique  et  didactique  des  recher- 
ches récentes  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  (800  francs). 

Exposer  et  compléter  les  recherches  faites  sur  le  calcul  des 
variations  depuis  1850  (600  francs). 
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Les  mémoires  doivent  être  inédits,  rédigés  en  français  ou  en 
flamand  et  adressés,  franco,  à  Monsieur  le  Secrétaire  perpétuel  de 
l'Académie  royale  de  Belgique,  avant  le  1"  août  1910. 

Association  des  naturalistes  et  médecins  allemands; 
Association  allemande  des  mathématiciens. 

La  prochaine  réunion  annuelle  de  TAssociation  des  naturalistes 
et  médecins  allemands,  aura  lieu  à  Salzbourg  du  19  au  25  septem- 
bre 1909.  La  section  des  Sciences  mathématiques  (I,  a)  sera  pré- 
sidée par  M.  W.  WiRTiNGER,  professeur  à  l'Université  de  Vienne, 
et  la  section  d'enseignement  scientifique  par  M.  Emm.  Czubbr, 
professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Vienne.  Cette  année 
les  communications  porteront  Je  plus  possible  sur  les  fonctions 
algébriques  de  plusieurs  variables,  la  théorie  des  équations  inté- 
grales et  la  Géométrie  cinématique. 

Comme  par  le  passé  l'Association  allemande  des  mathémati- 
ciens tiendra  sa  réunion  annuelle  en  commun  avec  les  naturalistes; 
elle  est  présidée  cette  année  par  M.  Krause,  professeur  à  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Dresde. 

Vr  Congrès  international  de  Psychologie. 

I^e  VI*  Congrès  international  de  Psychologie  aura  lieu  à  Genève, 
du  3  au  7  août  1909,  sous  la  présidence  de  M.  Th.  Flournoy.  Des 
séances  seront  consacrées  à  des  rapports  et  discussions  sur  la 
Psycho-Pédagogie. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  le  Congrès,  s'adresser  au  secrétaire- 
général,  M.  le  D""  Ed.  Claparède,  11,  Avenue  de  Champel,  Genève. 

Fédération  américaine  des  professeurs  de  mathématiques  et  de 

sciences  naturelles. 

Nous  avons  déjà  annoncé,  en  mars  1908,  la  création  A' American 
Fédération  of  Teachers  of  the  Mathematical  and  the  Natural 
Sciences^  qui  groupe  les  principales  sociétés  de  professeurs  de 
renseignement  scientifique  aux  Etats-Unis.  Son  but  est  de  coor- 
donner les  efforts  en  vue  des  progrès  h  réaliser  dans  l'enseigne- 
ment des  différentes  branches  scientifiques. 

Parmi  les  principales  questions  dont  s'occupe  actuellement  la 
Fédération,  nous  mentionnerons  ici  tout  particulièrement  la 
Bibliographie  des  travaux  sur  l'enseignement  scientifique  publiés 
pendant  les  dix  dernières  années.  A  cet  effet  elle  a  constitué  une 
commission  comprenant  des  représentants  des  différentes  bran- 
ches. Les  travaux  seront  répartis  en  six  sections  :  1.  Mathémati- 
ques. —  2.  Biologie.  —  3.  Physique.  —  4.  Sciences  naturelles.  — 
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5.  Chimie.  —  G.  Géographie  et  Géologie.  La  section  des  mathé" 
matiques  est  dirigée  par  M.  J.-W.-A.  Young,  professeur  à 
rUniversité  de  Chicago  ;  la  section  de  physique  par  M.  John- 
F.WooDHULL,  du  Teachers  Collège  de  la  Columbia  University. 

La  dernière  réunion  annuelle  de  la  Fédération  a  eu  lieu  à 
Baltimore^  les  28  et  29  décembre  1908.  M.  J.-T.  Rorer  a  présenté 
le  rapport  du  comité  exécutif  sur  le  travail  de  la  Fédération  pen- 
dant Tannée  écoulée  et  indiquant  quelques  questions  qui  seraient, 
de  nature  à  attirer  l'attention  des  membres  de  la  Fédération  dans 
le  courant  de  Tannée  suivante.  D'intéressants  rapports  furent 
également  présentés  par  plusieurs  sociétés  locales  concernant  leur 
activité  et  leurs  méthodes  de  travail. 

Trois  comités  ont  été  formés  :  l'un  pour  s'occuper  d'un  sommaire 
(syllabus)  de  propositions  de  géométrie,  un  autre  pour  étudier  les 
meilleures  méthodes  de  publication,  et  le  troisième  pour  s'occuper 
des  conditions  actuelles  d'admission  dans  les  collèges  et  recher- 
cher les  moyens  d'en  assurer  la  simplification  et  l'unification. 

Le  comité  pour  Tannée  1909  a  été  constitué  comme  suit  :  Prési- 
dent, H.-\V.Tyler,  Massachusetts  Institute  of  Technology;  Secré- 
taire-trésorier, C.-R.  Manx,  University  of  Chicago;  autres  membres 
du  comité  exécutif,  G.-\V.  Hunter;  De  Witt,  Clinton  Iligh  School, 
New-York;  J.-T.  Rorer,  Central  High  School,  Philadelphia; 
C.-IL  Smith,  Hyde  Park  High  School,  Chicago. 

Le  Professeur  R.-E.  Dodge  présenta  un  rapport  de  la  commis- 
sion chargée  de  la  bibliographie  ;  il  annonce  que  les  travaux  des 
sections  Mathématiques,  Physique,  Biologie  et  Géographie  sont 
presque  terminés. 

On  lit  encore  une  lettre  du  Professeur  D.-E.  Smith,  l'un  des 
délégués  américains  de  la  commission  internationale  de  l'ensei- 
gnement mathématique. 

Le  30  décembre  la  Fédération  a  tenu  une  séance  commune  avec 
la  Section  L  (Education)  de  V American  Association  for  ihe  Ad^an^ 
cernent  of  Science^  où  Ton  discuta  sur  des  questions  concernant 
l'enseignement  scientifique. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Alleinag'ne.  —  Gœttingue  ;  Fondation  Wolfskehl;  Conférences 
de  M.  //.  Poincaré. —  Sur  l'invitation  du  Comité  de  la  Fondation 
Wolfskehl  (Prix  Fermât),  M.  Henri  Poincaré,  membre  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  et  de  l'Académie  française,  a  donné  une 
série  de  conférences,  à  Gœttingue,  du  22  au  28  avril  dernier. 
Elles  avaient  principalement  pour  objet  les  équations  intégrales 
et  leurs  applications  à  la  Physique  et  à  l'Astronomie.  Voici  les 
titres  des  conférences  : 
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1.  De  la  théorie  des  équations  intégrales.  —  2.  Application  des 
équations  intégrales  à  la  théorie  des  marées.  —  3.  Application 
des  équations  intégrales  à  la  théorie  des  ondes  hertziennes.  — 
4.  Réduction  de  l'intégrale  abelienne.  —  5.  Sur  les  nombres 
transfinis.  —  6.  La  mécanique  nouvelle. 

La  société  scientifique  de  Gœttingue  a,  en  outre,  organisé  deux 
séances  avec  des  communications  de  MM.  Hilbert,  Klein,  Landau 
et  Zermelo. 

Société  Mathématique  de  Berlin,  —  La  séance  du  20  janvier  1909 
a  été  consacrée  à  deux  conférences  sur  les  réformes  proposées  par 
là  Commission  d'enseignement  qui  avait  été  instituée  en  1904  par 
TAssociation  allemande  des  médecins  et  naturalistes.  M.  C.  Faber 
a  fait  un  examen  critique  de  renseignement  de  l'arithmétique  et 
de  Talgèbre  et  des  récents  manuels  qui  tiennent  compte  des  ten- 
dances nouvelles.  M.  Richard  Muller  a  présenté  une  étude  ana- 
logue pour  le  domaine  de  renseignement  de  la  Géométrie  et  il  a 
proposé  un  plan  d'études  pour  les  Mathématiques  dans  les  trois 
dernières  classes  des  écoles  réaies  supérieures. 

Centenaire  de  Grassmann  (15  avril  1809-1909).  —  La  Société 
mathématique  de  Berlin  a  tenu  à  honorer  la  mémoire  de  Hermann 
Grassmann  en  organisant  une  séance  solennelle  à  l'occasion  du 
centenaire  de  la  naissance  du  grand  géomètre  de  Stettin.  La 
séance  a  eu  lieu  le  21  avril  et  comprenait  trois  conférences  : 
M.  Engel  a  parlé  de  Grassmann  à  Berlin;  M.  Jahnke,  de  VAns^ 
dehnungslehre ;  et  M.  H.  Grassmann  le  jeune,  de  l'emploi  du 
calcul  vectoriel  dans  la  théorie  de  la  toupie. 

Nominations,  —  M.  Carathéodory  est  nommé  professeur  à  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Hanovre. 

M.  E.  Hertzsprung,  à  Copenhague,  est  nommé  professeur  extra- 
ordinaire d'Astronomie  à  l'Université  de  Gœttingue. 

M.  H.  KoBOLD,  professeur  à  l'Université  de  Kiel,  est  nommé 
professeur  d'Astronomie  à  l'Université  de  Berlin. 

M.  W.  KuTTA,  privat-docent  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Munich,  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  Mathématiques 
appliquées,  à  l'Université  de  léna. 

M.  W.  LuDwiG,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Braunschweig,  est  nommé  professeur  de  Géométrie  descriptive  à 
l'Ecole  technique  supérieure  de  Dresde. 

M.  H.-E.  TiMBROfNG«  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg, 
est  nommé  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Braun- 
schweig. 

Privat'docents,  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 
M.  W.  VoGT,  pour  la  Géométrie  descriptive,  à  l'Ecole  technique 
supérieure  de  Carlsruhe;  M.  Witt,  pour  l'Astronomie,  à  l'Univer- 
sité de  Berlin. 

Angleterre*  —  Université  de  Cambridge,  Les  Smith's  Prizes 
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ont  été  décei'nës  à  M.  H.-W.  Turnbull,  du  Collège  de  Trinity, 
pour  sou  Mémoire  sur  «  les  (Concomitants  irréductibles  de  deux 
quadi'atiques  à  n  variables  »,  et  M.  G.-N.  Watson,  du  même 
Collèjçe,  qui  a  pris  pour  son  sujet  :  la  Solution  de  Téquation  aux 
dillerences,  homoji^ène  et  linéaire  du  second  ordre,  et  ses  applica- 
tions à  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  du  type 
Fuchsien. 

M.  G.-*\.  ScHOTT  a  été  nommé  docteur  es  Sciences  de  FUniver- 
sité  de  Londres,  en  considération  de  ses  travaux  dans  les  Mathé- 
matiques appliquées. 

Pendant  Tannée  dernière,  le  Département  des  Mathématiques 
Appliquées  de  University  Collège  de  Londres  a  édité  vingt-sept 
mémoires,  sous  la  direction  de  M.  le  Prof.  Karl  Peakson.  Le  Dépar- 
tement inclut  le  Laboratoire  Galton. 

M.  J.-F.  Cameron,  m. -A.,  est  nommé  «  Tutor  »  du  Collège 
Gonville  et  Caius,  Cambridge.  M.  Cameron  a  été  «  Second 
Wrangler  »  dans  le  Tripos  de  1898,  et  fut  placé  dans  la  première 
classe  de  la  Seconde  Partie  du  Tripos  de  Tannée  suivante.  Il  a 
gagné  un  des  «  Smith's  Prizes  »  en  1900. 

M.  le  Professeur  H.-\V.  Lloyd  Tanner,  F.  R.  S.,  a  résigné  sa 
Chaire  de  Mathématiques  à  l'Université  de  S.  Wales  et  Mon  mou  th- 
shire,  qu'il  a  occupée  pendant  vingt-six  ans. 

Belg'ic|ue*  —  M.  C.-E.  Wasteels  est  chargé  des  cours  de 
Mécanique  rationnelle  à  TUniversité  de  Gand, 

France.  —  M.  Hadamard,  professeur  adjoint  à  la  Sorbonne, 
est  nommé  professeur  de  Mécanique  analytique  et  de  Mécanique 
céleste  au  Collège  de  France  en  remplacement  de  M.  Maurice 
Lévy,  nommé  professeur  honoraire. 

M.  C.-A.  Laisant,  examinateur  d'admission  et  répétiteur  à 
TEcole  polytechnique,  est  nommé  membre  correspondant  de  la 
Société  mathématique  de  Kharkow. 

Italie*  —  M.  C.  Arzela,  professeur  de  calcul  infinitésimal  à 
TUniversité  de  Bologne,  a  été  nommé  membre  correspondant  de 
la  Société  mathématique  de  Kharkow. 

M.  T.  BocîGio,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  et  de  Physi- 
que mathématique  à  TUniversité  (disparue)  de  Messine,  a  été,  pour 
le  moment,  chargé  de  l'enseignement  des  mêmes  matières  à  l'Ins- 
titut des  hautes  études  de  Florence. 

M.  P.  BuRGATTi,  professeur  à  l'Université  de  Bologne,  a  été 
nommé  membre  de  l'Académie  des  sciences  de  cette  ville. 

M.  Levi-Civita,  professeur  à  l'Université  de  Padoue,  a  été 
nommé  membre  correspondant  de  la  Société  mathématique  de 
Kharkow^. 

M.  Eugenio-Elia  Levi,  assistant  et  privat-docent  à  TUniversité 
de  Pise,a  été  nommé  professeur  extraordinaire  de  Calcul  infinité- 
simal à  TUniversité  de  Gènes. 

Ti'Rnneifçnnment  m.ilhéni.,  11*  année;  1909  15 
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M.  V.  VoLTERKA,  professeur  à  TUniversité  de  Rome,  a  été  nommé 
membre  de  l'Académie  des  sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Suisse.  —  M.  H.  Fehr,  professeur  à  l'Université  de  Genève,  a 
été  nommé  membre  correspondant  de  la  Société  mathématique 
de  Kharkow. 

Nécrologie. 

Le  7  janvier  1909  est  décédé,  à  Bruxelles,  Augustin  Cambier, 
ancien  inspecteur  général  de  renseignement  moyen  en  Belgique, 
auteur  de  manuels  de  géométrie  et  de  trigonométrie  très  répandus, 
qui  ont  exercé  une  grande  influence,  surtout  par  l'importance 
accordée  aux  exercices  d'application. 

—  M.  H.  V.  Stahl,  professeur  à  TUniversité  de  Tûbingue,  est 
décédé  le  6  avril  à  Tàge  de  65  ans. 

G.  Vailati  —  Nous  apprenons  avec  chagrin  la  nmrt  de  Giovanni 
Vailati,  décédé  à  Rome,  à  Tàge  de  46  ans,  après  une  longue  ma- 
ladie. Nous  comptons  pouvoir  consacrer  une  courte  notice  à  cet 
éminent  professeur  et  savant  qui  avait  toujours  témoigné  un  grand 
intérêt  aux  questions  de  l'enseignement  et  à  l'Histoire  et  à  la  Phi- 
losophie des  mathématiques. 
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\\ .  House  Ball.  —  Récréations  mathématiques  et  problèmes  des  temps 

anciens  et  modernes.  —  Deuxième  édition  française  traduite  d'après  la 
quatrième  édition  anglaise,  et  enrichie  de  nombreuses  additions  par 
J.  Fitz-Patbick.  — 2  vol.  in-16,  355+363  p.;  5  fr.  le  volume.  Librairie 
Hermnnn,  Paris. 

Première  partie  :  Arithmétique,  Algèbre  et  Théorie  des  nombres.  —  Celte 
nouvelle  édition  de  la  traduction  française  de  l'ouvrage  si  remarquable  de 
Rouse  Ball,  a  été  faite  sur  la  \^  édition  anglaise.  M.  Fitz-Palrick  ne  s'est 
pas  borné  au  rôle  de  traducteur,  il  a  enrichi  l'ouvrage  d'additions  nombreuses 
et  importantes.  Dans  la  première  partie,  notamment,  il  a  introduit  une 
histoire  originale  et  anecdotique  de  nombres,  et  plus  de  cent  problèmes 
extrêmement  curieux,  dont  la  solution,  bien  qu'élémentaire,  est  parfois  déli- 
cate. Cette  première  partie  se  termine  par  une  note  de  M.  Hermann,  sur  la 
comptabilité  d'une  personne  qui  dépense  plus  que  son  revenu,  et  la  manière 
de  se  constituer  soi-même  une  rente  viagère. 

Deuxième  partie  :  Questions  de  Géométrie.  Questions  de  mécanique. 
Questions  diverses.  Carrés  magiques.  Problèmes  des  tracés  continus.  Trois 
problèmes  de  Géométrie.  Equations  du  3*"  degré.  —  La  caractéristique  de 
ce  deuxième  volume  est  le  nombre  et  lextrême  variété  des  questions  traitées, 
ïl  fait  le  plus  grand  honneur  au  savant  anglais  M.  \V.  R.  Ball.  qui  a  fait 
preuve  dune  ingéniosité  et  d'une  clarté  d  exposition  remarquables. 

M.  Kitz-Patrick  a  fait  à  lédition  anglaise  quelques  additions  intéressantes  : 
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Sur  le  carrelajçe  ou  parquetage,  les  carrelages  anallagmatiqucs,  le  jeu  du 
dominos,  constructions  approchées  pour  la  quadrature  du  cercle,  histoire 
anecdotique  et  curieuse  des  prétendus  inventeurs  delà  quadrature  du  cercle. 

Bardey.  —  Algebraische  Gleichangen  nebst  den  Resultaten  u.  den  Metho- 
den.  —  6.  Auflage  bearbeitet  von  F.  Piktzker.  —  1  vol.  8®,  420  p.,  8  M.; 
B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

M.  Pielzker.  sur  la  demande  des  éditeurs,  s'était  chargé  en  1901  de  mener 
à  bien  une  revision  des  u  Exercices  de  Barde}'  o  ;  il  en  avait  profité  pour 
enrichir  ce  recueil  d'un  certain  nombre  d'exercices  nouveaux,  également 
résolus,  et  pour  lui  apporter  quelques  modifications  nécessitées  par  le  déve- 
loppement des  mathématiques  pendant  le  dernier  demi-siècle  (la  première 
édition  datait  de  1868).  Ces  exercices,  au  nombre  d'un  millier,  ont  pour 
objet  la  résolution  d'équations  du  deuxième  degré  ou  susceptibles  d'être 
ramenées  à  ce  degré.  C'est  dans  ce  domaine  ce  que  l'on  peut  trouver  de 
plus  complet.  Pour  le  maître  il  constitue  un  précieux  auxiliaire. 

Dans  cette  nouvelle  édition,  M.  Pietzker  s'est  borné  à  la  correction  des 
fautes  d'impressions  contenues  dans  l'édition  de  1901. 

H.  BouASSE.  —  Cours  de  Physique  conforme  aux  programmes  des  Certifi- 
cats et  de  l'Agrégation  de  Physique.  Fascicule  V.  Electroptique,  Ondes 
hertziennes.  —  1  vol.  gr.  in-S»  de  426  pages  :  14  fr.  Ch.  Delagrave.  Paris*. 

En  traitant  dans  les  deux  fascicules  précédents  de  l'Electricité  et  de  l'Op- 
tique, M.  Bouasse  semblait  faire  beaucoup  d'alléchantes  promesses,  quant 
au  terrain  où  ces  deux  branches  pourraient  être  définitivement  réunies.  Elles 
sont  largement  tenues. 

Les  équations  fondamentales  pour  le  fameux  déplacement  électrique  de 
Maxwell  ont  déjà  été  préparées  dans  le  tome  III;  nous  savons  notamment  ce 
qu'il  faut  entendre  par  le  poussoir  inducteur  d'un  diélectrique.  Aussi  partant 
des  hypothèses  fondamentales  sur  la  proportionnalité  de  la  force  et  du 
déplacement  électriques,  lequel  déplacement  est  assimilable,  au  point  de  vue 
magnétique,  à  un  courant  dans  un  conducteur,  nous  avons  immédiatement  les 
relations  d'Ampère  et  les  relations  réciproques  de  Faraday.  Il  est  ensuite 
extrêmement  intéressant  de  trouver  immédiatement  le  vecteur  radiant  de 
Poynting  dont  le  flux  à  travers  une  surface  fermée  S  exprime  la  variation 
d'énergie  dans  le  volume  limité  par  S.  Suivant  les  habitudes  de  l'auteur,  de 
telles  généralités  doivent  servir  de  base  à  tout  ce  qui  suit,  mais  il  a  eu 
aussi  le  souci  constant  de  ne  pas  donner  ces  généralités  sous  une  forme 
abstraite.  Il  nous  présente  immédiatement  des  calculs  élémentaires  effectués 
pour  les  condensateurs  les  plus  simples  et  les  plus  symétriques  ;  bien  plus, 
il  rétablit  les  équations  générales  d'Ampère  et  de  Faraday  dans  le  cas  parti- 
culier de  phénomènes  présentant  par  rapport  à  un  axe  la  symétrie  des  sur- 
faces de  révolution. 

Il  me  semble  bon  de  caractériser  à  la  fois  les  chapitres  II,  III  et  lY  car, 
là  encore,  un  plan  très  simple  est  manifeste.  Il  s'agit  d'abord  d'étudier  les 
ondes  hertziennes  quant  à  leur  production  et  leur  propagation  dans  les  corps 
non  conducteurs,  puis  d'en  rapprocher  les  alternances  à  période  très  courte 


'  Voir  dans  VEnseign.  math.,  les  analyses  des  fascicules  I  (T.  IX.  1907.  p.  320U  II  (T.  X. 
1908,  p.  34«),  III  iT.  X.  1908,  p.  526),  IV  (T.  XI.  1909,  p.  149). 
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dans  les  conducteurs  et  enfin  de  traiter  comme  synthèse  la  télégraphie  sans 
fil.  où  nous  retrouverons  à  la  fois  les  conducteurs  sous  forme  d'antennes  et 
la  perturbation  libre  dans  l'espace  à  la  manière  des  rayons  lumineux. 

Mais  je  ne  voudrais  pas  que  cette  description  en  bloc  me  fasse  passer 
sous  silence  quelques  points  particulièrement  remarquables,  notamment  l'arc 
chantant  rapproché  des  excitateurs;  quant  à  l'ébranlement  hertzien  dans  le 
conducteur,  il  est  traité  avec  étude  préliminaire  de  la  loi  de  distribution 
dans  la  section  droite  pour  le  cas  d'un  courant  alternatif  dont  la  période, 
d'abord  relutivement  longue,  décroît  peu  à  peu. 

C'est  avec  la  double  réfraction  (ch.  Y)  que  nous  passons  véritablement 
des  phénomènes  hertziens  proprement  dits  aux  phénomènes  lumineux. 
Aucune  théorie  ne  pouvait  donner  lieu  à  des  considérations  plus  élégantes 
et  aucune  ne  pouvait  être  reliée  de  manière  plus  intime  avec  les  considéra- 
tions du  début.  Ici  les  composantes  f,  g,  h  du  déplacement  électrique  ne 
sont  plus  proportionnelles  à  celles  P,  Q,  R  de  la  force  électrique;  il  y  a 
généralisation.  Les  composantes  f.  g.  h  sont  fonctions  linéaires  symétriques 
de  P,  Q.  R.  Mais  par  un  choix  convenable  d'axes  les  choses  se  simplifient 
immédiatement  ;  on  retrouve  sous  une  forme  à  peine  plus  compliquée  les 
relations  d'Ampère  et  de  Faraday  et  les  équations  aux  dérivées  partielles 
pour  P,  Q,  R  peuvent  èlre  satisfaites  avec  une  extrême  simplicité  dans  le 
cas  de  la  propagation  par  ondes  planes. 

Alors  se  placent  les  admirables  calculs  et  constructions  géométriques  de 
Fresnel;  ce  n'est  pas  qu'on  soit  forcé  d'aller  jusqu'au  fond  des  choses  comme 
le  voulait  Fresnel;  il  importe  peu  qu'on  considère  la  vibration  comme  paral- 
lèle ou  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  la  théorie  électro-magnétique 
étant  précisément  indépendante  d'un  choix  de  cette  nature;  ce  qui  importe, 
c'est  de  constater  l'équivalence  de  telles  hypothèses  et,  l'esprit  libéré  par 
cette  constatation,  de  recourir  à  la  plus  commode. 

Le  chapitre  VI  est  une  étude  de  la  lumière  elliptique;  M.  Bonasse  y 
revient  sur  les  propriétés  optiques  des  cristaux  et  sur  des  phénomènes  inter- 
fércntiels  déjà  entrevus  dans  le  fascicule  précédent;  il  a  donné  la  préférence 
la  plus  marquée  aux  phénomènes  symétriques  soit  au  point  de  vue  de  l'expé- 
rimentation soit  à  celui  du  calcul.  L'obtention  de  franges  colorées  en  partant 

de  la  lumière  blanche  entraine  des  considérations  particulièrement  curieuses. 

g 

Le  carré  de  l'intensité  est  fonction  linéaire  de  deux  termes  2A  et  ilA  sin  2  —- 

2 

où  §  est  une  différence  de  phase.  XA  est  une  superposition  de  teintes  élé- 
mentaires reproduisant  le  blanc  mais  l'autre  terme  est  coloré.  L'association 
de  ces  deux  termes  explique  avec  la  plus  grande  clarté  les  apparences  va- 
riées de  la  polarisation  chromatique. 

Les  chapitres  Vil  (Réflexion  sur  les  corps  transpareuts)  et  VIII  (Théorie 
électro  magnétique  des  corps  absorbants)  paraissent  encore  se  correspondre 
de  la  manière  la  plus  simple,  le  second  n'étant  qu'une  généralisation  du 
premier.  On  sait  que  la  théorie  de  Maxwell  exige  que  les  corps  transparents 
soient  les  diélectriques  parfaits;  on  sait  de  même  que  le  nombre  K  qui 
mesure  le  pouvoir  inducteur  doit  y  être  théoriquement  égal  au  carré  de 
l'indice  de  réfraction.  Aussi  pour  ces  corps  bien  des  choses  se  simplifient; 
on  peut  même  faire  sur  la  position  des  vecteurs  fondamentaux,  et  par  suite 
sur  la  forme  des  équations  de  passage,  des  hypothèses  restrictives  dont  la 
simplicité  paraît  d'abord  arbitraire  mais  qui  deviennent  vite  fort  admissibles, 
quand  on  constate  qu'elles  conduisent  à  une  vérification  parfaite  des  phéuo- 
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mènes  ordinaires   de  réflexion  et  de   réfraction.   C'est  ce  que   M.  Bonasse 
montre  d'abord  mais  il  n'a  pas  voulu  s'en  tenir  là;  il  reprend  le  problème  du 
passage  d'une  manière  générale,  retrouve  la  loi  de  Descartes,  la  relation  de 
Maxwell  et,  étudiant  les  exponentielles  représentant  les  intensités  incidente, 
réfléchie  et  Réfractée,  nous  fait  découvrir   qu'un  exposant   devient  réel   et 
négatif  pour  cette  dernière  s'il  y  a  réflexion  totale;  on  a  ainsi  ïondeéva' 
nescente  presque  immédiatement  éteinte  normalement  à  la  surface  réfringente. 
A  propos  des  corps  absorbants  on  retrouve  les  considérations  entraînant 
une  analyse  analogue.  Ici  il  faut  d'abord  compléter  les  relations  d'Ampère 
par  un  terme  où  figure  la  conductibilité;  on  peut  tout  de  suite,  d'ailleurs, 
suivre  la  marche  d'une  onde  plane,  mais,  pour  peu  qu'on  suppose  le  plan 
d'absorption  différent  du  plan  de  l'onde,  l'exponentielle   relative  à  celle-ci 
conserve  un  paramètre  arbitraire;  le  milieu  absorbant,  même  isotrope,  pro- 
page dans  toutes  les  directions  une  infinité  d'ondes  j)ianes  de  constitutions 
diverses.    Un   emploi   très   habile   de  la   notation   exponentielle  permet   de 
réunir  aisément  des  cas  paraissant  d'abord  différents  :  ainsi  la  réfraction 
métallique  se  présente  sous  les  mêmes  apparences  que  la  réfraction  dans  les 
€orps  transparents  à  condition  d'introduire  un  indice  indifféremment  imagi- 
naire ou   réel.  Et,  au  point  de  vue   expérimental,  l'auteur  a   réuni   un  grand 
nombre  de  faits  d'une  jolie  couleur  (au   sens  propre  aussi  bien  qu'au  sens 
figuré)  touchant  les  teintes  superficielles  des  métaux,  des  corps  très  absor- 
bants, des  matières  pulvérulentes,  etc..  Les  équations  d'Ampère  se  compli- 
quent encore  pour  les  milieux  anisotropes.  sans  toutefois  cesser  d'avoir  une 
forme  symétrique  et  l'on  peut  toujours  y  satisfaire  facilement  dans  le  cas 
d'ondes  planes. 

La  théorie  de  la  dispersion  (ch.  IX)  ne  peut  se  faire  d'une  manière  com- 
plètement satisfaisante  avec  la  théorie  de  Maxwell  réduile  à  ce  qui  précède. 
Au  déplacement  maxwellien  on  est  conduit  à  ajouter  celui  d'ions  associés 
aux  particules  matérielles,  d'où  l'adjonction  d'un  terme  nouveau  aux  rela- 
tions d'Ampère. 

Comme  M.  Bonasse  a  fait  précéder  ces  considérations  de  faits  expérimen- 
taux et  qu'il  est  revenu  notamment  sur  le  rôle  des  flammes  et  des  vapeurs, 
il  conclut  en  réexaminant,  au  point  de  vue  optique,  la  théorie  du  Soleil  faite 
déjà  dans  le  tome  III  au  point  de  vue  thermique.  A  propos  des  éruptions 
de  la  chromosphère,  il  s'arrête  à  l'opinion  bien  remarquable  qui  les  fait 
résulter  d'une  propagation  de  mouvement  et  non  d'une  projection  radiale 
de  matière  animée  d'une  vitesse  par  trop  fantastique. 

Avec  le  chapitre  X  (Phénomènes  lumineux  dus  au  mouvement),  nous  abor- 
dons la  théorie  de  Lorentz.  Tout  corps  en  mouvement  se  déplace  par  rap- 
port à  l'éther,  d'où  une  déformation  qui  s'ajoute  à  celle  de  Maxwell.  Nouvelle 
généralisation  des  relations  d'Ampère  et  de  Faraday;  nouvelle  application 
au  cas  d'une  onde  plane,  puis  étude  du  mouvement  de  la  terre  par  rapport 
à  l'éther,  de  l'aberration  et  du  principe  de  Dôppler-Fizeau. 

Le  chapitre  XI  aborde  la  si  intéressante  dynamique  des  électrons  dans 
lesquels  il  convient  de  distinguer  une  masse  électromagnétique  de  la  masse 
ordinaire.  Modifier  le  mouvement  d'un  électron  c'est  modifier  le  champ  qu'il 
crée  autour  de  lui;  c'est  comme  si  l'on  modifiait  sa  masse  sans  changer  le 
champ.  Il  y  a  même  des  électrons  dont  toute  la  masse  a  nue  origine  électro- 
magnétique; la  matière  s'évanouit,  il  ne  reste  plus  que  de  l'électricité.  Ces 
idées  si  captivantes  sont  exposées  avec  un  charme  au  moins  égal  à  la  clarté; 
iijoutons  d'ailleurs  que  M.  Bouasse  ne  nous  affirme  pas  que  ce  qui  est  vrai- 


230  BIBUOGRAPHIE 

semblable  pour  certains  électrons  (négatifs)  le  soit  pour  tous.  Les  rayons  X 
sont  étudiés  avec  détermination  de  leur  vitesse  de  propagation  égale  à  celle 
de  la  lumière. 

L'émission  (ch.  XII)  est  traitée  dans  le  cas  d'une  action  électromagné- 
tique exercée  directement  sur  une  source  (phénomène  de  Zeemann)  ;  elle 
contient  aussi  l'intéressant  problème  de  la  composition  de  la  lumière  blanche. 
Le  spectre  avec  son  infinité  d'éléments  monochromes  est  bien  l'image  d'une 
série  de  Fourier  dont  chaque  terme  représente  une  vibration  simple.  Est-ce 
là  un  résultat  qui  dépend  véritablement  de  la  lumière  primitive  et  non  du 
prisme.^  Si  ce  dernier  extrait  la  régularité  du  désordre  il  est  précisément 
comparable  à  la  méthode  même  du  développement  en  série  trigonométrique  ; 
prétendre  que  le  prisme  nous  trompe  équivaudrait  sans  doute  à  prétendre 
que  la  série  de  Fourier  nqus  trompe  en  donnant  la  même  allure  trigonomé- 
trique à  toutes  les  fonctions  qu'elle  peut  représenter. 

Enfin  le  volume  se  termine  par  la  Thermodynamique  du  vide.  Le  point 
capital  traité  dans  ce  treizième  et  dernier  chapitre  concerne  la  pression  de 
radiation  mise  en  évidence  à  la  fois  par  de  délicats  radiomètres  et  par  des 
phénomènes  célestes  tels  que  les  queues  des  comètes. 

L'analyse  bibliographique  d'une  telle  œuvre  est  toujours  difficile  parce 
que  Ton  est  tenté  de  tout  citer.  La  compréhension  est  d'une  facilité  sans 
égale  à  cause  de  l'unité  de  l'exposé.  Comme  ultime  résumé  de  la  présente 
description,  je  ne  puis  que  répéter  que  les  relations  d'Ampère  et  de  Faraday, 
prises  d'abord  sous  l'aspect  le  plus  simple,  ont  été  généralisées  peu  à  peu, 
toujours  satisfaites  en  ayant  recours  à  l'onde  plane  d'où  l'obtention,  en  ligne 
première  et  immédiate,  des  phénomènes  les  plus  utiles  et  les  plus  frappants. 

A.  BuHL  (Toulouse). 

C.-A.  Laisant  &  Elie  Perhin.  —  Gours  d'arithmétiiiad,  (classe  de  Cinquième 
B).  —  1  vol.  in-18  grand-jésus,  cartonné  à  l'anglaise,  247  p.  ;  2  fr.  ;  Henry 
Paulin  et  C»®,  Paris. 

Les  chapitres  relatifs  à  la  numérotation,  à  l'addition,  la  soustraction  et  la 
multiplication,  sont  établis  sur  des  exemples  concrets. 

La  définition  étendue  de  la  division  a  été  amenée,  avec  précaution,  par 
la  considération  des  problèmes  inverses  de  la  multiplication.  La  règle  de  la 
division  est  accompagnée  d'une  théorie  complète  de  cette  opération,  théorie 
aussi  simplifiée  que  possible  ;  il  nous  semble  bon,  en  effet,  de  satisfaire  la 
curiosité,  digne  d'éloges,  des  élèves  qui  désirent  se  rendre  compte  du  méca- 
nisme de  la  division,  au  lieu  de  se  borner  à  l'apprendre  et  à  calculer  comme 
des  automates. 

Les  théorèmes  relatifs  à  la  soustraction  et  à  la  combinaison  de  l'addition 
et  de  la  soustraction  peuvent  être  considérés  comme  intuitifs  ;  les  démonstra- 
tions qui  les  accompagnent  ont  pour  unique  objet  de  mieux  faire  pénétrer 
dans  l'esprit  de  l'élève  le  sens  de  la  définition  théorique  de  la  soustraction. 

La  théorie  de  la  divisibilité,  celle  des  nombres  premiers,  ont  été  un  peu 
développées.  Là,  comme  partout  dans  l'ouvrage,  on  trouvera  formulées  des 
règles  précises,  permettant  aux  élèves  de  se  rompre  à  la  pratique  du  calcul. 

Félix  MuLLER.  —  Fùhrer  darch  die  mathematische  Literatar  mit  besou- 

derer  Berûcksichtigung  der  historich  wichtigen  Schriften.  —  1  vol.  in-S®, 
252  p.;  8  Marks;  B.  G.  Teu.bner,  Leipzig. 

On  néglige  souvent   dans  les  cours  et  les  séminaires  de  mathématiques 
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d'initier  les  étudiants  aux  recherches  historiques  et  bibliographiques.  L'on-, 
vragc  de  M.  Millier  a  précisément  pour  but  de  faciliter  la  tâche  du  profes- 
seur dans  cette  direction.  Sans  avoir  la  prétention  de  donner  une  bibliogra- 
phie très  complète  sur  les  publications  mathématiques,  il  est  cependant 
appelé  à  rendre  de  grands  services  aux  étudiants  et  aux  professeurs.  Dans 
une  première  partie  il  présente  les  ouvrages  sur  l'histoire  des  mathématiques 
les  principales  œuvres  complètes,  les  éditions  classiques,  les  périodiques 
mathématiques  et  les  encyclopédies. 

La  seconde  partie  est  consacrée  à  la  philosophie  et  à  la  pédagogie  des 
mathématiques,  à  l'algèbre,  à  l'arithmétique  et  à  l'analyse  élémentaire  et 
supérieure. 

La  troisième  partie  contient  la  bibliographie  concernant  les  différentes 
branches  de  la  géométrie  élémentaire  et  supérieure.  L'ouvrage  se  termine 
par  une  table  alphabétique  des  matières,  et  une  table  alphabétique  des  noms 
des  auteurs. 

On  comprend  que  dans  un  ouvrage  de  ce  genre  on  ne  puisse  atteindre  la 
perfection  dès  la  première  édition.  Il  se  trouve  ça  et  là  quelques  lacunes. 
Ainsi,  pour  n'en  citer  qu'une,  l'auteur  ne  mentionne  pas  la  Géométrie  de 
Méray.  Malgré  des  lacunes  de  ce  genre  ce  volume  constitue  un  guide  précieux 
pour  le  débutant. 

H.  PoiNCARÉ.  —  Leçons  de  Mécanique  céleste  professées  à  la  Sorbonne. 

Tome  II*.  Première  partie  :  Développement  de  la  fonction  perturbatrice. 
Deuxième  partie  :  Théorie  de  la  /.une.  —  2  fascicules  gr.  in-S»  de  165  et 
136  p.  :  10  fr.  ;  Gauthier-Yillars,  Paris, 

Les  deux  parties  qui  composent  ce  second  volume  ont  été  publiées  en 
fascicules  séparés.  Je  parlerai  plus  du  second  que  du  premier,  car  mes 
études  personnelles  m'ont  plus  familiarisé  avec  les  théories  lunaires  qu'avec 
les  nouveautés  concernant  la  fonction  perturbatrice.  M.  Poincaré  et  les  lec- 
teurs de  l'Enseignement  mathématique  voudront  bien  m'excuser  à  cet  égard. 
L'illustre  auteur  dont  il  s'agit  ici  se  trouve  fort  à  l'aise  dans  des  questions 
très  différentes,  quelle  qu'en  soit  la  difficulté;  *  heureux  l'humble  lecteur  s'il 
peut  dire  sincèrement  qu'il  en  a  convenablement  étudié  seulement  un  frag- 
ment. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  plan  de  M.  Poincaré,  en  ce  qui  concerne  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  perturbatrice,  est  aussi  simple  qu'il  pouvait  l'être.  Il 
nous  rappelle  d'abord  comment  le  problème  se  pose,  comment  le  dit  déve- 
loppement dépend  à  volonté  des  éléments  elliptiques  ou  d'éléments  cano- 
niques formant  plusieurs  systèmes  distincts  et  comment  on  peut  passer 
d'une  forme  à  une  autre.  Puis  viennent  «les  propriétés  fondamentales  des 
fonctions  de  Bessel  qui  jouent  toujours  le  rôle  d'instruments  préliminaires 
indispensables. 

Les  coefficients  de  Laplace  sont  formés  par  l'emploi  large  et  élégant  des 
fonctions  elliptiques;  les  notations  sont  celles  de  Weierstrass  et  Schwartz. 
Du  cas  où  les  excentricités  et  les  inclinaisons  ont  été  simultanément  négli- 
gées, nous  passons  au  cas  où  les  excentricités  seules  sont  négligeables.  Ici 
s'introduisent  des  polynômes  considérés  en  premier  lieu  par  Tisserand,  mais 
liés  à  une  série  hypergéométrique  à  deux  variables  dont  l'étude  est  due  à 
M.  Appell. 


1  Voir  l'analyse  du  tome  I  dans  VEtis.  math.,  t.  VIII,  1906,  p.  248. 
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Enfin,  si  l'on  ne  veut  négliger  ni  excentricités  ni  inclinaisons,  on  peut 
avoir  recours  à  un  développement  comparable  à  un  développement  taylorien. 
mais  où  les  dérivatious  sont  remplacées  par  des  opérateurs  plus  généraux 
dus  à  Newcomb. 

Lorsque  le  développement  est  complètement  obtenu  au  point  de  vue  for- 
mel, il  faut  encore  discuter  sa  convergence,  chercher  entre  ses  termes  des 
relations  de  récurrence  qui  peuvent  faciliter  sa  prolongation  et  enfin  exa- 
miner un  peu  aussi  comment  il  se  prèle  aux  calculs  numériques.  Ce  sont  là 
trois  points  importants  à  chacun  desquels  un  chapitre  est  consacré.  Un 
dernier  point,  d  un  intérêt  et  d'une  importance  extrêmes,  consiste  à  se  de- 
mander si  un  terme  très  éloigné  et  que,  de  ce  fait,  on  pourrait  croire  né- 
gligeable, n'est  pas  susceptible,  lors  de  l'intégration,  de  s'affecter  d  un  petit 
diviseur  qui  lui  ferait  représenter  alors  une  perturbation  importante.  L'exa- 
men de  cette  question  termine  le  fascicule;  elle  a  donné  lieu  à  des  travaux 
récents  dûs  surtout  à  MM.  Humy  et  Féraud  ;  elle  se  rattache  à  l'étude  des 
périodes  des  intégrales  doubles,  étude  ardue  où  les  résultats  fondamentaux 
sont  dûs  à  M.  Poincaré  lui-même  et  à  M.  Picard. 

Voyons  maintenant  la  Théorie  de  la  Lune. 

C'est  d'abord  un  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps  si  l'on  ne 
considère  que  le  système  Lune-Terre-Soleil;  il  est  indispensable  ensuite, 
ne  serait-ce  que  pour  mettre  en  évidence  les  accélérations  séculaires,  de 
tenir  compte  des  perturbations  d'origine  planétaire.  Toutes  les  théories  de 
la  Lune  commencent  par  le  premier  cas;  à  l'heure  actuelle  trois  seulement 
conservent  un  intérêt  direct  différent  de  l'intérêt  historique,  celles  de  Delau- 
oay,  Hansen  et  Hill-Brown.  C'est  la  dernière  qu'expose  M.  Poincaré,  mais 
d'une  manière  extrêmement  originale  et  où  ses  propres  réflexions  transpa- 
raissent à  chaque  instant. 

Il  part  des  généralités  du  tome  I  et  résume  rapidement  les  analogies  et 
les  différences  qui  existent  entre  ta  théorie  des  planètes  et  celle  de  la  Lune. 
II  aborde  ensuite  l'inégalité  lunaire,  la  plus  facile  à  mettre  en  évidence,  In 
çariation,  dont  Newton  savait  déjà  faire  une  théorie  géométrique  indépen- 
dante de  toutes  les  autres.  Son  étude  entraîne  l'écriture  d'équations  linéaires 
du  second  ordre  auxquelles  on  satisfait  par  des  séries  d'exponentielles  ima- 
ginaires dépendant  du  temps.  Si  m  désigne  le  rapport  entre  le  moyen  mou- 
vement sidéral  du  Soleil  et  le  moyen  mouvement  synodique  de  la  Lune,  on 
trouve  des  séries  finalement  ordonnées  suivant  les  puissances  de  m^ ,  ce  qui 
explique  la  convergence  si  avantageuse  des  développements  dûs  aux  astro- 
nomes américains  précités. 

Les  mouvements  du  nœud  et  du  périgée  sont  à  rapprocher  au  point  de 
vue  analytique;  ils  dépendent  tous  deux  de  l'équation  célébrez"  -|- 03  =  0, 
où  le  double  accent  indique  une  dérivation  seconde  par  rapport  au  temps, 
O  étant  une  fonction  de  ce  même  temps  et,  plus  exactement,  une  série  d'ex- 
ponenlielles  par  rapport  à  cette  variable.  On  satisfait  à  cette  équation  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  d'où  une  infinité  d'équations  à  une 
infinité  d'inconnues  dont  le  déterminant  est  naturellement  indéfiniment 
étendu.  On  sait  que  ce  déterminant  a  été  considéré  en  premier  lieu  par  Hill 
et  que  M.  Poincaré  en  a  démontré  la  convergence. 

Le  mouvement  du  périgée  s'aborde  toutefois  moins  directement  que  celui 
du  nœud,  et  ici  se  placent  des  préliminaires  utiles  quant  à  toute  la  suite  de 
l'ouvrage.  Supposons  que  l'on  ait  intégré  deux  équations  du  type 

F(x  .  y  ,x\y\  x"  ,  y"  ,  «i  ,  a,)  =  0 
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où  ai  et  ai  sont  des  paramètres  très  petits  qui,  dans  l'inlégrution  en  ques- 
tion, ont  été  considérés  comme  nuls.  Peut-on  profiter  de  ce  premier  résultat 
pour  passer  an  cas  où  ai  et  ai  ne  sont  plus  nuls?  Cette  question  conduit 
M.  Poincaré  aux  équations  aux  variations  de  i'équation  précédente  et,  en 
général,  le  problème  proposé  n'exige  plus  que  des  quadratures,  tout  comme 
dans  l'ordinaire  méthode  de  la  variation  des  constantes. 

Ce  sont  les  équations  aux  variations  de  celles  considérées  plus  haut  pour 
définir  l'inégalité  appelée  variation  (il  est  bizarre  que  le  mot  variation 
revienne  ici  deux  fois  avec  des  sens  totalement  difTérents)  qui  nous  con- 
duisent à  celles  du  mouvement  du  périgée  et  qui  même  mettent  d'autres 
perturbations  en  évidence,  par  exemple  celle  connue  sous  le  nom  d'évection. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  vu  que  les  inégalités  les  plus  immédiates  ou  de 
l'ordre  le  plus  inférieur  au  point  de  vue  analytique.  Or  ce  qui  distingue  les 
théories  lunaires  des  théories  planétaires,  c'est  précisément  l'existence  de 
termes  d'ordre  supérieur  bien  inutiles  à  considérer  pour  les  planètes,  mais 
dont  la  Lune  ne  peut  se  passer.  La  méthode  de  recherche  de  ces  termes 
offre  une  remarquable  unité,  bien  mise  en  lumière  par  M.  Poincaré,  avec  les 
méthodes  aux  variations  dont  il  était  question  il  y  a  un  instant.  Si  l'on  a  des 
termes  jusqu'à  un  ordre  X",  la  recherche  de  ceux  d'ordre  ^  -|-  1  dépend  des 
équations  aux  variations  des  équations  qui  ont  donné  les  premiers.  On  con- 
çoit que  de  telles  recherches  soient  pénibles;  l'aspect  analytique  est  cepen- 
dant uniforme.  Même  mélhode  pour  l'obtention  des  inégalités  planétaires; 
on  tient  compte  de  l'action  d'un  quatrième  corps  au  moyen  des  équations 
aux  variations  des  équations  du  problème  des  trois  corps. 

Ces  perturbations  d'origine  planétaire  se  traduisent  par  les  accélérations 
séculaires  du  nœud,  du  périgée  et  de  l'astre  lui-même. 

Le  sujet  est  très  difficile  mais  partout  le  génie  de  M.  Poincaré  y  a  laissé 
son  empreinte;  aucun  ouvrage,  pas  même  les  mémoires  originaux  de  Hill  et 
Brown  ne  semble  plus  accessible.  Puisse  cette  remarque  encourager  à 
l'étude  d'une  œuvre  où  il  y  a  beaucoup  de  peine  et  beaucoup  d'honneur  à 
recueillir. 

A.  BuHi.  (Toulouse). 

Arnold  Rry.mond.  —  LoCfique  et  Mathématiques.  Essai  historique  et  critique 
sur  le  nombre  iniini.  —  1  vol.  in-8",  218  p.  ;  5  fr.  ;  Foyer  solidariste,  Saint- 
Biaise  (Suisse). 

Dans  cette  thèse,  soutenue  devant  la  Faculté  des  Lettres  de  Genève,  M.  A. 
Reymond  aborde  à  son  tour  les  questions  qui,  si  souvent  au  cours  de  ces 
dernières  années,  ont  divisé  les  philosophes  et  mathématiciens  :  l'infini,  son 
rôle  en  mathématiques,  la  relation  des  Mathématiques  et  de  la  Logique  sont 
choses  sur  lesquelles,  malgré  tant  de  discussions,  l'accord  ne  semble  pas 
près  de  s'établir.  «Si  éloignées  qu'elles  paraissent  être  du  réel,  les  mathé- 
matiques conservent  comme  lui  un  élément  synthétique  réfractaire  à  toute 
analyse».  «L'analyse  pure,  sans  doute,  ne  relève  que  de  ce  principe  (de 
contradiction),  restriction  faite  de  l'idée  de  succession  par  laquelle  elle  forme 
indéfiniment  les  nombres.  Mais  celte  notion  qu'elle  accepte  comme  un  fait, 
implique  toujours  un  Jugement  synthétique  à  priori,  tant  que  le  nombre 
infini  ne  pourra  être  conçu  comme  une  réalité».  Ces  citations  expliquent 
suffisamment  le  point  de  vue  de  l'auteur  et  son  attitude  négative  en  face  des 
prétentions   excessives    des    logisticiens.    Kantien    modéré,    il  se   rallie  aux 
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thèses  soutenues  avec  uue  verve  si  amusante  par  M.  Poincaré  dans  ces  arti- 
cles incisifs  sur  ou  plutôt  contre  la  Logistique. 

Contime  mathématicien  nous  acceptons  avec  erapressemeiTt  ce  point  de  vue; 
mais  si.  dans  l'ensemble,  nous  nous  trouvons  en  pleine  communion  d'idées 
avec  M.  Reymond,  nous  aurons  à  opposer  au  détail  de  son  argumentation 
d'assez  nombreuses  et  importantes  réserves  Ainsi,  à  propos  du  vieux  problème 
d'une  variable  tendant  vers  une  limite.  Tautcur  se  demande  si  la  limite  est 
atteinte  ou  non,  et  juge  la  rigueur  mathématique  compromise  au  second  cas, 
qui  est,  en  fait,  le  plus  fréquent.  Il  y  a  là,  nous  semble-t-il,  une  méprise, 
dans  laquelle  sont  tombés  d'ailleurs  plusieurs  philosophes  et  non  les  moin- 
dres; une  critique  plus  approfondie  aurait  pu  n'en  rien  laisser  subsister. 
De  même  les  discussions  sur  le  zéro,  le  continu,  les  notions  d'indéfini  et 
d'infini  ne  nous  ont  pas  entièrement  satisfait  et  nous  paraissent  pas  suffisam- 
ment prouvées  pour  que  les  conclusions  de  l'auteur  s'imposent  comme 
définitives. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  réserves,  la  thèse  de  M.  Reymond  est  l'œuvre 
d'un  esprit  curieux  et  informé.  Des  détails  historiques  bien  choisis,  une 
documentation  abondante,  rendent  son  livre  aussi  agréable  à  la  lecture,  qu'il 
est  profitable  par  les  réflexions,  et  aussi  les  résistances,  qu'il  provoque. 

C.  Cailler  (Genève). 

P.  ScHAiHEiTLiN.  —  Die  Théorie  der  Besselschen  Funktionen.  Collection 

de  monographies  mathématiques  et  physiques  dirigée  par  E.  Jahnke.  — 
1  vol.  in-16,  132  p.,  3  M.  20;  Teubner,  Leipzig. 

Destinée,  comme  la  Collection  dont  elle  fait  partie,  à  orienter  les  techni- 
ciens et  les  étudiants  avec  le  minimum  de  temps  et  d'effets,  la  monographie 
de  M.  Schafheitlin  atteint  excellemment  son  but.  Ces  quelques  pages  se  lisent 
avec  la  plus  grande  aisance  et  donnent  de  la  Théorie  des  fonctions  bessiliennes 
un  exposé  fort  élégant  et  suffisamment  complet.  Dans  ce  genre  tXintroduc- 
tionSj  surtout  si  l'espace  dont  oh  dispose  est  limité,  on  ne  peut  en  effet  tout 
dire  et  la  difficulté  réside  surtout  dans  le  choix  des  sacrifices  nécessaires. 
Pour  ma  part  je  regrette  que  l'auteur  n'ait  pas  élargi  un  peu  son  plan  en 
consacrant  un  ou  deux  paragraphes  aux  applications,  les  fonctions  de  Bessel 
en  offrent  en  abondance.  N'eut-il  pas  fallu  aussi  mentionner,  parmi  les  séries, 
celle  obtenue  par  Xeumann  et  Gegenbauer  pour  l'argument 

[/a*  -f  /;2^="  2a b  cou  0  , 

et  parmi  les  intégrales,  le  théorème  d'iîiversion  par  lequel  se  trouvent  géné- 
ralisées les  intégrales  de  Kournier? 

Malgré  des  lacunes  inévitables,  l'ouvrage  de  M.  Schafheitlin  n'en  mérite 
pas  moins  dètre  chaudement  recommandé  à  tous  ceux,  ingénieurs,  physi- 
ciens ou  mathématiciens,  qui  abordent  l'étude  si  attrayante  des  fonctions  de 
Bessel. 

C.  Cailler  (Genève). 

F.  Schneider.   —  Zur  Methodik  der  Elementar-Mathematik.  Winke  fiir 

Lehramtskandidaten    und   jùngere    Lehrer.  —  1    vol.    in-8o   de  VI-68  p., 
30  fig.  ;  F.  Grub.  Stuttgart  et  Berlin. 

Les  conseils  de  l'auteur  bc  rapportent   les  uns   au   travail   du    professeur, 
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aux  mots  et  définitions  qu'il  emploie,  —  à  l'exposé  oral  ou  écrit  d'un  pro- 
blème ou  d'un  théorème;  —  les  autres  concernent  le  travail  de  l'élève,  — 
ses  dessins,  la  disposition  des  calculs  dans  certaines  solutions,  la  tenue  des 
cahiers  et  même  l'écriture. 

L'ouvrage  se  partage  en  3  chapitres  :  le  l*''  (pages  1  à  14)  est  consacré  à 
Tarithmétique,  —  le  2mc  (p.  15  à  22)  à  l'algèbre,  —  le  3m«  (p.  23  à  40)  à  la 
géométrie.  —  Une  vingtaine  de  problèmes  résolus  (p.  41  à  65)  illustrent  les 
conseils  de  M.  Schneider. 

Ce  petit  volume  ne  renferme  pas  d'idées  neuves  et  l'auteur  parait  ignorer 
les  nouvelles  méthodes  de  l'enseignement  élémentaire  des  mathématiques. 
Néanmoins,  les  jeunes  professeurs  et  futurs  maîtres,  auxquels  l'ouvrage  est 
d'ailleurs  destiné,  v  trouveront  d'utiles  avis. 

Aug  Lalive  (La  Chaux-de-Konds). 


H.  WiELEiTNER.  —  Spoziello  ebene  Karven  (Sammlung  Schubert).  —  1  vol. 
cart.  409  p.;  12  M.;  Gôschen,  Leipzig. 

La  collection  Schubert  nous  a  déjà  donné  un  grand  nombre  de  beaux  ou- 
vrages mathématiques,  remarquables  par  leur  exposé  à  la  fois  très  scienti- 
fique et  didactique.  L'un  des  récents  volumes  de  cette  série  qui  a  pour  objet 
les  courbes  planes  spéciales  ( Spezielle  ehene  Kurven),  par  M.  VVieleitner, 
conserve  ces  mêmes  qualités.  Les  professeurs  de  mathématiques,  aussi 
bien  que  les  étudiants,  le  trouveront  extrêmement  intéressant  à  plus  d'un 
point  de  vue.  Comme  l'auteur  le  dit  lui-même  dans  son  introduction,  il  a 
voulu  créer  un  traité  descriptif  des  principales  courbes  connues; 

Les  premiers  chapitres,  consacrés  aux  cissoïdes,  aux  couchoïdes  et  à 
diverses  courbes  engendrées  cinématiquement,  contiennent  une  foule  de 
notions  intéressantes  et  surtout  bien  ordonnées.  Toutes  les  courbes  pa- 
rentes à  celles  que  nous  venons  d'indiquer  y  sont  développées  d'une  manière 
très  élégante.  Le  lecteur  étudiera  sans  difficulté  leur  génération,  leurs  équa- 
tions, les  relations  qui  les  lient,  ainsi  que  les  applications  du  calcul  intégral 
à  leur  théorie. 

Ce  qui  constitue  la  nouveauté  essentielle  de  ce  traité,  c'est  l'utilisation 
fréquente  des  principes  de  la  géométrie  cinématique  dans  l'étude  de  ces 
courbes.  L'auteur  a  recherché  le  système  mobile  générateur  de  la  plupart 
(les  cas.  II  établit  ensuite  la  base  et  la  roulante  de  chaque  mouvement,  ainsi 
que  les  trajectoires  principales.  C'est  à  notre  point  de  vue  la  plus  belle  ap- 
plication connue  des  principes  de  celte  science  relativement  récente. 

Dans  les  chapitres  qui  suivent,  M.  Wieleilner  fait  ressortir  d'abord  les 
élém'ents  de  la  géométrie  naturelle,  éléments  desquels  il  s'était  déjà  servi 
auparavant,  mais  seulement  en  passant.  Il  les  applique  ensuite  d'une  ma- 
nière très  originale  à  toutes  les  courbes  cycloïdales,  aux  trochoïdes  et  aux 
roulettes  de  diverse  nature.  Le  dernier  chapitre  est  consacré  aux  transfor- 
mations de  coordonnées  et  à  l'emploi  de  celles-ci  dans  la  théorie  de  courbes 
particulières,  comme  les  courbes  en  W,  les  radiales  et  les  arcuïdes. 

De  toute  manière  le  lecteur  trouvera  uu  immense  intérêt  à  l'élude  de  cet 
Ouvrage,  qui  peut  être  considéré  comme  un  exposé  complet  des  principalos 
courbes  connues,  étudiées  à  l'aide  des  théories  les  plus  modernes  de  la 
Géométrie. 

\a.  Crri.irr  (Bicnne). 
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R.  ZoRKTTi.  —  Leçons  d'algèbre,  (classe  de  mathématiques  A  et  B).  —  1  vol. 
in-18  grand-jésus,  cartonné  à  l'anglaise;  ^6'i  p.;  6  fr.  ;  Henry  Paulin  et 
Ci«.  Paris. 

L'ordre  suivi  dans  ces  leçons  d'algèbre,  s'il  n'est  pas  absolument  celui  du 
programme  des  classes  de  mathématiques,  est  tout  à  fait  conforme  à  son 
esprit.  Une  distinction  très  nette  a  été  établie  entre  la  théorie  des  équations 
et  l'étude  des  fonctions.  Il  est  plus  facile  ainsi  d'être  rigoureux  dans  la  pre- 
mière partie  et  de  faire  au  contraire  de  fréquents  appels  à  l'intuition  dans  la 
seconde  comme  l'indique  le  programme  français. 

Dans  le  calcul  algébrique,  on  a,  pour  la  première  fois,  rapproché  toutes 
les  applications  des  nombres  alTectés  de  signes  aux  segments,  angles  arcs, 
coordonnées.  L'élève  se  familiarise  ainsi  plus  facilement  avec  ces  notions 
si  utiles. 

Nous  appelons  tout  particulièrement  l'attention  des  lecteurs  sur  le  soin 
avec  lequel  on  a  traité  la  construction  des  courbes;  toutes  les  données  nu- 
mériques ont  été  construites  avec  rigueur  et  le  graphique  est  aussi  exact 
que  possible.  Le  rôle  des  échelles  a  été  précisé. 

Les  tendances  modernes  de  l'enseignement  juxtaposent  à  l'enseignement 
logique  et  abstrait  l'enseignement  pratique  et  concret.  Dans  cet  excellent 
manuel  l'anteur  montre  comment  les  deux  méthodes  peuvent  et  doivent  co- 
exister dans  l'enseignement  de  l'algèbre  élémentaire. 
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of  the  infinitésimal  déformation  of  a  surface.  -:-  J.  E.  Littlkwood  :  A  gênerai 
iheorem  on  intégral  functions  of  finite  order.  —  A.  E.  H.  Love  :  Note  on 
Weierstrass'  «-function  in  the  calculus  of  variations.  —  W.  H.  Youkg  :  On 
the  uniform  approach  of  a  continuons  function  to  îts  limit.  —  E.  B.  ëlliott  : 
On  the  projective  geometry  of  some  covariants  of  a  binary  quintic. — W.  H. 
YouiNG  :  On  the  inequalities  Connecting  the  double  and  repcated  upper  and 
lower  intégrais  of  a  function  of  two  variables.  —  G.  H.  Hardy  :  Généralisa- 
tion of  a  theorem  in  the  theory  of  divergent  séries.  —  A.  E.  Wester  :  An 
extension  of  Eisenstein's  law  of  reciprocity  (second  paper).  —  W^.  H.  Younc  : 
Oscillating  successions  of  continuons  funclions.  —  L.  J.  Rogers  :  Note  on  a 
soluble  dynamical  problem.  —  M.  Bromwich  :  The  relation  between  the  con- 
vergence of  séries  and  of  intégrais.  —  M.  J.  M.  Hill  :  On  a  formula  for  the 
sum  of  a  finite  number  of  terms  of  the  hypergeometric  séries  when  the  fourth 
élément  is  unity  (second  communication).  —  Hobson  :  On  a  gênerai  conver- 
gence theorem,  and  the  theory  of  the  représentation  of  a  function  by  séries 
of  normal  functions.  —  W^.  J.  Harrison  :  The  influence  of  viscositv  on  ihe 
oscillations  of  superpodcd  fluids. 

Rendiconti  del  Gircolo  Matematico  di  Palermo.  Direttore  G.-B.  Guccia. 

Tomo  XXVL  —  G.  Loria  :  L'opéra  geometrîca  di  A.  Mannheim.  —  M. 
Stuyvaert  :  Deuxième  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches.  —  L.  Kœ- 
m:;sberger  :  Zur  Convergenz  der  Potenzreihen  algebraischer  Funktionen.  — 
H.  W.  E.  JuKC  :  Primteiler  algebraischer  Funktionen  zweier  unabhangigen 
VerUnderlichcn  und  ihr  Verhalten  bei  birationalen  Transformationen.  —  S. 
Medici  :  Sui  gruppi  conformi.  —  Nœther,  Poikcaré,  Segre.  relatore  :  Rela- 
zione  del  concorso  internazionale  per  la  «  Medaglia  Guccia  ».  —  H.*  Poin- 
CARÉ  :  L'avenir  des  mathématiques.  —  E.  Landau  :  Beitriigé  zur  analytischen 
Zahlentheorie.  —  W.  Ludwig  :  Zur  Théorie  der  Berùhrungstransformationen 
der  Kreise  in  einer  Ebene  mit  nichteuklidischer  Massbestimmung.  —  E. 
CiAM  :  Sopra  le  curve  gobbe  razionnli  dotale  di  qualtro  pnuli  d'iperoscula- 
zione.  —  H.  Lrbesgue  :  Sur  la  représentation  approchée  dos  fonctions.  (Ex- 
trait  d'une  lettre   adressée  à   M.  E.  Landau). —  A.  B.  Basset  :  The  consti- 
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tuents  of  a  multiple  point  on  a  surface  ;  On  cuinlic  curves  with  four  cusps.  — 
G.  Kœnigs  :  Sur  une  correspondance  ponctuelle  entre  deux  courbes  gauches. 

—  U.  KôMc  :  Zur  Théorie  der  MAchtigkeiten.  —  L.  Kœnigsberger  :  Uber 
die  Abgrânzuog  der  Lôsungen  einer  algebraischen  Gleichung.  —  G.  Pick  : 
Uber  den  Hang  der  Sylvester'schen  und  der  Bezout'schen  Déterminante.  — 
A.  Capelli  :  Dcterminazione  del  coefiiciente  générale  nello  sviluppo  in  série 
délia  radiée  di  un'equazione  algebrica.  —  (^  Burali-Forti  e  R.  Marcolongo  : 
Per  l'unificazione  délie  notazioni  vettoriali.  (Nota  V«'«  ed  ullima).  —  U.  Cisotti  : 
Esenipio  di  effluso  da  un  recipiente  a  sezione  non  rettilinea.  —  C.  Severini  : 
Aggiunta  alla  Nota  :  «  Studio  sul  primo  teorema  fondamentale  di  Lie.  »  — 
E.  Venerom  :  Sui  connessi  bîlineari  fra  punti  c  rette  negli  iperspazi. 

Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées  dirigées  par  L.  Olivier. 

20«ne  année,  1909;  Arra.  Colin.  Paris. 

N®  7  (15  avril  1909).  —  E.  Borkl  :  La  Théorie  des  Ensembles  et  les  pro- 
grès réccnls  de  la  Théorie  des  Fonctions. 

Revue  Scientifique.  —  47»  année,  1909.  Paris. 

24  avril.  —  Sir  William  Ramsay  :  L'Eleclron  considéré  comme  un  élément. 
8  mai.  —  P.  Puiseux  :  Les  système  rayonnants  de  la  Lune. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques, dirigée  par  H.  de  Vries, 

P. -H.  SciiouTE,  J.  Cardinal,  J.-C.  Kluyver,  VV.  Kapteti^.  Tome  XVI,  2™» 
partie,  octobre  1907,  avril  1908.  Delsmau  en  Nothenius,  Amsterdam. 

Zeitschrift  fftr  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  R.  Mehmke  u. 

c.  RuMGE.  56.  Band,  1908.  —  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

H.  Blasil's  :  Grenzschichten  in  Fliissigkeiten  mil  kleiner  Reibung.  —  Karl 
Heun  :  Die  Grundgleichungen  der  Kinetostatik  der  Kôrperkelten  mit  Anwen- 
dungen  auf  die  Mechanik  der  Maschinen.  —  Birger  Meidell  :  Zum  Fehler- 
gesetz.  —  M.  Tollé  :  Zur  Keplerschen  Bewegung.  —  K.  Wikghardt  :  Uber 
Spannungsverteiluugen  in  Balken  aus  Eisenbeton.  —  Alfred  Jatro  :  Unter- 
suchungen  zur  Statik  des  Stabpolygons,  insbesondere  die  Gestaltbestim- 
mung  betreffend.  —  Friedrich  Schilling  :  Uber  die  Anwendung  der  Flucht- 
punktschiene  in  der  Perspektive.  —  F.  Jung  :  Ableilungs-Bildung  im  raum- 
lichen  Grôssenfelde.  — -  Richard  Kischke  :  Uber  Fehlerabschâtzung  bei 
unondlichen  Produkten.  —  P.  Frôhlich  :  '  Die  dynamischen  Vorgânge  in 
zylindrischen  Schraubenfedern  mit  besonderer  Berûcksichtigung  des  Mas- 
sendruck-Kompensatoren.  —  R.  Schijma4Nn  :  Genauigkeitsuntersuchung  uber 
Messnngcn  an  einer  Dampfturbine.  K.  Tu.  Vahlex  :  Uber  graphische  Zusam- 
mcnsetzung  von  Kriiflen  iin  Raume.  Kleinere  Milteilungen.  —  Bùcherschau. 

—  E.  VVoLFLiNc  :  Technisches  Abhandlungsregister  1905. 

Band  57.  N"»  1  et  2.  —  R.  v.  Mises  :  Théorie  der  Wasserràder.  —  Rich. 
Greiner  :  Ueber  das  Fehlersystem  der  Kollektivmasslehre.  —  Fr.-A.  Wil- 
LKRS  :  Ueber  die  Steighôhe  von  Drachen.  —  Joh.  Thieme  :  Beitrag  zur  gra- 
phischen  Behandlung  der  statisch  unbestimmlen  Syteine.  —  P.  Ernst  :  Bo- 
merkungcn  zu  Petzvals  Théorie  der  Tonsysteine.  —  Kleinere  Mitteiiungen. 

Zeitschrift  fur  das  Realschulwesen,   herausgegeben  von  Em.  CzuBER,   Ad. 
Bechtki.  und  Mor.  GuIskr.  —  XXXlVJahrg.  1909;  Allr.  Hôlder.  VVion. 
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Nos  I  à  3.  —  P.  V.  ScH^NEN  :  Stereoiuetrische  Anaioga  zii  plauimetrischen 
Lehrsâtzen.  —  Iiitemalionale  Komission  fur  Mathematikuntcrricht,  vorlàu- 
liger  Bericht  von  H.  Fehr  ;  IJeberselzung  von  Lothar  v.  Schrutka.  —  P.  v. 
ScH^NBN  :  Ëin  Problem  Fermais. 

ZeiUchrift  fur  mathematischen  and  natorwissenschaftlichen  Untarricht, 

herausgegeben  von  Dr.  H.  Schottew.  39.  Jahrgang,  1908.  —  B.  G.  Teub- 
ner,  Leipzig. 

N«*  1  à  8.  —  K.  Haàge  :  Ein  merkwurdiger  Kreis  des  Dreiecks.  —  H. 
Pfaff  :  Extrême  Kegelschnittsehnen.  —  E,  Strûbler  :  Uber  Brennliniea 
durch  Reflexion.  —  U.  Urban  :  Die  Yerwertune  von  e  im  mathem.  Unterrichte. 
—  Reichenbacher  :  Uber  das  Iterationsprobiem.  —  K.  Haage  :  Uber  das 
Tangentenviereck  ;  Zur  Théorie  der  Lemoineschen  Kreise.  —  Alf.  Gerlach  : 
Das  Masswerk  im  geometrisehen  Unlerrichl. 

Chaque  numéro  contient  en  outre  des  petites  Notes,  sous  la  rubrique 
«  Kleinere  Mitteiluugen  »,  des  notes  pédagogiques  et  des  comptes  rendus 
de  réunions,  des  problèmes  proposés  ou  résolus,  et  des  analyses  bibliogra- 
phiques. 

< 

Comptes  rendus  des  séances  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 

par  les  secrétaires  perpétuels.  Gauthier- Villars,  Paris. 

Premier  semestre,  1909.  —  4  janvier.  —  G.  Darboux  :  Sur  certains  systèmes 
d'équations  difierentielles  linéaires.  —  P.  Bovtroux  :  Sur  les  intégrales  mul- 
tiformes des  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre. 

il  janvier.  —  G.  Darboux  :  Sur  les  familles  de  Lamé  engendrées  par  le  dé- 
placement d'une  surface  qui  demeure  invariable  de  forme.  —  H.  BoiiR  :  Sur 
la  série  de  Dirichlet.  —  Fr.  Severi  :  Sur  les  intégrales  doubles  de  première 
espèce  attachée  à  une  variété  algébrique.  —  W.-H.  Younc  :  Un  théorème 
sur  les  difierentielles.  —  A.  Korn  :  Sur  un  point  critique  particulier  de  la 
solution  des  équations  de  l'électricité  dans  le  cas  où  les  efforts  sur  la  fron- 
tière sont  donnés.  —  H.  Andoyer  :  Sur  la  théorie  de  la  lune. 

18  janvier.  —  H.  Poincaré  :  Sur  quelques  applications  de  la  méthode  de 
M.  Fredholm,  —  W.  Stekloff  :  Sur  une  généralisation  d'un  théorème  de 
Jacobi.  —  M.  Fréchet  :  Toute  fonctionnelle  continue  est  développable  eu 
série  de  fonctionnelles  d'ordres  entiers.  —  J.  Chazy  :  Sur  les  équations  dif- 
férentielles dont  l'intégrale  générale  est  uniforme.  —  J.  Drach  :  Sur  un 
problème  concernant  les  lignes  géodésiques.  —  A.  de  la  Baume-Pluvinel  : 
Sur  un  cuvette  zénithale  photographique. 

25  janvier.  —  E.  Goursat  :  Sur  la  déformation  des  surfaces  à  courbure 
négative. 

1er  février.  —  A.  De.moulin  :  Sur  les  familles  de  Lamé  composées  de  cy- 
clides  de  Dupin.  —  Hadamard  :  Sur  les  lignes  géodésiques  ;  à  propos  de  la 
récente  note  de  M.  Drach.  —  P.  Boutroux  :  Sur  les  intégrales  d'une  équa- 
tion différentielle  algébrique  de  premier  ordre.  —  Stekloff  :  Application 
d'un  théorème  généralisé  de  Jacobi  au  problème  de  Lie-Mayer.  —  Fréchet  : 
Représentation  approchée  des  fonctionnelles  continues  par  une  intégrale 
multiple. 

8  février.  —  E.  Véssiot  :  Sur  l'intégration  des  systèmes  linéaires  à  déter- 
minant gauche.  —  Galbrun  :  Sur  la  représentation  d'une  fonction  à  variable 
réelle  par  une  série  formée  avec  les  polynômes  figurant  dans  les  dérivées 

successives  de  la  fonction  e"~". 
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15  février.  —  G.  Dakboux  :  Construclion  des  systèmes  orthogonaux  qui 
comprennent  une  famille  de  cyclides  de  Dupin. 

22  février.  —  A.  Dëmoulin  :  Principes  de  Géométrie  projective  intrinsèque. 
—  HosTiN«iKY  •  Sur  quelques  figures  déterminées  par  les  éléments  infiniment 
voisins  d'une  courbe  gauche.  —  W.  Stekloff  :  Application  du  théorème  gé- 
néralisé de  Jacohi  au  problème  de  Jacobi-Lie.  —  R.  dk  Moktessus  :  La  re- 
cherche des  racines  de  certaines  équations  numériques  transcendantes.  — 
Lrcornu  :  Sur  la  statique  graphique  de  l'aéroplane.  —  René  Ar?ioux  :  Force 
et  puissance  de  propulsion  des  hélices  aérienne.  --  H.  Poincaré  :  Les  ondes 
hertziennes  et  l'équation  de  Fredholm. 

1«'  mars.  —  L.  Autonnk  :  Sur  la  fonction  monogène  d'une  variable  hyp- 
hercomplexe  dans  un  groupé  commutatif. 

8  mars.  —  S.  Carrus  :  Détermination  des  systèmes  conjugués.  —  Th,  de 
DoNDER  :  Généralisation  du  théorème  de  Poisson.  —  E.  Gouksat  :  Sur  cer- 
tains systèmes  d'équations  difTérentielles.  —  P.  Boutroux  :  Sur  les  intégrales 
uniformes  des  équations  différentielles  algébriques. 

15  mars.  —  J.  Kaag  :  Sur  certains  systèmes  triples  orthogonaux.  —  G. 
Darboux  :  Sur  le  système  d'équations  différentielles  homogènes.  —  E.  Die- 
NES  :  Sur  les  singularités  des  fonctions  analytiques  eu  dehors  du  cercle  de 
convergence.  —  Drzewiecki  :  Equations  fondamentales  pour  l'étude  expéri- 
mentale des  aéroplanes.  —  Etévé  :  Sur  les  mesures  du  coefficient  de  la  ré- 
sistance de  l'air  au  moyen  d'expériences  faites  en  aéroplane. 

22  mars.  —  G.  Darboux  :  Sur  les  systèmes  d'équations  différentielles  ho- 
mogènes. —  E.  GouRSAT  :  Sur  un  procédé  alterné.  —  R.  d'Adhémar  :  Une 
application  du  calcul  fonctionnel  h  l'étude  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles linéaires,  du  3»  ordre,  du  type  hyperbolique.  —  H.  Larose  :  Sur  les 

solutions   particulière  de   léquation  -j- ^  —  —  rz:  0  . 

29  mars.  —  G.  Tzitzkica  :  Sur  certains  systèmes  cycliques.  —  P.  Koebe  : 
Sur  un  principe  général  d'uniformisation.  —  H.  Poincaré  :  Sur  la  diffraction 
des  ondes  hertziennes. 


2.  Livres  nouveaux: 

L.  Automne.  —  Sur  les  groapes  de  matrices  linéaires  non  invertibles. 

—  1  fasc.  in-8o,  79  p.;  5  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

E.  BoRKi..  —  Eléments  de  la  théorie  des  probabilités.  —  1  vol.  in-8"; 

190  p.;  6  fr.  ;  Hermann,  Paris. 

A.  Boulanger.  —  Hydraulique  générale.  —  Principes,  Problèmes  fonda- 
mentaux; Problèmes  à  singularités  et  Applications.  —  2  vol.  in-18;  700  p., 
27  iig.;  10  fr.  ;  Doin  et  iils,  Paris. 

C.  BouRLET. —  Corrigé  des  exerices  du  Cours  abrégé  d'Arithmétique, 
des  éléments  d  Algèbre  et  des  éléments  de  Géométrie.  —  5  vol.  en  vente 
séparément;  Hachette  &  G'®,  Paris. 

J.-V.  CoLLiNs.  —  Pratical  Elementary  Algebra.—  1  vol.  p.  in-16";  'i20  p.; 

1  If,  American  Book  C®,  New- York. 

P.  Crantz.  —  Lehrbuch  der  Mathematik  ftir  hôhere  Mâdchenschulen 

and  Lyzeen.   —  Ans  Gruud  der  neuen  LehrpKïne.  Erster  Teil  :  Fur  hôhere 
Mâdchenschulen.  —  1  vol.  S*»,  176  p.;  2  M.  'lO;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 
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P.  DuHEM.  —  Etudes  sur  Léonard  de  Vinci,  ceux  qu'il  a  lus  et  ceux  qui 

l'ont  lu;  seconde  série,  —  1  vol.  in-So;  474  p.;  15  fr.  ;  Hcrmann,  Paris. 

F.  Klein.  —  Elementarmathematik  vom  hôheren  Standpimkte  au8.Teil  II  : 

6>owe/rie.  Vorlesungeu  gelialten  im  Sommerseraester  1908,  ausgearbeitcl  von 

E.  Hellinger.  —  1  vol.  aulograpliié.  515  p.;  B.-G.  Toubner,  Leipzig. 

G.  DR  Mauro.  —  TrattatO  d'Algebra  ad  uso  dei  licei  c  Dcgristituti  Tec- 
ïiici.    Compilato    secondo    i    vigenli   programnii,   con   prcfazione  del    Prof. 

F.  Rapisardi.  —  1  vol.  521  p    in-16;  3  L.  50;  G.  Battiato,  Galania. 

H.  Mëttler.  —  Widerstand  der  Gase  an  terrestrischeu  und  kosmischcQ 
VorgUgen  erlaulerl.  —  1  broch.  in-S®,  29  p.;  Leemann  &  G»e,  Zurich. 

G. -H.  NooDT.  —  Mathematische  Unterrichtsbûcher  f&r  hôhere  Màd- 

Chenschulen.  —  ï.  Teil  :  Vorschule,  bearbeilet  von  VVrampelmeyer.  2  Hefle, 
34  +  70  Seilen;  95   PF.   —  H.   Teil  :   Ganze  und  gebrochene  Zahlen.  Voa 

G.  Noodl.  gr.  8°.  200  Seilen.  1.  M.  80.  — III.  Teil  :  Burgerliche  Rechnungs- 
arien  Abgekûrzte  Mass-  und  Gewichtsbezeichnungen .  Von  G.  Noodl.  gr.  8*». 
112  Seilen;  1  M.  10.  —  Uebungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra  von 
G.  Noodl.  ErslerTeil.  (Klasse  4  u.  3).  Mit  172  Figuren;  1  M.  —  Velhagen 
&  Klasing,  Leipzig. 

G.  Peano.  —  Yocabulario  commune  ad  Linguas  de  Europa.  —  1  bro- 
chure, 88  p.  in-8o;  Bocca,  Turin. 

H.  PoiNCAKÉ.  —  Leçons  de  Mécanique  céleste.  Tome  II;  ll^  partie.  Théo- 
rie de  la  Lune.  —  1  vol.  in-8",  137  p.  ;  5  fr.  :  Gauthier-Villars,  Paris. 

J.  ScHiCK.  —  Pédale  Katablematik.  —  1  fasc.  79  p.  in-8o;  G.  Franzscher 
Verlag.  Munich. 

R.  Suppantschits<:h.  —  Arithmetik,  III.  Hefl.  Fur  die  dritto  Klasse  der 
Realgymnasien.  —  1  vol.  in-8»,  122  p.,  2  K.;  F.  Tempsky,  VVieu. 

Herm.  Thieme.  —  Die  Elemente  der  Géométrie  (Band  I  des  I.  Teiles  des 
Grundlehren  der  Mathematik  fur  Studierende  u.  f.ehrer).  —  1  vol.  cart.  in-8«, 
394  p.;  9  M.  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

Yegonoff  et  Jaxovit8ch.  —  Gours  de  Trigonométrie  à  l'usage  des  Ecoles 
supérieures.  I.  Résolution  des  triangles,  (en  russe).  —  1  vol.,  p.  in-8*, 
Moscou,  1908. 

Festkrift  til  H.-G.  Zenthen.  Fra  venner  og  élever  i  Aniedning  af  haos 
70  Aars  Fodselsdag  15  februar  1909.  —  1  vol.  in-8o,  156  p.,  avec  un 
portrait;  F.  Host  &  Son,  Gopenhaguc. 

ERRATUM 

No  du  15  mars  1909  (article  de  M.  L.  Leau;,  p.  111,  entre  la  4®  et  la  3« 
ligue  du  bas,  ajouter  : 

«  avec  les  seules  équations  pour  lesquelles  le  minimum  i?i  (X)  est  atteint;  » 


UNE  DEMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 
DE  LA  FORMULE  DU  PENDULE 

par  Sir  George  Greenhill  (Londres). 


Tout  étudiant  en  dynamique  élémentaire  et  en  physique 
ost  tenu  de  connaître  la  démonstration  de  la  formule  don- 
nant la  période  du  pendule  simple  pour  des  oscillations  de 
faible  amplitude;  mais  la  méthode  employée  dans  les  traités 
qu'il  a  à  sa  disposition  manque  de  rigueur,  car  la  formule 
donnant  la  durée  d'une  oscillation  simple,  à  savoir 


(A) 


'V^ 


n'est  démontrée  qu'approximativement. 

Gomme  cette  valeur  n'est  jamais  rigoureusement  exacte, 
sauf  dans  le  cas  idéal  d'un  mouvement  imperceptible  du 
pendule,  il  est  préférable  d'abandonner  toute  approxima- 
tion, et  de  démontrer  que  cette  valeur  (A)  n'est  qu'une  limite 
inférieure,  jamais  atteinte  en  réalité,  mais  suilisamment  ap- 
prochée pour  répondre  aux  besoins  de  la  pratique,  d'autant 
plus  qu'une  limite  supérieure  pourra  se  calculer  aussi  faci- 
lement. 

On  pourra  alors  en  déduire  la  correction  circulaire  de 
l'amplitude  d'oscillalion,  et  l'étudiant  se  rendra  compte  du 
degré  d'approximation  de  la  formule  (A)  pour  une  oscillation 
réelle  du  pendule. 

La  méthode  suivante  est  soumise  à  l'attention  des  profes- 
seurs; tout  calcul  approximatif  a  été  évité;  on  y  a  introduit 
par  (contre  les  symboles  d'inégalité  suivant  les  démonstra- 
tions analytiques  modernes. 

1.  —  Un  point  P  oscille  sur  un  arc  de  cercle  de  H  à  B',  à 
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rexlrémilé  d'un  fil  de  longtieur  l  attaché  en  O  (fig.  1);  si  PK 
est  la  perpendiculaire  al)aissée  de  P  sur  Thorizontale  BB', 
on  a,  en  vertu  du  théorème  des  forces  vives 


(l) 


(vitesse  de  P)*  =  2g  .  PK  . 


^.  PF/.  PK  =  I  .  BP.  PB'  . 


en  vertu  de  la  proposition  C  d'Eiu'lide  du  livre  VI;  cette 
proposition  se  démontre  en  traçant  le  diamètre  PE',  et  en 
considérant  la  similitude  des  triangles  PKB  et  PB'E'. 
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Mais  les  cordes  BP  et  PB'  sont  respectivement  plus  petites 
que  les  arcs  BP  et  PB';  de  sorle  que 

(2)  (vitesse  de  P)»  <  ^  .  arc  BP.  arc  PB'  . 

On  pourra  reporter  Tare  BPAB'  le  long  de  la  tangente  au 
point  le  plus  bas  A  du  cercle,  on  obtiendra  alors  l'horizon- 
tale FTAF',  que  Ton  pourra  étendre  uniformément  dans  un 
rapport  quelconque  de  façon  à  la  rendre  visible. 

La  figure  n'est  pas  exactement  conforme  à  ce  qui  vient 
d'être  dit,  car  F  a  été  choisi  sur  le  prolongement  de  EB  et  T 
sur  le  prolongement  de  EP,  comme  l'exige  une  discussion 
subséquente;  on  n'a  fait  qu'une  seule  figure  afin  d'écono- 
miser de  la  place. 

Traçons  le  cercle  de  diamètre  FF'  et  son  ordonnée  TR, 
nous  aurons  : 

V 

(3)  (vitesse  de  T)«  <  ?  .  FT  .  ÏF'  <  f  .  TR»  ; 

(4)  (vitesse  de  R)»  <  f  .  AR»  , 
(en  vertu  du  triangle  de  vitesse  ATR). 

Lorsque  P  oscille  de  B  à  B',  ou  T  de  F  à  F',  le  point  R 
décrit  un  demi-cercle  de  F  à  F'  avec  une  vitesse  moindre 

que  i/y  .  AR,  de  sorte  que,  tt  .  AR  étant  le  demi-cercle  dé- 
crit sur  FF'; 

TT  .  AR  /7 

(5)  La  durée  d'une  oscillation  de  B  à  B'  >  — y= o"     >  ^  \/  "  ' 

y/f.AR  V* 

et  l'inégalité  >  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  l'égalité  = 
à  mesure  que  Tare  BAB'  devient  plus  petit  et  finit  par 
s'évanouir.  _ 

On  pourrait  remarquer  ici  que  i/^ .  AR  est  la  vitesse  du 

pendule  conique  de  longueur  OF  et  de  hauteur  OA,  décri- 
vant le  cercle  FRF',  en  supposant  que  ce  cercle  ait  tourné 
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autour  de  FF'  de  façon  à  devenir  horizontal;  et  la  période 
de  révolution  est  2îri/-  ,  la  limite  inférieure  de  la  période 

d'une  double  oscillation  du  point  P. 

S'il  s'agit  d'une  élude  élémentaire  dti  pendule,  ce  qui  pré- 
cède peut  être  considéré  comme  suflisanl;  mais  dans  la  dé- 
monstration habituelle,  on  enseigne  à  l'étudiant  que  le  mou- 
vement du  point  P  finit  par  être  un  mouvement  harmonique 
simple  en  ligne  droite,  l'inégalité  (2)  est  alors  remplacée  par 
l'égalité,  et  la  vitesse  varie  comme  la  moyenne  géométrique 
de  la  distance  des  extrémités  de  la  vibration. 

«  Mouvement  harmonique  simple  »^  est  le  terme  employé 
dans  la  Natural  Philosophy  de  Thomson  et  Tait  dans  l'ana- 
lyse de  la  vibration  d'un  son  musical  périodique  par  une 
série  de  Fourier.  Ce  terme  ei^t  très  peu  commode  lorsqu'on 
l'applique  au  pendule  et  l'on  pourrait  avantageusement  le 
remplacer,  comme  on  l'a  proposé,  par  le  mot  vibration 
simple,  qui  est  plus  expressif  et  plus  familier. 

Nous  dirons  donc  que  le  pendule  n'effectue  une  vibration 
simple  que  dans  le  ras  d'un  mouvement  imperceptible. 

Dès  que  le  mouvement  devient  perceptible,  il  faut  avoir 
recours  aux  fonctions  elliptiques  pour  résoudre  le  problème; 
on  peut  dire  dans  ce  cas  que  le  pendule  «bat  la  fonction 
elliptique  ». 

2.  —  Pour  compléter  les  considérations  élémentaires  pré- 
cédentes qui  déterminent  une  limite  inférieure  de  la  durée 
d'oscillation,  il  est  nécessaire  d'en  déterminer  également 
une  limite  supérieure;  nous  continuons  donc  cette  théorie 
en  évitant  toute  approximation  et  en  adoptant  une  méthode 
(|ui  serait  aussi  applicable  au  cas  où  la  question  serait  traitée 
rigoureusement  par  les  fonctions  elliptiques. 

Nous  projetons  le  mouvement,  comme  en  projection  sté- 
réographique,  par  des  rayons  émanant  de  E,  le  point  le  plus 
élevé  du  cercle  sur  lequel  se  meut  le  point  P,  analogues  n 
(les  rayons  lumineux  issus  d'une  source  lumineuse  placée 
en  E;  et  nous  considérons  le  mouvement  de  l'ombre  T  sur 
la  tangente  horizontale  en  A,  le  point  le  plus  bas  du  cercle. 

En  conservant  les  mêmes  lettres,  et  en  supposant  que  T 
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oscille  entre  F  et  F'  on  a  : 

(6)  EP .  ET  =  EB  .  EK  =  ÈA»  . 

La  droite  EPT  coupe  le  cercle  AP  et  la  droite  AT  suivant 
le  même  angle,  de  sorte  que  : 


0) 


vitesse  de  T         ET        ET*  ET* 


vitesse  de  P         EP        ËÂ*  ""  EB  .  EF  ' 


La  similitude  des  triangles  EBP,  ETF,  et  des  triangles 
EB'P,  ETF',  montre  que  : 

BP  _EB_PB^ 

(  )  p.j.  —  gr^,  —  ,^,p,  ; 

EB*  FB*     

(9)  BP .  PB'  =  ^^  .  FT  .  TF'  =  ^  .  TR»  . 

El*  £X2 

par  conséquent,  d'après  (7) 

(lOi  (vitesse  de  Ti*  =  (vitesse  de  P)»  .  _^^L- 

EB*.EF» 

ff  Êï'*  ff     FT*     

=  f  .  BP  .  PB' .  ^^_    =  f  .  ^  .  TRI  , 

'  EB» .  EF'        '     EF» 


(11)  vi 


itesse  de  R  =  t /^^  .  =^  .  AR  , 

y    «      r-  r 


à  cause  du  triangle  de  vitesse  ATR. 

Dans  le  cas  de  petites  oscillations,  ET  se  déplace  très  peu 
entre  les  limites  EF  et  EA,  on  a  donc  : 


(12) 


i/^  .  AR  >  vitesse  de  R  >  i/?  .  |^  .  AR  ; 


et,  en  tenant  compte  de  (5) 

/T  /y  EF 

(13)  Tf  4  /  —  <;  durée  d'oscillation  deBàB'^iri/—.  =-r-   ; 

V  ^  y   ^     EA 

ce  qui  donne  les  limites  inférieure  et  supérieure;  de  plus, 
la  limite  supérieure  tend  vers  la  limite  inférieure  à  mesure 
que  Tamplitude  des  oscillations  diminue. 

A  moins  qu'il  ne  s'agisse  d'une  étude  très  élémentaire  du 
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pendule,  celte  seconde  démonstration   pourra  remplacer  la 
première,  car  elle  n'est  que  légèrement  plus  compliquée. 

3.  —  Si  Ton  représente  l'angle  d'oscillation  BOB'  par  2a  , 
la  moyenne  géométrique  des  limites  (13)  sera 


-       VV-=V.-::fî 


g  cos  -  o 

1 

comme  si  le  plan  d'oscillation  était  incliné  d'un  angle  ^  «  sur 

le  vertical;  cela  nous  donne  la  durée  d'oscillation  avec  assez 
d'exactitude  et  nous  permet  d'estimer  l'erreur  circulaire  due 
à  l'amplitude  de  cette  oscillation  et  la  quantité  dont  le  mou- 
vement réel  du  pendule  s'écarte  du  véritable  mouvement 
harmonique,  ou  vibration  simple,  comme  nous  l'avons  appelé. 
Comme  l'angle  a  est  petit,  nous  pouvons  écrire 

V     g  cos  —  a  V  \  / 


"\/i(*  +  r'"'^«-)  • 


1 

1 

1 

AD 

1 

AD 

4 

sin' 

2 

a 

4 

AE 

8 

/     • 

de  sorte  (|ue  Terreur  circulaire  ou  correction  fractionnaire 
sera  pratiquement 

(16) 

Mais  comme  le  sin  vers,  AD  est  difficile  à  mesurer,  on 
pourra  l'exprimer  en  fonction  de  BB'  par  la  formule  approxi- 
mative 

1     .      -1  i   /ABV         1    /BB'V 

et  BB'  peut  être  facilement  mesuré  avec  exactitude  sur  une 
échelle  horizontale. 

La  durée  réelle  d'une  oscillation  dépasse  de 


/iQ.  100  /BB'V 

(18)  _t-_j    pour  cent 


la  durée  de  l'oscillation  idéale  d'amplitude  imperceptible. 
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Eu  d'autres  lermes,  pour  ramener  la  durée  observée  de 
l'oscillation  visible  à  la  formule  (A)  qui  n*est  valable  que 
pour  les  oscillations  infiniment  petites,  il  faut  la  réduire  par 
une  correction  circidaire  de  même  pourcentage. 

Ainsi,  une  variation  de  un  pour  cent  dans  BB'  occasionne 
une  variation  de  deux  pour  cent  dans  la  correction  circulaire. 

Supposons  par  exemple  que  OB  ait  un  mètre  de  long  dans 
un  pendule  (|ui  bat  la  seconde  lorsqu'il  oscille  sous  un  angle 
de  6°  environ,  c'est-à-dire  lorsque  BB'  =  10  cm.;  la  réduc- 
tion de  la  durée  d'oscillation  à  la   formule  (A)  sera  la  frac- 

1 
tion  g7^  ,  de  sorte  que  dans  un  jour  de  24  heures,  le  pen- 
dule effecluerait,  d'après  la  formule  (A),  ,^  =  13,5  batte- 
ments de  plus;  et  si  BB'  était  de  11  cm.  c'est-à-dire  subissait 
une  augmentation  de  lO^Oi  la  correction  du  pendule  aug- 
menterait de  20^0  et  le  pendule  perdrait  2,7  secondes  par 
jour. 

Un  pendule  «  invar  »  permettra  de  se  rendre  compte  du 
résultat  paradoxal  d'une  correction  négative  concernant  la 
température,  à  cause  de  la  correction  due  à  l'influence  de 
Tair. 

Dans  les  expériences  d'Airy  sur  la  gravité  au  moyen  d'un 
pendule  oscillant  au  fond  d'une  mine  profonde,  la  différence 
observée  représente  à  peu  près  la  moitié  de  la  correction 
due  à  l'influence  de  l'air  ambiant  dans  un  pendule  ordinaire; 
de  sorte  que  le  pendule  d'Airy  oscillant  à  la  surface  aurait 
pu  synchroniser  avec  le  pendule  du  fond  de  la  mine,  à  sup- 
poser qu'il  oscillât  dans  un  air  raréfié  ne  présentant  plus 
que  la  moitié  environ  de  la  densité  atmos[)hérique. 

4.  —  L'équation  (11)  conduit  immédiatement  à  la  solution 
du  problème  par  les  fondions  elliptiques,  dans  le  cas  d'un 
mouvement  à  oscillations  (Kamplilude  finie;  c^ar  on  a,  en 
représentant  l'angle  F.VR  par  (jj. 


(19)  /1»V-?  H! 


et  si  nous  supposons  que  le  cercle  FRF'  tourne  autour  de 
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FF'  de  façon  à  devenir  horizontal 

(20)       =  1  — =  1  —  =-  sin'  ©  =  1  —  sin'  rr  a  sin*  9  . 

EF2  EF»  EP  2 

Il  est  avantageux  de  poser  ^:=  In'  de  sorte  que  n  repré- 
sente la  vitesse  angulaire  de  rotation  d'un  pendule  conic|ne 
de  hauteur  l  autour  de  la  verticale;  on  a  alors 

(21)  ^  =  n1i/i  —  K«sin«y  =  «A(y  ,  x)      ,      x  nz  sin»  i  «  . 

(22)  nt=i  f'p:=:Vf         ou         F(y.x), 

selon  la  notation  de  Legrendre. 

En  renversant  la  fonction,  suivant  Tidée  d'Abel, 

(23)  f  =  ara  «/,       ou       ara  [ni,  x)  , 

dans  la  notation  de  Jacobi;  puis 

1  1 

(24)  AT  =  AF  cos  ^  .       ou       tg  -  5  =  Ijç  -  a  en  /i<  , 

dans  la  notation  de  Gudennan;  alors 

1  1 

(25)  ET  =  EFAf       ou       sec  -  5  =  sec  —  a  dn  /?< 

(26)  8.n-5  =  8,n-«-^=x  j_^  =  x8n,K-n<). 

Prolongeons  RA  jusqu'à  son  intersection  Q  avec  le  cercle 
de  diamètre  AD;  Tangle  ADQ  =  ç;  menons  l'horizontale 
N'QP'  rencontrant  Tare  AB'  en  ?',  puis  Thorizonlale  PQ'N 
rencontrant  la  verticale  AD  en  N;  P'  sera  alors  un  pendule 
analogue  à  P,  oscillant  suivant  le  même  arc  BAB';  et  P'  passe 
par  le  point  le  plus  bas  A  au  moment  où  P  quitte  le  point  le 
plus  élevé  B;  ainsi  P  et  P'  oscillent  en  discordance  de  phase, 
et  Técart  atteint  le  quart  de  la  période  complète.  Or  on  a 

(27)  AD  =  -j^        et       AN  =  ^  =  AD  sin»  ^  . 


AP^'        AE      .— ,, 


(28)     ,       =-.  =  Ç:^  ,  AP'*  =  AD  .  AE  sin»  »  =  AB»  sin»  «  . 
*  '^^         AU 
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el,  en  représentant  l'angle  AOP'  par  5', 

.11  1 

|29)         sin  -  y  zn  sin  -  a  sin  ^  =  x  sn  /it  ,  cos  -  5^  =  da  /i<   , 

dans  la  notation  de  Gudermann. 

En  comparant  ces  formules  aux  formules  (26)  on  sera  con- 
duit aux  relations  concernant  des  fonctions  elliptiques  pré- 
sentant un  écart  de  phase  d'un  quart  de  période  elliptique  K 
dans  l'argument  elliptique  £/,  comme  par  exemple 

l30i  SQ  (K-i/j  =  -; ,         etc. 

du  a 

car 

(31)  ADQ'  =  y'  =  am  (K-n<)   . 

lorsque 

ADQ  zz:  y  =  am  ni  ; 

et  dans  la  notation  de  Legendre 

32)  sin  •'  =  i  .  cos  •'  =  ^  ,  A*   =  r-    • 

133)  cot  7  col  ç'  =z  x'  =  AyAy'   . 

de  sorte  que  la  relation  est  réciproque  enlre  9  el  a.'. 
De  môme 

\\Vi)  AP  =  AB  sin  «'  =  AB  ^^î^  . 

Le  quarl  de  période  elliptique  K  est  défini  par 


1 


135) 


K  =  r'    ^  z=  Ç{\  —  X*  sin»  •)"■»  d9 

le  second  terme  de  la  série  donnant  la  correction  circulaire 

employée  dans  la  formule  (15);  et  les  inégalités  (13)  montrent 

que 

1 

136)  -îr<K<-irsec-a=2_^. 

x' 
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en  employant  la  notalion  des  fonctions  elliptiques, 

.1  1 

(37)  X  =  »in  —  tt  ,  x'  =  cos  -  a  , 

et  -  a  se  nomme  Tangle  modulaire. 

I 

.     2  '^ 
Mais  —7=  est  encore  une  limite  supérieure  de  K,  car 

^  2^^ 

et -j^  714 /sec- a  peut  être  utilisé  comme  valeur  approchée 
de  K,  à  moins  de  0,13%  près  jusqu'à  un  angle  modu- 
laire ^  a  de  30°,  de  0,75<>o  jusqu'à  45°  et  de  3  7o  jusqu\à  60". 

Lorsque  /,  =  l  les  oscillations  du  pendule  sont  de  360°, 
et  K  =  x;  on  obtiendra  une  limite  inférieure  de  K  dans  le 
voisinage  de  x  =  1  en  écrivant 


1 

;7r 


X       t  Vl  -  ^  «i"'  ?        V  \'  +  »  «*"'  f/ J 

1  1   4-   X 

la  première  intégrale  est  ^  'og     ]_[      ,  et  la  seconde  est  finie 

et  devient  log  2  lors([ue  x.  =  1  . 

En  utilisant  cette  approximation,  nous  trouvons  qu'un  pen- 
dule qui  bat  la  seconde  lorsqu'il  effectue  de  petites  oscillations 
mettrait  6,5  secondes  environ  pour  effectuer  une  oscillation 
en  partant  à  une  minute  du  point  le  plus  haut  du  cercle, 
mais  ce  temps  est  théoriquement  infini  si  le  pendule  part 
rigoureusement  de  ce  point.  Cette  instructive  application  nu- 
mérique est  due  à  M.  E.  Lampe  (Berlin).  La  table  de  Legendre 
ne  fournit  pas  la  valeur  de  K  en  (pieslion. 

5.  —  On  peut  démontrer  que  QQ'  passe  par  un  point  fixe  L 
(le  AD,  le  point  de  Landen,  tel  que  EL  =  EF^;   et  que  PP' 
est  tangent  à  l'art!  de  cercle  BLB'  de  centre  E. 
•  Car,  de  la  relation  (33j  on  tire 

40)     x'  =  cos  -  a  =  cot  7  col  y'  =  -^ — -^1,  =     .     ^      ^  r^   =  —  . 

2  ^  '         AQ  .  AQ         triangle  QAQ         LA 


FORMULE    DU   PENDULE  255 

ce  qui  prouve  que  L  est  un  point  fixe  sur  AD; 

..  .T  AD  AEsin'la  ^ 

(41)  AL  = —  =1 —  =  AE  M  -  C08  -  «j  . 

1  4-  C08  —  a        1  +  cos  —  « 

1 
EL  =  EA  cos  -  a  =  EB  , 

et,  puisque 

(42)  ET=  EF  .  Ay  ,  Er  =  EF'.  Aï»'  , 

(43)  ET  .  EV  =  ËF«.  Ay  .  Ay'  =  ÊF«  cos  1  «  =  EA  .  EF  , 

o'est-à-dire  une  constante;  et  par  suite 

(44)  EP  .  EP'  =  EA  .  EB  , 

une  constante  également;  et,  en  tenant  compte  de  la  propo- 
sition G  fn®  1),  nous  voyons  que  la  perpendiculaire  abaissée 
de  E  sur  PP'  a  pour  longueur 

FP     FP' 

(45)  £liLilL  =  EB. 

ce  qui  prouve  que  PP'  est  tangent  au  cercle  BLB'. 
La  similitude  des  triangles  DLQ,  ALQ'  montre  que 

,,..      I-Q        DQ         cos  f  ^  ET        EB        EP' 

LA        AQ         81TI  f  *  EF        Lr         LA 

A  Taide  de  la  figure,  on  pourra  interpréter  la  transforma- 
tion du  second  ordre  de  Landen  au  point  de  vue  dynamique 
et  géométrique. 

Posant  CL  =  X  .  CA,  C  étant  le  centre  du  cercle  AQD,  on  a 

.,-.      1  —  >      DL  1  1  —  x'         ,1 

<^''    rTTi  =  LÂ  =  '^'2«  =  ''  '^  =  rTT"='«  T"  = 

et  en  appelant  ^  Tangle  ALQ  et  ^'  Tangle  CQL,  la  vitesse 
de  Q  sera  donnée  par 

('i8)  AD  ^  ,         ou         LQ  ^  sec  f    . 

^*  AD  ^  AD  df        ,^    .      ,^  df 

49)  — 3-77  =  t-t;  c?©  =  7T^  --Î  =    1  +  x'   —  ; 

'  cos  ^|^'        LQ     ^        AL  Ay         ^  '  Ay 
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et 

(50)      ^^-  =  —=:  >  .   cos  +'  =   V{1-  >«8in«^)  =  A  (+  ,  >)   . 

9in  y  CQ  r  »    \  r  r  ' 

de  sorte  que 


(51) 


Xï(fhi  =  '^  +  ''''Xïif^  =  (*  +  ">'  = 


et,  puisque  ^  croît  de  0  à  7t  lorsque  y  croît  de  0  *  ^  ^' 


(52)  2L  =  ^-J^  =  (I   +  »c')  r^J^f—  =(14-  x'jK 

Il  est  commode  de  poser 

(53)  ni  =  /iK  .  de  sorte  que  A  =  - 

1 


-;  T 


où  T  est  la  période  complète  d'une  oscillation  double;  rê(|ua- 
tion  (51)  montre  alors  que 

(54)  ^-^  sini  2AL  ,     lorsque     ^  =  am  AK  ,  f'  =  am(l  —  A)K   ; 


sn/iKcn/iK 


/Ke:v  OJ.T  .      ,         NQ        AD  8in  f  cos  7         /.,,/, 

55       sn  2aL  =  sin  ^  =  --7-  =  ^r — ^^ =  (1  -h  x     —  j    n.- 

^  '^        QL  AL  .  Af  V    -r      /       eivihK 

ce  qui  est  la  transformation  de  Landen. 
D'une  autre  façon,  puisque 

1 

(56)  ^  =  LDQ  +  LQD  =  y  -f-  -  ir  —  y'  , 

sia  ^  =  cos  (y'  —  f  )  =  sin  ^  sin  f  '  -|-  cos  7  cos  y' 

-  (1   +  X  )  ^^7 . 

comme  dans  f55),  et  de  même 

cos  ^  =  sin  (y'  —  ?)  =  cos  f  sin  ^'  -^  sin  ^  cos  ^' 
(58)  _  cos»  y  __  cos'  y^  __  Ay  >-  Ay'  __  LQ  —  LQ^ 

—      Ay  Ay'     "~     1  —  x'     ~"         2CL 

dont  Finterprétation  géométrique  est  évidente. 
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L'équation  (55)  peut  aussi  s'écrire 


(59)  8n2AL  =  L±JL'y/j 


1  -h  x'  ^  /l  —  dn  *lhK 
-h  dn  2AK  ' 


ce  qui  est  la  seconde  forme  de  la  transformation  de  Landen. 

L'avantage  que  présente  l'emploi  de  AK  et  2AL  comme  ar- 
gument elliptique  réside  dans  le  fait  que  le  module  corres- 
pondant y  est  renfermé  implicitement  et  n'a  pas  besoin  d'être 
indiqué  explicitement. 

Le  temps  que  met  le  pendule  pour  aller  de  P  à  P'  est  le 
même  que  pour  aller  de  fJ  à  A;  c'est  la  moitié  de  la  durée 
d'une  oscillation;  de  sorte  que  Thorizontale  passant  par  L 
divise  Parc  d'oscillation  en  quatre  parties  qui  sont  décrites 
en  des  temps  égaux. 

Par  exemple,  si  Tangle  d'oscillation  est  de  240°,  de  II  à 
X  heures  sur  un  cadran  d'horloge,  L,  coïncide  avec  O,  et  le 
pendule  emploiera  le  quart  delà  durée  d'une  oscillation  pour 
passer  de  la  position  horizontale  à  la  position  verticale,  de 
III  à  YI  heures. 

Si  Tangle  d'oscillation  est  de  300°,  de  I  à  XI  heures,  on 
peut  prouver  que  le  pendule  parcourra  le  même  angle,  de 
III  à  VI  heures,  en  un  sixième  du  temps  nécessaire  pour 
une  oscillation. 

M.  Appell  a  montré  d'une  façon  très  élégante  la  double 
périodicité  de  la  fonction  elliptique,  en  renversant  la  gravité 
au  moment  oii  le  pendule  arrive  en  B;  il  battra  alors  la  fonc- 
tion elliptique  sur  Tare  BEB'avec  le  module  complénientaire 

(comodule)  k   =  cos  ^  a  ,  et  /i  est  changé  en  ni, 

6.  —  Le  mouvement  de  va  et  vient  du  pendule  de  B  à  B' 
est  représenté  par  le  mouvement  de  T,  accompagné  de  la 
révolution  de  R  autourdu  cercle  FRF',  que  Ton  peut  supposer 
dans  un  plan  horizontal. 

La  période  complète  de  ce  mouvement  est 


Kâ/—  ,         ou         2iri/- 

\  S  y  g 


(6!) 

"     g 
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pour  des  oscillations  infiniment  petites;  et  c'est  le  mouvement 
important  lorsque  le  plan  d'oscillation  est  regardé  d'en  face. 

Le  mouvement  de  haut  en  bas  de  P  est  tout  ce  que  Ton 
peut  voir  lorsqu'on  se  place  dans  le  plan  même  d'oscillation; 
et  ce  mouvement  est  accompagné  par  la  révolution  de  Q  au- 
tour du  cercle  AQD,  que  l'on  peut  faire  tourner  d'un  angle 
droit  autour  de  AD  pour  le  rendre  visible,  et  le  mouvement 
(l<i  Q  sera  analogue  à  celui  d'un  pendule  qui  effectuerait  des 
rotations  complètes. 

La  période  de  ces  oscillations  de  haut  en  bas  est  la  moitié 
de  celle  du  mouvement  de  va  et  vient,  c'est-à-dire  qu'elle  est 
de 


(62)  2K 


â/-,         ou         irt/—  secondes 

V  *  y  g 


autrement  dit  la  durée  d'une  oscillation  simple;  cela  repré- 
S(*nte  une  seconde  pour  le  pendule  battant  la  seconde,  la  pé- 
riode complète  du  mouvement  de  va  et  vient  étant  de  deux 
secondes. 

La  détermination  expérimentale  la  plus  exacte  de  g^  s'obtient 
eu  mesurant  la  longueur  L  du  pendule  qui  bat  la  seconde, 
ou  la  longueur  l  du  pendule  qui  bat  /  secondes;  après  avoir 
réduit  celte  longueur  pour  être  ramené  au  cas  d'oscillations 
imperceptibles,  on  aura 

(63)  ^  =  ir«L  =  ir»  ^  . 

Ainsi  la  valeur  g  =  981  ^""/sec»  implique  une  longueur 
L  =-  99,4  cm.,  que  l'on  suppose  trouvée  expérimentalement. 

Il  serait  alors  plus  logique  d'écrire  la  formule  (A),  donnant 
la  durée  d'une  oscillation,  sous  la  forme 


(64) 


4  /  —  ,         au  lieu  de         n  k  /  —  , 


cette  formule  renfermant  directement  la  longueur  mesurée 
L,  au  lieu  du  nombre  calculé^,  sans  parler  de  la  complication 
additionnelle  du  facteur  tt. 
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Un  exposé  de  la  question  ossez  analogue  à  celui  qui  vient 
(l'olre  <lonné  se  trouve  dans  les  Nouvelles  Annales  (1902  et 
4) 

Sir  George  Gheemiill  (Londres). 


19()'-  '  » 


rrradiictîon  de  J.-P.  Dumur,  Genève). 


SUR  LES  VERITES 
ET  LES  MOYENS  DE  LES  DÉCOUVRIR» 

Essais  d'une  classification  nous^elle  des  connaissances. 

Par  H.  Laurent  (Paris). 


Première  Partie 

Vérité.  —  On  dit  en  général  qu'une  vérité  est  l'énoncé  d'un  fait 
incontestable  et  incontesté.  Cette  définition  est  trop  étroite  :  il  y  a 
trop  peu  de  choses  dont  nous  soyons  absolument  sûrs,  nous  allons 
essayer  de  la  généraliser. 

Je  suis  absolument  sûr  d'éprouver  des  sensations  très  diverses  : 
je  jouis,  je  souffre,  je  vois,  j'entends,  je  touche,  je  goûte,  je  perçois 
des  odeurs,  ce  que  j'exprime  en  disant  que  j'ai  des  sens. 

Ktre  et  Sensations.  —  J'en  conclus  que  j'existe  ou  que  je  suis, 
et  j'observe  que  j'ai  senti  bien  avant  de  penser  :  Je  ne  sais  pas 
parce  que  Je  pense^  mais  je  pense  parce  qneje  sais. 

J'éprouve  le  besoin  de  classer  mes  sensations  et  de  les  expliquer, 
cl  cela  dans  l'espoir  d'éviter  celles  qui  sont  désagréables  et  de  pro- 
voquer celles  qui  me  procurent  de  la  jouissance. 

En  dehors  de  ces  faits,  il  n'existe  pas  d'autres  vérités,  si  nous 
maintenons  la  définition  précédente. 


*  Consulter  aussi  ÀtisUse  aux  meiner  ('nterrichts-  u.  Varies hh gspntxis ,  von  Honn.  Schuukht, 
L<>ip7.tg.  1905. 

*  r.c  travail  d'Hcrmnnn  Lnuront  si  OU'^  composé  par  lui  dans  la  dornivro  année  i\e  s%  vie. 
Nous  duvons  k  I  amabilité  do  sa  v<'uve  la  communication  de  cette  œuvre  posthume,  dont  VEnsei- 
fftienient  Mathématique  aura  ainsi  la  primeur,  et  nous  lui  on  adressons  nos  respectueux  remcr- 
fiiMiients.  Nos  Icctiturs  seront  sûrement  intéressés  par  la  lecture  de  ce  mémoire  empreint 
d'une  pensée  philosophique  puissante  et  originale. 

La  Hkdaction. 
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Hypothèses.  —  Mais  pour  satisfaire  le  besoin  de  classer  mes  sen- 
sations, je  suis  conduit  à  faire  des  hypothèses^  c'est-à-dire  à  ad- 
mettre certains  faits  dont  je  ne  suis  pas  absolument  sûr  ;  j'élargirai 
alors  le  sens  du  mot  vérité  et  je  dirai  : 

Une  vérité  est  ou  un  fait  incontestable,  ou  une  hypothèse  plau- 
sible, ou  une  conséquence  d'hypothèses  plausibles  et  non  contra- 
dictoires. 

Mémoire.  —  Il  me  semble  que  j'ai  éprouvé  des  sensations  dans 
un  ordre  déterminé  :  je  fais  cette  hypothèse,  que  je  regarde  comme 
une  vérité  fondamentale,  que  j'ai  de  la  mémoire  et  qu'il  s'est  écoulé 
un  certain  temps  entre  les  perceptions  de  ces  sensations. 

Espace.  —  Pour  m'expliquer  les  sensations  que  j'éprouve,  yerz-éé? 
ce  que  j'appelle  l'espace^  sorte  de  théâtre  dans  lequel  je  place  des 
corps  auxquels  j'attribue  la  cause  de  mes  sensations. 

Une  erreur  assez  répandue  est  de  croire  que  l'espace  a  une  exi- 
stence à  prioriet  indépendante  du  moi;  or,  l'espace  pour  moi  serait 
tout  autre  si  j'étais  doué  du  seul  sens  de  la  vue  et  si  j'étais  immo- 
bile :  je  n'aurais  aucune  idée  de  en  aidant  et  en  arrière.  Je  m'expli- 
querais ce  que  je  verrais  comme  si  tout  se  passait  sur  un  tableau 
sans  épaisseur.  J'aurais  encore  une  toute  autre  conception  de  l'es- 
pace si  j'avais  plus  de  cinq  sens. 

Dans  cet  espace  (création  de  mon  imagina/ion  qui  n'est  autre  chose 
que  la  faculté  de  faire  des  hypothèses),  je  place  non  seulement  des 
corps  quelconques,  mais  encore  des  êtres  doués  comme  moi  de 
sens,  de  mémoire  et  d'imagination  ;  ce  sont  des  hommes  comme 
moi,  puis  des  animaux,  (des  plantes  peut-être). 

A  la  suite  de  ces  hypothèses  je  puis  renoncer  à  Temploi  du^e  ou 
moi,  pour  me  servir  du  nous,  associant  ainsi  au  moi  les  êtres  que 
je  suppose  mes  semblables. 

Nos  Facultés.  —  Une  analyse  de  nos  sensations  nous  a  conduit 
à  constater  que  nous  étions  doués  de  sensibilité,  de  mémoire, 
d'imagination.  Nous  avons  encore  une  autre  faculté,  c'est  la  »'o- 
lonté  qui  implique  la  liberté,  ou  plut(^t  le  libre  arbitre,  faculté  res- 
treinte d'accomplir  certains  actes  dictés  par  notre  volonté. 

Raison,  Raisonner,  Raisonne.ment.  —  Pour  expliquer  et  prévoir 
nos  sensations  nous  faisons  des  hypothèses  et  nous  en  tirons  des 
conclusions  qui  sont  les  vérités;  c'est  ce  qu'on  appelle  raisonner, 
faire  des  raisonnements,  c'est  avoir  de  la  raison,  quand  nous  rai- 
sonnons, nous  faisons  mentalement  une  hypothèse  ;  dire  que  nous 
raisonnons yV/s^e,  c'est  dire  que  nous  admettons  que  nos  conclu- 
sions ne  sont  pas  en  contradiction  avec  nos  hypothèses. 

Idée  et  idées,  —  Une  idée  est  un  élément  de  la  pensée,  une  re- 
présentation que  nous  nous  faisons  d'une  chose  possible  ou  non. 

L'origine  de  nos  idées  se  trouve  dans  nos  sens;  un  individu  né 
dépourvu  de  sens  n'aurait  aucune  idée  ;  c'est  cette  opinion  que  Ton 
a  <jualifiée  de  ^rosslev  mécanisme  des  sens;  ce  mécanisme  n'est  pas 
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si  grossier,  car  c'est  en  faisant  usage  de  nos  sens  que  nous  avons 
doté  l'humanité  des  belles  découvertes  de  la  science.  On  peut  dire 
enfin  que  les  idées  innées,  c'est-à-dire  ayant  une  autre  origine  que 
nos  sens,  n'existent  pas.  On  a  cité  comme  idées  innées  :  celle  de 
VêtrCy  du  parfaity  de  Yinfinij  Vidée  de  cause,  f/idée  de  l'être,  c'est 
ridée  du  moi,  du  toi,  du  lui.  Or  l'idée  du  moi  est  la  première  qui 
se  présente  à  l'esprit,  parce  qu'on  jouit,  on  souffre,  on  sent;  c'est- 
à-dire  parce  qu'on  a  des  sens  ;  l'idée  du  toi,  du  lui,  provient  d'une 
hypothèse  très  plausible,  imaginée  pour  expliquer  nos  impressions, 
l/idée  du  parfait  n'est  que  la  généralisation  de  l'idée  de  l'impar- 
fait qui  ne  satisfait  pas  complètement  nos  sens.  Quant  à  l'idée  de 
Vinfinij  c'est  une  idée  vague  si  l'on  n'explique  pas  ce  qu'on  entend 
par  ce  mot  infini.  Une  idée  ne  consiste  pas  dans  un  mot  dénué  de 
sens.  En  définissant  le  mot  infini  nous  verrons  que  l'idée  de  l'in- 
fini a,  comme  les  autres,  son  origine  dans  nos  sens,  c'est-à-dire 
n'existerait  pas  si  nous  n'avions  pas  de  sens.  L'idée  de  cause 
est  la  suite  de  l'idée  d'effet  et  nous  ne  pouvons  penser  qu'aux 
causes  dont  les  effets  sont  connus  par  nos  sens.  Au  reste,  de 
quelle  utilité  est  pour  nous  la  connaissance  de  l'origine  de  nos 
idées?  L'essentiel  est  que  nous  en  ayons  et  qu'elles  soient  bonnes 
et  fécondes. 

Philosophes.  —  Si  les  philosophes  veulent  poursuivre  un  but  ré- 
ellement utile  et  ayant  un  caractère  scientifique,  il  faut  qu'ils  se 
débarrassent  des  restes  de  l'ancienne  scolastique  et  qu'ils  se  con- 
tentent de  spéculer  sur  des  objets  bien  déterminés,  en  un  langage 
aussi  simple  que  possible  et  en  ne  se  servant  que  des  mots  du  vo- 
cabulaire usuel;  s'ils  créent  des  mots  nouveaux,  il  faut  en  donner 
une  définition. 

Philosophie.  —  Un  des  objets  de  la  philosophie,  sinon  son  unique 
objet,  sera  de  chercher  les  moyens  de  découvrir  la  vérité  et  d'éviter 
l'erreur.  C'est  là  l'objet  de  toutes  les  sciences  ;  mais  la  philosophie 
n'est  pas  précisément  une  science  :  en  efl'et  une  science  poursuit  la 
recherche  de  vérités  d'une  espèce  déterminée  et  elle  s'occupe  de  la 
classification  de  ces  vérités. 

La  philosophie  ne  s'occupe  pas  d'une  vérité  plutôt  que  d'une  autre, 
elle  ne  classe  pas  les  vérités  ;  elle  synthétise  toutes  les  sciences,  sans 
marquer  de  préférence,  et  elle  a  pour  objet  de  leur  servir  de  guide 
dans  leurs  recherches  des  vérités  particulières  et  de  la  vérité  en 
général. 

Pour  étudier  une  science  avec  fruit,  il  est  essentiel  de  savoir  en 
dégager  les  principes  fondamentaux  et  féconds,  c'est  ce  que  la  phi- 
losophie nous  apprend  à  faire. 

Sans  doute  un  géomètre,  un  physicien,  un  naturaliste  peuvent 
faire  de  grandes  découvertes  et  en  tirer  des  conséquences  impor- 
tantes sans  avoir  jamais  ouvert  un  livre  de  philosophie,  mais  ce 
seront  alors  des  philosophes  sans  le  savoir. 

L'EnKeigni'mcnt  inathém.,  11*  jinnr>e:  1900.  17 
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Avant  d'étudier  les  méthodes  générales  des  sciences,  il  est  bon 
de  connaître  le  terrain  sur  lequel  on  va  marcher;  pour  profiter  de 
l'étude  de  la  philosophie,  il  faut  avoir  déjà  des  notions  sur  les  di- 
verses branches  des  connaissances  humaines. 

Ce  n'est  pas  par  une  théorie  du  syllogisme  que  Ton  apprendra  à 
raisonner,  c'est  en  faisant  raisonner  sur  des  sujets  simples  et  bien 
déterminés,  c'est  par  la  pratique  ;  à  ce  point  de  vue,  l'étude  de 
l'arithmétique  est  peut-être  la  meilleure  école  pour  un  débutant; 
elle  est  bien  meilleure  que  l'étude  de  la  géométrie  dont  les  com- 
mencements sont  logiquement  très  défectueux. 

Le  Langa(;e.  —  Pour  se  civiliser  l'homme  doit  acquérir  les  con- 
naissances qui  augmentent  sa  puissance  d'action  sur  les  choses  et  la 
diminue  sur  ses  semblables. 

La  plus  précieuse  découverte  de  l'homme,  qui  ne  s'est  sans  doute 
pas  faite  brusquement,  a  été  celle  du  langage  qui  distingue,  d'après 
les  naturalistes,  l'homme  de  la  bête,  «  l'homo  sapiens  »  des  autres 
anthropomorphes. 

Que  devrait  être  une  langue  parfaite? 

Dans  une  langue  parfaite  les  mots  devraient  être  composés  d'un 
petit  nombre  de  syllabes,  d'autant  plus  courts  que  leur  usage  serait 
plus  fréquent;  des  règles  simples,  sans  exception,  devraient  prési- 
der à  la  construction  des  phrases.  Enfin  cette  langue  devrait  être 
pauvre,  c'est-à-dire  ne  renfermer  que  le  nombre  de  mots  néces- 
saire à  exprimer  nettement  les  idées,  mais  d'une  seule  façon.  Dans 
une  pareille  langue,  il  n'y  aurait  ni  article,  ni  genre,  il  n'y  aurait 
([ue  des  verbes  à  trois  temps  :  présent,  passé,  futur  ;  et  ces  verbes 
devraient  tous  se  former  régulièrement  avec  le  verbe  être,  le  seul 
absolument  nécessaire.  D'une  pareille  langue,  on  ne  pourrait  a/?/-/- 
ori  rien  affirmer  sur  la  manière  dont  on  pourrait  en  faire  usage 
pour  charmer,  convaincre  et  séduire. 

Comme  il  n'est  pas  possible  de  modifier  les  langues  e.xistantes, 
les  savants  ont  dû  créer  pour  leur  usage  des  langages  convention- 
nels plus  précis  que  les  langues  courantes  et  qui  sont  compris 
partout.  La  notation  algébrique  est  un  de  ces  langages,  le  même 
dans  tous  les  pays  ;  les  noms  scientifiques  des  animaux,  des  plantes 
sont  les  mêmes  pour  les  naturalistes  du  monde  entier. 

Le  langage  a  pour  but  de  permettre  aux  hommes  de  se  communi- 
quer leurs  idées;  il  a  en  outre  pour  effet  de  faciliter  la  combinaison 
des  idées  dans  le  cerveau  d'un  seul  individu;  cela  est  si  vrai  que 
pour  indiquer  que  quelqu'un  connaît  bien  une  langue,  nous  disons 
qu'il  pense  dans  cette  langue. 

L'Kc«rruRE.  —  Le  langage  a  été  complété  par  l'écriture  qui  le 
fixe,  et  l'écriture  a  été  rendue  possible  et  simple  par  la  création  de 
l'alphabet.  Les  peuples  qui  ont  un  alphabet  simple,  composé  d'un 
petit  nombre  de  lettres,  jouissent  d'un  élément  de  civilisation  qui 
les  met  infiniment  au-dessus  des  autres. 
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Si,  comme  les  Chinois,  on  est  obligé  de  passer  sa  vie  à  apprendre 
sa  lan^gue,  il  ne  reste  plus  de  temps  pour  acquérir  les  connaissances 
nécessaires  à  se  procurer  le  bien-être  matériel  dont  jouissent  les 
peuples  civilisés. 

Digression,  —  On  ne  modifie  pas  une  langue  à  son  gré,  les  gens 
qui  veulent  le  faire  se  heurtent  à  des  difficultés  presque  insurmon- 
tables; la  preuve  en  est  cette  réforme  de  Torthographe,  si  difficile 
à  obtenir;  de  même  une  réforme  qui  abrégerait  considérablement 
les  études  des  tout  jeunes  enfants  et  qui  consisterait  à  remplacer 
les  mots  onze,  douze,  treize  ...  par  dix  un,  dix  deux  ...  n*a  pu  encore 
s'établir.  De  même  les  anglais  (pas  les  savants)  affirment  avec  con- 
viction que  le  système  métrique  est  plus  compliqué  que  leur  sys- 
tème de  poids  et  de  mesures. 

De  cette  digression  tirons  quelques  conclusions  philosophiques. 
Lorsque  Foi)  veut  raisonner  juste,  il  faut  chercher  à  s'affranchir 
de  toute  idée  préconçue;  le  raisonnement,  Texpérience,  l'observa- 
tion simple  des  faits  peuvent  être  et  sont  souvent  faussés  par  l'in- 
fluence des  idées  préconçues.  Les  idées  préconçues  ont  leur  ori- 
gine: 1°  dans  l'atavisme,  2°  dans  notre  éducation,  3°  dans  l'intérêt, 
le  désir,  que  nous  pouvons  avoir  de  parvenir  à  un  résultat  déter- 
miné à  l'avance. 

Poursuivons  maintenant  l'objet  principal  que  nous  avons  en  vue  : 
à  savoir  les  moyens  de  trouver  la  vérité. 

Observation,  —  Parmi  ces  moyens,  le  plus  simple,  celui  qui  a 
du  se  présenter  le  premier  à  l'homme  primitif,  a  été  l'observation 
pure  et  simple  des  faits,  ou  plus  exactement  l'attention  portée  sur 
nos  impressions. 

L'observation  conduit  à  formuler  certaines  lois  qui  ne  sont  que 
des  hypothèses,  pour  simplifier  ces  lois  ;  pour  les  expliquer  et 
surtout  pour  prévoir  le  retour  de  certains  phénomènes  dans  des 
circonstances  déterminées,  nous  créons  :  1**  le  Temps,  2^  un  cer- 
tain espace  auquel  nous  attribuons  des  propriétés  qui  ne  sont 
pas  en  désaccord  avec  nos  impressions  et  qui  sans  doute  seraient 
tout  autres  si  nous  avions  d'autres  sens. 

J'ajouterai  que,  probablement  ici  encore,  d'abord  l'atavisme, 
ensuite  le  désir  de  voir  la  vérité  sous  une  forme  donnée,  jouent 
un  rôle  considérable  dans  la  manière  dont  nous  avons  pris  l'ha- 
bitude de  concevoir  l'espace. 

Lorsque  par  l'observation  on  a  accumulé  un  certain  nombre  de 
laits,  une  question  se  pose  :  tous  ces  faits  sont-ils  indépendants? 
ou  bien  les  uns  ne  sont-ils  pas  la  conséquence  forcée  d'un  petit 
nombre  des  autres?  Si  certains  faits  sont  des  conséquences  des 
autres,  on  pourra  les  éviter  ou  les'reproduire,  si  l'on  peut  éviter 
ou  reproduire  le  nombre  des  faits  causes. 

A  partir  du  moment  où  l'on  se  pose  ce  genre  de  questions,  on 
commence  à  raisonner,  c'est-à-dire  à  tirer  des  conclusions  des 
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vérités  secondaires  et  des  hypothèses  ou  vérités  primaires  que 
Ton  avait  admises  a  priori. 

Expériences.  —  Puis  on  fait  des  expériences  pour  vérifier  les 
hypothèses  et  leurs  conclusions  ;  Texpérience  se  compose  d'un 
raisonnement  et  d'une  observation  ;  le  raisonnement  est  de  la 
forme  suivante  :  si  telle  chose  est  vraie,  telle  autre  le  sera;  l'ob- 
servation consiste  à  voir  si  effectivement  telle  autre  chose  est. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  qu'il  y  a  trois  modes 
de  recherche  de  la  vérité  :  l'observation,  le  raisonnement  simple 
et  Texpérience.  On  a  voulu  en  conclure  qu'il  y  avait  trois  espèces 
de  sciences  :  les  sciences  de  raisonnement,  les  sciences  physi- 
ques ou  expérimentales,  et  les  sciences  naturelles  ou  d'observa- 
tion. 

Or,  toutes  les  sciences  ont  tour  à  tour  recours  à  l'observation, 
au  raisonnement  et  à  l'expérience;  ce  que  l'on  peut' dire,  c'est 
qu'à  mesure  qu'une  science  se  perfectionne,  l'observation  y  joue 
un  rôle  de  plus  en  plus  effacé,  alors  que  le  raisonnement  finit  par 
y  jouer  le  nMe  capital. 

But  de  la  Philosophie.  —  Le  but  de  la  philosophie  se  dégage 
nettement  de  ce  qui  précède  ;  elle  devra  nous  indiquer  à  la  fois 
comment  il  faut  observer,  comment  il  faut  raisonner  et  comment 
il  faut  expérimenter  pour  trouver  la  vérité  et  éviter  l'erreur. 

Dec;rés  dans  l'Observation.  —  Il  y  a  plusieurs  degrés  dans  l'ob- 
servation. En  effet,  une  observation  peut  se  borner  à  la  récepti- 
vité pure  et  simple  d'une  impression;  elle  peut,  au  contraire,  être 
enregistrée  avec  soin  et  avec  toutes  les  circonstances  qui  l'ont 
accompagnée.  En  d'autres  termes  on  peut  :  voir  ou  regarder,  en- 
tendre ou  écouter,  toucher  ou  palper,  goûter  ou  déguster,  sentir 
ou  renifler.  Enfin  on  peut  regarder,  écouter,  palper  avec  une 
attention  plus  ou  moins  grande;  l'attention  avec  laquelle  on  peut 
appliquer  ses  sens  est  un  don  de  la  nature  qui  peut  se  perfection-  . 
ner  par  l'éducation. 

Pour  bien  observer,  il  est  donc  nécessaire  d'être  préparé  par  une 
éducation  bien  dirigée  et  d'avoir  l'attention  toujours  maintenue 
en  éveil.  11  faut  encore  observer  sans  parti  pris  et  sans  vouloir 
infirmer  ou  confirmer  une  thèse  déterminée. 

Mais  il  y  a  des  observations  que  l'on  ne  peut  faire  soi-même,  il 
faut  s'en  rapporter  au  témoignage  des  autres,  et  il  y  a  lieu  de  dis- 
cuter la  valeur  de  ce  témoignage.  Une  observation  que  l'on  ne 
connaît  que  par  une  description  peut  avoir  la  valeur  d'une  obser- 
vation personnelle  :  1°  si  elle  n'a  rien  de  contraire  à  ce  que  nous 
savons  pertinemment  d'ailleurs,  si  par  exemple  elle  n'a  rien  de 
contraire  aux  lois  de  la  nature;  2**  si  elle  est  rapportée  par  des 
gens  consciencieux,  incapables  de  tromper,  c'est-à-dire  éclai- 
rés, probes,  et  n'ayant  aucun  intérêt  à  voir  les  faits  qu'ils 
rapportent  revêtir  une  forme  particulière  ;  3^  enfin   si  plusieurs 
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témoins  d'un  même  fait  en  font  séparément  la  description  et  si 
ces  descriptions  sont  concordantes. 

Règles  de  Vart  de  raisonner.  —  Ce  n'est  pas  en  donnant  des 
rè«(les  qu'on  apprend  à  raisonner  ;  en  vertu  de  l'adage  «  niagis 
prosunt  exempla  quam  prœcepta  »,  pour  bien  apprendre  à  raison- 
ner, il  faut  suivre  les  leçons  d'un  maître  instruit,  lire  les  œuvres 
des  savants  et  contrôler  les  raisonnements  que  l'on  fait  toutes  les 
fois  que  c'est  possible.  Mais  si  les  règles  sont  à  peu  près  inutiles 
au  point  de  vue  pratique,  il  n'en  est  pas  moins  intéressant  d'étu- 
dier les  éléments  de  l'art  de  raisonner,  c'est  ce  que  nous  allons 
faire.  D'ailleurs  la  théorie  ne  nuit  pas  à  la  pratique  et  lui  est  sou- 
vent utile. 

Raisonner,  c'est  chercher  les  conséquences  de  certaines  hypo- 
thèses ou  de  certaines  vérités  qui  sont  elles-mêmes  des  consé- 
quences d'hypothèses  antérieures.  Si  donc  on  décompose  un  rai- 
sonnement en  ses  éléments,  on  devra,  dans  chaque  élément 
trouver  d'abord  une  vérité  A,  une  hypothèse  ou  vérité  secondaire  et  * 
finalement  une  autre  vérité  C  conséquence  de  A. 

Or,  une  vérité  est  l'afTirmation  ou  la  négation  d'un  fait  et  une 
négation  est  au  fond  une  affirmation,  car  nier  un  fait,  c'est  affir- 
mer que  ce  fait  n'est  pas.  Donc  tout  raisonnement  commence  par 
une  affirmation,  il  doit  se  terminer  par  une  autre  affirmation  ; 
toute  affirmation  de  la  forme  A  est  B,  tout  raisonnement  com- 
mençant ainsi  A  est  B  se  termine  d'une  façon  analogue  C  est  D  ; 
or,  E  est  D  parce  que  A  est  B  et  uniquement  parce  que  A  est  B  ; 
cela  peut  tenir  à  ce  que  C  n'est  autre  chose  que  A,  et  B  n'est 
antre  chose  que  D,  le  raisonnement  sera  complet  si  Ton  fait  cette 
remarque.  Ce  qui  revient  à  dire  qu'un  raisonnement  peut  consis- 
ter à  remarquer  que  deux  affirmations  sont  équivalentes. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  affirmations  ne  soient  pas  équiva- 
lentes, la  seconde  ne  peut  alors  être  qu'un  cas  particulier  de  la 
première  qui  doit  être  plus  générale  et  pour  compléter  le  raison- 
nement il  faut  faire  remarquer  que  C  est  un  cas  particulier  de  A 
et  B  est  un  cas  particulier  de  D. 

Syllo«isme.  —  Un  raisonnement  élémentaire  tel  que  celui  qui 
précède  est  un  syllogisme^  et  tout  raisonnement  plus  com'pliqué 
se  compose  nécessairement  de  syllogismes  réellement  énoncés  ou 
sous-entendus. 

Dans  le  syllogisme  il  y  a  donc  trois  propositions,  que  l'on  ap- 
pelle majeure,  mineure  et  conclusion  et  qu'il  serait  plus  rationnel 
d'appeler  hypothèse,  intermédiaire  et  conclusion. 

Vw  raisonnement  se  composera  en  général  d'une  suite  de  syllo- 
gismes dans  laquelle  la  conclusion  de  l'un  d'eux  sera  l'hypothèse 
du  suivant  ou  dans  laquelle  l'ensemble  des  conclusions  de  plu- 
sieurs d'entre  eux  sera  l'hypothèse  de  l'un  des  suivants. 

Pour  qu'un  raisonnement  soit  probant,  il  est  nécessaire  et  suf- 
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fisant  que  tout  syllogisme  dont  il  se  compose  soit  bien  construit, 
c'est-à-dire  que  son  hypothèse  soit  considérée  comme  une  vérité 
ou  comme  une  conséquence  d'hypothèses  non  contradictoires, 
considérées  a  priori  coïwim  des  vérités;  que  sa  proposition  inter- 
médiaire soit  l'énoncé  d'une  autre  vérité  et  que  la  conclusion 
résulte  de  l'énoncé  des  deux  autres  propositions. 

Si  l'on  se  donne  ainsi  la  peine  de  décomposer  un  raisonnement 
en  ses  éléments  syllogistiques,  et  si  l'on  soumet  ces  éléments  à  la 
critique  dont  nous  venons  de  parler,  on  sera  à  peu  près  sur  de  se 
convaincre  qu'un  raisonnement  est  faux  ou  exact. 

Génie  créateuk.  Don  naturel.  — Pour  découvrir  des  vérités  par 
le  raisonnement,  il  ne  suffit  pas  de  faire  un  raisonnement  juste,  il 
faut  savoir  choisir  ses  hypothèses  de  façon  qu'il  en  sorte  des 
conclusions  nouvelles  et  intéressantes;  et  cela,  c'est  le  propre  du 
génie  créateur,  c'est  un  don  naturel  qui  ne  s'apprend  pas,  mais 
qu'on  peut  développer  ou  étouffer. 

Analyse  et  synthèse,  —  11  nous  faut  maintenant  parler  des  deux 
méthodes  employées  pour  établir  la  vérité  :  l'analyse  et  la  syn- 
thèse ;  on  en  a  donné  bien  des  définitions  jusqu'à  présent,  il  me 
semble  qu'elles  ont  manqué  de  clarté 

L'analyse  et  la  synthèse  répondent  à  des  facultés  inégalement 
développées  chez  les  divers  individus. 

La  synthèse  consiste,  après  avoir  soupçonné  ou  deviné  une 
vérité,  à  l'établir  d'une  façon  rigoureuse,  par  une  suite  de  syllo- 
gismes dont  l'hypothèse  première  est  la  vérité  à  établir  et  dont 
les  conclusions  successives  doivent  aboutir  à  des  vérités  qui,  si 
elles  étaient  prises  comme  hypothèses,  auraient  pour  conséquence 
finale  la  vérité  donnée.  La  synthèse,  considérée  comme  méthode 
d'investigation,  conduira  souvent  à  un  résultat  négatif.  La  vérité 
devinée  ou  soupçonnée  ne  sera  pas  une  vérité,  mais  cette  néga- 
tion équivaut  à  une  vérité  autre  que  celle  qui  avait  été  soupçon- 
née et  qui  peut  avoir  de  l'intérêt. 

Analyse,  —  L'analyse  consiste,  au  contraire,  à  partir  de  cer- 
taines hypothèses  habilement  choisies^  et  à  en  déduire  une  série 
de  conclusions,  à  l'aide  de  propositions  intermédiaires  ingénfeu- 
ses,  et  dont  la  dernière  peut  être  une  vérité  nouvelle  importante. 

Résumé.  —  Kn  résumé  la  synthèse  suppose  le  génie  de  la  divi- 
nation, c'est  une  méthode  de  vérification.  L'analyse  suppose  le 
génie  de  l'invention,  c'est  une  méthode  de  recherches.  On  conçoit 
alors  qu'à  mesure  qu'une  science  se  perfectionne,  l'instrument 
analytique  finisse  par  la  dominer  et  que  la  synthèse  devienne  de 
plus  en  plus  difficile,  cela  bien  entendu  quand  on  ne  borne  pas 
son  rôle  à  démontrer  les  vérités  déjà  mises  en  évidence  par  l'ana- 
lyse. 

Disons  encore  qu'il  y  a  souvent  lieu,  de  substituer  après  coup, 
la  synthèse  à  l'analyse  quand  il  s'agit  de  simplifier  l'exposition. 
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Expérience,  —  I/expérience  est  un  moyen  puissant  de  décou- 
vrir la  vérité  et,  contrairement  à  ce  que  l'on  pourrait  croire 
diaprés  l'idée  que  l'on  se  fait  des  sciences  mathématiques,  Texpé- 
rience  y  joue  souvent  un  rôle  important;  l'expérience  a  pour  base 
un  syllogisme  qui  revêt  la  forme  suivante  :  si  A  est  B  et  si  B  est 
(-,  A  sera  C.  C'est  l'observation  qui  doit  montrer  si  l'hypothèse 
et  l'intermédiaire  sont  exacts;  souvent  l'hypothèse  est  une  vérité, 
d'autres  fois  c'est  l'intermédiaire  qui  est  une  vérité  acquise  ;  le 
génie  de  l'expérimentateur  consistera  à  savoir  formuler  judicieu- 
sement les  deux  premières  propositions,  de  manière  à  en  déduire 
une  conclusion  importante.  L'expérimentateur  devra  donc  otro 
doublé  d'un  observateur  habile,  l'un  et  l'autre  pourront  être  diiï'é- 
rents. 

I/expérience  joue  un  rùle  important  dans  les  sciences  mathé- 
matiques et  dans  les  sciences  dites  de  raisonnement,  elle  n'est 
pas  l'apanage  exclusif  des  sciences  physiques. 

f^e  rAle  de  l'expérience  est  très  varié  :  c'est  d'abord  un  puissant 
moyen  de  vérification  du  raisonnement  ;  supposons,  en  effet,  que 
l'on  ait  découvert  une  proposition  soit  par  l'analyse,  soit  par  la 
synthèse;  cette  proposition  en  contient  généralement  un  grand 
nombre  d'autres,  qu'il  peut  être  facile  de  vérifier  par  l'observa- 
tion, ces  vérifications  possibles  sont  en  quelque  sorte  des  expé- 
riences. On  démontre,  par  exemple,  que  les  difTérences  des 
carrés  des  nombres  entiers  successifs  sont  les  nombres  1,  3,  5,  7, 
c'est-à-dire  tous  les  nombres  impairs  ;  il  sulïit  d'en  faire  l'expé- 
rience, c'est-à-dire  de  former  les  carrés  des  nombres  entiers  : 
à  savoir,  0,  1,  4,  9  et  de  constater  qu'effectivement  leurs  diffé- 
rences successives  sont  1,  3,  5,  7.  Autre  exemple  :  on  démontre 
cfue  les  diagonales  d'un  rectangle  sont  égales;  pour  le  vérifier, 
il  suffit  de  tracer  un  certain  nombre  de  rectangles  sur  le  papier 
et  de  mener  leurs  diagonales  pour  constater  qu'elles  sont  bien 
Cigales. 

L'expérience  peut  conduire  à  des  résultats  qu'on  n'a  plus  qu'à 
vérifier  par  la  synthèse;  cette  vérification  est  parfois  fort  diflicile; 
ainsi  l'expérience  tend  à  prouver  ([ue  tout  nombre  pair  est  la 
somme  de  deux  nombres  premiers,  proposition  que  l'on  n'est  pas 
cMicore  arrivé  à  démontrer  en  toute  rigueur. 

L'expérience  est  un  puissant  moyen  d'investigation,  mais  les 
vérités  qu'elle  prétend  établir  sont  loin  d'avoir  la  certitude  de 
celles  que  l'on  découvre  par  le  raisonnement.  On  ne  peut  pas 
répéter  indéfiniment  les  expériences  et  si  l'on  a  constaté  mille 
fois,  un  million  de  fois,  qu'un  nombre  pair  est  la  somme  de  deux 
nombres  premiers,  on  ne  peut  affirmer  qu'il  n'y  a  pas  un  nombre 
pair  faisant  exce|)tion  à  cette  règle;  on  connaît,  en  effet,  des  pro- 
j)riétés  qui  appartiennent  à  tous  les  nombres  entiers  à  l'exception 
d'un   seul.  On   a  cru  longtemps  qu'un  corps  renfermé   dans  un 
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espace  vide  ne  changeait  pas  de  poids,  parce  que  des  expériences 
indéfiniment  répétées  avaient  confirmé  cette  loi  ;  aujourd'hui,  on 
a  constaté  que  le  radium  faisait  exception  à  la  règle. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  des  moyens  généraux  de  par- 
venir à  la  découverte  de  la  vérité;  nous  allons  maintenant  consi- 
dérer les  moyens  particuliers  et  en  quelque  sorte  entrer  dans  le 
domaine  de  l'application . 

Définition.  —  Le  point  de  départ  d'un  raisonnement  est  souvent 
une  définition,  c'est-à-dire  la  description  sommaire  d'un  objet, 
l'énoncé  d'une  ou  de  plusieurs  de  ses  qualités  fondamentales.  La 
définition  peut  être  celle  d'un  objet  connu  ou  bien  celle  d'un  objet 
nouveau;  cetle  dernière  est  arbitraire,  car  on  est  toujours  libre 
d'imaginer  un  objet  nouveau  que  l'on  fera  connaître  par  sa  dé- 
finition. Mais  quand  il  s'agît  de  définir  un  objet  connu,  la  défini- 
tion a  surtout  pour  but  de  mettre  une  de  ses  propriétés  en  relief 
de  manière,  non  seulement  à  ce  qu'il  ne  puisse  être  confondu  avec 
aucun  autre  objet,  mais  encore  à  ce  que  sa  définition  puisse  être 
facilement  prise  comme  l'hypothèse  d'un  syllogisme. 

Par  exemple,  si  j'enseigne  l'histoire  naturelle,  je  puis  être  amené 
à  parler  d'un  reptile;  pour  beaucoup  d'élèves  il  s'agit  d'une  défini- 
tion de  la  seconde  espèce;  il  n'y  pas  à  leur  expliquer  un  objet  déjà 
connu,  ils  ne  le  connaissent  pas  :  il  suffira  de  dire  qu'un  reptile  est 
unanimal  verlébrédontla  respiration  sefaitd'unecerlainc  manière. 
Au  contraire,  il  peut  éh-e  utile  de  définir  l'égalité,  le  nombre,  etc., 
nous  avons  tous  une  notion  vague  de  ces  choses,  mais  beaucoup 
de  personnes  seraient  embarrassées  pour  en  donner  une  définition. 
Cette  définition  devra  consister  en  une  description  qui  fera  immé- 
diatement reconnaître  le  nombre.  Pour  qu'une  définition  soit  le 
point  de  départ  de  la  recherche  de  vérités  utiles,  il  faut  que  l'objet 
défini  présente  quelque  intérêt,  c'est-à-dire  paraisse  doué  de 
propriétés  qui  le  différencient  nettement  d'autres  objets  connus. 

Il  est  souvent  difficile  de  définir  un  objet  connu  et  la  difficulté 
gît  en  ceci,  c'est  qu'il  faut  savoir  choisir  parmi  toutes  ses  pro- 
priétés bien  connues  celle  qui  est  fondamentale  et  qui  a  pour  con- 
séquence toutes  les  autres.  Nous  avons  tous  une  idée  très  nette  de 
légalité,  non  pas  en  général  peut-être,  mais  nous  en  comprenons 
bien  le  sens.  Pour  définir  l'égalité  en  général,  il  faudra  chercher 
la  propriété  fondamentale  de  cette  chose  ou  plutôt  de  ces  choses 
que  nous  appelons  égalités. 

Si  l'on  convient  d'appeler  objets  (identiques  des  objets  qui  ne 
di lièrent  en  rien,  il  n'est  pas  difficile  de  comprendre  que  nous  con- 
sidérons comme  égaux,  à  un  certain  point  de  vue^  des  objets  qui 
seraient  identiques  si  on  les  dépouillait  de  toutes  leurs  propriétés 
à  l'exception  d'une  seule  que  l'on  mentionne  et  qui  définit  le  point 
do  vue  auquel  on  se  place.  Quand  on  dit  deux  poules  et  trois  chevaux 
font  cinq  animaux,  on  considère  les  poules  et  les  chevaux  comme 
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des  objets  identiques  en  les  considérant  seulement  comme  des  ani- 
maux, en  ne  retenant  que  cette  propriété  commune. 

La  propriété  qui  nous  a  servi  à  définir  Tégalité  n'était  pas  facile 
à  découvrir  immédiatement;  une  fois  donnée,  il  semble  que  rien 
n'était  plus  simple. 

Abstraction.  —  l/abstraction  est  une  opération  de  l'esprit  qui 
est  aussi  une  source  de  vérités,  un  instrument  de  recherches;  elle 
consiste  à  négliger  certaines  propriétés  des  objets  pour  porter 
l'attention  sur  les  autres.  En  dépouillant  ainsi  par  la  pensée  des 
objets  de  leurs  propriétés,  on  rend  la  considération  de  ces  objets 
plus  simple,  cela  permet  de  faire  rentrer  dans  une  même  catégorie 
des  objets  sou  vent  fort  différents  et,  par  suite,  de  les  comparer.  L'éga- 
lité n'existe,  comme  on  Ta  vu,  qu'en  vertu  d'une  abstraction.  Dans 
les  sciences  mathématiques,  les  objets  sur  lesquels  on  spécule  sont 
presque  tous  des  abstractions.  L'abstraction  simplifie  les  raisonne- 
ments en  écartant  tout  ce  qui  est  difficile  à  considérer. 

Une  ligne  est  une  trace  laissée  par  un  crayon  sur  une  surface 
plane,  telle  est  sa  déiinition  particulière  ;  pour  le  géomètre,  la  ligne 
est  une  abstraction,  dépouillée  de  toutes  ses  imperfections,  elle  a 
des  propriétés  fondamentales. 

Le  rouge  est  une  abstraction  ;  en  lui  même,  le  rouge  n'existe  pas; 
c'est  une  qualité  d'objets  dépouillés  eux-mêmes  de  tontes  leurs  autres 
propriétés.  Parlant  du  rouge  en  général,  nous  pouvons  exprimerune 
foule  d'idées  plus  exactes  par  cela  même  qu'elles  sont  plus  simples. 

L'abstraction,  pour  être  utile,  doit  évidemment  porter  sur  des 
qualités  difficiles  à  aj)précier;  elle  doit  conserver  des  choses  ce  qui 
est  simple  et  manifestement  commun  à  un  grand  nombre  d'objets. 

Génkhalisatiox.  —  La  généralisation  a  de  l'analogie  avec  l'abs- 
traction; elle  a  pour  but  de  trouver  des  propositions  dont  l'énoncé 
comprend  les  énoncés  de  propositions  déjà  connues  et  d'un  grand 
nombre  d'autres.  L'abstraction  conduit  à  la  généralisation,  car  en 
faisant  abstraction  d'un  certain  nombre  de  propriétés  d'objets,  on 
réunit  sous  le  même  aspect  un  grand  nombre  d'objets  disparates 
mais  ayant  une  propriété  commune. 

L'énoncé  de  cette  proj)riété  commune  équivaut  alors  à  une  quan- 
tité d'antres  propositions  relatives  à  chacun  d'eux  en  particulier. 
Mais  l'abstraction  n'est  pas  la  généralisation  ;  la  généralisation  peut 
avoir  lieu  sans  abstraction;  elle  n'a  pas  seulement  pour  but  de  ré- 
sumer plusieurs  propositions  connues  en  une  seule;  elle  doit  en 
outre,  autant  que  possible,  comprendre  dans  son  résumé  des  propo- 
sitions nouvelles. 

I^es  grandes  découvertes  de  la  science  sont  surtout  des  générali- 
sations, quand  ce  ne  sont  pas  des  observations.  Comment  faut-il 
faire  pour  obtenir  des  généralisations  ?  C'est  demander  comment 
il  faut  s'y  prendre  pour  faire  de  belles  découvertes;  à  cela  il  n'y 
a  qu'à  répondre  :  ayez  du  génie. 
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Induction.  —  L'induction  est  une  opération  de  l'esprit  qui  est 
Tîmie  de  la  synthèse;  c'est  une  divination  de  la  vérité  fondée  sur 
des  analogies  plus  ou  moins  cachées  qu'il  s'agit  de  découvrir, 
l/induction  consiste  le  plus  souvent  à  procéder  du  particulier  au 
général;  elle  se  distingue  de  la  généralisation  proprement  dite,  en 
ce  que  la  généralisation  est  voulue,  tandis  que  l'induction  est 
devinée,  et  que  si  la  généralisation  conduit  sûrement  à  un  résultat, 
l'induction  peut  être  trompeuse. 

Symboles.  —  Nous  avons  déjà  observé  quel  immense  secours 
récriture  avait  donné  au  développement  de  la  science;  l'écriture 
rentre  dans  la  classe  des  symboles. 

Un  symbole  est  un  signe  qui  représente  une  idée.  Les  lettres  con- 
venablement assemblées  forment  des  mots  qui  représentent  des 
idées,  ce  sont  des  symboles.  On  fait  largement  usage  des  symboles 
en  mathématiques  et  il  s'est  fondé  une  école  de  philosophie  qui 
fait  usage  de  symboles  pour  condenser  les  raisonnements,  et  ces 
symboles  ont  une  grande  analogie  avec  ceux  qu'on  emploie  en 
algèbre.  Les  chimistes  font  usage  d'une  notation  pour  représenter 
les  corps,  et  cette  notation  se  compose  de  symboles.  Les  natura- 
listes eux-mêmes  emploient  de  nombreux  symboles. 

Pour  qu'un  symbole  soit  réellement  utile,  il  faut  qu'il  repré- 
sente une  idée  que  l'on  a  souvent  besoin  d'exprimer  et  qu'il  con- 
dense le  langage  sans  nuire  à  la  clarté.  En  algèbre,  Temploi  des 
symboles  condense  et  simplifie  tellement  l'expression  de  la  pensée 
que  pour  traduire  en  langage  ordinaire  une  formule  tenant  dans 
une. ligne,  il  faudrait  quelquefois  plusieurs  pages,  ce  qui  rendrait 
Tassimilation  du  sens  très  difficile  et  très  longue. 

Abréviations.  —  Les  abréviations  sont  des  symboles  dont  il  ne 
faut  pas  abuser,  et  même  dont  il  ne  faut  pas  user  dans  le  langage 
courant  où  elles  sont  complètement  inutiles  :  ainsi  celle  qui  con- 
siste à  dire  qu'on  a  passé  l'examen  du  P.  C.  N. 

PoLYMonpHisME.  —  H  y  a  un  fait  remarquable  qu'on  observe 
dans  l'étude  des  sciences  mathématiques  et  qu'il  conviendrait 
peut-être  cVappelev polj/morphisme ;  ce  phénomène  n'a  pas  encore 
été  constaté  dans  les  autres  branches  du  savoir  humain,  peut-être 
parce  qu'elles  ne  sont  pas  aussi  avancées  que  les  sciences  mathé- 
matiques. Ce  phénomène  remarquable  consiste  en  ce  qu'une 
même  phrase  peut  être  comprise,  non  seulement  de  deux  ma- 
nières différentes,  mais  quelquefois  d'une  infinité  de  manières 
différentes  et,  par  suite,  contenir  ainsi  autant  de  propositions  dis- 
tinctes. Ainsi  la  géométrie  classique,  c'est-à-dire,  si  Ton  veut, 
celle  qu'on  demande  au  Baccalauréat,  a  non  seulement  le  sens  ordi- 
naire que  le  candidat  lui  trouve,  mais  une  infinité  d'autres  sens. 
Prenez  ce  qui  se  trouve  imprimé  dans  un  manuel  de  Baccalauréat 
en  géométrie  et  vous  verrez  que  chaque  énoncé,  sans  y  changer  un 
seul  mot,  peut  avoir  des  sens  diff'érents  et  aussi  clairs  les  uns  que 
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les  autres  en  changeant  seulement  Tinterprétation  de  quelques 
mots. 

Dans  d'autres  cas,  iLsuiîit  dans  une  phrase,  dans  un  grand 
nombre  de  phrases  successives,  de  changer  quelques  mots,  pour 
obtenir  de  nouvelles  propositions  exactes. 

Dualité.  —  On  a  alors  une  loi  de  dualité.  Comme  exemple  de 
loi  de  dualité,  on  peut  citer  les  opérations  appelées  d'une  part 
addition  et  soustraction,  et  d'autre  part  multiplication  et  division; 
à  toute  propriété  de  l'addition  et  de  la  soustraction  correspond 
une  propriété  delà  multiplication  et  de  la  division.  A  ma  connais- 
sance, cette  loi  de  dualité  ne  se  manifeste  que  dans  les  sciences 
mathématiques;  la  raison  en  est  sans  doute  due  au  grand  nombre 
de  propositions  relatives  aux  sciences  mathématiques. 

Simplicité  des  Lois  de  la  Nature?  —  Une  idée,  peut-être  fausse, 
a  longtemps  guidé  les  savants  dans  leurs  recherches,  c'est  l'idée 
de  la  simplicité  des  lois  de  la  nature.  Remarquons  que  ce  mot  sim- 
plicité n'a  pas  de  sens  absolu;  son  sens  est  relatif  à  la  conforma- 
tion de  notre  cerveau;  rien  ne  dit  que  les  habitants  de  la  planète 
Mars,  s'il  y  en  a,  aient  de  la  simplicité  la  môme  idée  que  nous. 
Une  loi  simple  est,  pour  nous^  une  loi  qui  s'énonce  en  peu  de 
mots  dont  la  signification  n'a  pas  besoin  d'être  expliquée  ou  peut 
l'être  rapidement  et  au  premier  venu.  Il  n'y  a  donc  pas,  d'une 
manière  absolue,  de  lois  plus  simples  les  unes  que  les  autres.  11 
n'en  est  pas  moins  vrai  que  cette  idée  préconçue  de  la  simplicité 
des  lois  de  la  nature  a  du  faciliter  bien  des  recherches  ;  et  dans 
l'histoire  de  la  science,  ce  ne  serait  pas  la  première  fois  qu'une 
idée  fausse  dans  la  forme,  mais  juste  au  fond,  aurait  conduit  à 
des  résultats  importants. 

Nous  devons  la  découverte  du  calcul  différentiel  à  une  idée 
fausse  :  la  notion  d'infiniment  petit,  au  point  de  vue  auquel  se 
plaçait  Leibniz. 

Dans  cet  ordre  d'idée,  nous  citerons  un  fait  peu  connu,  mais 
bien  remarquable  ;  un  jeune  ouvrier  (dont  le  nom  m'échappe) 
sorti  de  l'école  de  Chàlons  a  découvert  un  des  théorèmes  les  plus 
remarquables  de  la  géométrie;  et  s'il  eût  été  plus  instruit,  il  ne 
l'eût  certainement  pas  découvert,  parce  qu'il  n'y  aurait  pas  cru. 
Voici  ce  théorème  :  Si  deux  polygones  ont  même  surface,  on  peut 
toujours  découper  l'un  d'eux  en  un  nombre  limité  de  morceaux 
qui,  convenablement  juxtaposés,  reproduisent  l'autre  polygone. 

Certitude  et  Erreur.  —  Il  n'y  a  pas  de  degrés  dans  la  certitude  ; 
une  chose  est  ou  n'est  pas.  L'erreur  s'oppose  à  la  certitude,  mais 
il  y  a  des  degrés  dans  l'erreur,  et  nous  pouvons  affirmer  avec  plus 
ou  moins  de  chances  de  nous  tromper.  Il  importe  de  savoir  éva- 
luer ces  chances. 

D'abord,  il  y  a  des  vérités  qui  sont  des  conséquences  logiques 
d'hypothèses  non  contradictoires;  on  serait  tenté  de  les  considé- 
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rer  comme  des  certitudes  ou  comme  des  vérités  absolues  affectant 
la  forme  conditionnelle.  «  Si  le  fait  A  est  vrai,  le  fait  B  le  sera  aussi.  » 

Les  vérités  de  cet  ordre  sont  ce  que  Ton  peut  appeler  des  véri- 
tés mathématiques  ;  ce  sont  celles  qui  approchent  le  plus  de  la 
certitude,  ou  qui  sont  le  moins  sujettes  à  l'erreur,  surtout  quand 
elles  ont  été  contrôlées  par  Texpérience,  c'est-à-dire  vérifiées  dans 
des  cas  particuliers  ou  par  des  conséquences  concordantes. 

Il  y  a  ensuite  les  hypothèses  non  contradictoires,  si  souvent 
vérifiées  et  contrôlées  les  unes  par  les  autres  qu'elles  ne  font 
l'objet  (le  presque  aucun  doute  :  telle  est,  pour  moi,  l'existence 
d'autres  hommes  à  peu  près  conformés  comme  moi,  capables 
d'éprouver  des  sensations  analogues  aux  miennes. 

Les  conséquences  logiques  de  ces  sortes  d'hypothèses  ont  un 
caractère  qui  les  rapproche  beaucoup  des  vérités  conditionnelles 
dont  nous  venons  de  parler;  elles  p4'ésentent  fort  peu  de  chances 
d'erreur,  mais  elles  en  présentent  néanmoins  parce  qu'une  erreur 
peut  se  propager  à  travers  les  siècles  p^ir  l'éducation. 

Knfin,  les  vérités  expérimentales  peuvent  avoir  des  chances 
d'erreur  plus  ou  moins  grandes,  parce  que  les  expériences  dont 
on  les  a  déduites  n'ont  pas  toujours  été  faites  avec  une  correction 
irréprochable,  ou  parce  que  ces  expériences  n'ont  pas  été  répétées 
assez  souvent. 

examinons  les  choses  sans  parti  pris  :  d'abord,  les  sciences 
ont  leur  côté  esthétique,  poétique  même,  si  je  puis  dire;  leur  étude 
procure  de  vives  jouissances  à  ceux  qui  les  cultivent  avec  ardeur; 
h  ce  point  de  vue  elles  ont  la  même  valeur  que  la  musique,  que  la 
poésie,  que  la  peinture,  que  la  sculpture,  qui  n'ont  d'autre  utilité 
([ue  de  nous  charmer. 

En  outre,  les  sciences  sont  pour  nous  d'une  grande  utilité  pra- 
tique, surtout  si,  prenant  le  mot  science  dans  son  acception  la 
plus  générale,  on  veut  bien  observer  que  tous  les  hommes  font 
journellement  de  la  science,  sciemment  ou  inconsciemment;  il 
n'est  pas  jusqu'au  portefaix  qui  ne  fasse  de  la  science  en  obser- 
vant les  manières  les  plus  commodes  de  saisir  les  fardeaux  pour 
faciliter  sa  tache.  Chaque  jour  la  science  nous  rend  d'immenses 
services,  chaque  jour  elle  augmente  la  prise  de  l'homme  sur  les 
choses. 

Deuxième  Partie. 
Classification  des  sciences. 

Il  sera  maintenant  intéressant  de  dresser  l'inventaire  des  con- 
naissances humaines  ou  de  faire  la  classification  des  sciences.  Cet 
inventaire  n'a  pas  été  fait  d'une  manière  complète.  Depuis  Am- 
père, auquel    nous   devons  le  premier  essai  de  cette  nature,  la 
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science  a  progressé  ;  la  classification  d'Auguste  Comte  est  très 
sommaire  et,  par  suite  de  ses  préjugés,  fort  incomplète;  d'ailleurs, 
Comte,  bien  qu'ancien  élève  de  TEcole  Polytechnique,  ne  possé- 
dait qu'imparfaitement  les  sciences  dont  on  ne  donne  que  des 
notions  sur  les  bancs  des  écoles;  pour  mériter  le  titre  de  savant,  il 
faut  compléter  ces  notions. 

Une  classification  a  toujours  quelque  chose  d*artificiel;  pour  la 
rendre  aussi  naturelle  que  possible,  il  faudrait  passer  d'une  classe 
à  la  classe  voisine  par  degrés  insensibles.  Nous  remarquerons 
d'abord  que  les  vérités  d'une  science  sont  d'autant  plus  certaines 
qu'elles  empruntent  le  moins  de  notions  au  témoignage  des  sens, 
l'observation  joue  un  nMe  d'autant  moindre  que  le  raisonnement 
est  plus  systématiquement  employé.  Pour  ces  raisons,  il  semble 
naturel  de  classer  les  sciences  d'après  le  nombre  et  la  nature  des 
notions  qu'elles  empruntent  au  témoignage  des  sens,  en  plaçant 
en  tète  celles  qui  en  empruntent  le  moins. 

Mathématiques.  —  Donc  en  premier  lieu  nous  placerons  les  ma- 
thématiques pures,  c'est-à-dire  la  théorie  des  nombres  (qu'il  ne 
faut  pas  confondre  avec  l'arithmétique  supérieure  ou  arithnio- 
logie).  Le  caractère  de  cette  théorie  est  ,de  n'emprunter  que  fort 
peu  de  chose  au  témoignage  des  sens;  on  peut  le  définir  en  disant 
que  c'est  l'étude  des  conséquences  de  la  double  notion  d'égalité 
et  d'addition.  Nous  avons  déjà  défini  l'égalité.  On  donne  le  nom 
iïadditiony  à  toute  opération  sur  des  choses  dont  le  résultat  est 
indépendant  de  l'ordre  de  ces  choses. 

On  appelle  quantités  les  choses  que  l'on  peut  concevoir  égales 
et  susceptibles  d'être  ajoutées.  Un  nombre  est  une  locution  (on  le 
signe  qui  la  représente)  qui  sert  à  désigner  avec  précision  une 
quantité  et  toutes  celles  qui  lui  sont  égales. 

La  théorie  des  nombres  a  des  subdivisions  que  l'on  appelle 
arithmétique,  algèbre,  calcul  différentiel;  ce  ne  sont  au  fond  que 
les  chapitres  d'une  même  science. 

Géométrie.  —  En  second  lieu,  nous  placerons  la  géométrie^  qui 
se  distingue  nettement  de  la  théorie  des  nombres  en  ce  qu'elle 
emprunte  beaucoup  de  notions  au  témoignage  des  sens,  ce  qui  la 
rend  sujette  à  de  graves  erreurs. 

La  géométrie  étudie  l'espace,  abstraction  faite  de  presque  toutes 
les  qualités  des  objets  qui  s'y  trouvent;  la  r^éométrie  doit  servir  à 
expliquer  et  à  classer  les  phénomènes  que  présentent  les  objets 
dans  l'espace  quand  on  ne  considère  que  leur  forme,  leurs  posi- 
tions relatives  et  leurs  grandeurs.  Ici  nous  ouvrons  une  paren- 
thèse :  contrairement  à  ce  que  l'on  enseigne  dans  les  classes  élé- 
mentaires des  lycées,  la  géométrie  est  une  science  physique  qui  a 
un  caractère  nettement  expérimental.  Expérimentale,  la  géomé- 
trie l'a  été  à  l'époque  de  sa  création;  car  avant  d'étudier  ration- 
nellement la  propriété  des  figures,  l'expérience  en  avait  fait  devi- 
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lier  ou  découvrir  un  ^rand  nombre  ;  les  gens  les  plus  ignorants 
ont  des  notions  de  géométrie  que  Texpérience  ou  l'observation 
leur  ont  suggérées.  Depuis  deux  mille  ans,  depuis  Euclide,  on  pré- 
tend démontrer  logiquement  ces  notions  à  Taide  d'arguments  qui, 
pour  moi  et  aussi  pour  beaucoup  de  commençants,  loin  d'ajouter 
à  leur  évidence,  sont  plutôt  de  nature  à  faire  naître  le  doute.  La 
force  du  préjugé  routine  et  atavisme  est  si  grande  qUe  l'œuvre 
d'Euclide  domine  encore  l'enseignement;  il  y  a  plus  :  en  Angle- 
terre, on  apprend  par  cœur  les  Eléments  d'Euclide  avec  le  nu- 
méro (Tordre  de  chaque  proposition  ! 

11  s'est  opéré,  dans  ces  derniers  temps,  mais  seulement  dans  le 
monde  savant,  une  réaction.  Considérant  la  géométrie  comme  une 
science  expérimentale,  on  s'est  posé  cette  question  :  quelles  sont 
les  hypothèses  nécessaires  et  sullisantes  qu'il  convient  de  faire, 
pour  arriver  à  la  connaissance  des  propriétés  de  l'espace  et  sur- 
tout pour  retrouver  par  la  seule  force  du  raisonnement  toutes  les 
vérités  révélées  par  l'observation  et  l'expérience  ?  Pour  atteindre 
ce  but,  on  a  pris  la  sage  précaution  d'oublier  tout  ce  qu'enseigne 
Euclide  ;  se  plaçant  à  un  point  de  vue  très  général,  on  s'est 
demandé  s'il  ne  serait  pas  possible  de  créer  une  branche  de  la 
théorie  des  nombres,  qui  pourrait  contenir  tous  les  énoncés  des 
propositions  de  géométrie,  mais  dans  laquelle  les  mots  emprun- 
tés à  la  science  de  l'espace  auraient  une  signification  abstraite  et 
sans  aucun  rapport  avec  leur  sens  concret. 

Kh  bien,  cette  branche  de  la  théorie  des  nombres  a  pu  être 
constituée,  elle  est  bien  plus  générale  que  la  géométrie,  et,  non 
seulement  elle  la  contient  comme  cas  particulier,  mais  elle  nous 
montre  encore  que  la  géométrie  pourrait  servir  à  expliquer  les 
phénomènes  relatifs  à  l'espace  en  parlant  d'autres  hypothèses  que 
celles  qui  ont  été  posées  par  Euclide  soit  sous  le  nom  d'axiomes, 
soit  sous  le  nom  de  postulatums. 

11  y  a  plus,  elle  nous  a  montré  que  nous  avions  des  idées  abso- 
lument fausses  sur  l'espace,  et  ici  il  s'agit  des  idées  des  savants 
aussi  bien  que  de  celles  des  ignorants  ;  elle  met  nettement  en 
relief  la  possibilité  d'espaces  accessibles  à  des  êtres  doués  do 
s(»ns  que  nous  ne  possédons  pas. 

Espace  ixfixi  ou  non? —  A  cette  question  soulevée  par  tant  de 
philosophes  et  restée  stérile  :  «  L'espace  est-il  finiy  c'est-à-dire 
borné  ou  est-il  infini  ?  Elle  fait  cette  réponse  qui  semble  déconcer- 
tante, «  c*est  comme  on  voitdra  !  »  C'est  comme  on  voudra,  parce 
que  l'espace  est  une  création  de  notre  imagination,  faite  pour  ex- 
plique)' des  apparences,  et  que  cette  explication  peut  se  faire  sans 
contradiction  de  plusieurs  manières. 

Il  y  a  donc  plusieurs  géométries  :  la  géométrie  classique.  Eu- 
clidienne, officielle,  puis  les  autres  géométries  réservées  aux  ini- 
tiés et  qui  ont  divers  noms. 
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Cinématique.  —  Après  la  géométrie,  il  faut  placer  la  cinémati- 
que, qui  n'est  autre  chose  qu'une  géométrie  dans  laquelle  inter- 
vient le  temps.  On  peut  la  définir  :   La  science  du  mouvement, 
abstraction  faite  des  circonstances  qui  le  font  naître  ou  le  modi- 
lient. 

Statique.  —  Après  la  cinématique  vient  tout  naturellement  la 
statique  y  car  la  statique  et  la  cinématique  servent  d'introduction 
à  la  dynamique  ou  mécanique  générale.  On  pourrait  appeler  la 
statique  la  science  des  cordons  et  des  efforts  qu'il  faut  faire  sur 
ces  cordons  pour  que  les  corps  auxquels  ils  sont  attachés  restent 
en  repos  ;  cette  définition  "peut-^tre  un  peu  trop  originale,  donne 
une  idée  très  nette  de  la  statique.  Pour  lui  donner  une  forme  plus 
littéraire,  nous  dirons  :  La  statique  a  pour  but  d'étudier  les  con- 
ditions nécessaires  pour  qu'un  corps  au  repos  ne  soit  pas  influencé 
par  des  causes  qui,  prises  isolément,  le  mettraient  en  mouvement. 
La  statique  est  une  science  expérimentale,  comme  la  cinématique, 
comme  la  géométrie  sur  laquelle  elle  s'appuie  ;  cependant  elle 
n'est  expérimentale  que  dans  ses  débuts  et,  comme  la  géométrie, 
elle  se  poursuit  rationnellement. 

Dynamique.  —  La  dynamique  ou  mécanique  générale,  s'occupe 
du  mouvement  des  corps  et  des  circonstances  qui  peuvent  faire 
naître  ou  modifier  ce  mouvement. 

Disons  quelques  mots  de  cette  science  qui  domine  les  sciences 
physiques  et  qui  tend  tous  les  jours  à  les  absorber.  Elle  a  un 
caractère  déjà  nettement  expérimental,  elle  est  assise  sur  un  cer- 
tain nombre  d'hypothèses  vérifiées  par  l'expérience,  enfin  elle 
permet  de  retrouver  les  principes  de  la  statique,  ce  qui  constitue 
une  vérification  partielle  de  ses  principes. 

Comme  la  théorie  des  nombres,  comme  la  géométrie,  comme  la 
cinématique  et  comme  la  statique,  la  mécanique  générale  ne  spé- 
cule que  sur  des  abstractions  ;  aussi  les  sciences  énumérées  soiit- 
elles  connues  sous  le  nom  de  sciences  abstraites. 

Les  nombres  sont,  comme  on  sait,  abstraits  ou  concrets;  la  théo- 
rie des  nombres  ne  s'occupe  que  des  nombres  abstraits.  La  géo- 
métrie étudie  les  points,  les  lignes,  les  surfacçs,  les  volumes  qui 
sont  des  abstractions.  Kn  mécanique,  on  considère  les  êtres  ab- 
straits définis  en  géométrie;  on  y  considère  aussi  des  corps  soli- 
des, liquides  ou  gazeux,  mais  à  leur  état  parfait,  faisant  abstrac- 
tion de  toutes  leurs  autres  propriétés. 

Sciences  physiques.  —  Poursuivant  notre  classification,  nous 
entrons  dans  le  domaine  des  sciences  où  l'influence  des  sens  sera 
prédominante,  ce  sont  les  sciences  physiques. 

La  chimie  et  la  physique.  Une  science  physique  se  définira  en 
disant  le  r<Me  qu'y  jouent  les  sens,  [/optique,  l'acoustique  étu- 
dient principalement  les  impressions  du  sens  de  la  vue  et  de  l'ouïe  ; 
la  chaleur,  l'électricité,  le  magnétisme  sont  des  manifestations  de 


276  //.    LAURENT 

la  matière  sous  des  aspects  divers  et  dans  lesquelles  le  sens  du 
toucher  joue  son  rôle.  Il  est  à  remarquer  que  le  goût  et  Todorat 
n'aient  pas  donné  lieu  à  des  études  spéciales,  à  moins  qu'on  ne 
consente  à  considérer  la  cuisine  et  la  parfumerie  comme  des  scien- 
ces. Au  fond,  pourquoi  pas?  ce  sont  des  connaissances  à  la  fois 
nécessaires,  utiles  et  agréables,  elles  progressent  et  progresseront 
encore,  elles  ont  tous  les  caractères  d'une  science.  Quel  est  le 
caractère  d'une  science  physique  ?  Je  pense  qu'on  peut  dire  qu'elle 
s'occupe  surtout  de  la  manière  dont  la  matière  agit  sur  la  matière 
en  tant  que  cette  action  se  manifeste  par  des  phénomènes  que 
nos  sens  peuvent  constater  directement  ou  indirectement. 

La  physique  se  distingue  de  la  chimie  (bien  que  la  ligne  de  dé- 
marcation tende  à  s'effacer  à  mesure  que  ces  sciences  progres- 
sent) en  ce  que  la  physique  arrête  son  étude  au  moment  où  les 
corps  se  modifient  profondément,  la  chimie  commence  alors;  cette 
définition  manque  de  précision,  cela  tient  à  la  nature  des  choses. 

De  quelle  manière  les  sciences  physiques  procèdent-elles  à  la 
recherche  de  la  vérité  ? 

La  physique  commence  où  l'abstraction  finit,  son  domaine  est 
le  réel  ;  l'expérience  et  l'observation  y  jouent  un  rôle  capital,  sur- 
tout au  début.  Car,  lorsque  l'expérience  a  réuni  assez  de  faits 
pour  en  dégager  ce  que  Ton  appelle  des  lois,  c'est-à-dire  des  afïir- 
mations  (dont  la  quasi  certitude  est  vérifiée  par  les  faits),  la 
science  devient  rationnelle,  le  physicien  se  demande  alors  quelles 
sont  les  hypothèses  fondamentales,  irréductibles,  qui  peuvent 
servir  à  expliquer  les  phénomènes  observés  et  à  en  prévoir  de 
nouveaux.  La  science  ne  sera  probablement  jamais  achevée,  il  y 
aura  donc  toujours  lieu  de  modifier  les  hypothèses  quand  elles 
cesseront  d'expliquer  de  nouveaux  phénomènes.  Ajoutons  que  dès 
qu'une  science  physique  entre  dans  la  phase  rationnelle,  elle  em- 
prunte aux  mathématiques  leurs  notations,  c'est-à-dire  leurs  sym- 
boles et  leurs  méthodes. 

SciENXES  NATURELLES.  —  Aux  scicnccs  physiqucs,  succèdent  les 
sciences  naturelles,  sciences  d'observations  surtout,  qui  ne  sont 
pas  assez  avancées  pour  que  le  raisonnement  y  joue  d'ici  long- 
temps un  rôle  capital  ;  on  peut  dire  qu'elles  étudient  l'action  de 
la  matière  sur  les  êtres  vivants,  et  des  êtres  vivants  les  uns  sur 
les  antres,  en  faisant  abstraction  de  leur  intelligence.  KUes  ont 
pour  but  l'étude  des  animaux  et  de  l'homme  en  particulier  consi- 
déré seulement  comme  être  vivant  et  non  comme  être  intelligent; 
elle  ont  encore  pour  but  l'étude  de  ces  autres  êtres  vivants  appe- 
lés plantes  ou  végétaux.  J'exclus  systématiquement  des  sciences 
naturelles  la  géologie  et  la  minéralogie  auxquelles  j'assignerai 
leur  place  plus  tard. 

La  ligne  de  démarcation  entre  la  zoologie  ou  étude  des  animaux 
et  la  botanique  ou   science  des  végétaux  tend  à  disparaître.  En 
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elïct,  les  définitions  que  Ton  donne  dn  véj^étal  et  de  Tanimal  sont 
loin  d'être  asseye  nettes  pour  distinguer  ce  que  les  naturalistes 
appellent  animaux  inférieurs  de  certains  végétaux. 

Sciences  sociales.  —  Aux  sciences  naturelles  succèdent  des 
sfîiences  qui  ont  pour  but  l'élude  de  l'action  des  êtres  intelligents 
les  uns  sur  les  autres. 

Statistique,  —  Ces  sciences  sont  :  la  statisticfue,  qui  a  pour  but 
d'enregistrer  les  faits  sociaux,  c'est-à-dire  les  faits  qui  intéres- 
sent rhumanité  au  point  de  vue  de  ses  besoins,  de  ses  aspirations, 
de  son  bien-être,  de  sa  conservation,  des  relations  des  hommes 
les  uns  avec  les  autres,  de  la  manière  dont  ils  pratiquent  les 
échanges,  dont  ils  accumulent,  produisent  ou  consomment  les  bien  s 
naturels  ou  fabriqués. 

Chrématistique,  —  La  chrématistique,  qui  met  en  cruvre  les  do- 
cuments fournis  par  la  statistique,  afin  de  prévoir  les  phénomènes 
sociaux  et  de  les  expliquer  ;  elle  comprend  les  sciences  financiè- 
res :  opérations  de  banque,  le  commerce,  la  prévoyance,  ce  sont 
les  sciences  économiques. 

Sciences  téléoloc;iql'es.  —  Enfin,  en  dernier  lieu,  je  placerai  les 
sciences  que  j'appellerai  télèologiqites,  qui  ont  pour  but  d'étudier 
Tau  delà,  c'est-à-dire  tout  ce  qui  n'est  pas  directement  accessible 
à  nos  sens,  mais  dont  nous  pouvons  soupçonner  l'existence, 
comme  l'âme,  Dieu,  la  destinée  de  l'humanité,  les  châtiments,  les 
récompenses  dans  la  vie  future,  etc. 

Résumé,  —  En  résumé,  nous  distinguons  cinq  espèces  de  scien- 
ces primaires  ; 

1°  f^es  sciences  mathématiques  ou  abstraites. 

2°  Les  sciences  physiques. 

3^^  Les  sciences  naturelles. 

4**  Les  sciences  économiques  ou  sociales. 

5**  liCs  sciences  téléologiques. 

Sciences  dékivées-;  mécanique  céleste;  uranographie ;  calcul  des 
probabilités.  —  Ces  sciences  primaires  donnent  lieu  par  la  com- 
binaison de  leurs  méthodes  à  des  sciences  secondaires  qui  sont  : 
l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie  ou  géométrie  analytique; 
l'application  de  l'algèbre  à  la  mécanique  ou  mécanique  analyti- 
que, comprenant  la  mécanique  céleste  ou  étude  du  mouvement  des 
astres,  qui  est  précédée  de  V astronomie  ou  plutôt  de  V uranogra- 
phie ou  description  des  phénomènes  célestes  (pie  l'on  peut  obser- 
ver. Le  calcul  des  probabilités  a  été  imaginé  pour  estimer  les 
raisons  que  l'on  a  de  croire  à  l'arrivée  d'un  événement  fortuit. 

Météorologie;  géologie,  —  La  physique  ne  se  borne  pas  à  l'étude 
des  phénomènes  qui  se  passent  à  proximité  de  nous,  elle  s'occupe 
des  phénomènes  atmosphériques,  de  ceux  qui  se  passent  ou  se 
sont  passés  autrefois  à  la  surface  ou  dans  les  entrailles  de  la  terre, 
elle  devient  alors  la  météorologie  ou  la  géologie;  enfin  elle  s'oc- 
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cupe  encore  de  ce  qui  peut  se  produire  dans  les  astres,  c'est  alors 
Tastronomie  physique. 

La  chimie  peut  être  minérale  ou  organique,  elle  englobe  la  mi- 
néralogie qui  fait  de  larges  emprunts  à  la  géométrie  ;  ce  ne  sont  en 
somme  que  les  divers  chapitres  d'une  même  science. 

Les  sciences  naturelles  se  divisent  à  leur  tour  en  d'innombra- 
bles chapitres;  les  sciences  médicales  sont  un  de  ces  chapitres, 
qui  se  subdivise  à  son  tour  en  de  nombreuses  spécialisations. 

f  liSTOinE.  —  [s'hi'stoirey  la  géographie  n'entrent  pas  dans  l'inven- 
taire que  nous  venons  de  faire  des  connaissances  humaines,  nous 
allons  nous  expliquer  à  ce  sujet. 

D'abord,  pour  nous,  il  n'y  a  pas  d'histoire  en  général,  si  l'on 
considère  l'histoire  comme  la  description  des  événements  du 
passé  ;  il  y  a  autant  d'histoires  qu'il  y  a  de  sciences  et  elles  sont 
également  instructives,  [/histoire  des  sciences  mathématiques, 
des  sciences  physiques,  des  sciences  naturelles,  nous  initie  aux 
méthodes  employées  par  nos  devanciers  et  nous  montre  celles 
qui  ont  été  fécondes  ;  cette  histoire  nous  fait  aussi  connaître  les 
grands  hommes  auxcpiels  nous  devons  les  inventions  qui  sont 
devenues  des  sources  de  bien-être. 

[/histoire  des  bouleversements  de  notre  globe,  étude  des  ter- 
rains, paléontologie,  nous  fait  connaître  nos  origines  et  nous  per- 
mettra peut-être  de  deviner  notre  destinée. 

[i'histoire  économique  ou  histoire  proprement  dite,  peut  être 
considérée  à  deux  points  de  vue  très  différents.  Elle  peut  se  bor- 
ner à  la  description  pure  et  simple  des  événements  dits  impor- 
tants :  dates  d'avènements  des  rois  ou  empereurs,  guerres  qu'ils 
ont  entreprises,  traités  qu'ils  ont  conclus,  etc.,  tout  cela  sent  le 
roman.  Mais  on  peut  la  considérer  d'un  point  de  vue  plus  élevé  et 
comme  une  partie  des  sciences  économiques,  elle  constitue  avec 
la  statistique,  la  série  des  observations  qui,  élaborées  par  la  chré- 
matistique,  permettront  de  baser  la  théorie  des  richesses  sur  des 
lois  plus  sûres.  Pour  cela,  l'histoire  doit  nous  faire  connaître  les 
mœurs  des  sociétés  qui  nous  ont  précédés,  et  leurs  divers  degrés 
de  civilisation,  c'est-à-dire  la  diminution  de  l'influence  de  l'homme 
sur  l'homme  et  l'augmentation  de  sa  puissance  sur  les  choses.  Les 
dates  ne  nous  apparaîtront  plus  que  comme  des  jalons  permettant 
de  cUsser  les  différentes  époques. 

La  méthode  dans  les  recherches  historiques  est  la  même  que 
dans  les  sciences  d'observation,  mais  cette  observation  présente 
des  difficultés  particulières;  il  n'est  pas  possible,  comme  dans  les 
sciences  naturelles,  de  répéter  des  observations  déjà  faites  ;  heu- 
reusement que  les  civilisations  disparues  ont  laissé  d'innombra- 
bles témoins  :  les  monuments,  les  inscriptions,  les  manuscrits, 
les  médailles,  les  armes,  des  ustensiles  de  toutes  sortes,  mais 
encore  faut-il  savoir  en  reconnaître  et  en  utiliser  l'authenticité. 
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Géographie.  —  f^a  géographie  se  compose  de  deux  parties,  dont 
Tune,  la  géographie  physique,  est  une  annexe  de  la  géologie  et 
l'autre,  la  géographie  politique,  rentre  dans  la  science  économi- 
que ou  sociologique. 

^  La  classification  que  nous  avons  adoptée  pour  les  sciences  est 
naturelle  à  tous  les  points  de  vue.  Après  les  avoir  classées  d'après 
le  plus  ou  moins  de  notions  qu'elles  empruntent  aux  sens,  il  se 
trouve  qu'elles  sont  naturellement  classées  de  telle  sorte  qu'elles 
présentent  d'autant  plus  de  chances  d'erreurs  qu'elles  sont  plus 
éloignées  de  la  première.  Enfin,  la  première  de  ces  sciences,  la 
théorie  des  nombres,  se  suffit  à  elle-même  sans  rien  emprunter 
aux  autres  sciences. 

La  géométrie,  pour  se  développer,  fait  de  nombreux  emprunts 
à  la  théorie  des  nombres  et  n'emprunte  rien  aux  sciences  classées 
après  elle  et  ainsi  de  suite. 

En  disant  que  la  théorie  des  nombres  n'empruntait  rien  aux 
autres  sciences,  cela  est  rigoureusement  vrai  par  rapport  à  ses 
procédés,  mais  cela  ne  veut  pas  dire  qu'elle  ne  doive  rien  aux 
autres  sciences,  au  contraire,  et  l'on  peut  dire  que  ce  sont  les 
sciences  physiques  qui  ont  fait  surgir  les  problèmes  les  plus  beaux 
et  les  plus  difficiles  que  l'on  s'est  vu  poser  dans  la  théorie  des 
nombres.  Il  faut  dire  plus,  toutes  les  sciences  sont  solidaires,  une 
grande  découverte  dans  Tune  d'elles  a  souvent  sa  répercussion 
sur  toutes  les  autres. 

Réflexions  générales,  —  Toute  science  est,  à  ses  débuts,  une 
science  d'observation  ;  à  la  période  d'observation  succède  la  pé- 
riode où  elle  devient  une  science  de  raisonnement  ;  enfin  elle 
devient  une  science  expérimentale.  Cette  succession  se  produit 
dans  toutes  les  branches  de  la  science  et  s'explique  :  avant  de 
raisonner,  il  faut  choisir  le  sujet  sur  lequel  on  veut  raison- 
ner, pour  connaître  ce  sujet,  il  faut  Y  absenter  ;  quand  on  croit 
avoir  bien  raisonné^  il  faut  contrôler  son  raisonnement  par  Ve.r- 
pèrience. 

Lorsqu'une  science  en  arrive  à  la  période  du  raisonnement,  il 
est  rare  qu'elle  n'emprunte  pas  le  concours  de  la  théorie  des  nom- 
bres ;  en  sorte  que  les  mathématiques  envahiront  peut-être  un 
jour  tout  le  domaine  des  connaissances  humaines;  elles  ont  déjà 
envahi  le  domaine  delà  physique  et  donné  lieu  à  la  physique  ma- 
thématique, elles  sont  près  d'empiéter  sur  la  chimie  par  la  cris- 
tallographie, puis  par  la  notation,  enfin  par  ses  rapports  avec  la 
physique. 

D'ailleurs  le  problème  général  que  se  propose  finalement  la  chi- 
mie revêt  une  forme  essentiellement  mathématique.  Etant  donné 
la  température,  la  pression  et  d'autres  qualités  mesurables  des 
corps  H  mélanger,  que  va-t-il  se  produire  ? 

Quant  au  calcul  des  probabilités,  il  s'impose  à  tous  les  savants 
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qui  ont  besoin  de  faire  des  observations  se  traduisant  par  des 
mesures.  I^e  calcul  des  probabilités  est  Tàme  de  la  statistique. 

Pourquoi  les  sciences  sociologiques  n'en  sont  qu\ï  leur  dèbuf, 
—  Après  cet  inventaire,  je  voudrais  dire  pourquoi  je  crois  que 
certaines  de  ces  sciences  nen  sont  qu'à  leur  début,  ce  sont  le^ 
sciences  sociologiques  ou  économiques;  pour  que  Tétude des  phé- 
nomènes sociologiques  prenne  un  caractère  scientifique,  il  la  fau- 
drait appuyer  sur  la  statistique,  or  les  observations  nécessaires  à 
rétablissement  de  cette  science  ne  sont  pas  à  la  portée  du  cher- 
cheur isolé  et  les  gouvernements  en  général  n'ont  pas  encore 
compris  l'utilité  de  statistiques  nombreuses,  diverses,  exactes, 
sérieusement  faites. 

Difficultés  des  sciences  tèlèologiqties,  —  Les  sciences  que  nous 
avons  appelées  téléologiques  nous  semblent  à  l'heure  actuelle 
encore  plus  loin  du  progrès  :  les  discussions  sur  Timie,  l'immor- 
talité, la  vie  future  sont  presque  les  mêmes  qu'aux  temps  de  So- 
crate  et  de  Platon.  Pourquoi  ne  s'est-on  pas  encore  fixé  sur  une 
doctrine  pour  des  questions  d'une  importance  aussi  capitale? 

Peut-être  parce  que  les  autres  parties  de  la  science  devant  leur 
servir  de  support  ne  sont  pas  assez  avancées  ?  Peut-être  parce  que 
la  solution  de  ces  questions  ne  nous  est  pas  accessible  dans  notre 
état  présent  ? 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  a  trop  oublié  dans  ces  études  qu'un  rai- 
sonnement doit  se  composer  d'hypothèses,  d'intermédiaires  et  de 
conclusions.  Pour  parler  de  choses  vagues,  inconnues,  non  tangi- 
bles, on  a  employé  un  langage  indéterminé  et  obscur. 

Kt  puisque  l'on  a  des  méthodes  qui  ont  réussi  à  édifier  les  autres 
sciences  en  procédant  du  connu  à  l'inconnu,  pourquoi  ne  pas  les 
appliquer  aux  sciences  d'ordre  téléologique  ? 

Toutes  les  sciences  ont  leurs  hypothèses  fondamentales  (axiomes 
ou  postulats);  les  sciences  téléologiques  devront  en  poser,  en  (h»- 
duire  des  conséquences,  les  rejeter  ou  les  modifier  si  on  les  trouve 
contradictoires. 

L'espace  et  ses  dimensions,  —  La  téléologie  emprunte  aux  scien- 
ces abstraites  les  notions  de  temps  et  d'espace  sur  lesquelles  on 
a  eu  longtemps  des  idées  fausses  et  que  l'on  commence  seulement 
à  voir  d'une  façon  plus  complète.  Précisons  ces  notions  et  expli- 
quons ce  que  l'on  doit  entendre  par  la  dimension  d'un  espace. 
Prenons  sur  une  ligne  un  point  A  fixe,  la  position  du  point  B  sera 
déterminée  par  un  nombre  qui  sera,  par  exemple,  le  nombre  de 
pas  à  faire  pour  aller  de  A  à  B.  Tout  le  monde  sait  que,  pour  indi- 
quer la  position  d'un  point  à  la  surface  de  la  terre,  il  suffit  de 
donner  deux  nombres  qui  sont  sa  longitude  et  sa  latitude;  pour  le 
situer  encore  plus  exactement,  s'il  n'est  pas  au  niveau  de  la  mer, 
on  donnera  un  troisième  nombre,  son  altitude,  c'est-à-dire  la  dis- 
tance à  la(iuelle  il  se  trouve  par  rapport  au  niveau  de  la  mer. 
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Un  espace  (ligne  surface,  espace  ordinaire)  est  à  une,  deux,  trois 
dimensions  suivant  que,  pour  déterminer  la  position  d'un  point  dans 
cet  espace,  il  faut  connaître  un,  deux,  trois  nombres,  l/espace  dans 
lequel  nous  sommes  plongés  est  donc  un  espace  à  trois  dimensions. 

Et  notez  bien  ceci  :  cet  espace  à  trois  dimensions  est  une  pure 
création  de  notre  imagination  qui  nous  sert  à  classer  au  moyen 
de  trois  nombres  les  impressions  de  nos  sens.  I/individu  immo- 
bile et  doué  du  seul  sens  de  la  vue  classera  ses  impressions  avec 
deux  nombres,  pour  lui  Tespace  sera  à  deux  dimensions.  Il  est 
possible  de  prévoir  des  êtres  doués  de  sens  plus  nombreux,  plus 
parfaits  que  ceux  des  hommes;  ils  auraient  alors  besoin  de  plus 
de  trois  nombres  pour  classer  leurs  impressions,  ils  créeraient 
des  espaces  à  4,  à  5  dimensions.  Si  donc  en  téléologie  nous  éprou- 
vons le  besoin  de  créer  ou  de  considérer  des  choses  que  nous  ne 
pouvons  concevoir  dans  notre  espace,  il  sera  peut-être  commode 
de  les  placer  dans  un  espace  à  quatre  dimensions. 

Distance.  —  Autre  chose  :  nous  avons  parlé  de  mesures  de  dis- 
tances, de  hauteurs  ;  tout  cela  suppose  implicitement  une  notion 
que  nous  croyons  posséder,  c'est  celle  de  la  distance  que  nous 
croyons  pouvoir  mesurer;  or  c'est  là  une  illusion  qui  tient  à  notre 
éducation,  à  notre  atavisme.  Nous  admettons,  et  c'est  une  hypo- 
thèse inconciliable  avec  d'autres  plus  probantes,  nous  admettons 
que  le  mot  distance  représente  quelque  chose  d'immuable  dans 
l'espace  et  dans  le  temps;  cette  immuabilité  est  incompatible  avec 
ce  que  nous  enseigne  la  théorie  des  nombres,  c'est-à-dire  la  plus 
parfaite  des  sciences.  Une  démonstration  rigoureuse  de  ce  fait  ne 
saurait  trouver  place  ici  et  le  lecteur  voudra  bien  nous  croire  sur 
parole.  Voici  seulement  non  pas  une  démonstration,  mais  une 
indication  qui  servira  à  nous  faire  comprendre.  Supposons  que 
le  mot  distance  ait  le  sens  que  nous  lui  avons  toujours  donné; 
supposons  qu'en  un  point  du  monde  que  j'appellerai  le  centre,  la 
température  soit  ce  que  les  physiciens  appellent  zéro  absolu  (on 
sait  que  tous  les  corps  se  dilatent  par  la  chaleur  et  se  contractent 
par  le  froid  à  tel  point  que  s'ils  arrivent  au  zéro  absolu  leurs  di- 
mensions sont  nulles,  ils  s'évanouissent).  Supposons  un  homme 
pouvant  résister  à  ces  froids  et  supposons  enfln  que  la  tempéra- 
ture de  chaque  point  du  monde  varie  proportionnellement  à  sa 
distance  du  centre  du  monde.  Cet  homme  se  déplace  avec  une 
règle  en  métal  :  tout  en  lui-même  et  autour  de  lui-même  changera, 
son  corps,  sa  règle;  il  n'aura  pas  de  repère  pour  constater  ce  fait, 
il  continuera  à  attribuer  à  sa  règle  une  longueur  immuable  qui 
pour  le  spectateur  immobile  ne  le  sera  pas. 

La  théorie  des  nombres  permet  de  définir  avec  précision  la  dis- 
tance et  de  fixer  les  conditions  de  son  invariabilité  quand  on  la 
transporte  dans  l'espace;  mais  celte  définition  est  arbitraire  dans 
une  large  mesure. 
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Tout  cela  n'a  rien  d'étonnant  si  nous  réfléchissons  que  c'est 
nous  qui  avons  inventé  l'espace,  et  que  nous  sommes  libres  de  lui 
attribuer  un  grand  nombre  de  propriétés  arbitraires,  et  même  cela 
prouve  inversement  que  l'espace  est  bien  une  création  de  notre 
imagination. 

Le  Temps.  —  Pas  plus  que  l'espace,  le  temps  n'est  susceptible 
de  mesure,  si  l'on  ne  fait  pas  une  convention  pour  définir  deux 
temps  égaux,  définition  qui  contient  aussi  beaucoup  d'arbitraire. 

Infini.  —  Il  y  a  un  mot  que  l'on  emploie  souvent  et  dont  il  faut 
fixer  le  sens  :  c'est  le  mot  infini.  Quand  on  demande  à  un  philo- 
sophe qui  se  sert  de  ce  mot  ce  qu'il  entend  par  là,  il  arrive  sou- 
vent qu'il  réponde  :  «  Comment  voulez-vous  qu'un  être  fini,  comme 
moi,  vous  dise  ce  qu'est  l'infini».  Quand  on  raisonne,  c'est  pour 
se  faire  comprendre  des  autres,  et  pour  cela  il  faudrait  ne  se  ser- 
vir que  de  mots  au  sens  net. 

Infini  veut  dire  variable  et  aussi  grand  que  l'on  veut.  Quand  on 
dit  que  l'espace  est  infini,  on  veut  dire  que  la  distance  d'un  point 
de  l'espace  à  un  autre  peut  devenir  aussi  grande  que  l'on  veut. 

Quand  on  dit  que  le  temps  est  infini,  on  veut  dire  qu'on  peut 
toujours  considérer  deux  époques  aussi  éloignées  l'une  de  l'autre 
que  l'on  veut. 

L'espace  est-il  infini  ?  La  réponse  est  déconcertante  pour  toute 
personne  qui  ne  connaît  pas  les  mathématiques  :  L'espace  est  fini 
ou  infini  à  volonté.  Et  toujours  pour  la  mênflie  raison  :  nous  avons 
créé  l'espace,  nous  pouvons  expliquer  sans  contradiction  tous 
les  phénomènes  relatifs  à  l'espace,  qu'il  soit  fini  ou  infini. 

Pouvoir  de  l'homme  sur  les  forces  naturelles,  —  L'homme  a  le 
pouvoir  de  modifier  l'action  des  forces  naturelles,  du  moins  dans 
une  certaine  mesure,  mais  il  y  en  a  qu'il  ne  peut  pas  modifier: 
tous  ses  mouvements,  qu'il  le  veuille  ou  non,  obéissent  à  des  lois 
immuables  qui  sont  les  lois  de  la  mécanique  rationnelle. 

Le  pouvoir  que  nous  avons  de  modifier  les  actions  de  la  nature 
et  qui  se  traduit  par  des  actes  tels  que  d'attraper  une  balle,  de 
l'emppcher  de  tomber,  de  produire  à  volonté  de  la  chaleur,  de  la 
lumière,  etc.,  ce  pouvoir  a  deux  sources  :  l'une  naturelle,  réside 
dans  notre  force  musculaire  ou  plutôt  notre  action  sur  nos  mus- 
cles, l'autre  tient  à  un  acte  de  notre  volonté,  à  quelque  chose  qui 
agit  en  nous. 

Udme,  —  Cette  source  de  vouloir,  et  par  la  suite  d'actes,  nous 
l'appellerons  l'âme;  et  cette  âme  n'est  pas  de  la  matière  ordinaire 
telle  que  les  physiciens  la  comprennent. 

Où  réside-t-elle?  Dans  la  matière  grise  du  cerveau  ?Mais  alors, 
que  devient-elle  à  la  mort?  Puis'que  nous  avons  créé  l'espace  à 
trois  dimensions  pour  les  besoins  de  notre  corps,  pour  expliquer 
de  nouveaux  phénomènes,  rien  ne  nous  empêche  de  généraliser 
l'espace  par  de  nouvelles  hypothèses  pourvu  qu'elles  ne  soient  pas 
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en  contradiction  avec  celles  qui  ont  tout  expliqué  jusqu'ici.  Donc 
rien  ne  nous  empéclie  d'ajouter  une  ou  plusieurs  dimensions  à 
cet  espace,  ce  qui  revient  à  imaginer  une  infinité  de  mondes 
comme  le  nôtre  et  ci  y  placer  IVime  des  hommes  et  aussi  Tàme  des 
animaux,  car  il  n'y  a  pas  de  raisons  pour  leur  refuser  quelque 
chose  d'équivalent  à  notre  âme.  Dans  cette  hypothèse,  IVime  atta- 
chée au  corps  pendant  la  vie  s'envolerait  à  la  mort  dans  un  monde 
plus  vaste  ;  l'espace  à  fjuatre  dimensions  que  nous  créons  ainsi 
nous  explique  Tàme,  nous  explique  la  mort. 

Maintenant  rappelons  qu'une  hypothèse  est  d'autant  plus  plau- 
sible qu'elle  explique  un  plus  grand  nombre  de  faits.  Or,  dans 
Tordre  physique  des  tentatives,  encore  peu  nombreuses  il  est  vrai, 
ont  pu  expliquer,  au  moyen  de  l'espace  à  quatre  dimensions,  cer- 
tains phénomènes  difïiciles  à  expliquer  autrement.  Je  vais  cher- 
cher à  démontrer  que  Ton  peut  expliquer  très  simplement  un 
phénomène  qui,  à  l'heure  actuelle,  trouble  le  monde  savant;  mais 
il  me  faut  ici  ouvrir  une  parenthèse. 

Si  nous  considérons  un  être  à  deux  dimensions  et  de  forme 
plane  assujetti  à  vivre  dans  un  espace  plan,  un  cercle  tracé  autour 
de  lui  dans  ce  plan,  sera  une  prison  d'où  il  ne  pourra  pas  sortir, 
si  par  exemple  ce  cercle  est  découpé  dans  le  plan  ;  pour  un  être  à 
trois  dimensions,  il  n'en  sera  pas  de  même;  il  n'aura,  s'il  est  en- 
fermé dans  le  cercle,  qu'à  sauter  par  dessus  la  circonférence  de 
ce  cercle.  De  même  nos  prisons  ne  seraient  pas  des  prisons  pour 
des  êtres  k  quatre  dimensions  qui  pourraient,  si  je  puis  m'exprimer 
z\ïis\y  sauter  par  dessus.  Cette  expression  est  impropre,  mais  nous 
n'avons  pas  de  mots  pour  exprimer  exactement  cette  nouvelle 
idée. 

Revenons  au  phénomène  annoncé.  Le  radium  a  fait  assez  de 
bruit  dans  le  monde  pour  qu'il  soit  bien  connu  au  moins  de  répu- 
tation. Or,  une  expérience  faite  en  Angleterre  et  répétée  en  France 
prouve  que,  si  l'on  enferme  un  morceau  de  radium  dans  un  vase 
absolument  clos  et  dans  lequel  on  a  fait  le  vide,  au  bout  d'un  cer- 
tain temps  ce  vase  contient  un  gaz  cpie  l'on  appelle  hélium  el  a 
augmenté  d'un  poids  égal  au  poids  de  l'hélium  qui  s'est  introduit 
dans  le  vase.  Or,  l'hélium  ne  peut  pas  provenir  du  radium  qui  n'a 
j)ns  diminué  de  poids. 

On  explique  (mais  je  n'affirme  en  aucune  façon  que  cette  expli- 
cation soit  la  bonne),  on  explique  ce  phénomène  en  admettant 
(|ue  l'hélium  a  passé  par^la  quatrième  dimension  pour  venir  rejoin- 
dre le  radium  dans  sa  prison. 

L'immortalité  de  Tàme  est  une  hypothèse,  il  n'y  a  aucune  rai- 
son pour  la  rejeter,  il  s'agit  de  voir  ce  qu'on  en  peut  tirer.  Dieu 
est  une  autre  hypothèse  que  l'on  a  faite  pour  expliquer  l'origine 
de  la  matière  et  ses  transformations;  si  l'on  demande  où  il  est,  on 
peut  répondre  qu'il  se  trouve  dans  l'espace  à  quatre  dimensions. 
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Mais  quant  à  le  définir,  cela  me  paraît  bien  difficile;  il  ne  saurait 
être  organisé  à  notre  inia^e,  il  ne  nous  est  donc  pas  possible  do 
le  concevoir. 

Conclusion.  —  En  étudiant  les  conquêtes  de  Tesprit  humain,  il 
semble  qu'il  y  aurait  un  moyen  de  raisonner  sur  les  (jucstions  qui 
divisent  le  plus  les  hommes;  ce  serait  de  ne  rien  affirmer  a  priori^ 
de  ne  pas  poser  d'axiomes  car  nous  ne  sommes,  hélas,  surs  de 
rien,  si  ce  n'est  que  nous  éprouvons  des  sensations  dont  nous 
avons  toujours  ignoré  les  causes. 

Sans  rien  affirmer  on  ferait  des  hypothèses  pour  en  tirer  des 
conclusions.  Auraient  raison  alors  ceux  qui  de  leurs  hypothèses 
auraient  su  tirer  le  plus  grand  nombre  de  conclusions  remarqua- 
bles, utiles  et  non  contradictoires. 

Ne  semble-t-il  pas  maintenant  que,  avant  d'aborder  Tétude  de  la 
philosophie,  il  est  nécessaire  d'avoir  parcouru  le  cycle  des  con- 
naissances humaines  pour  profiter  de  tous  les  renseignements  que 
peuvent  fournir  les  sciences  et  s'être  assimilé  les  méthodes  em- 
ployées pour  découvrir  la  vérité  ? 


SUR  LA  DETERMINATION  DU  TAUX 
DANS   LE   PROBLÈME   DES   ANNUITÉS 


De  la  formule 


Ar  (  1  4-  ri" 


(i  +  n"-i 


dans  laquelle  a  représente   l'annuité  à  payer  pendant  //  an- 
nées pour  amortir  un  emprunt  A  au  taux  de  r  pour  un  franc, 

eu  posant  —  =  a,  on  déduit  : 

(1  —  «/•)  (l  +  /•)"=  1  .  (1) 

Si  //  =  1,  cette  relation  devient 

1  —  « 

(1  —  ir\  (1  -I-  r)  =  1  doù  r  z=z  . 
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Si  n  =  2,  l'équation  (1)  devient 

(1  —  ar)  il  -f-  r)«  z=  1 
ar*  +  (2a  —  1)  /•  -^  (2  —  a)  =  0 


d'où 


__  —  2a  +  1  -h  [/^OL  -h  1 


2a 


Si  w  >  2  *,  [)Osons 


/•  = r    .       d  OU       n  =2 


i  —  h    '  —  1  4-  r 

en  sorte  que  /•  et  h  croissent  ou  décroissent  en  mém'i  temps. 
L'équation  (1)  devient  successivement  : 

1  —  (a  4-  1)  .  /i  =  (l  -  h)"-^^  . 

+  ...  +  (_  l,"-fl .  A«+1 , 

-r-  •  2  •  ''  =  ^"  ""'''  +  ^r~'  2  •  "T~  •  '' 

Ui  -h  1)  /i 


*  De  IVqiiation  (lU  nous  pourrions  déduire  une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  de 
r.  malheureusement  trop  éloigni'cs,  on  observant  que 


d'où 


1— ar>0        et        (1  —  ar)(l -f  «n  <  1 


r<-  et  r> 


I 

I 
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d'oii  eu  représentant  la  constante  7— ^.-tt-  P^^r  /'i  '- 

,^     ,^  ^3     ^,  _        _2J-_^  ,^^ 

,:{  4  5  ('«  +  1)« 

Observons  que,  dans  le  second   membre  de  cette  égalité, 

l e^'*"' terme  Tj  égale  le  précédent  T,_t  multiplié  par ^  .  h  ; 

par  suite  un  terme,  considéré  en  valeur  absolue,  sera  moin- 
dre que  le  précédent  tant  que  nous  aurons 

r+2-*<^    ou    -_^.__<, 

c'est-à-dire, 


Quand  cette  condition  sera  vérifiée,  en  s'arrètant  dans 
l'évaluation  ^e  h  'k  un  terme  de  rang  quelconque  de  la  suite 
(2),  Terreur  commise  sera  moindre  que  le  premier  terme  né- 
gligé, pris  en  valeur  absolue. 

Le  tableau  suivant,  à  double  entrée,  donne  une  limite  su- 
périeure de  n  pour  des  valeurs  de  /•  variant  de  0,01  à  0,14  et 
des  valeurs  de  s  variant  de  1  à  10;  Nous  avons  indiqué,  en 
caractères  gras,  la  limite  de  n  immédiatement  supérieure  au 
nombre  100. 

Pour  obtenir  la  raison  S  des  valeurs  de  n  suivant  une 
même  ligne  horizontale  du  tableau,  observons  qu'elle  est  la 
différence  entre  deux  limites  consécutives  de  n  pour  une  va- 
leur constante  de  /•  ;  elle  est  donc 
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Afin  de  bien  saisir  rimporlance  de  ce  tableau,  observons 
par  exemple,  que  si  /*  =  0,04,  les  termes  de  la  suite  (2)  iront 
en  décroissant  :  à  partir  du  l®*"  ternie  si  n  <  79  ;  à  partir  du 
2'""  si  79  ^  Il  <  10«  ;  à  partir  du  3'""  si  106  ^n  <  133;  et 
ainsi  de  suile.  Ou  encore,  si  /?  =  100  et  si,  dans  les  calculs, 
nous  constatons  que  les  termes  de  la  suite  (2)  vont  en  décrois- 
sant à  partir  du  1*"*  terme,  c'est  que  r  <  0,04;  si  ces  termes 
vont  en  décroissant  à  |)artir  du  2'"®,  c'est  que  0,04^  /•  <  0,05  ; 
s'ils  vont  en  décroissant  à  partir  du  3™**,  c'est  que  0,05  ^  r 
<  0,06;  et  ainsi  de  suite. 

Valeurs  approximatives  de  h  et  de  r.  De  la  relation  (2J, 
nous  déduisons  successivement  des  valeurs  de  plus  en  plus 
approchées  de  h  et  par  suite,  de  /•  : 

,        2(^2  — a)  //, 


u  —  1      1      n  —  1    n  —  2    jt  .   n  —  1    n  —  2    n  —  3      4 

ht 


1  -A, 
,  n  —  1      1      n  —  1    n  —  2    ,1      n  —  1    n  —  2    n  —  ii    .4 


1-A, 


n  —  1     .1       n  —  l    n  —  2    ,«    .    n  —  1    n  —  2    n-3      4 


—  ...  ;  r 


P+^  ~  1  -  A 


Représentons  par 

I                   L     .    "  "~  ^      1.*         «  —  1     «  —  2      ,3 
lip+\,2  =  hr-\ —  .  h^ —  .  — ^—  .  hp 

.  1."  —  1      ,«         "  —  1«  —  2      ,3.n  —  l/i  —  2/1  —  3,4 


.  /Z    —    1  8  /l    —   1         «    —    2  8 

V+i,«7  =  ''i  H 3—  .  h^ ^  -  .  — ^  .  h^  -f  ... 

-r    —  ■i)         — 5 —  •  — 7 —  •••  — I — 5  •  «_ 

les  approximations  successives  de  hpA^\  . 
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La  valeur  de  h\  étant  déterminée,  calculons  hi^^  « i  et  h^^îq 
(le  manière  que  la  différence  [h%,2q —\  —  ^h,2q)  soil  suiïîsam- 
ment  petite,  par  exemple  moindre  que  0,0001  ;  puis  cher- 
chons dans  les  mt^mes  conditions  ^3,2^  -1  et  hz^zq  ,  Ih^^^q  -1  et 
lu,iq^.  ••.  en  remplaçant  dans  A3  le  nombre  h^  par  h-m  (va- 
leur moindre  que  h^)^  dans  hi^  le  nombre  A3  par  7/3,2,,  (valeur 
moindre  que  A3),  ...  ;  il  s'ensiHt  que  les  valeurs  approxima- 
tives de  /•  de  rang  impair 

'':?,27j— 1    •       ''3,27,  — t    •       ''4,273-1    •    •    ■    '       ^p^\,tq    —1    '    •••  ^'^^ 

sont  respectivement  plus  grandes  que 

r^  ,  '*3        '  '\  .   •  •    .      '/>-|-l  '    ■*■ 

tandis  que  les  valeurs  approximatives  de  /•  de  rang  pair 

sont  respectivement  plus  petites  que 

Les  suites  (3)  et  (4)  satisfont  aux  trois  conditions  ci-après  : 
l**  Les  deux  suites  sont  croissantes; 

2**  Les     différences     (/>+i,29  -1    —   />,37-i)     et     (/>+i,27 

p  p—\  p 

—  '>.27      )  1  pour /?  croissant,   deviennent  de    plus   en   plus 

[.élites  ; 

3**  Les   nombres    l'p^^^^q  —1  et  />-^.i,27    ,   qui   comprennent 

p  '    p 

f'p+\  ,  sont  tels  que  leur  différence  (/'i,-!-!,  27  -1  —  />  +  i.:'7  )  peut 

p  p 

devenir  moindre  et  rester  moindre  que  tout  nombre  positif 
donné,  si  petit  soit-il. 

Théorème.  Si  la  première  suite  a  pour  limite  r,  la  seconde 
a  la  même  limite. 

En  effet 

P  p  P  p 

Or  limite  (/>-f-i,27  ~i  —  />+i,27)  =  0  en   vertu   de  la  troi- 
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sième  condition  de  convergence  et  limite  (/>4-i,2ç  _ i  —  r)^=Q 
par  liypothèse  ;  par  suite 

limite  (r—  r  _^^^     )  ==  0  . 

P 

Observation.  Du  théorème  qui   précède,  nous   déduisons 

<|ue  la  détermination  de  Tune  des  deux  suites,  delà  première 

par  exemple,  permet  de  calculer  /•  très  approximativement  : 

lorsque    l'une    des    différences    (/),+i,2ç  — i  —  rptq-\)    sera 

p  '   p^\ 

moindre  que  0,0001,  le  nombre  ip  2^—1   représentera,  à  forl 

.  ^~* 
peu  près,  la  valeur  de  /•;  si  cette  différence  dépasse  0,0001 

de  très  peu,  le  nombre  />+i,2^  —1  donnera   la  valeur  de  /*. 

p 

Cette  valeur  pourra  s'obtenir  de  deux  façons,  soit  en  prenant 
y  +  1  =:  /?  ,  soit  en  prenant  g^  +  1  <  //  . 

A.  —  Dans  le  premier  cas,  ç  +  1  =  /^  :  nous  calculerons 
pour  p  -^  \  ,/>  =  2,/;  =  3,...  les  valeurs  de  kp^\^n—\  t^t 
MOUS  en  déduirons  celles  de  />+i,«— t  . 

A 

Exemple,  On  donne  /i  =  4  et  a  =  -  =  3,7170984. 


Par  suite 


h  =  K^h^^\h*^l.^h^ 


io         h       =  '^^'\    ^f  =  0,0282902  ;       d'où       r^  =  0.02911 


2o 


A,  j  =h^  -{-  h\  =  0,0282902  4-  0.0007980  =  0.0290882  : 
*a.j  =  ''î,i  —  l^\  =  0,0290882  -  0,0000112  =  0,0290770  ; 


//,  ,  =  //,  ,  -h  --  //  =  0,0290770  -f  0.0000006  =  0,0290776  ; 

*.,.     0.0290776   „^_„, 

'•«•»  =  Î^TÂT;  =  0:9709224  =  ^'-^^^^^^ 
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A,^,  =  /ij  +  h\  =  0,0282902  +  0.00084r.5  =  0.0291357  ; 
//,  ,  =  //,  j  —  ^  /,|  =  0,0291357  —  0,0000122  =  0,0291235  ; 

*«,,  =  *.,»  +  î^  *!  =  0.0291235  +  0,0000007  =  0,0291242  ; 

r   -   *'•»   _  0:0291242  _ 
»••  ~  1-h,  .  -  0.9708758  "  '^'^^^^  ' 

Or 

''s..  —  't,«  =  0,00005  <  0.0001  ; 

par  suite 

r  =  0.0299  =  0,03  environ  . 

Théorème.  Considérons  la  somme 
à  termes  alternativement  [)ositifs  et  négatifs,  en  sorte  que 

St  z=  Ot  —  Ot 

.Vj    =  flTi  —   <ï|   -f-    fl, 

«4    =   ^1   Ot   -\-    Oz  «4 


•%  =  ''i  —  ^1  -h  fl^t  —  ««  -I-  -h  ««_i  ±  «„ 

Ajoutons 


n 


>^  .v^.  =  fl,  .  rt  -:-  fli  .   (rt  —  1)  -|-  «t  •  («  —  2)  —  ^4  .  («  —  3)  -f  ...  . 


«„^,  .  2±^„  .  1 


puis  divisons  par  /?  : 


n 

r"  n  —  \    .  /i  —  2  AI  —  3 


=  tfi  —  fl,  . f-  (7,  .  —  «4   . f- 


n  n  n  n 

2 

n  n 


«;,  .  1  •  -  It:  «,,  •  -  . 
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Il  s'ensuit  que 


n 
s 


et 


2. 

1  1,2  3 

A\,  —  =  —  <^«  •  — h  «S  •  -  •  —  ^«  •  — h 

"  n  n  n  n 

n  —  2    ,  n  —  ï 

«M  -  1 ±  «,i  •  

n  n 


n 


2'.- 


12  3 

"  /i  /i  n  n 

_  «  —  2    .  «  —  1 


rt..      ,  .    -r-  /i 


«-I  •        ,4        —  ■  «  •        ,j 


Par  conséquent,  si 

1^  2               3^          ^  ''-2^          n-  \ 

/2  n               n               -^      w  _.  1          AI  "         « 
OU 

</,  .  1  >  «,  .  2  >  «4  .  3  >  .  ...  >  a„_,  .  (^  —  2)  >  <?^^  .  (n  —  i) 

en  prenant 

/i 

2 


5 


H 

.V 
1 


«  AI 

Terreur  commise  sera  moindre  que 

1 

n 

Observation.  Ce  théorème  sera  applicable  au   calcul  de  h 
tant  que  nous  aurons 


ou 


T,_,  .(6'-2)>  T    .  (5-1) 


T,_,  .u-  2|>T,_,.^A__^/i.  ,.v-l) 


"  < i  •  ": 

.y  —  1      n  —  s 
r        ^  s  —  2     A-  4-  2 


1  +  r        .V  —  1   '  w 


DES    ANNUITÉS  293 

d'où 

(5'  —  4)  100         2a'  —  5  —  4  ' 
'*  ^  (6-  —  1)  100  r  "^        TUl         * 

Dans  le  problème  qui  précède  : 
Si  nous  prenons 

A.  =  ^«^  f  ^«■«  +  ^.»  ^  0,0290809 

o 
P  •  ♦  •      J  0.0000J12         ..  A/mnAO-T 

1  erreur  conimise  est  moinclre  que ^ =  0,0000037  ...  et 

a  fortiori,  moindre  que  0,00001.  Par  suite 

r.  -  -!^-  -  ""^^<"^  -  0  02995 

Si  nous  prenons 

^^  ^  *»'  +  *»«+*'■«  ^  0.0291278 
V  •  *  •     J  0.0000122         ..  r.r,fxar^/i^ 

i  erreur  commise  est  moindre  que ^ =  0,0000040...  oi 

a  fortiori,  moindre  que  0,00001.  Par  suite 

_  <M)2912  _ 
'^^  -  0.97088  -  "'"^^"^^  • 


Or  /*,  —  /•,  :=  0,00004  <'0,000i  ;  nous  pouvons  donc  pren- 
dre /•  =  0,0299  =  0,03  environ  . 

B.  —  Dans  le  second  cas,  q  -\-  i  <^  n  :  nous  suivrons  la 
méthode  générale  précédemment  exposée. 

Exemple.  On  donne  //  =  25  et  a  =  :^  .—  15,6220799  . 
Par  suite 

h:=zh,  -f  8  A"  —  .46  A»  -f-  202,4  /i*  —  708.4  /i*  -f  2024  A"  —  4807  h'  -f  ... 

lin  —  a) 
lo  Aj  =     ^    .    ,     '  ru  0.0288551  ; 

\n  -\-  \)n 

à'oii 

n=z  0,02971  . 

L'Easeignement  miithém.,  Il*  année;  IO09.  19 
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2o     A,  =  Aj  +  8  /i"  —  46  h\  -h  202,4  /i*  —  708,4  A*  +  ... 

ht.x  =  /«i  +  8  /i'  =  0,0288551  +  0,0066609  =  0,0355160 
/!,.,  =  A,.,—  46  //|  =r  0.0355160  —  0.0011051  =  0,0344109 
/i,.,  =  Ji,.,  -h  202,4  //  =  0,0344109  -j-  0,0001403  =  0,0345512 
ht.,  =  /*!,  —  708.4  //*  =  0;0345512  —  0.0000141  =  0,0345371 

Observons  que  //,,.  et  /^  ^  diffèrent  de  moins  de  0,0001  et  pre- 
nons /Vs  pour  valeur  de  /*,  : 

/il.,     0,0345512 


rt.%  = 


1  —  hyi  ~  0, 965 'i 488 


=  0.03579  . 


\\o 


A.  =  /*t  +  8  /ij  —  46  h\  -f  202,4  h\  —   708.4  /*|  -|-  ... 

—  /,,-!_   8   /i]^  =  0.0288551  -j-  0.0095425  =  0,0383976 
3=  /,,,,  —  46   a'  ^  =  0,0383976  —  0,0018950  =  0,0365026 

—  /,, ,  ^_  202.4  h\  ^  —  0,0365026  +  0,0002879  =  0,0367905 
rr  A,  ,  —  708,4  h\^  =  0,0367905  —  0,0000348  =  0,0367557 


/«.»  = 


/'t,« 


1  —  Ag,,  ~"  0.9632095 


0,036:%5  ^  ^_^3^,^  _ 


^40 


A4.. 

/'4,t 
/*4.« 
//..4 


50 


/'6  1 
A6.4 


//,  =  //i  +  8  /^  —  46  A.  +  202.4  //  —  708,4  h\  +  ... 

zh,     -{-      8  h\^  =  0,0288551  +  0,0108078  =  0.0396629  ; 

:  A,  ,  -_  46  A*  ^  =:  0.0396629  —  0.0022842  =  0,0373787  ; 

:  A.  8  -f  202,4  A*  ^  =  0.0373787  +  0,0003896  =  0,0377683  ; 

s»  4 

r  A4 ,  —  708.4  A*  ,  =  0.0377683  —  0,0000501  =  0.0377182  ; 

ï»  4 

/(,  =  Al  +  8  //J  —  46  h\  -)-  202,4  //  —  708,4  //'  +  ... 
: /,,     j.      8      /i'     r=  0,0288551  +  0,01 13773  =  0,0402324  ; 

4.4 

zK^t—    46   A]^  =  0,0402324  —  0,0024684  =  0,0377640  : 

r  Aft.,  -H  202.4  A*  =  0,0377640  +  0,0004092  =  0,0381732  ; 

-  Ar.»  —  708.4  A*  =  0,0381732  —  0,0000540  =  0,0381192  ; 

n,t  =       As.,     0.0381732 


1  —  Afi,""  0,9618268 


=  0.03969. 
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6«>  A,  =  At  +  8  a"  —  46  A*  -f  202,4  h\  -  708.4  h\  -f-  ... 

V,  =  /i,  -f   8   ^*  ^  =  0.0288551  -|-  0,0116246  =  0.0404797 
/i,.,  =  A- 1  —  46   a'  =  0.0404797  —  0,0025480  =  0,0379317 

fi,  4 

A.,,  =  A«.,  -H  202,4  A*  ^  z=  0.0379317  +  0,0004274  =  0,0383591 
A»  «  =  Ac.  -  708.4  h\  ^  =  0,0383591  —  0,0000570  =  0,0383021 

•  ■  4 

/'6.«     0,0383591    .  ^_^^ 

'•-  =  irzn;;,  =  ôMîêm  =  ^'^^^^^ 

7o     A,  =  /,,  4-  8  A*  —  46  A*  +  202,4  A*  —  708.4  A*  +  . .. 

hj.t  =  h,     -\-      8   a"  ^  =3  0,0288551  +  0,0117714  r=  0,0406265  , 
hj.t  =  /*M  -  46  h[^=z  0,0406265  —  0,0025963  =  0.0380302 
A,.,  =  A,.,  -f-  202.4  A*  ^  rr  0.0380302  -|-  0,0004382  =  0.0384684 
A,.,  =z  A;  ,  —  708.4  A*  =  0.0384684  —  0,0000588  =  0.0384096 

-   ^^î»   -  0.Q384684  _ 
'^'-  =  riTX".  -  0-79615316  =  ^'^^^^^  '• 

puisque  r7,3  —  /-«.a  diffère,  à  fort  peu  près,  de  0,0001,  nous 
pouvons  prendre  /*  =  0,04. 

En  pratique^  il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  les  valeurs 
successives  de  r;  il  suffit  de  déterminer  deux  valeurs  consé- 
cutives hp  et  hp^x  de  h  différant,  à  fort  peu  près,  de  0,0001  : 

la  valeur  de  r  sera  très  approximativement  égale  à     ^j. 

E.  Barbette  (Liège). 


G.  VAILATI  » 

1863—1909. 


Le  4  décembre  1896  on  inaugurait  à  TUniversité  de  Turin 
un  cours  de  nature  bien  diderenle  de  ceux  qu'on  avait  jus- 
qu'alors et  qu'on  a  encore  l'habitude  d'y  professer  ;  à  côté  de 
leçons  d'un  caractère  tout  à  fait  théorique  prenait  place  un 
cours  historique.  Il  s'agissait  d'un  cours  libre  sur  r«  histoire 
de  la  mécanique  »  que  commençait  G.  Vailati,  un  ancien  élève 
du  vieux  et  glorieux  Athénée*.  Il  avait  déjà  été  pendant  deux 
années  scolaires  (1890 — 1892)  professeur  adjoint  à  la  chaire  de 
(Calcul  infinitésimal.  Par  ses  travaux  sur  le  calcul  logique,  pu- 
bliés dans  la  Rivista  di  matematica,  il  était  devenu  un  membre 
1res  actif  de  l'école  des  logiciens-mathématiciens  fondée  et  di- 
rigée par  M.  G.  Peano.  Mais  on  peut  dire  que  dès  ce  moment 
M.  Vailati  prit  une  direction  nouvelle;  non  pas  qu'il  ait  abjuré 
les  idées  qu'il  avait  professées  jusqu'alors,  mais  parce  que,  par 
une  évolution  naturelle  de  sa  pensée,  il  tourna  alors  son  acti- 
vité vers  de  nouvelles  régions,  où  il  sentait  pouvoir  mieux 
employer  son  étonnante  érudition,  son  profond  sens  critique 
et  les  facultés  d'historien  et  de  philosophe  dont  il  était  si 
richement  doué. 

Les  traits  distinctifs  de  son  esprit  se  voient  très  clairement 
dans  le  discours  d'ouverture  de  son  cours,  discours  dans  le- 
quel il  se  proposa  de  prouver  «  l'importance  des  recherches 
relatives  à  l'histoire  des  sciences».  On  retrouve  encore  ces 
mêmes  caractères  dans  toutes  ses  publications  des  années 
1896 — 1898,  publications  dont  la  nature  absolument  histo- 
rique prouve  qu'elles  sont  des  pages  détachées  de  ses  cours; 
elles  se  rapportent  aux  idées  et  aux  méthodes  en  mécanique 


1  Né  à  Crema  le  23  avril  18  >3.  Giovaoni  Vailati  est  mort  à  Rome  le  U  mai  1909. 
*  A  Turin  il  avait  obtenu  lo  grndo  d'ingénieur  civil  en  1887  et  le  doctorat  ôs  scitinces  mnthc- 
matiquos  en  1899. 
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qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  d'Archimède,  d'Aristote, 
d'Héron  et  de  J.-B.  Benedetti.  Ces  caractères  se  montrent 
aussi,  mais  d'une  manière  plus  éclatante  encore,  dans  ses 
discours  d'ouverlure  des  cours  des  années  1897 — 98  et 
1898—99,  dont  le  premier  (qui  eut  Thonneur  d'une  traduc- 
tion en  polonais)  a  pour  objet  «  la  méthode  déductive  », 
tandis  que  l'autre  se  propose  de  prouver  l'influence  sugges- 
tive que  les  «  questions  sur  les  mots»  eurent  sur  le  dévelop- 
pement de  la  pensée  scientifique. 

Ce  cours  sur  l'histoire  de  la  mécanique  fut  d'un  grand  in- 
térêt et  laissa  un  profond  souvenir  chez  ceux  qui  eurent  le 
bonheur  de  le  suivre.  Les  auditeurs  en  auraient  tiré  un  profit 
encore  plus  complet  pour  leurs  connaissances  historiques  si 
le  cours  n'avait  dû  être  brusquement  interrompu  quand  le 
jeune  professeur  fut  appelé  à  enseigner  les  maihématiques 
au  Lycée  de  Syracuse;  malheureusement  il  ne  put  le  re- 
prendre, même  plus  tard,  car,  lorsqu'il  abandonna  la  patrie 
d'Archimède,  il  fut  envoyé  successivement  à  Bari  et  à  Como, 
villes  où  il  n'y  a  pas  d'institutions  d'instruction  supérieure. 
Ce  serait  cependant  une  erreur  de  croire  que  ces  fréquents 
changements  de  résidence  et  les  lourdes  occupations  de  son 
•enseignement  aient  éteint  chez  lui  le  feu  sa<'ré  de  la  re- 
cherche historio-philosophique.  En  eff'et,  il  suffit  de  rappeler 
deux  travaux  qui  remontent  à  cette  époque  et  dont  l'étroite 
liaison  mutuelle  est  évidente;  l'un  d'eux  se  rapporte  à  la 
«  Logica  demonstrativa  »  de  G.  Saccheri,  l'autre  à  la  théorie 
de  la  définition  donnée  par  Aristote.  Dans  be  premier  il  si- 
gnale un  côté  méconnu  et  très  intéressant  de  l'esprit  d'un 
des  fondateurs  de  la  géométrie  non-euclidienne,  tandis  que 
dans  l'autre  il  donne  des  preuves  nouvelles  de  sa  connais- 
sance parfaite  de  toute  la  pensée  scrientifique  des  anciens 
Grecs.  En  1904  M.  Vailati  fut  transféré  à  l'Institut  technique 
de  Florence.  Cette  mesure  fut  prise  par  le  gouvernement 
italien,  non  pour  de  simples  raisons  de  service,  mais  pour 
permettre  à  l'éminent  professeur  de  préparer  l'édition  des 
œuvres  complètes  d'Evangéliste  Torricelli  que  le  Congrès 
international  des  Sciences  historiques,  qui  eut  lieu  à  Rome 
en  1902,  avait  proclamé  urgente  et  dont  l'Académie  des  Lin- 
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oei  voulait  prendre  la  direction  suprême.  Malheureusement 
ce  magnifique  projet  n'a  pas  même  eu  un  commencement 
d'exécution;  tout  le  monde  Ta  vivement  regretté,  mais  cela 
n'a  pas  étonné  ceux  qui  savaient  qu'en  Vailati  —  c'est-à-dire 
en  la  personne  appellée  à  exécuter  le  projet  —  les  qualités 
du  critique  avaient  la  prédominance  sur  celles  de  l'historien; 
les  qualités  de  l'homme  qui  se  laisse  entraîner  par  le  libre 
cours  de  ses  pensées  prenaient  toujours  le  pas  sur  celles 
d'un  impassible  chercheur  d'anciens  documents.  D'autant 
plus  qu'à  Florence,  —  le  centre  du  «  pragmatisme  »  italien 
—  Vailati  entra  tout  de  suite  dans  ce  groupe  des  penseurs 
brillants  et  audacieux  qui  avaient  alors  comme  organe  la  Fa- 
meuse revue  Leonardo;  il  élargit  ainsi  encore  le  cercle  déjà 
si  vaste  de  ses  occupations  extra-scolaires;  on  en  trouve 
une  preuve,  encore  meilleure  que  celle  donnée  par  ses  tra- 
vaux d'histoire,  datant  de  cette  époque,  dans  un  remarquable 
article  «sur  quelques  caractères  du  mouvement  philoso- 
phique en  Italie»,  que  connaissent  très  bien  les  lecteurs  de 
la  Revue  du  mois. 

Puis  vint  la  décision  du  Ministère  de  l'Instruction  publi- 
que appelant  M.  Vailati  à  prendre  part  aux  travaux  de  la  Com- 
mission chargée  d'étudier  la  grande  question  de  la  réforme 
de  l'école  moyenne,  dont  la  solution  s'imposait  alors  en 
Italie,  comme  du  reste  dans  tous  les  pays  civilisés*.  Cela 
amena  une  nouvelle  modification  radicale,  non  seulement 
dans  les  conditions  de  son  existence,  mais  encore  sur  toute 
Torientalion  de  son  esprit.  Depuis  cet  instant  il  fut  tellement 
absorbé  par  la  nouvelle  tâche  qu'on  lui  avait  imposée  que 
toutes  ses  publications  postérieures  ont,  plus  ou  moins  net- 
tement, une  empreinte  didactique,  bien  que,  conformément 
«1  l'éclectisme  de  l'auteur,  elles  se  rapportent  à  des  sujets  très 
différents,  tels  que  l'enseignement  de  la  géométrie  élémen- 
taire, la  conception  de  la  masse,  le  principe  des  travaux  vir- 
tuels, etc.;  qu'il  me  soit  permis  seulement  de  citer  Tingé- 
nieux  essai  sur  la  psychologie  d'un  dictionnaire*,  qui  aurait 


>  A  retto  charge  sont  dus  lus  voyages  que  M.  Vailali  (it  récemmont  en  France  et  en  Alle- 
magne pour  se  rendre  un  compte  exact  du  fonctionnement  des  nouveaux  programmes  et  de» 
nouveaux  genres  d'écoles. 

*  Il  s*agit  du  «  Dictionnaire  étymologique  •  par  MM.  Bréal  et  A.  BaiUy. 
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fourni  la  preuve  (si  cela  eut  élé  nécessaire)  que  Vaîlati  était 
capable  d'apporter  dans  le  sein  de  celte  Commission  de  pré- 
cieuses contributions  même  en  dehors  de  sa  spécialité. 

Il  resterait  encore  beaucoup  à  dire  pour  tracer  un  tableau 
(idèle  de  Taclivité  si  variée  du  regretté  savant;  il  faudrait, 
par  exemple,  faire  une  revue  de  ses  comptes  rendus  sans 
nombre  se  rapportant  à  des  ouvrages  relatifs  à  tous  les  do- 
maines où,  dans  ces  derniers  dix  ans,  s'est  exercée  l'activité 
de  l'esprit  humain:  logi(|uf*  et  histoire  des  sciences,  darwi- 
nisme et  géométrie  élémentaire,  libre  arbitre,  classification 
des  sciences,  spiritisme  etc.  ;  dans  tous  on  trouve  quelque  vue 
originale,  quelque  donnée  inconnue  ou  (|uelque  observation 
remarquable  !  Mais,  môme  celui  qui  arriverait  à  peindre  un 
tel  tableau  d'une  manière  tout  à  fait  satisfaisante,  ne  pour- 
rait se  flatter  d'avoir  reproduit  l'esprit  de  G.  Vailati,  qui  ne 
se  révélait  entièrement  qu'à  ceux  qui  eurent  le  bonheur  de 
passer  de  longues  heures  avec  lui  dans  Tinlimité  de  la  con- 
versation. Seuls  ses  amis  les  plus  proches  peuvent  mesurer 
l'étendue  de  la  perle  que  fait  la  science  par  la  mort  de  celui 
que  la  Nature  avait  si  richement  doté  de  qualités  supérieures. 
11  reste  à  souhaiter  que  les  Travaux  si  profonds  et  si  variés 
de  Vailati,  répandus  dans  de  nombreuses  revues,  soient 
réunis  en  un  volume  qui  apportera  des  documents  utiles  au 
développement  de  la  science  et  fera  augmenter  l'admiration 
générale  dont  il  fut  entouré  durant  son  existence  trop  courte, 
hélas!  On  verra  alors  se  renouveler  le  phénomène  que  Dante 
exprima  par  ces  vers  si  souvent  cités: 

Comc  la  froiula  che  flotte  la  cima 
Nel  transi lo  del  vento  e  poi  si  leva 
Per  la  propria  virlù  che  la  sublima. 

Gênes,  9  Juin  1909.  Gino  Lohia. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Sur  une  question  élémentaire  de  divisibilité. 

Les  caractères  de  divisibilité,  que  je  me  propose  d'étudier  dans 
cette  petite  note,  me  paraissent  de  quelque  intérêt  pour  l'ensei- 
gnement. Leurs  démonstrations  sont  d'une  extrême  simplicité  et 
ont  l'avantage  d'une  grande  généralité. 

Nous  allons  établir  certaines  règles  sur  la  divisibilité  par  7,  11, 
13,  17,  19,  23,  21),  31 des  nombres  écrits  dans  le  système  dé- 
cimal. 

Soit  A'  un  des  nombres  7,  11,  13,  ...,  et  K  et  K'  des  multiples 
quelconques  du  nombre  correspondant  h. 

J'écris  un  nombre  quelconque  : 

z  :=  10.r  -f  r 

et  je  suppose  qu'il  soit  divisible  par  /c. 
On  a  donc  : 

lOj-  +  r  =  O(motl  X)  . 

Les  nombres  entiers  a:  et  y  [y  toujours  plus  petit  que  10)  ont 
alors  les  expressions  : 

a:  =  K  -f  m   ,  y  =:  __  9K  —  lOw   , 

m  étant  un  entier  quelconque. 
Je  forme 

X  -I-  ).)•  =  K'  -f  m[\  —  ÀIO) 

et  je  choisis  le  nombre  A  de  manière  que  1  —  AiO  soit  un  multiple 
de  k. 

Soit  par  exemple  k  =i  7.  Nous  obtenons  alors 

>  =  — 2  . 
11  est  en  effet  : 

1  -f-  2  .  10  z=  21 

et  nous  avons  cette  règle  : 

Pour  prouver  la  divisibilité  par  7  d*un  nombre  écrit  dans  le 
système  décimaly  je  considère  le  nombre  qui  figure  â  la  gauche  des 
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tinitésyfen  soustrais  les  unités  multipliées  par  "2.  Si  le  reste  est  di^ 
visible  par  7,  le  nombre  donne  Vest  aussi. 
Par  exemple  : 

29'i  ,     29  I  4  ,     29  —  8  =  21  . 

Pour  les  nombres  indiqués  plus  haut  nous  obtenons  le  tableau  : 


/• 

7 

11 

13 

17 

19 

23 

29 

31         

X 

—2 

—1 

+4 

—5 

+2 

+7 

+3 

3         

On  forme  facilement  pour  chacun  de  ces  nombres  une  règle 
analogue  à  celle  que  nous  venons  d'énoncer  pour  le  nombre  7. 

R.  SuppAXTSCHiTscH  (Vienne). 


Démonstration  vectorielle  d'une  construction  des  axes  d'une  ellipse. 

Par  Textrémité  P  d'un  diamètre  d'une  ellipse  de  centre  O,  nous 
menons  la  perpendiculaire  à  son  diamètre  conjugué  OQ  et  nous 
prenons  sur  cette  normale  les  points  M  et  X  tels  que 

PM  =  PN  =ÔQ  . 
Si  a  et  b  sont  les  longueurs  des  demi-axes  de  Tcllipse,  on  a 


OM  =  a  -f  />  ,     OX  =  û  —  /> 

et  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites  OM,  ON  sont 
les  axes,  en  position,  de  l'ellipse. 

(^ette  construction,  très  simple,  des  axes  d'une  ellipse  dont 
deux  diamètres  conjugués  sont  donnés,  est  bien  connue;  elle  est 
due  à  Chasles. 

Nous  indiquons  la  démonstration  vectorielle,  fort  simple  elle- 
même,  pour  donner  un  nouvel  exemple  de  l'utilité  de  la  méthode 
vectorielle  en  Géométrie  analytique. 

Soit  I  un  vecteur-unité  parallèle  au  grand  axe  de  l'ellipse.  Pour 
le  point  P  on  a,  y  étant  l'angle  excentrique  et  i  la  rotation  d'un 
angle  droit  dans  le  plan  de  la  courbe 

(1)  P  =  O  4-  flcos^  I  -f  Asin^i  I   . 

Pour  le  point  Q  on  a 

12)  Q  =  0  +  5-, 
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car,  Q  est  donné  par  (1}  en  remplaçant  y  par^  +  SP  >  et  le  dia- 
mètre OQ  doit  être  parallèle  à  la  tangente  au  point  P. 
On  a  encore,  par  la  construction  de  M,  N  et  d'après  (2) 

M  =  P_,-^,  N  =  p  +  i^ 

d^  d^ 

OU  bien,  en  vertu  de  (l), 

M  =  O  4-  (a  4-  h)  [cosy  1  +  siii^/  I] 

N  =  O.-l-  (a  —  A)  [cosy  1  —  sinyi  I]   , 
dont  on  déduit 

mod(M  —  0)^=z  a  -\-  h   ,  mod(N  —  O)  =  rt  —  />. 

M— ON— O        ^  ,  M—  O        N  —  O        o-i 

ce  qui  démontre  la  construction  de  Chasles. 

C.  BuRALi-FoRTi  (Turin). 


A  propos  d'un  théorème  de  H.  Arnoux. 
Lettre  adressée  à  M.  C.  A  Laisant. 

Cher  monsieur, 

J'ai  remarqué  récemment  dans  Y  Enseignement  mathématiquey 

(15  mai  1908,  p.  221)  un  article  intitulé  «  Un  nouveau  théorème 

d'arithmétique»  où  vous  signalez  un  théorème  dû  à  M.  Arnoux; 

vous  pensez  que  ce  théorème  est  nouveau.  11  me  semble  que  c'est 

une  erreur.  Dans  «  P.  Bachmann's  Niedere  Zahlentheoriey*  (pp.83- 

84,  N^  8),  on  donne  une  méthode  pour  la  solution  des  congruences 

simultanées,  laquelle  me  paraît  contenir  implicitement  le  même 

principe.  Cette  méthode  est  due  à  Gauss,  mais  l'auteur  appelle 

l'attention  sur  le  fait  qu'elle  a  été  connue  des  Chinois  il  va  bien 

des  siècles. 

Votre  bien  dévoué, 

K.  B.  KscoTT  {Ann  Arbor,  Mù-hj 

Je  remercie  M.  Kscott  de  son  intéressant  renseignement.  Je 
croyais  la  proposition  nouvelle,  sans  en  être  sûr;  elle  est  en  tous 
cas  digne  de  remarque,  et  le  mérite  de  M.  Arnoux  reste  entier, 
car  il  est  permis  de  se  rencontrer  avec  Gauss,  et  aussi  avec  les 
mathématiciens  de  l'antiquité  chinoise.  C.  A.  L. 
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Le  mouvement  de  réforme  de  l'eBseignement  mathématique 

en  Hollande. 

1.  I.a  plupart  des  professeurs  de  mathématiques  hollandais  ne 
s'occupent  guère  des  progrès  dans  l'enseignement  en  d'autres 
pays,  et  le  mouvement  concernant  l'introduction  de  notions  de 
calcul  différentiel  et  intégral  était  déjà  achevé  en  France,  et  en 
pleine  action  en  Allemagne,  en  Suisse,  et  en  Autriche,  avant  qu'il 
prit  naissance  en  Hollande. 

C'est  M.  CiKOT,  professeur  à  l'Ecole  moyenne  quinquennale  à 
Bois-le-Duc,  qui  fit  connaître  les  changements  adoptés  en  France 
et  Tétat  de  la  question  en  Allemagne.  H  avait  suivi  le  mouvement 
dans  ces  deux  pays  depuis  bien  des  années,  et  il  avait  adopté  les 
idées  de  M.  Klein.  I.a  fondation  du  Wisknndi^  Tijdschr/ft  [Recueil 
Mathématique)  lui  donnait  l'occasion  de  publier  des  articles  sur  ce 
mouvement,  ainsi  que  des  comptes  rendus  de  conférences  de 
professeurs  allemands  et  autrichiens;  il  attira  aussi  l'attention  sur 
des  manuels  modernes  de  mathématiques.  Un  très  petit  nombre 
de  professeurs  s'allièrent  à  lui,  tandis  que  d'autres  se  déclaraient 
adversaires  résolus. 

La  réunion  annuelle  des  professeurs  des  écoles  moyennes  quin- 
quennales et  triennales  à  Almelo,  en  août  1905,  avait  créé  pour  la 
première  fois  une  section  mathématique  et,  c'est  là  que  commença 
le  mouvement  pour  introduire  ,la  représentation  graphique  et  des 
notions  de  calcul  infinitésimal  dans  les  écoles  moyennes  quin- 
quennales. 

L'année  suivante,  au  mois  d'août  1906,  la  section  mathématique 
de  la  réunion  à  Alkmaar  était  très  fréquentée.  M.  Cikot  y  xléfendit 
l'introduction  des  dérivées  dans  l'enseignement  secondaire,  et 
constata,  ce  que  du  reste  tout  le  monde  sait,  qu'on  fait  usage  du 
calcul  déguisé  dans  la  mécanique,  etc.  Il  fut  appuyé  parM"''\VEs- 
TERVELD,  et  MM.  CoELiNGH,  Stoel,  Vabs,  VAN  DE  Well,  mais  com- 
battu par  d'autres  ;  quelques-uns,  effrayés  par  les  nouvelles  idées, 
restaient  hésitants,  et  quelques  autres  ne  voulaient  absolument 
pas  entendre  parler  de  changements  dans  l'enseignement.  Ceux-ci 
craignaient  que  cette  introduction  ne  fût  pas  une  amélioration 
et  ne  serait  qu'une  surcharge  de  travail  pour  les  élèves. 

De  ces  discussions-ci  et  d'autres,  il  ressortit  que  les  adversaires 
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n'étaient  pas  au  courant  du  mouvement  à  Tétranger;  ils  se  figu- 
raient que  les  partisans  de  M.  Klein  voulaient  faire  un  cours  de 
Sorbonne  à  l'Rcole  moyenne  ;  de  plus  ils  semblaient  ignorer  les 
applications  si  variées  du  calcul  infinitésimal  que  Ton  rencontre 
même  en  physiologie,  témoin  la  question  :  «  Qu'est-ce  que  ce 
calcul  peut  bien  faire  aux  étudiants  en  médecine?»  Cependant 
personne  ne  répondit  à  M.  Cikot  pour  expliquer  en  quoi  le  calcul 
déguisé  serait  plus  facile  et  prendrait  moins  de  temps  que  le 
calcul  méthodique. 

2.  —  Le  mouvement  mathématique  venait  à  un  moment  propice  : 
il  coïncidait  avec  un  autre  mouvement,  qui  avait  déjà  commencé 
((uelques  années  auparavant.  Dans  le  sein  de  l'Association  des 
professeurs  hollandais  était  né  le  désir  d'opérer  un  changement 
complet  dans  les  écoles  quinquennales.  Depuis  la  fondation  de 
ces  écoles  en  1864,  jusqu'à  présent,  tous  les  élèves  devaient  suivre 
le  même  cours.  Ils  entrent  à  l'âge  de  12  ou  13  ans  et  obtiennent  un 
diplAme  final  après  un  examen  devant  une  commission  de  pro- 
fesseurs de  toutes  les  écoles  de  leur  province. 

A  l'école  moyenne  les  mathématiques  jouent  un  grand  nMe. 
Comme  sans  doute  partout,  il  y  a  peu  d'élèves  qui  peuvent  suivre 
les  leçons  de  mathématiques  sans  peine  ;  beaucoup  ne  s'intéressent 
guère  à  ces  leçons  et  doivent  consacrer  bien  du  temps  à  ces  études, 
pour  ne  réussir  qu'à  demi;  d'autres  sont  totalement  incapables  de 
suivre  ces  leçons. 

On  avait  donc  proposé  de  diviser  le  cours  quiuqAiennal  en  deux 
cycles  ;  le  premier  comprendrait  les  trois  premières  années,  à  la 
fin  desquelles  l'élève  pourrait  suivre  un  cours  de  deux  ans,  soit 
dans  une  section  A,  où  les  langues  vivantes  domineraient,  soit 
dans  une  section  B,  où  les  sciences  exactes  seraient  prépondé- 
rantes ^ 

L'idée  fondamentale  de  cette  division  était  de  donner  aux  élèves 
(et  à  leurs  parents)  l'occasion  de  constater  quelles  seraient  leurs 
études  de  prédilection. 

fùi  1907  on  venait  de  finir  les  préliminaires  sur  le  cours  de  la 
section  A,  et  on  allait  étudier  la  section  B.  Le  mouvement  mathé- 
matique naquit  donc  au  bon  moment. 

3.  —  Parmi  les  partisans  d'une  réforme,  il  y  en  avait  qui  préten- 
daient qu'il  serait  impossible  de  conduire  à  bonne  fin  l'étude  des 
mathématiques  élémentaires,  y  compris  les  éléments  du  calcul 
infinitésimal,  en  moins  de  trois  ans.  Ils  demandaient  en  tout  un 
cours  de  six  ans  pour  l'école  moyenne,  afin  de  pouvoir  donner 
l'enseignement  d'une  manière  moins  pressée. 

L'Association  demanda  à  M.  Hekinga,  professeur  à  Harlem,  de 
faire  un  projet  de  cours  triennal,  et  à  MM.  Cikot  et  Vaes  un  projet 


^  Tous  les  (Ui'VttH  apprennent  les  langues  française,  allemande  et  anglaise. 
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de  cours  biennal.  Une  première  conférence  eut  lieu  à  Utrecht  ; 
M.  IIeringa  y  développa  ses  idées,  concernant  le  cours  triennal, 
qui  donnerait  une  introduction  au  calcul,  la  géométrie  analytique, 
y  compris  les  coniques,  etc.  MM.  Cikot  et  Vaes  présentèrent  un 
projet  pour  un  cours  biennal,  comprenant  une  introduction  au 
calcul,  suffisante  pour  les  problèmes  de  la  mécanique  élémen- 
taire et  de  la  physique.  Ils  voulaient  introduire  la  représentation 
fj^raphique  dès  la  première  classe,  afin  de  familiariser  les  élèves 
avec  ridée  de  fonction. 

On  voit  que  les  deux  programmes  comprenaient  le  calcul  des 
dérivées,  et  ne  différaient  que  par  les  autres  parties.  Il  va  sans  dire 
que  le  projet  pour  deux  ans  comprenait  moins  de  matières  que 
celui  pour  trois  ans,  et  se  limitait  aux  choses  strictement  néces- 
saires. I/Association  des  professeurs  invita  quatre  professeurs 
(MM.  CoELiNCH,  Derksen,  Lindnek  et  VAN  DE  Well),  à  bien  vouloir 
former  avec  MM.  Cikot  et  Vaes  une  commission  chargée  de  faire 
un  rapport  sur  les  deux  projets.  (M.  Herinca  était  gravement 
malade.) 

Après  deux  conférences  à  Utrecht  cette  commissi(ui  publia  son 
rapport,  comprenant  uu  programme  pour  un  cours  de  deux  ans, 
et  un  autre  pour  un  cours  de  trois  ans,  la  moitié  des  membres 
n'étant  pas  convaincue  qu'il  serait  possible  de  traiter  les  choses 
en  deux  ans  sans  surcharger  le  programme.  Comme  la  première 
fois,  le  programme  pour  trois  ans  était  plus  étendu  que  celui  pour 
deux  ans. 

4.  —  MM.  Vaes  et  Van  de  Well  avaient  déjà  introduit  dans  leur 
enseignement  les  cléments  du  calcul  des  dérivées,  et  pouvaient 
constater  que  ces  éléments  étaient  compris  plus  facilement  par 
les  élèves  que  certaines  parties  de  la  géométrie  et  de  la  méca- 
nique, et  ne  présentaient  pas  plus  de  difficultés  que  la  difleren- 
ciation  et  l'intégration  déguisées. 

M.  Vaes  publia  un  livre  intitulé  :  GraphLsche  Voonitellingen 
en  de  Beginselen  der  Differentinal-  en  I ntegraalrekeningy  c'est-à- 
dire  :  «  La  représentation  graphique  et  les  éléments  du  calcul 
différentiel  et  intégral  ».  Son  ouvrage  parut  en  août  1907,  avant  la 
réunion  annuelle  de  l'Association,  tenue  à  Bergen-op-/oom,  et 
qui  devait  examiner  l'introduction  de  la  représentation  graphique 
et  du  calcul  des  dérivées  dans  les  écoles  moyennes. 

Devant  une  assistance  peu  nombreuse  MM.  Cikot  et  Vaes  déve- 
loppèrent de  nouveau  leurs  idées,  et  rencontrèrent  les  mêmes  ad- 
versaires qu'à  Alkmaar.  La  section  exprima  unanimement  le  vœu 
que  la  représentation  graphique  soit  introduite  dès  la  première 
classe,  et  que  l'on  en  tienne  compte  dans  l'enseignement,  du  com- 
mencement jusqu'à  la  Un. 

Par  contre  la  section  se  déclara  contre  le  calcul  des  dérivées  avec 
8  voix  contre  5, 
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5.  —  Mais  les  deux  projets  devaient  encore  être  soumises  à 
l'approbation  de  l'Association  tout  entière,  dans  sa  réunion  an- 
nuelle de  1908,  à  Schiedam.  Entre  temps,  le  projçt  de  MM.  Cikot 
et  Vaes  prit  une  forme  définitive  avec  la  collaboration  de  M.  Stoel, 
et  en  janvier  1908  on  demanda  l'avis  des  professeurs  de  mathéma- 
tiques, de  mécanique  et  de  physique,  au  moyen  d'un  questionnaire  : 

oui      Don     blancs 
S'ils  se  déchiraient  pour  l'introduction 

du  calcul  dans  un  cours  triennal .     .  47       13         4 

ou     »       »       »       biennal  .     .  18       45         1 

S'ils  préféraient  un  cours  triennal  avec 

le  calcul 44              ^11 

ou  un  cours  biennal  avec  le  calcul  .     .  9 
S'ils  préféraient  un  cours  tr.*  avec  le 

calcul 35 

ou  un  cours  bi.  sans  le  calcul     ...  23 
et    s'ils   étaient   pour    l'introduclion   à 

l'école  dans  les  conditions  actuelles  13       50         1 

Le  résultat  est  mentionné  à  droite. 

Dans  la  réunion  annuelle  de  Schiedam,  la  discussion  porta 
principalement  sur  le  principe  de  l'introduction  des  notions  de 
calcul  infinitésimal  à  l'école  moyenne.  Mais  elle  ne  put  aboutir  et 
du  côté  des  professeurs  de  langues  d'histoire  et  de  géographie  on 
demanda  de  terminer  cette  affaire  pendant  la  réunion.  A  une  ma- 
jorité de  quelques  voix  on  décida  de  faire  un  plébiscite  qui  eut 
lieu  en  décembre  1908.  En  voici  le  résultat  : 

1°  Est-ce  que  vous  préférez  une  section  B 

blancs 

de  3  ans    .     .     .       117    ) 
de  2    »       ...       125    j    2* 

2°  Si  la  section  B  est  de  trois  ans,  est-ce  que  le  calcul  sera 

introduit  dans  le  cours   ...        65 

ou  sera  facultatif 41    1     80 

ou  ne  sera  pas  introduit       .     .       77 

3®  Si  la  section  B  est  de  deux  ans 


est-ce  que  le  calcul  sera  introduit.     .     .       35 

ou  non      .     .  155 


73 


Ainsi  le  calcul  était  repoussé  sous  l'influence,  sans  doute  très 
grande,  des  professeurs  de  langues,  d'histoire  et  de  géographie. 

().  —  Il  convient  d'ajouter  que  sur  l'initiative  du  ministère 
une  commission  étudie,  depuis  1904,  une  réforme  de  rensei- 
gnement tout  entier,  depuis   les   écoles  primaires  jusqu'à    l'en- 
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seignenient  universitaire,  et  comprenant  aussi  l'enseignement 
professionnel:  écoles  de  commerce,  écoles  d'agriculture,  écoles 
techniques,  etc.  La  commission  s'adjoignit  temporairement  une 
centaine  d'autres  membres  afin  de  former  des  sous-commissions 
pour  l'étude  des  différentes  branches.  Cette  «  Ineenschakelings 
commissie  »  a  déjà  terminé  ses  réunions  et  le  secrétaire  général  a 
établi  la  rédaction  définitive  du  rapport,  dont  une  partie  est  déjà 
sous  presse;  mais  on  n'en  connaît  pas  encore  le  contenu.  11  faut 
espérer  que  parmi  les  transformations  on  trouvera  l'introduction 
des  premières  notions  de  calcul  infinitésimal  dans  renseignement 
secondaire  supérieur. 

Rotterdam,  mai  1909.  J.-F.  Vaes. 


Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques. 

Berne,  mai  1909. 

L'Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques  a  tenu 
sa  10*  assemblée  à  Berne,  le  22  mai  1909,  sous  la  présidence  de 
M.  H.  Fehu.  L'ordre  du  jour  comprenait  une  conférence  de 
M.  Marcel  Grossmann,  professeur  à  TEcole  polytechnique  fédérale 
de  Zurich,  des  communications  sur  la  Commission  internationale 
de  l'enseignement  mathématique  et  sur  la  publication  des  œuvres 
d'Ruler,  puis  une  partie  administrative. 

1.  —  Dans  sa  conférence  Ueber  den  Anfban  der  Géométrie, 
M.  Grossmann  montre  avec  beaucoup  de  clarté  quelles  sont  les 
idées  fondamentales  sur  lesquelles  repose  le  développement 
de  la  géométrie.  Au  XIX"  siècle  on  constate  qu'à  une  période 
de  fertiles  découvertes,  qui  ont  ouvert  à  la  science  des  horizons 
nouveaux,  a  suivi  une  période  d'examen  critique  des  principes  au- 
quel on  doit  un  approfondissement  inespéré  des  connaissances 
géométriques.  Le  commencement  de  cette  critique  remonte,  il  est 
vrai,  aux  premiers  commentateurs  d'Kuclide  et  a  conduit  à  la 
découverte  de  la  géomélrie  non-euclidienne.  On  a  reconnu  la 
possibilité  de  trois  systèmes  géométriques,  dont  les  théorèmes 
s'énoncent  différemment,  mais  qui,  cependant,  restent  en  har- 
monie avec  l'expérience.  Or,  les  propriétés  descriptives  restant 
indépendantes  de  Taxiome  des  parallèles,  il  est  possible  de  fonder 
tout  d'abord  une  géométrie  de  position,  puis,  en  introduisant  les 
propriétés  métriques,  on  sera  conduit  aux  trois  systèmes  géomé- 
triques. 

Les  axiomes  de  relation  entre  points,  droites  et  plans  seront 
admis  dans  la  géométrie  projective  comme  des  postulats  ne  souf- 
frant aucune  exception.  Soient  A,  B,  ('  et  D,  K,  F  les  points  de 
rencontre  d'une  droite  avec  les  côtés  d'un  quadrangle  complet, 
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on  a  alors  Q  (A,  B,  C;  D,  E,  F)  un  groupe  quadrangulaîre  (d'après 
Veblen  et  Young),  il  s'en  suit,  grâce  au  théorème  de  Desargues 
sur  les  triangles  perspectifs,  que  le  groupe  est  déterminé  par  cinq 
points.  Kn  particulier  le  groupe  s'appelle  harmonique,  quand 
B  =  F;,  D  =  F;  il  est  alors  déterminé  par  trois  points.  Si  Ton 
ordonne  trois  points  d'une  droite  P^j,  P,  et  P^  suivant  les  nombres 
0,  1,  X  ,  et  si  on  a  ordonné  les  points  Px,  Py  suivant  les  nombres 
X  et  y,  les  opérations  de  l'addition  et  de  la  multiplication,  dans 
l'échelle  qui  en  résulte,  sont  alors  défînies  par  les  relations  : 

Q(P«.P^.Po;  P«,.Py.Px-h.y) 

et 

QlPo,Pa:.Pi;   P«,,Py.Pxy)  . 

Ces  opérations  sont  univoques  et,  comme  on  peut  le  montrer 
par  les  axiomes  de  relation,  les  propriétés  associative,  distri- 
butive  et  commutative  pour  l'addition  existent,  tandis  que  pour  la 
multiplication,  la  propriété  commutative  n'existe  que  si  le  théorème 
fondamental  de  la  projectivité  est  satisfait.  Mais  ce  théorème  n'est 
démontrable  que  si  l'on  introduit  des  postulats  sur  l'ordre  des 
points  sur  la  droite  ainsi  que  sur  la  continuité.  Par  cela  les  prin- 
cipes fondamentaux  de  la  géométrie  projective  sont  développés. 

Si  Ton  introduit  comme  propriété  métrique  primitive,  celle  de 
la  perpendicularilé  des  plans,  et  que  l'on  admette  comme  postulats 
ses  principales  propriétés,  on  pourra  obtenir  la  géométrie  métri- 
que et  arriver  aux  trois  systèmes  différents  de  géométrie. 

2,  —  Commission  internationale  de  renseignement  mathémati- 
que.—  M.  II.  Fehr  donne  d'abord  un  aperçu  rapide  de  l'état  actuel 
des  travaux  préparatoires  de  la  Commission  et  de  quelques  sous- 
commissions,  puis  il  expose  le  plan  de  travail  adopté  par  la  sous- 
commission  suisse.  Dans  une  première  étape  celle-ci  fera  son  en- 
quête séparément  et  simultanément  pour  les  cinq  groupes  d'éta- 
blissements prévus  par  le  «  Rapport  préliminaire  ». 

*'/)  Kcoles  primaires,  élémentaires  et  supérieures;  écoles  ccmi- 
plémentaires  (Fortbiidungsschulen). 

b)  Ecoles  moyennes  ou  secondaires  supérieures  (gymnases, 
écoles  réaies,  etc.). 

cj  Flcoles  professionnelles  moyennes  (écoles  de  mécanique, 
écoles  des  arts  industriels,  technicum,  écoles  de  commerce  ou 
d'administration,  écoles  d'agriculture.,  etc.). 

d)  Ecoles  normales  pour  les  divers  enseignements  (séminaires 
(le  maîtres,  etc.). 

ej  Ecoles  supérieures  :  Universités  et  Ecoles  polytechniques. 

Pour  chacun  de  ces  groupes  l'étude  portera  d'abord  sur  les 
questions  suivantes  : 

l.  Organisation  des   écoles    et   leurs   rapports   avec  les   autres 
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établissements.  —  II.  But  et  plan  des  études  mathématiques  (ma- 
thématiques pures  et  appliquées).  —  IN.  But. et  organisation  des 
examens.  —  Dans  une  2*  étape  la  sous-commission  abordera  les 
deux  questions  suivantes,  d'une  importance  capitale:  IV.  Les  mé- 
thodes d'enseignement.  —  V.  La  préparation  des  maîtres  de  ma- 
thématiques. 

Elle  compte  les  soumettre  préalablement  à  une  discussion  aussi 
large  que  possible  dans  les  conférences  de  maîtres  des  principaux 
établissements,  dans  les  réunions  de  professeurs  et  dans  les  revues 
pédagogiques  et  scientifiques. 

3. —  Publication  des  œusfres  d*Enler.  —  Le  président  informe 
l'assemblée  que  la  question  de  la  publication  des  œuvres  d'Euler 
est  en  très  bonne  voie,  grâce  à  l'activité  de  la  Commission  et  tout 
particulièrement  de  son  président  M.  le  prof.  F.  Rudio.  11  est 
évidemment  fort  regrettable  que  des  difficultés  d'ordre  matériel 
aient  empêché  la  Commission  d'accepter  l'idée  d'accompagner  les 
mémoires  importants  parus  en  latin  de  leur  traduction  dans  une 
langue  moderne,  en  publiant  le  texte  sur  deux  colonnes,  les  for- 
mules étant  placées  au  milieu.  Les  ouvrages  les  plus  importants 
possèdent  du  reste  déjà  une  ou  plusieurs  traductions,  et  la  Collec- 
tion Ostwald's  Klassiker  continuera  sans  doute  à  publier  de  nou- 
velles traductions  de  mémoires  particulièrement  importants. 

La  souscription  en  faveur  du  fonds  Euler  a  déjà  réuni  d'impor- 
tantes sommes.  Ainsi,  pour  ne  parler  que  de  la  Suisse,  dans  la 
seule  Ville  de  Zurich,  les  sommes  souscrites  se  montent  à  près  de 
40,000  fr.  La  plupart  des  membres  de  l'Association  s'étant  déjà 
engagés  personnellement,  la  proposition  de  prélever  une  cotisa- 
tion supplémentaire  facultative  est  écartée,  mais  l'assemblée  tient 
à  participer  au  fonds  Euler  en  tant  que  société  et  vote  à  l'unani- 
mité une  allocation  de  100  fr.,  la  plus  grande  partie  de  son  solde 
disponible. 

4.  —  Séance  administratii^e.  Elle  est  consacrée  à  un  premier 
débat  sur  une  modification  du  règlement  tendant  à  introduire  le 
principe  de  tenir  la  réunion  annuelle  d'automne  en  même  temps 
que  la  Société  suisse  des  professeurs  de  Gymnases.  La  question 
sera  reprise  dans  la  prochaine  assemblée  qui  aura  lieu  à  Soleure 
au  commencement  d'octobre. 

Pour  la  publication  des  œuvres  d'Euler. 

Les  travaux  préparatoires  en  vue  de  la  publication  des  œuvres 
d'Euler  se  poursuivent  d'une  manière  très  active  sous  la  direction 
de  M.  F.  Rudio,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale  de 
Zurich  et  président  de  la  Commission.  L'appel  que  celle-ci  a  lancé 
en  faveur  d'une  souscription  destinée  à  assurer  les  frais  généraux 
de  la  publication  a  reçu  le  meilleur  accueil,  non  seulement  chez 
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les  mathématiciens,  mais  chez  tons  les  amis  de  la  science.  Les 
souscriptions  aux  œuvres  complètes  sont  déjà  très  nombreuses. 
On  sait  que  la  publication  comprendra  environ  40  volumes  à 
25  fr.  L'Académie  des  Sciences  de  Paris  a  donné  un  fort  bel 
exemple  en  souscrivant  pour  quarante  exemplaires;  l'Académie  de 
Saint-Pétersbourg  a  souscrit  pour  un  même  nombre  d'exemplaires 
en  ajoutant  5000  francs  au  fonds  des  frais  généraux.  D'autres 
grandes  Académies  suivront  sous  peu.  Quant  aux  bibliothèques 
un  bon  nombre  d'entre  elles  ont  déjà  annoncé  leur  inscription 
pour  un  exemplaire.  On  ne  saurait  assez  engager  tous  les  mathé- 
maticiens de  faire  personnellement  des  démarches  auprès  des 
principales  bibliothèques  de  leur  pays  pour  qu'elles  souscrivent 
dès  maintenant  aux  œuvres  complètes  d'Euler*. 

Cet  accueil  enthousiaste  est  un  précieux  encouragement  pour 
la  Commission,  qui  a  devant  elle  un  travail  considérable.  Le  projet 
de  la  publication  comporte  encore  d'importants  points  qui  devront 
être  précisés  avec  soin  avant  que  la  Société  helvétique  des  Sciences 
ne  donne  son  vote  définitif.  Mais  il  est  hors  de  doute  aujourd'hui 
que  le  projet  ne  tardera  pas  à  être  mis  en  exécution,  car,  dans  les 
conditions  actuelles  des  plus  rassurantes,  il  sera  facile  d'obtenir 
le  concours  de  l'un  des  grands  éditeurs  d'ouvrages  mathématiques 
pour  tout  ce  qui  est  de  la  partie  matérielle  de  la  publication. 

H.  Fehk. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Allemag^ne.  —  Ilermann  Min/cowski.  La  Société  scientifique 
de  Gœttingue  a  tenu  à  honorer  la  mémoire  de  Minkowski  en  con- 
sacrant une  séance  à  l'illustre  mathématicien  enlevé  si  prématu- 
rément à  la  science.  Après  avoir  retracé  la  vie  de  Minkowski, 
M.  le  Prof.  D.  IIilbekt  a  donné  un  exposé  fort  remarquable  de 
l'œuvre  si  profonde  du  savant.  Nous  tenons  à  signaler  ici  cette 
belle  étude  qui  n'embrasse  pas  moins  de  trente  pages  des  Nach- 
richten  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaflen  zu  Gôttingen  (1909, 
Heft  1).  —  La  maison  ïeubner  vient  de  publier  la  conférence 
liatim  and  Zeit  présentée  par  Minkowski  le  21  septembre  1908,  à 
Cologne;  elle  y  a  joint  un  très  bon  portrait  de  l'auteur  et  une 
courte  préface  de  M.  Gutzmek. 

Ang^leterre.  —  M.  H, -F.  Newall,  F.  R.  S.,  directeur  adjoint 
de  l'Observatoire  de  Cambridge,  a  été  nommé  à  la  chaire  d'Astro- 
nomie physique.  Il  était  depuis  longtemps  collaborateur  au  Labo- 
ratoire Cavendish. 

M.  T.-J.  l'a  BnoMWicH  a  été  nommé  «  lecturer  »  (professeur  ad- 
joint) à  l'Université  de  Cambridge. 


^  Uu  bullotin  de  souscription  ost  cuearté  dans  le  présent  fascicule. 
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M.  A.-R.  Forsyth  et  sir  George  Greenhill  ont  été  nommés 
associés  étrangers  du  Reale  Istitute  Veneto. 

Belg'ique.  —  MM.  Delvosal  et  Somvillr  ont  été  nommés 
astronomes  à  TObservatoire  royal  de  Belgique. 

M.  C.-K.  Wasteels  a  été  nommé  professeur  extraordinaire  de 
Mécanique  rationnelle  à  TUniversité  de  Gand. 

Etats-Unis.  —  Un  comité  a  été  constitué  avec  la  mission 
d'élaborer  un  Précis  ou  résumé  de  géométrie  (Syllabus  of(ieo- 
metry)  pour  les  écoles  secondaires.  11  a  été  nommé  par  le  Conseil 
do  la  Fédération  américaine  des  Maîtres  de  Sciences  mathéma- 
tiques et  naturelles,  avec  le  concours  de  la  Section  mathématique 
du  Département  de  l'éducation  secondaire  et  de  TAssociation  na- 
tionale d'éducation.  Ce  comité  est  composé  de  MM.  les  Prof. 
II. -K.  Slaucht,  président;  (].-L.  Bouton,  F.  Cajori,  II. -E.  Hawkes, 
E.-R.  IIedrick,  II. -L.  Reitz,  D.-E.  Smith;  MM.  Wm.  Betz,  E.- 
L.  Brown,  W.-B.  Carpenter,  W.-W.  Hart,  F.-K.  Newton,  E.- 
R.  Smith,  R.-L.  Short,  et  M"*  Mahel  Sykes. 

Les  applications  dans  Venseignement  mathématique,  —  Les  pro- 
fesseurs américains  estiment  avec  raison  que  l'école  moyenne  ne 
doit  pas  seulement  se  borner  à  fournir  un  exposé  rationnel 
des  éléments  d'Algèbre  et  de  Géométrie,  considérés  au  point  de 
vue  purement  théorique,  mais  qu'elle  doit  aussi  montrer  aux 
élèves  quelles  sont  les  applications  usuelles  aux  problèmes  si 
multiples  de§  sciences  techniques  et  industrielles.  Il  y  a  donc  un 
réel  intérêt  à  grouper  ces  problèmes  et  à  les  faire  connaître  aux 
maîtres  de  l'enseignement  secondaire.  Un  comité  a  été  constitué 
à  cet  effet  par  la  Section  mathématique  de  l'Association  centrale 
des  professeurs  de  sciences  mathématiques;  il  est  composé  de 
MM.  James-F'.  Millis,  président,  Francis-\Y.  Parker  School,  Chi- 
cago; J.-V.  CoLLiNS,  State  Normal , School,  Stevens  Point,  Wis.; 
C.-I.  Palmer,  Aruiour  Institute,  Chicago;  E.  Fiske  Allen,  Tea- 
chers  Collège,  New-York;  A. -A.  Dodd,  Manual  Training  Iligh 
School,  Kansas  City,  Mo. 

Le  Comité  vient  de  lancer  une  circulaire  dans  laquelle  il  invite 
les  professeurs  de  mathématiques  pures  ou  appliquées  ainsi  que 
les  praticiens,  à  lui  faire  connaître  les  applications  simples  qui 
peuvent  être  abordées  à  l'école.  Les  indications  bibliographiques 
concernant  les  manuels  ou  publications  renfermant  des  problèmes 
d'ordre  pratique  seront  également  les  bienvenues.  Les  lecteurs  de 
cette  Revue  pourront  les  adresser  à  notre  collaborateur  M.  J.-V. 
CoLLiNs  (à  l'adresse  ci-dessus). 

Nous  saisissons  cette  occasion  pour  signaler  un  Recueil  récent 
de  M.  (^ollins,  intitulé  Practical  FAementary  Algebra^  et  renfer- 
mant un  grand  nombre  d'exercices  de  calcul  algébrique  el  de  pro- 
blèmes d'ordre  théorique  et  pratique. 

'  1  vol.  in-16,  cnrl.,  240  p.,  American  Book  Comp.,  Chicago. 
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Nominations.  —  MM.  Maxime  Bocheh,  de  rUniversité  Harvard, 
et  Oscar  Bolza,  de  rUniversité  de  Chicago,  ont  été  nommés 
membres  de  FAcadémie  nationale  des  Sciences  à  Washington. 

Ont  été  nommés  professeurs  adjoints  :  MM.  G. -H.  Ling,  à  TUni- 
versité  Cohimbia,  à  New-York  ;  C.-li.-E.  Moore,  à  l'Institut 
technologique  de  Massachusetts,  à  Boston;  H.-C.  Morexo  et 
S.-D.  TowNLEY,  à  l'Université  Standford;  A.-L.  Underhill,  à 
rUniversité  de  Minnesota. 

F'rance»  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  —  Le  Conseil  de 
rUniversité  de  Paris  vient  de  publier  son  rapport  annuel  sur 
Tannée  scolaire  1907-1908.  La  Faculté  des  Sciences  a  compté 
2052  étudiants,  dont  537  étrangers;  elle  a  délivré  957  certificats 
d'études  supérieures.  Les  certificats  concernant  les  mathéma- 
tiques se  répartissent  de  la  manière  suivante  : 

Mathématiques  générales,  130;  Mécanique  rationnelle,  39;  Cal- 
cul différentiel  et  intégral,  37;  Mécanique  physique  et  expérimen- 
tale, 22;  Astronomie,  15;  Géométrie  supérieure,  14;  Analyse  su- 
périeure, 10;  Physique  mathématique,  8. 

La  Sorbonne  a  conféré  30  titres  de  doctorat  d'Etat,  dont  4  pour 
les  sciences  mathématiques,  12  pour  les  sciences  physiques  et 
20  pour  les  sciences  naturelles. 

La  Faculté  des  Sciences  comprend  31  professeurs  titulaires, 
9  professeurs  adjoints,  12  chargés  de  cours  et  11  maîtres  de  confé- 
rences. 

Ai^iaiion.  Ecole  supérieure  d'aéronautique  de  Paris,  —  Il  vient 
de  se  constituer  à  Paris  un  groupement  dans  le  but  de  créer  un 
cours  supérieur  technique  d'aviation  et  d'aérostation,  destiné  à 
former  des  ingénieurs  pour  la  construction  du  matériel  aéronau- 
tique. Comme  pour  l'école  supérieure  d'électricité,  les  élèves 
seront  recrutés  parmi  les  licenciés  es  sciences,  les  élèves  des 
grandes  écoles  et  par  concours.  L'école  sera  dirigée  par  le  com- 
mandant du  génie  Roche,  qui  a  pris  l'initiative  de  cette  création  ; 
les  cours  dureront  une  année.  D'après  la  Revue  scientifiquey  le 
conseil  de  perfectionnement  de  l'école  sera  présidé  par  M.  Doumeh  ; 
MM.  Appell,  GuiLLAiN  et  Renaud  ont  été  désignés  comme  vice- 
présidents. 

Institut  aérotechnique,  —  On  annonce  d'autre  part  que  le  (Con- 
seil de  l'Université  de  Paris  a  accepté,  de  M.  Henry  Deutsch,  une 
donation  de  500,000  fr.  et  une  subvention  annuelle  de  15,000  fr. 
pour  la  création  d'un  Institut  aérotechnique,  et,  de  M.  Zakaroff, 
un  don  de  700,000  fr.  pour  la  fondation  d'une  chaire  d'aviation  à 
la  Faculté  des  Sciences. 

—  M.  (r.  Darboux  a  été  nommé  associé  étranger  du  Reale  Istitute 
Venelo  et  M.  E.  Picard  membre  étranger  de  la  Royal  Society  de 
Londres. 

Hollande.  —  M.  F.  Schiii,   professeur  à  l'Université  tech- 
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nique  de  Delft,  a  été  nommé  professeur  d'analyse  à  TUniversité 
de  Groningue,  en  remplacement  de  M.  F.  de  Boer,  décédé.  Il  a  été 
remplacé  par  M.  T. -A.  Barrai,  professeur  aux  écoles  moyennes 
d'Amsterdam. 

M.  E.-F.  van  der  Sande  Bakhutzen  a  été  nommé  professeur 
d'Astronomie  et  directeur  de  l'Observatoire  de  Leyde. 

M.  W.  de  SiTTER  a  été  nommé  professeur  d'Astronomie  théo- 
rique à  l'Université  de  Leyde. 

Italie.  —  Le  Prix  royal  pour  les  mathématiques  de  l'Académie 
dei  Linceî  (10,000  fr.)  a  été  partagé  entre  M.  F.  Enriques,  de  l'Uni- 
versité de  Bologne,  et  M.  T.  Lbvi-Civita,  de  l'Université  de  Padoue. 

M.  A.  Capelli,  professeur  à  l'Université  de  Naples,  a  été  nommé 
membre  correspondant  du  Reale  Istitute  Veneto. 

M.  G.  LoRiA,  professeur  à  l'Université  de  Gènes,  a  été  nommé 
membre  correspondant  de  la  Société  mathématique  de  Karkow  et 
membre  honoraire  de  la  Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Privat-docents.  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 
M.  A.  Alessio,  pour  la  Géodésie,  à  l'Université  de  Padoue; 
M.  R.  ToRELLi,  pour  la  Géométrie  projective  et  descriptive,  à 
l'Université  de  Pise. 

Suisse.  —  UnU^ersité  de  Genes^e.  —  La  famille  de  M.  Edouard 
Gans,  ancien  étudiant  de  la  Faculté  des  sciences,  décédé  à  Genève 
le  28  mars  dernier,  a  fait  don  à  l'Université  d'une  somme  de  5000 
francs  dont  les  intérêts  serviront  à  un  prix  triennal  de  mathéma- 
tiques pures.  Ce  prix,  dont  le  montant  est  de  500  francs,  sera  dé- 
cerné à  partir  de  1912  ;  il  ne  pourra  être  décerné  qu'à  des  person- 
nes de  nationalité  suisse,  graduées  de  la  Faculté  des  sciences 
dans  les  cinq  ans  précédant  le  concours.  Jusqu'ici  l'Université  de 
Genève  ne  possédait  pas  de  prix  de  mathématiques  ;  cette  lacune 
vient  d'être  comblée,  grâce  à  ce  généreux  don,  qui  a  été  accepté 
avec  reconnaissance  par  l'Université. 

—  M.  Einstein,  D'"phil.,  ingénieur  diplômé  de  l'Ecole  polytech- 
nique fédérale,  a  été  nommé  professeur  extraordinaire  de  physi- 
que mathématique  h  l'Université  de  Zurich. 


Nécrologie. 

A.  Faii'ofer.  —  Nous  apprenons  avec  regret  la  mort  du  profes- 
seur M.  Aurelien  Faifofer,  survenue  le  l'^'mars  dernier,  à  Venise, 
où  il  professait  depuis  plus  de  quarante  ans  les  mathématiques 
au  Lycée  Marco  Foscarini.  Il  était  né  le  4  août  1843  et  avait  fait 
ses  études  à  l'Université  de  Padoue.  F'aifofer  est  l'auteur  d'un  re- 
marquable traité  de  géométrie,  dont  il  existe,  comme  on  sait, 
une  traduction  française. 

A.  IIerzog.  —  L'Ecole  polytechnique  fédérale  de  Zurich  vient 
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de  perdre  Tun  de  ses  meilleurs  professeurs  en  la  personne  de  M. 
Albin  Herzog,  décédé  subitement  le  13  juin  dernier.  Néle26'octo- 
bre  1852,  à  llombourg  (Suisse),  Herzog  était  ancien  élève  de  TFlcole 
polytechnique  de  Zurich  et  fut  nommé  professeur  de  mécanique 
technique  déjà  en  1877.  C'était  une  des  figures  les  plus  populaires 
de  TEcole,  où  ses  leçons  étaient  un  modèle  de  précision  et  de 
clarté.  Tout  en  consacrant  le  meilleur  de  ses  forces  à  son  ensei- 
gnement, il  poursuivait  des  travaux  scientifiques  d'un  grand  inté- 
rêt dans  le  domaine  de  la  mécanique.  M.  Herzog  a  été  directeur 
de  l'Ecole  polytechnique  de  1895  à  1899.  H.  Fehr. 

—  M.  O.  BiERMANN,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure 
de  Brûnn,  est  décédé  le  28  avril  1909,  à  l'âge  de  51  ans. 

—  M.  P.  MuTH  est  mort  le  30  avril  1909,  à  Osthofen  (Hesse  rhé- 
nane), à  l'âge  de  48  ans. 
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Programme  du  Cours  de  Calcul  graphique  et  Nomographie 

Professé  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées 
par  M.  Maurice  d'OcAGNE,  à  Paris. 

Ce  programme  m'étant  demandé  de  temps  en  temps  et  n'ayant, 
au  reste,  jamais  été  imprimé,  je  crois  ne  pouvoir  mieux  faire  que 
de  le  donner  ici  in  extenso  de  façon  à  y  renvoyer,  le  cas  échéant, 
ceux  que  le  sujet  intéresse. 

Sous  sa  forme  actuelle,  qui  se  conserve  d'une  année  à  l'autre  h 
quelques  variantes  de  détail  près  (notamment  en  ce  qui  concerne 
les  exemples  d'application  que  je  renouvelle  en  partie  chaque 
année),  ce  cours  date  de  cinq  ans.  En  1907,  je  lui  ai  donné  une 
plus  grande  extension  sous  forme  d'un  cours  libre  professé  à  la 
Sorbonne  et  qui  a  donné  naissance  à  un  volume  :  Calcul  gra- 
phique et  Nomographie  paru  en  1908  dans  Y  Encyclopédie  scienti- 
fique (Paris;  Doin,  éditeur).  Le  texte  de  mes  leçons  de  l'Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées  est  extrait  de  ce  volume  aux  paragraphes  du- 
quel renvoient  les  numéros  donnés  entre  parenthèses  à  la  suite 
de  chaque  article. 

i'c  leçon.  —  But  et  caractères  généraux  du  Calcul  graphique  et  de  la 
Nomographie.  —  Rappel  de  notions  de  Géométrie  analytique  :   Emploi  des 
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coordonnées  parallèles;  principes  de  dualité  et  d'homographie  (résumé  de 
Tavanl-propos  ;  u»»  2,  4.  5,  6). 

?«  leçon.  —  Représentation  graphique  des  polynômes  du  premier  degré. 
—  Résolution  des  systèmes  d'équations  linéaires  (n®»  7  à  13;  2«  cas  du 
n^  15|. 

3«  leçon.  —  Représentation  des  polynômes  de  degré  quelconque  par  des 
orthogones.  —  Méthode  de  Lill  pour  la  résolution  des  équations  de  degré 
quelconque.  —  Construction  des  paraboles  représentatives  des  polynômes 
au  moyen  de  la  transformation  par  l'abscisse.  —  Interpolation  graphique 
(no»  17  à  21). 

4®  leçon.  —  Intégration  graphique.  Propriétés  fondamentales  de  la  courbe 
intégrale.  —  Courbes  intégrales  des  divers  ordres.  —  Tangente  à  la  courbe 
intégrale.  —  Principe  de  l'intégraphe  (n»*  23  à  26). 

.5'  leçon.  —  Centres  d'ordonnée  et  d'abscisse  moyenne.  —  Leur  détermi- 
nation dans  le  cas  des  paraboles  du  3^  ordre.  —  Méthode  d'intégration  gra- 
phique approchée  de  Massau  par  polygones  inscrits  et  circonscrits  {n'***  28 
à  31). 

6^  leçon.  —  Intégrales  de  zones  quelconques.  —  Changement  de  ligne  de 
repère  et  de  pôle.  —  Transformation  homologique  générale  des  intégrales 
jno»  32  à  34). 

7*^  leçon.  —  Intégrales  des  divers  ordres.  Détermination  des  constantes 
arbitraires.  —  Longueurs  et  moments  des  arcs  de  courbes.  —  Equations 
diflerentielles  du  premier  ordre.  Principe  des  isoclines  (n^»  35,  36,  41  à  43). 

S^  leçon.  —  Nomographie.  Echelles  fonctionnelles.  Etalons  de  graduation. 
Transformation  et  projection  des  échelles.  —  Abaques  cartésiens  (n<>*  44 
à  50). 

9*  leçon.  —  Principe  de  l'anamorphose.  —  Echelles  binaires.  —  Systèmes 
condensés.  —  Abaques  hexagonaux  (u^s  52.  53,  56,  58  à  60). 

tO^  leçon.  —  Méthode  des  points  alignés.  Principes  généraux.  —  Trans- 
formation homographique  générale.  —  Réseaux  de  points  à  deux  cotes 
{non  61^  62,  64,  65). 

il^  leçon.  —  Nomogrammes  à  points  alignes  dans  le  cas  de  trois  échelles 
reclilignes*  (no»  66,  67). 

V2^  leçon.  —  Nomogrammes  à  points  alignés  dans  le  cas  d'une  échelle 
curviligne  et  dans  le  cas  d'un  réseau  de  points  à  deux  cotes.  —  Résolution 
nomographique  des  équations  algébriques  (b9^  71,  73). 

i.?*  leçon.  —  Nomogramme.  à  double  alignement,  à  charnière  rectiligne 
(n««8i,  82). 

i4«  leçon.  —  Notions  simples  sur  l'emploi  des  éléments  cotés  mobiles.  — 
Echelles  glissantes  :  règles  à  calcul.  —  Echelles  tournantes.  —  Echelles 
orientées  :  nomogrammes  à  images  logarithmiques  (n^*  94  à  98). 

Pour  le  cas  où  l'on  s'étonnerait  de  ne  pas  rencontrer  dans  ce  programme 
les  éléments  de  la  Statique  graphique,  nous  ajouterons  qu'à  l'Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées  ils  font  partie  du  programme  du  Cours  de  Mécanique. 


*  J'ai,  cette  année,  donné  comme  application  la  construction  deA  nomogrammes  pour  le 
calcul  des  profils  en  remblai  et  en  df'>blai,  décrits  dans  mes  Leçons  de  Topomètrie  (Paris, 
Gauthier-Villars,  lOO'i),  p.  176  à  18*2.  * 
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Cours  universitaires. 


ÉTATS-UmS  D'AMÉRIQUE 

Cours  annoncés  pour  l'année  universitaire  1908-1909. 

University  Of  Chicago  (summer  quarter,  June  21  to  September  3,  1909|. 

—  Prof.  E.  H.  MoORB  :  General  analysis,  4  h;  Synthetic  geomelry,  4;  Gra- 
phical  algebra,  4;  ail  first  term.  —  Prof.  L.  E.  Dickson  :  Theopyof  nuinbers, 
4  ;  Solid  analytic  jçeometry,  5.  —  Prof.  J.  W.  A.  Younc  :  Critical  review  of 
secondary  mathematics,  4  ;  Limits  and  séries,  4.  —  Prof.  J.  B.  Shaw  : 
Elliptic  intégrais  and  Fourier  séries,  4  ;  Collège  algebra,  5  ;  Trigonometry,  5. 

—  Prof.  O.  D.  Kellogg:  Theory  of  fonctions  of  a  complex  variable.  4  ;  Inté- 
gral calculus,  5  ;  Analytic  geoinetry,  5.  —  Dr.  A.  G.  Lunn  :  Vector  analysis,  4  ; 
DifFerential  calculus,  5.  —  Prof.  K.  Laves:  Analytic  mechanics,  4.  —  Dr.  \V. 
D.  Mac  MiLLAN  :  Introduction  to  cclestial  mechanics,  5, 

Colambia  Uniyersity:  New- York.  —  Prof.  T.  S.  Fiske:  Advanced  cal- 
culus. Introduction  to  the  theory  of  functions  of  a  real  variable,  3  ;  Theory 
of  functions  of  a  complex  variable,  3.  —  Prof.  F.  N.  Cole  :  Theory  of  groups. 
3  ;  Theory  of  invariants,  3.  —  Prof.  James  Maclay  :  Application  of  the  cal- 
culus to  the  theory  of  surfaces,  3.  —  Prof.  D.  E.  Smith  :  History  of  mathe- 
matics,  2.  —  Prof.  C.  J.  Keyser  :  General  theory  of  iàssemblages,  3;  Modem 
théories  on  georaetry,  2.  —  Prof.  H.  B.  Mitchell  :  Geometrical  analysis.  3. 

—  Prof.  Edward  Kasner  :  Geomctry  ofdynamical  Systems,  2  ;  Contact  trans- 
formations and  applications,  2.  —  Prof.  G.  H.  Ling  :  Theory  of  numbers,  3; 
Modem  higher  algebra,  3. 

Cornell  University  ;  Ithaca,  New-  York.  —  Prof.  J.  McMahon  :  Vector 
analysis,  2;  Applications  of  vector  fields,  2;  Theory  of  probabililies,  2.  — 
Prof.  J.  H.  Tanner:  Teachers'  course  (assistcd  by  Dr.   F*.   W.  Owens),  3. 

—  Prof.  J.  I.  HuTCHiNSON  :  Differential  georaetry,  3  (first  term).  —  Prof.  V. 
Snyder  :  Algebraic  curves,  3.  —  Prof.  W.  B.  Fixe:  Theory  of  functions  of 
a  real  variable,  2.  —  Dr.  F.  R.  Sharpe  :  Introduction  to  mathematical  physics,  3. 

—  Dr.  A.  Ranu.m  :  Algebra,  3  (first  term).  —  Dr.  D.  C.  Gillespie  :  Séries, 
3  (first  term);  Linear  differential  équations,  3  (second  term).  —  Dr.  C.  F. 
Craig  :  Analytic  geometry.  3.  —  Dr.  F.  W.  Owens  :  Differential  équations,  2. 

—  Mr.  J.  V.  McKelvey  :  Projective  geometry,  3. 

Harvard  University,  Cambridge,  Ma^s. —  Each  course  is  three  hours  per 
week.  —  Prof.  W.  E.  Byerly  :  Introduction  to  modem  geometry  and  modem 
algebra  ;  Advanced  calculus  ;  Trigonométrie  séries  (with  Professor  Peirce). 

—  Prof.  W.  F.  Osgood  :  Theory  of  functions,  I  :  Linear  differential  équations. 

—  Prof.  C.  L.  Bouton:  Theory  of  numbcrs  (first  half  year)  ;  Elemenlary 
differential  équations  (second  half  year)  :  Géométrie  transformations.  —  Prof. 
J.  K.  VVhittemore  :  Differential  geometry  of  curves  and  surfaces  (first  half 
year)  ;  Properties  of  polynomials  and  invariants  (second  half  year)  ;  Celé  stial 
mechanics  (first  half  year).  —  Prof.  J.  L.  Coolidgr  :  Probability  ;  Algebraic 
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plane  cui'ves.  —  Prof.  E.  V.  Huntincton  :  Fundamental  concepts  of  mathe- 
matics  (second  half  year).  —  Dr.  H.  N.  Davis:  Eléments  of  roechanics.  — 
Mr.  G.  C.  Evans-  Vector  analysis  and  quuternions.  Courses  of  reading  and 
research  are  offered  by  Professors  Byerly,  Osgood,  Bouton,  VVhiltemore 
and  Coolidge.  A  seminary  in  geoinetry  will  be  conducted  by  Professors 
Bouton,  Whittemore  and  Coolidge. 

Johns  Hopkins  Uaiversity;  Baltimore.  —  Prof.  F.  Morlky  :  Highergeo- 
melry,  2;  Theory  of  funclions.  2  (first  half  year)  ;  Voclor  analysis,  2(s«'rond 
half  year).  —  Dr.  A.  Coiii^n  :  Diflerenlial  équations.  2  ;  Elenientary  iheory 
of  fuuctions,  2.  —  Dr.  A.  B  Coblk  :  Theory  of  groups,  2;  Theory  of  proba- 
bilities,  2  (lirst  half  year). 

University  of  Illinois;  Ur/mna,  ilL  |A:l  courses  are  H  h.  a.  week.)  —  Prof. 
S.  W.  Shattuck:  Dilferential  équations  (first  seniester)  ;  calculus  of  varia- 
tions (second  semester).  —  Prof.  E.  J.  Townsend  :  Theory  of  functions  of  a 
complète  variable.  —  Prof.  G.  A.  Millbr  :  Theory  of  groups  (second  course). 

—  Prof.  E.  J.  WiLczYNSKi  :  Projeclive  differential  geometry.  —  Prof.  H.  L. 
RiF.TZ  :  Theory  of  statistics.  —  Prof.  C.  N.  Hakkins  :  Fourier  séries;  ad- 
vanced  calculus.  —  Prof.  J.  W.  You.ng  :  Theory  of  autoraorphic   functions. 

—  Dr..C  H.  SisAM  :  Théorie  of  invariants  and  higher  plane  curves.  — Dr,  A. 
R.  Cratiioknk  :  Partial  differential  équations  of  physics.  —  Prof.  Younc  or 
Dr.  R.  L.  BOkgkr  :  Projeclive  geometry  and  linear  transformations. 

iDdiana  University  ;  Blomington.  —  S.  C.  Davisson  :  Theory  of 
surfaces,  3;  Differential  équations.  3  {a,  «•).  —  D.  A.  Rothrock  :  Theory  of 
functions,  3  (a,  iv)  ;   Advanced  calculus,   3  ;   History  of  mathematics,  3  is), 

—  U.  S.  Hanna  :  Invariants,  2.  —  C.  Haseman  :  Applications  of  partial 
differential  équations,  3  (a  =:  autumn,  u'  =  winter,  5  =  spring.) 

University  of  Pennsylvania;    Philadelphia.  —  E.  S.  Crawley  :  Solid 

analytic  geometry,  2;  Higher  plane  curves,  3  ;  Mathematics  of  insurance,  2. 

—  G.  E.  FisHER  :  Advanced  calculus,  2;  Calculus  of  variations,  2.  —  I.  J. 
ScHWATT  :  Infinité  séries  and  products,  2  ;  Definite  intégrais,  3.  —  G.  H. 
Hallett  :  Modem  higher  algebra,  3  (first  half  year)  ;  Galois  theory  of 
équations,  3  (second  half  year)  ;  Theory  of  gronps  of  a  linile  order,  3;  Lie's 
theory  of  continuons  groups,  3  (first  half  year).  —  F.  H.  Safford  :  Malhe- 
matical  theory  of  précision  of  measuremcnts,  3  (first  half  year)  ;  Curvilinear 
coordiuates,  3  (second  half  year).  —  O.  E.  (iLEXn  :  Invariants  and  cova- 
riants.  3. 

Princeton  University;  N.  J.  (Each  course  is  3  h.  per  week.)  —  Prof.  H. 
B.  Fine:  Advanced  algebra  (fîrst  term),  —  Prof.  H.  D.  Thompson:  Coordi- 
nate  geometry.  — Prof.  J.  H.  Jeans:  Mechanics  and  kinematics,  —  Prof.  L. 
(J.  Eise.nhart  •  Differential  geometry.  —  Prof.  O.  Veblen  :  Projeclive  geo- 
metry, I  ;  Projective  geometry,  II  ;  Theory  of  functions  of  real  variables.  — 
Prof.  G.  D.  Birkhoff:  Differential  e({uations  ;  Advanced  calculus.  —  Dr.  E. 
Swift  .  Theory  of  fuuctions  of  a  complex  variable. 

Yale  University;  New  llaven,  Conn.  —  Prof.  J.  Pierpont:  Theory  of 
functions  of  a  complex  variable,  2  ;  Advanced  theory  of  functions.  2;  Fllliptic 
functions,  2.  —  Prof.  P.  F.  Smith:  Transformations  ofspace,  2:  Differential 
geometry,  2.  —  Prof.  E.  W.  Brown  :  Mechanics,  2;  Advanced  calcnlus,  3; 
Ilydromechanics,  2.  —  Prof.  II.  E.  Hawkks  :  Projective  geometry,  2;  Ad- 
vanced algebra,  2.  —    Dr.  VV.  A.  (j1ranvii.i>e  :    Elenientary  differential   geo- 
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meiry,  2.  —  Dr.  \V.  R.  Loncley  :  Diflereatial  équations,  2.  —  Dr.  G.  M. 
Co7(Well:  Elemcntary  differenlial  équations,  1;  Foundations  of  geomctry.  2; 
Invariants,  2.  ^  Dr.  E.  G.  Bill  :  Intégral  équations,  1  ;  Analylic  geomctry,  2. 


ITALIE  ' 

Année  universitaire  1909-1910. 

Bol09na  ;  Università,  —  Akzela  :  Calcolo  deJle  variazioai;  equazioni  iute- 
grali;  série  di  Laplace,  3.  —  Donati  :  Termodinamica  ;  teoria  rinetica  dei 
gas;  niagneto-oltica  ed  clottro-ollica,  3.  —  Pincherlr  :  Funzioni  ellitiche  ; 
integrali  di  differenziali  algebrici;  funzioni  abeliane,  3. 

Catania;  Universith.  —  De  Franchis  .  Geoinelria  sopra  le  superficie  alge- 
briche,  3.  —  Lauricella  :  Equazioni  integrali;  sviluppi  in  série  di  funzioni 
fondaïuentali;  vibrazioni  délie  corde  e  délie  membrane  elastiche,  4  Y»-  — 
Pennacchietti  :  Applicazionc  délia  teoria  délie  funzioni  ollittiche  alla  mec- 
catiica.  '*  Y*-  —  Severim  :  Geoinetria  differenziale. 

FireDZe  ;  Istituto  di  Studi  superiori.  —  Hoggio  :  Applicazioni  alla  Fisica 
mateniatica  dclle  equazioni  integrali,  3. 

Genova  ;  Università.  —  Levi  :  Equazioni  differenziali  ed  inlegrali.  4.  — 
LoRiA  :  Teoria  délie  trasformazioni  geometriche,  3.  —  Tedone  :  Problemi  di 
equilibrio  elastico,  3. 

Napoli;  Università.  —  Amoueo  :  Storia  delle  matematiche  da  Newton  a 
Lagrange,  3.  —  Capelli  :  Teoria  aritmetica  delle  grandezze  algebriche  e 
teoria  dei  nuroeri,  3.  —  Marcolongo  :  Idrodinamica,  3.  —  Moîitesaxo  : 
Teoria  delle  corrispondenze  geometriche  nello  spazio,  4  Y««  —  Pascal  :  Ca- 
pitoli  scelli  fra  quelli  delle  piii  importanli  teorie  analitiche,  3.  —  Pinto  : 
Eleltrottica,  onde  liertziane,  4  7»» 

Padova;  C/niversità,  —  D'Arcais  :  Teoria  delle  funzioni,  equazioni  inte- 
grali, 4  Ys.  —  CisoTTi  :  Teoria  mateniatica  dcU'elasticità  con  applicazioni 
tecniche,  3.  —  Favaro  :  La  vita  e  le  opère  di  Archimede,  3.  —  Gazza^iiga  : 
Teoria  dei  numeri.  3.  —  Levi-Civita  :  Equazioni  délia  dinamica,  elementi 
di  nieccanica  celesle,  4  Yj.  —  Ricci  :  Calcolo  differenziale  assoluto,  teoria 
dell'equilibro  e  dei  movimenlo  dei  corpi  elastici,  4.  —  Severi  :  Gruppi  con- 
tinui  di  trasformazioni,  3.  —  Veronese  :  Geomelria  iperspaziale,  3. 

Palermo  ;  Università,  —  Bagnera  :  Funzioni  automorfe,  3.  —  Gbbbia  : 
Teoria  deila  propagazione  dei  calore,  termodinamica.  4  Y»-  —  Guccia  :  Teo- 
ria générale  delle  curve  e  delle  superficie  algebriche,  4  Y*»  —  Vknturi  : 
Forma  dei  pianeti  e  in  particolare  délia  terra  con  riguardo  agli  studi  di 
elaslicitù  délia  crosta  terrestre,  3. 

Pavia  ;  Universith.  —  Almansi  :  Teoria  dei  potcnziale,  eletlrostatica.  ma- 
gnetisnio,  3.  —  Berzolari  :  (ieomctria  iperspaziale,  3.  —  Bokola  :  L'imagi- 
nario  in  geomelria,  generazione  proielliva  di  alcune  linee  e  superficie,  sis- 
temi  lineari  di  coniche  c  quadriche.  3.    —   Gerbaldi  :  Funzioni  di  variabile 


*  Les  roiirs  généraux  (tels  qiu*  ceux  d'Analyse  nlgvbrique  et  infinitésimale,  do  Géométrie 

kalytiqup,   projocttvo,  descriptivo.   Mécanique  riitionncUe,  Géodésie/  no  sont  pas  indiqués 
...1  1.  i:«»^ 


ana 

dans  la  liste. 
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complessa  ed  integralî  aibeliani,  3.    —   Vivanti  :   Kunzioni  analitiche,  teoria 
dei  iiumeri  algebrici,  3. 

Pisa;  Universila.  —  Bertim  :  Integralî  abeliani  e  loro  applicazione  alla 
gcometria  sopra  una  curva,  3.  —  Biakchi  :  Calcolo  délie  variazioni,  equa- 
zioni  integrali.  '\  ^s-  —  \^vs\  :  Ëquazioiii  diifcrenziali  lineari  con  applicazione 
agli  sviluppi  in  série  di  assegnate  funzioni.  \  Y>-  —  Maggi  :  Complementi 
di  Meccanica  razionale,  teoria  del  campo  elettromagnetico  serondo  il  con- 
cetlo  di  Maxwell,  fondamenti  e  applicazioni  délia  teoria  degli  clettroni.  — 
PizzETTi  :  Figura  e  movinionto  di  rotazione  dei  corpi  celesli,  astronomia 
sferica,  3. 

Roma;  Université.  —  Castelnuovo  :  Funzioni  abeliane  e  loro  applicazioni 
geonielriche.  3.  —  Ckrhuti  :  lilquazioni  aile  derivale  parziali  del  primo 
ordine,  3.  —  Omlando  :  Dinamica  dei  dirigibili  e  degli  aeroplani.  —  Silber- 
8TEIÎS'  :  Complementi  di  dinamica,  elellromagnelismo  ed  ottica,  3.  —  Vol- 
TERRA  :  Equazioni  integrali  ed  întegro-difTerenziali  e  applicazioni,  4  ^/t.  — 
Idrodinamica.  teoria  délie  marée,  3. 

Torino;  Università.  —  Peano  :  Logica  inatematica,  3.  —  Sanma  :  Appli- 
cazioni geometriche  del  calcolo.  geonietria  intrinseca,  3.  —  Sfgre  :  Super- 
ficie cubiche,  e  quartiche  piane,  3.  —  Somigliana  :  Ottica  ed  oscillazioni 
elettriche,  3. 


BIBLIOGRAPHIK 


K.  BoEHM.  — Elliptische  Fnnktionen;  erster  Teil  :  Théorie  der  ellipt,  Funk- 
tionen  ans  analytischen  Ausdriicken  entwickelt.  (Sammlung  Schubert  XXX.) 
1  vol.  rel.  ;  354  p.  ;  Mk  8,60;  Gôschen,  Leipzig. 

Les  traités  sur  les  fonctions  elliptiques  sont  déjà  nombreux;  les  uns, 
destinés  spécialement  aux  mathématiciens,  sont  trop  complets  pour  être 
recommandés  aux  débutants  ;  d'autres  ont  plutôt  en  vue  les  applications  si 
intéressantes  h  la  Géométrie,  à 'la  Mécanique,  à  la  Physique  ou  même 
(comme  le  traité  de  Weber)  à  l'Algèbre  et  à  la  théorie  des  nombres.  Le 
livre  de  M.  Boehm  est  une  introduction  à  ce  vaste  domaine.  L'auteur  est 
resté  avant  tout  mathématicien  ;  il  ne  dit  rien  des  applications,  mais  il  amène 
le  lecteur  au  cœur  de  la  théorie,  sans  lui  faire  subir  les  ennuis  d'une  trop 
longue  route. 

L'ouvrage  comprendra  deux  volumes  pouvant  se  lire  séparément  ;  le 
deuxième,  qui  paraîtra  sous  peu,  traitera  spécialement  de  l'inversion  de  l'in- 
tégrale elliptique.  Dans  la  l"""  partie,  divisée  en  12  chapitres,  l'auteur  pré- 
sente la  théorie  des  fonctions  elliptiques  comme  une  trigonométrie  d'un  ordre 
plus  élevé.  La  théorie  des  fonctions  simplement  périodiques  est  d'abord 
exposée  par  les  méthodes  mêmes  qui  seront  employées  plus  tard  pour  les 
fonctions  à  2  périodes  ;  l'étudiant   n'y   retrouvera   pas  précisément  la  trigo- 
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nomélrie  du  collège,  mais,  s'il  connaît  le  développement  de  colg  ^*  et  la  dé- 
composition de  sin  jr  en  facteurs  primaires,  il  sera  vite  familiarisé  avec  les 
premiers  chapitres.  —  Comme  l'indique  le  sous-titre  de  ce  volume.  M.  Boehm 
base  toute  sa  théorie  sur  ces  expressions  analytiques,  sommes  de  fractions 
simples  ou  produits  infinis,  qui  mettent  ai  bien  en  évidence  la  périodicité 
simple  ou  double  et  toutes  les  propriétés  qui  en  résultent.  —  En  cela,  l'au- 
teur s'est  inspiré  —  (il  le  dit  dans  sa  préface)  —  des  a  Nouvelles  leçons  sur 
l'analyse  infinitésimale  »,  de  Méray.  Dans  cette  manière  de  présenter  le 
sujet,  les  fonctions  de  Weierstrass  apparaissent  comme  les  éléments  naturels 
de  la  théorie.  Si  l'on  y  ajoute  quelques  propriétés  arithmétiques  relatives 
aux  congruences  entre  nombres  complexes,  on  a  tout  ce  qu'il  faut  pour  dé- 
montrer les  propositions  générales  (somme  des  résidus,  nombre  de  pôles  et 
de  zéros  dans  le  parallélogramme  des  périodes,  théorème  de  Liouville,  dé- 
composition en  facteurs  ou  en  éléments  simples,   théorème  d'addition,  etc.). 

Un  chapitre  est  consacré  à  la  théorie  de  ces  fonctions  à  multiplicateurs 
constants  ou  exponentiels  qu'Hermite  a  appelées  fonctions  doublement  pé- 
riodiques de  2'"*  ou  de  3™»  espèce.  Enfin  dans  le  dernier  quart  du  volume, 
on  trouvera  condensées  les  propriétés  et  les  formules  les  plus  importantes 
relatives  aux  transcendantes  de  Weierstrass  et  de  Jacobi. 

Le  livre  de  M.  Boehm  sera  lu  avec  intérêt  par  tous  les  étudiants  que  les 
abstractions  n'effraient  pas  trop  ;  l'auteur  leur  a,  d'ailleurs,  facilité  la  ttlche 
en  leur  indiquant  les  paragraphes  qu'ils  peuvent  sauter  à  première  lecture. 

L.  KoLLROK  (Zurichf. 

E.  BoREL.  —  Éléments  de  la  Théorie  des  probabilités.  —  1  vol.  in-S". 

200  p.  ;  6  fr.  Librairie  Hermann,  Paris. 

La  Théorie  des  probabilités ,  qu'on  appelle  aussi  C<ilcul  des  probabilités, 
est  utilisée  de  plus  en  plus  dans  de  nombreuses  questions  de  physique,  de 
biologie,  de  sciences  économiques.  Ceux  qui  s'intéressent  à  ces  applications 
n'ont  pas  toujours  les  loisirs  d'étudier  à  fond  les  théories  mathématiques 
qui  se  rattachent  aux  probabilités,  ces  théories  n'ont  d'ailleurs  pour  eux 
qu'un  médiocre  intérêt  ;  ce  qui  leur  importo  surtout,  c'est,  avec  la  connais- 
sance des  résultats  essentiels,  celle  des  méthodes  générales  par  lesquelles 
ces  résultats  sont  obtenus  ;  il  est  évidemment  nécessaire  d'avoir  réfléchi  sur 
ces  méthodes  pour  pouvoir  appliquer  avec  sûreté  les  résultats  bruts  du 
calcul  à  des  questions  concrètes. 

C'est  à  ce  point  de  vue  que  l'auteur  a  écrit  ces  Eléments;  il  n'a  pas  craint 
d'insister  longuement  sur  les  problèmes  les  plus  simples,  dans  lesquels  le 
mécanisme  du  calcul  ne  dissimule  pas  la  méthode  suivie. 

Mais  s'il  a  tenu  A  rester  élémentaire,  il  s'est  efforcé  d'éliminer  les  déve- 
loppements de  science  amusante.  Il  lui  a  été  ainsi  possible,  en  éliminant 
tout  le  superflu,  de  donner  les  principes  essentiels  de  la  théorie  dans  un 
ouvrage  relativement  peu  étendu. 

Dans  le  livre  I,  l'auteur  étudie  les  probabilités  discontinues  y,  en  insistant 
tout  particulièrement  sur  le  type  le  plus  simple  :  les  problèmes  posés  par 
le  jeu  de  pile  ou  face.  La  véritable  signification  de  la  loi  des  grands  nombres 
est  mise  ainsi  en  évidence  de  la  manière  à  la  fois  la  plus  claire  et  la  plus 
élémentaire. 

Le  livre  II  est  consacré  aux  probabilités  continues  ou  probabilités  géomé- 
triques ;  c'est   à  cette  catégorie  de   probabilités   que   se  rattachent  les  plus 
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importantos  théories  de  la  physique  moderne,  en  particulier  la  théorie  ciné- 
tique des  gaz,  et  le  principe  d'irrésfersihiiité  de  la  thermodynamique,  sur 
lequel  j'ai  donné  quelques  brèves  indications. 

EnGn,  dans  le  livre  III  se  trouvent  groupées  les  questions  relatives  à  la 
probabilité  des  causes,  en  raison  de  l'importance  particulière  de  celle 
théorie  pour  les  applications.  C'est  à  elle  en  effet  que  se  rattachent  la 
théorie  des  erreurs  d'observation,  la  théorie  des  probabilités  statistiques  et 
les  études  biométriques. 

A.  B0ULA.NGBR.  —  Hydraulique  générale,  Principes.  Problèmes  fondamen- 
taux, Problèmes  à  singularités  et  Applications.  —  2  vol.  in-18  jésus,  car- 
tonnés toile,  700  p.  ;  10  fr.  ;  Doin  &  fils,  Paris. 

Entre  l'Hydraulique  empirique,  qui  n'emprunte  guère  à  la  Mécanique  ra- 
tionnelle que  le  théorème  des  forces  vives  et  corrige  grossièrement  ses 
résultats  par  des  coefiicients  expérimentaux,  et  l'Hydrodynamique  abstraite 
des  fluides  parfaits,  qui  n'est  souvent  qu'un  prétexte  à  développements  ma- 
thématiques, il  y  a  place  pour  une  étude  du  mouvement  de  l'eau  faite  au 
point  de  vue  d'une  science  concrète  soucieuse  de  rendre  compte  des  véri- 
tables phénomènes  naturels.  Les  travaux  théoriques  de  M.  Boussinesq  et 
les  recherches  expérimentales  de  M.  Bazin,  poursuivis  parallèlement  pen- 
dant quarante  ans  et  en  concordance  constante,  fournissent  cependant  tous 
les  éléments  nécessaires  pour  constituer  cette  Hydraulique  rationalisée  que 
M.  Boulanger  a  désignée  sous  le  nom  A' Hydraulique  générale.  A  la  vérité, 
dans  quelques  manuels,  ces  études  du  dernier  demi-siècle  apparaissent, 
mais  par  fragments  mal  raccordés  :  il  restait  à  faire  une  synthèse  des  mé- 
thodes de  M.  Boussinesq,  simplifiées  dans  la  mesure  nécessaire,  sous  une 
forme  propre  à  satisfaire  les  ingénieurs  instruits. 

C'est  cette  exposition  systématique  que  présente  M.  Boulanger  dans  ces 
deux  volumes  de  V  Encyclopédie  scientifique  ;  elle  rendra  de  grands  services, 
car  les  mémoires  de  M.  Boussinesq,  disséminés  dans  les  publications  aca- 
démiques et  périodiques,  sont  extrêmement  nombreux,  parfois  très  volumi- 
neux et  d'une  lecture  peu  commode. 

Le  présent  ouvrage,  qui  n'est  le  reflet  d'aucun  de  ses  pareils,  intéressera 
les  ingénieurs  des  ponts  et  chaussées,  du  génie  maritime,  les  personnes 
chargées  de  travaux  hydrauliques,  les  élèves  des  grandes  écoles  techniques  ; 
mais  il  ne  s'adresse  pas  exclusivement  à  ces  catégories  de  lecteurs,  car  les 
problèmes  généraux  traités  appartiennent,  pour  un  bon  nombre,  au  moins 
autant  au  domaine  de  la  Philosophie  naturelle  qu'à  celui  de  l'art  de  l'in- 
génieur. 

Benchera  Brandfokd.  —  A  Study  Of  Mathematical  Education  including  the 
Teaching  of  Arithmetic.  —  1  vol.  in-8®,  XII-392  p.  ;  Clarendon  Press. 
Oxford. 

Le  livre  de  M.  Brandford  sur  l'éducation  mathématique  n'est  pas  un  ex- 
posé dogmatique  des  principes  utiles  au  maître  chargé  de  la  tâche  délicate 
et  difficile  d'initier  les  jeunes  cerveaux  aux  premières  notions  d'arithmétique 
et  de  géométrie.  C'est  plus  et  mieux  qu'une  simple  méthodologie  mathéma- 
tique. 11  apporte  des  faits,  des  observations  nombreuses  et  les  résultats 
d'une  longue  expérience  de  l'enseignement  aux  différents  degrés  de  la  pre- 
mière étude  des   mathématiques.   L'auteur  fait  ressortir,  par  de  nombreux 
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exemples,  ce  qui  intéresse  l'enfant,  quels  sont  les  faits  sur  lesquels  il  con- 
vient d'insister  pour  développer  sa  pensée.  Il  montre  aussi  le  parti  que  l'on 
peut  tirer  dans  ce  but  du  développement  historique  de  la  science  qu'il  faut 
envisager  dans  l'ensemble  du  développement  de  l'esprit  humain. 

La  Géométrie  considérée  comme  science  expérimentale  forme  le  point  de 
départ,  puis  vient  l'arithmétique.  Mais  les  notions  géométriques  doivent 
former  la  base  et  le  lien  entre  les  différentes  parties  des  mathématiques 
élémentaires.  C'est  ce  point  de  vue  qui  domine  aujourd'hui  tout  enseigne- 
ment intuitif;  l'auteur  le  développe  dans  des  chapitres  d'un  grand  intérêt 
et  dont  la  lecture  sera  d'un  réel  profit  pour  tous  les  jeunes  maîtres  du  pre- 
mier cuseignemeal  mathématique,  à  l'école  primaire  et  au  collège. 

H.  Fehr. 

F.  Ekkiqies.  —  Fragen  der  Elementargeometrie.  H.  Teil.  Die  geome- 

trischen  Aufgaben,  ihre  Losung  und  Lôsharkeit.  Âufsatze  von  U.  Amaldi, 

E.  Baroni,  R.  Bonola,   B.  Cal6,   G.  Caslelnuovo,  A.   Conti,  E.  Daniele, 

F.  Enriques,  A.  Giacomini,  A.  Guarducci,  G.  Vailati,  G.  Vitali.  (Deutsche 
Ausgabe  von  H.  Flkischer).  —  1  vol.  in-8o,  348  p.  ;  relié  ;  9  M.  ;  B.  G.  Teub- 
ner,  Leipzig. 

Il  est  un  fait  réjouissant  que,  durant  ces  dernières  années,  plusieurs  au- 
teurs se  sont  efforcés  d'appliquer  les  résultats  des  recherches  scientifiques 
à  l'étude  de  la  géométrie  élémentaire.  L'enseignement  de  la  géométrie  devrait 
être  influencé,  eticore  plus  intensivement  qu'il  ne  l'a  été  jusqu'ici,  par  les 
résultais  des  recherches  modernes.  Une  des  meilleures  publications  dans  ce 
sens  est  la  collection  de  mémoires  de  Baroni,  Daniele,  Giacomini,  Castel- 
nuovo,  Conti,  Calo  et  Enriques.  qui  a  paru  sous  le  titre  ci-dessus.  Le  niveau 
élevé  qu'occupent  les  recherches  et  l'enseignement  géométriques  en  Italie, 
ressortait  déjà  des  a  Conférences  sur  la  géométrie  projective  »  d'Enriques, 
qui  sont  une  initiation  magistrale  aux  principes  de  la  géométrie  projective. 
La  présente  collection  comprend  le  domaine  entier  des  constructions  géo- 
métriques et  sert  d'une  façon  remarquable  à  orienter  les  étudiants  ainsi  que 
les  maîtres  qui,  pour  leur  enseignement,   recherchent  des  idées  nouvelles. 

Un  premier  article  contient  un  groupement  des  méthodes  élémentaires 
servant  à  la  résolution  de  problèmes  géométriques,  avec  de  nombreux 
exemples.  Les  articles  suivants  montrent  les  progrès  réalisés  dans  la  so- 
lution des  constructions,  grâce  aux  conceptions  de  l'algèbre  moderne  et  de 
la  géométrie  projective  ;  on  y  trouve  non  seulement  des  indications  précises 
sur  la  possibilité  de  la  résolution,  avec  des  moyens  donnés  (compas, 
règle,  etc.),  mais  aussi  l'exposé  des  méthodes  les  plus  simples  et  les  plus 
appropriées.  L'ouvrage  est  terminé  par  les  constructions  des  polygones 
réguliers  *  et  les  problèmes  classiques  du  3™»  degré  (duplication  du  cube 
et  trisection  de  l'angle)  ;  puis  viennent  enfin  les  problèmes  transcendants, 

en  particulier  la  quadrature  du  cercle. 

M.  Grossmann  (Zurich). 

Dav.  HiLBERT.  —  Grundlagen  der  Géométrie.  (Sammlung  «  Wissenschaft  u. 

Hypothèse»,  VII).  3»,  durch  Zusâtze  u.Literaturhinweise  von  neuem  ver- 
mehrte  u.  mit  sieben  Anhangen  vermehrte  Auflage.  —  1  vol.  cart.,  in-16  ; 
279p.;  6  M.;  B.-E.  Teubner,  Leipzig. 

Tous  ceux  qui  se  sont  occupés  de  travaux    récents   sur  les  fondements  de 


*  Voir  h  ce  siijot  l'article  de  M.  Young,  VEns.  math,  du  15  mai  1909. 
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la  Géométrie  connaissent  le  remarquable  mémoire  de  M.  Hilbcrl,  dans  lequel 
il  montre  que  la  Géométrie  synthétique  peut  être  édifiée  sur  cinq  groupes 
d'axiomes.  Une  traduction  française,  due  à  M.  Langel,  a  paru,  en  1900.  dans 
les  Annales  de  l'Ecole  normale. 

Celle  nouvelle  édition  vient  prendre  place  dans  la  collection  «  VYisson- 
schaft  u.  Hypothèse»,  dont  le  premier  volume  est  formé  par  la  traduction 
delà  Science  et  Hypothèse  de  M.  Poincaré.  Elle  comprend  un  Appendice 
formé  de  sept  mémoires  nouveaux  sur  les  fondements  de  la  Géométrie,  de 
l'Arithmétique  et  de  la  Logique,  que  M.  Hilbert  a  publiés  depuis  1900  dans 
différentes  revues,  notamment  dans  les  Mathem.  Annalen. 

Gerh.  Kowalewski.  —  Grundzùge  der  Differential-  a.  Integralrechnang.  — 

I  vol.  cart.  in-8o,  452  p.;  12  M.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Dans  ce  volume,  dédié  à  la  mémoire  d'Ernest  Cesùro,  M.  Kowalewki  donne 
un  exposé  concis  et  très  bien  ordonné  des  principes  du  Calcul  inlinitésimal. 
II  part  de  la  notion  de  nombre  irrationnel  d'après  Dedekiud  tout  en  tenant 
compte  des  idées  de  Canlor  et  des  travaux  récents  de  Baire. 

II  ne  s'agit  pas  d'un  traité  de  calcul  infînitésimal,  mais  seulement  des 
principes  fondamentaux  concernant  la  did'érentiation  des  fonctions  d'une  ou 
de  plusieurs  variables,  les  séries,  les  intégrales  indéfinies,  les  intégrales 
définies  et  de  leurs  applications  géométriques.  L'auteur  s'est  limité  au  do- 
maine des  variables  réelles. 

Dans  VAppendice  on  trouve  quelques  notions  sur  les  déterminants,  Jes 
systèmes  d'équations  linéaires  et  les  déterminants  fonctionnels. 

L'ouvrage  sera  lu  avec  profil  par  les  étudiants  de  première  année  à  l'Uni- 
versité ;  mais  les  professeurs  l'examineront  aussi  avec  intérêt  et  y  trouve- 
ront d'importantes  simplifications  dans  les  démonstrations. 

W.  OsTWALD.  —  Grandriss  der  Natarphilosophie.  Band  1  der  Bûcher  der 
Nalurwissenschaft,  herausgegeben  von  Siegm.  Gunther.  —  1  vol.  rart.,  p. 
in-16  ,  195  p.  ;  80  pf.  ;  Philipp  Heclam  jun.,  Leipzig. 

Les  petites  monographies  que  la  maison  Reclam  à  Leipzig  publie  depuis 
vingt-cinq  ans  sous  le  titre  de  Universal-Bihlioihek  sont  bien  connues  dans 
le  monde  des  lettres  et  des  sciences.  Avec  le  présent  volume  commence  une 
série  spécialement  consacrée  aux  sciences;  elle  est  dirigée  par  le  professeur 
Siegm.  GûNTHER  à  Munich.  Elle  débute  par  un  volume  de  .M.  Ostwald,  le  cé- 
lèbre chimiste  qui  a  apporté  d'importantes  contributions  à  la  philosophie 
naturelle.  C'est  cette  partie  de  la  philosophie  des  sciences,  qui  s'est  dévelop- 
pée d'elle-même,  plus  particulièrement  depuis  environ  dix  ans,  en  dehors 
de  la  philosophie  scolastique  enseignée  dans  les  universités.  Elle  est  basée 
sur  le  développement  de  la  science  au  cours  des  cinquante  dernières  années. 
Les  lois  de  l'énergie  y  jouent  nécessairement  un  rôle  fondamental. 

Envisagée  i\  ce  point  de  vue,  la  philosophie  des  sciences  intéresse  tout 
mathématicien.  On  lira  donc  avec  un  réel  profit  les  pages  que  le  savant  alle- 
mand consacre  à  la  théorie  de  la  connaissance,  à  la  logique  et  aux  mathé- 
matiques, aux  sciences  physiques  et  biologiques. 
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1.  Sommaires  des  principaux  pépiodiques  : 

American  mathematical  Monthly  (The),  published  under  thc  joint  auspices 
of  ihe  University  of  Chicago  and  the  Universily  of  Illinois,  edited  by 
B.  P.  FiNKF.L,  h/e.  Slaucht  et  G.  A.  Miller.  Vol.  XVI,  1909. 

A  partir  du  seizième  volume,  cette  Bévue  sera  publiée  sous  les  auspices 
des  Universilés  de  Chicago  et  de  l'Illinois.  MM.  les  professeurs  G.  A.  Mil- 
LKR,  de  l'Université  de  l'Illinois,  et  H.  E.  Slaucht,  de  TUniversilé  de  Chi- 
cago, assumeront  la  responsabilité  de  la  rédaction.  M.  le  professeur  B.  F. 
KiNKEL,  du  Drury  Collège,  continuera  à  se  charger  de  la  partie  des  problèmes 
et  de  l'administration  générale,  tandis  que  M.  le  professeur  L.  E.  Dickson, 
de  l'Université  de  Chicago,  dont  la  coopération  a  été  d'une  si  grande  valeur, 
se  relire  du  service  actif.  On  espère  que  l'union  des  deux  universités  favo- 
risera le  développement  et  l'extension  de  l'influence  du  Monthly,  dans  son 
domaine  particulier  des  mathématiques  de  collège,  distinctes  de  celles  des 
écoles  secondaires  et  de  celles  des  écoles  de  grades. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Tooloase.  Deuxième 

série.  E.  Privât,  Toulouse;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Tome  X,  1908,  fasc.  2.  —  T.  Lalesco  :  La  théorie  générale  de  Galois.  — 
J.  Dracm  :  Recherches  sur  certaines  déformations  remarquables  à  réseau 
conjugué  persistant.  — A.  Korn  :  Solution  générale  du  problème  d'équilibre 
dans  la  théorie  de  l'élasticité,  dans  le  cas  où  les  cfTorts  sont  donnés  à  la 
surface. 

Annaes  scientificos  da  Academia  polytechnica  do  Porto,  dirigées  par  Gomes 

Teixeira. 

Vol.  m,  n<**  3  et  4.  —  Haton  de  la  Goupillière  :  Surfaces  nautiloïdes  (sufte 
et  lîn).  —  H.  BosMANs  :  L'algèbre  de  Pedro  Nunez. 

Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  XXXII1«  année.  1908-1909. 

Fasc.  1  et  2.  —  Lient. -colonel  Ariès  :  L'électricité  considérée  comme 
forme  de  Ténergie.  —  HATOiX  de  la  Goupillière  :  Potentiel  du  temps  de 
parcours.  —  R.  d'Adhkmar  :  L'Équation  de  Fredholm  et  les  Problèmes  de 
Dirichlet  et  de  Ncumann.  —  H.  Bosmans  :  Sur  une  tentative  d'édition  des 
œuvres  complètps  de  L.  Euler,  faite  à  Bruxelles  en  1839. 

Archir  der  Mathematik  und  Physik,  heransgegebcn  von  E.  Lampe. 'W. 
Mkyer,  e.  Jahnke.  14.  Band.  —  B.  (i.  Teubner,  Leipzig  und  Berlin. 

F.  Bœgf.hold  :  Eine  rein  geometrische  Kunstruktion  der  vier  Schnittpunkte 
zwcier  Kegelschnitte   mit   Zirkcl,    Lineal    und   einer   festen   Parabol.  —  P. 
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Er.xst  :  Die  Radiale  eîner  ebenen  Kurve.  —  Rich.  GC.ntsciii:  :  Zur  M*l- 
fallischen  Anfeabt*.  —  S.  Jolles  :  Die  $\^thetische  Polarentheorio  der 
ebenen  kûbisrhen  kurven.  —  P.  E.  B.  Jourdai^c  :  The  Development  of  ihe 
Theorv  of  Transfinite  \umbers.  Pari.  2.  —  Weiersirass  1 18*0-1880».  — 
J.  Nel'bebc  :  l'ber  die  Schrœlersche  Kaumkur%'e  vierler  Ordnune.  —  Jan 
Vilem  Pexid£r  :  Uber  Potenzreste.  —  C.  Roderberg  :  l'ber  Raumkurven, 
welche  sicb  vermôge  der  RoUbewegung  zweier  kriimnier  Klâchen  oder 
Polyeder  aufeinander  entsprechen.  uod  mit  ihnen  verkniîpfte  Fragen.  — 
L.  SaalschCtz  :  WertbestîmmuDg  zweier  Intégrale.  —  E.  Salkowski  :  Zur 
Théorie  der  Polarliuien  von  Raumkurven.  —  E.  Steijcitz  :  Cher  diejenîgen 
konvexen  Polyeder  mît  nGrenzflâchen,  welche  nicht  durch  n-  4  ebene  Sohnitte 
aus  einem  Tetraeder  abgeleitet  werden  kônnen.  (Uber  diejenîgen  konvexen 
Kôrper,  welche  durch  keine  4  Tangentialebenen  eingeschlossen  werdenJ.  — 
G.  \Valle?sberg  :  Zur  Théorie  der  homogenen  linearen  Dîflerenzengloi- 
chungen. 

Sitzangsbertchte  der  Berliner  malheni.  GeselUchaft. 

Biblioteca  mathematica.  Zeitschr.  f.  Geschichte  der  nitithem.  Wissonschaf* 
len,  heraasgegeben  von  G.  Exestrôm.  3.  Folge.  Band  9,  Teubner,  Leip/.îg. 

N"*  1  et  2.  —  G.  E?cESTRÔM  :  Cher  krilische  Behandiung  der  Geschichte 
der  Mathematik.  —  H.  Vogt  :  Die  Géométrie  des  Pylhagoras.  —  V.  Mortkt  : 
Le  plus  ancien  traité  français  d'algorisme.  —  L.  SaalschC'tz  :  Zur  Geschichte 
der  Relationen  zwischen  den  Potenzsummen  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
und  ihrçn  Koeffizienten.  —  Beppo  Levi  :  Osservazioni  e  congellure  sopra 
la  geometria  degli  indiani.  —  David-Eug.  Smith  :  The  G«nîta-Sara-San- 
graha  of  Mahaviracarya.  —  H.  Sutkr  :  Die  Abhandlung  Qosla  bon  Luqas 
und  zwei  andere  anonyme  uber  die  Rechnung  mit  zwei  Kehlern  und  mil  der 
angenommeuen  Zahl.  —  V .  Amodko  :  Il  trattato  délie  coniche  di  Krancosco 
Maurolico.  —  Kleine  Benierkungen  zur  letzen  Auflage  von  Cantors  «  Yorlo- 
sungen  uber  Geschichte  der  Mathematik  »,  von  G.  Enestrôm,  A,  Sïirm, 
H.  Suter. 

No  3.  —  D.-Eug.  Smith  :  A.  Greek  multiplication  table.  —  H,  Suikr  : 
Eine  indische  Méthode  der  Berechuung  der  Kugtioberflàche.  —  G.  Enks- 
TRÔM  :  Die  ersle  Herleitung  von  Differentialen  trigonomelrischer  Funktionen. 
—  Ci.  E>(estr6m  :  Jakob  Bernouilli  und  die  Jacobischen  Thetafunklionen,  — 
S.  Gt'NDELFiNGER  :  Aus  Jacobis  Vorlesungen  uber  elliptische  Funktionen.  — 
Gino  LoRiA  :  Développements  relatifs  au  projet  d'un  «  Manuel  pour  les  re- 
cherches sur  l'histoire  des  mathématiques  ». 

Rezensioneu,  —  Neu  erschienene  Schriften,  —  Wisseuschaftiiche  Chronik. 

BoUettino  di  Bibliografia  e  Storia  délie  Science  matematiche,  publicato 

per  cura  di  Gixo  Loria.  Anno  X.  1908    —  C.  Clausen,  Torino. 

A.  Garbasso  :  Probleniî  délia  Scienza.  —  G.  Vailati  :  La  xcoperta  dolla 
condizione  d'equilibrio  d  un  grave  scorrevole  un  piant)  incliuato.  —  Kecen- 
sioni  ed  annunzi. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France.  T.,XXXV1L 

Fasc.  L  —  L.  Remy  :  Sur  le  nombre  dos  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  de  certaines  surfac^'s  algébriques.  —  L.  LhcoRNU  :  Sur  ré(|uilil)re 
d'un  système  de  plans  soumis  à  l'action  du  vent.  —  A.  Mai.uski  :  Sur  la 
continuité  des    racines   d'une   équation   algébrique.  —   L.    Rai-fy  :    Sur  cer- 
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tniiies  transformations  de  contact.  —  E.  Goursat  :  Sur  les  surfaces  à  cour- 
bure constante  négative.  —  Hadamard  :  Sur  une  propriété  fonclioouelle  de 
la  fonction  <s)  de  Rieniann. 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.  New- York.  Vol.  XV. 

No»  4  à  8  (janvier-mai  1909).  —  F.  N.  Cole:  The  October  Meeting  of  the 
American  Mathematical  Society.  —  G.  A.  Miller  :  On  the  Groups  Generated 
by  two  Operators  Satisfying  the  Condition  Sxs\-=i  si-^Si"^.  —  O.  D.  Kelloc: 
The  Second  Regular  Meeting  of  the  Southwestern  Section.  — OskarBoLZA.: 
Remarks  Concerning  the  Second  Variation  for  Isoperimetrie  Problems.  — 
R.  D.  Carmichael  :  Notes  on  the  Simplex  Theory  of  Numbers.  —  \V.  I).  A. 
Westfall  :  The  Solution  of  Boundary  Problems  of  Linear  Differential  Equa- 
tions of  Qdd  Order  —  VV.  D.  A.  Westfall  :  A  Class  of  Functions  Having 
a  Peculiar  Discontinuity.  —  H.  E.  Bichanan  :  On  Certain  Déterminants 
Connected  with  a  Problem  in  Celestial  Mechanics.  —  F.  N.  Cole  :  The  Fif- 
teenth  Annual  Meeting  of  the  American  Mathematical  Society.  —  H.  E. 
Slaught  :  The  Winter  Meeting  of  the  Chicago  Section.  —  G.  A.  Miller  : 
The  Sixtieth  Meeting  of  the  American  Association  for  the  Advancement  of 
Science.  —  Miss  Eva  M.  Smith  :  Some  Surfaces  Having  a  Family  of  Hélices 
as  one  Set  of  Lines  of  Cnrvature.  —  F.  N.  Cole  :  The  February  Meeting  of 
the  American  Mathematical  Society.  —  H.  S.  White  :  Bézout's  Theory  of 
Résultants  and  its  Influence  on  Geometry  (Prosidential  Address).  —  L.  E. 
Dickson  :  On  the  Représentation  of  Numbers  by  Modular  Forms.  —  H.  S. 
White  and  Miss  K,  G.  Miller  :  Note  on  Lûroth's  Type  of  Plane  Quart»c 
Curves.  —  VV.  A.  Manmns  :  The  February  Meeting  of  the  San  Francisco 
Section.  —  E.  G.  Bill  :  The  Construction  of  a  Space  Field  of  Extremals.  — 
A.  L.  Underhill  :  The  Second  Variation  of  a  Deiinite  Integra!.  —  L.  D. 
Ames  :  A  Simpler  Proof  of  Lie's  Theorcm  for  Ordinary  Differential  Equa- 
tions. 

Education  (L'),  Revue  trimestrielle  illustrée  d'Education  familiale  et  scolaire. 
Directeur:  Georges  Bertier,  l''^  année.  —  Vuibert  et  Nony.  Paris. 

Nous  signalons  cette  nouvelle  revue  à  l'attention  de  nos  lecteurs  qui  dé- 
sirent se  tenir  au  courant  du  mouvement  des  idées  en  éducation.  Elle  se 
propose  de  donner  une  vue  d'ensemble  des  efforts  qui  se  font  dans  les  dif- 
férents domaines  de  l'éducation  tant  en  France  que  dans  les  autres  pays. 
Bien  qu'elle  suivra  avec  un  même  intérêt  les  progrès  de  l'enseignement  dans 
les  lycées  et  les  établissements  libres,  elle  rendra  compte  des  expériences 
toujours  plus  nombreuses  que  fournit  l'éducation  dite  «  nouvelle  ».  Les  essais 
tentés  dans  les  nouveaux  types  d'Ecole  sont  de  nature  à  intéresser  tous  les 
amis  de  l'enfance,  et  sous  ce  rapport  ce  nouveau  périodique  est  appelé  à  jouer 
un  rôle  fort  utile. 

Chaque  numéro  comprendra  3  parties:  I.  Articles  originaux  concernant 
l'éducation  avec,  pendant  ou  après  l'Ecole,  les  école  modernes,  les  grands 
éducateurs.  —  II.  Nouvelles  pédagogiques  et  correspondances.  — lïl.  Biblio- 
graphie. —  Ce  premier  numéro  contient  les  articles  originaux  suivants  : 

Bertier  :  Notre  programme.  —  Tourian  :  Notre  éducation  intellectuelle. 
Caistier  :  Une  leçon  de  géologie,  à  propos  d'un  récent  cataclysme.  —  Feyel  : 
Le  bilan  des  progammes  de  1902.  —  Bertier  cI^torez  :  L'enseignement  du 
dessin.  —  Malapert  :  La  morale  sexuelle  à  l'Ecole.  —  Lietz  :  Principes  fon- 
damentaux du  Landerziehungsheim. 
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Jahrbuch  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Herausgegeben  von  Em. 

Lampe.  Band  37.  Jahrgang  1906.  —  G.  Reimer,  Berlin,  1908. 

Heft  3.  —  Mechanik.  —  Mathem.  Physik.  —  Geodiisie,  Astronomie,  Météo- 
rologie. 

Jahresbericht  dsr  Deutschen  MathemaUker-Vereinigang,  in  Monatsheften 

herausgegeben  von  A.  Gutzmer.  Band  18,  1909.  — B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

No»  1-4  (Janvier-Avril).  —  J.  Ptaszycki  :  Sur  un  théorème  d'Analyse  in- 
déterminée, énoncé  par  Jacobi.  —  J.  v.  Sz.  Naoy  :  Uber  eiu  Theorem  von 
Jacobi  und  seine  Verallgemeinerung.  —  P.  v.  Sciiabwen  :  Ax*  •\-  Bx^y  -|- 
Cx)'*  -+■  ^)*  =  ^'  i"  rationalen  Zahlen  zu  lôsen.  —  J.  Plemelj  :  Uber  Srhle- 
singers  «  Beweîs  »  der  Existcnz  Riemannschcr  Funktionenscharen  mit  ge- 
gebener  Monodromiegruppe.  —  L.  ScHLESI^GER  :  Bemerkungen  zum  Kon- 
tinuitâtsbeweise  fur  die  Lôsbarkeit  des  Hiemannschen  Problème.  —  H. 
Reissner  :  Wissenschaftliche  Fragen  aus  der  Flugtechnik.  —  R.  v.  Liliek- 
thal  :  Uber  Kurvennetze  ohne  Umwege.  —  A.  Schobnflies  :  Zur  Statistik 
des  matematischen  Studiums.  —  Ad.  Kkazek  :  Zur  Geschichte  des  Um- 
kehrproblems  der  Intégrale.  —  Hbrman?(  Minkowski:  Raum  und  Zeit.  — 
M.  Wentscher  :  Weierstrass  und  Sonja  v.  Kowalçvvsky.  —  L.  Schlesikger  : 
Drei  Briefe  von  K.  Weierstrass  an  L.  Fuchs.  —  F.  Dingeldet  :  Zur  Er- 
zeugung  der  Kcgelschnitte  nach  Braikenridge  und  Maclaurin.  —  Fr.  Meyer  : 
Zur  Begriindung  der  Apolariliit  quadratischer  und  biiinearer  Gebilde.  — 
P.  StXckel  :  Ausgezeichnete  Krciselbewegungen.  —  F.  Klein  :  Die  Ein- 
richtungen  zur  Fôrderung  der  Luftschifîahrt  an  der  Universitât  Gôttingen. 
—  Ludwig  Scui.ESi.NGER  :  Bericht  uber  die  Entwickelung  der  Théorie  der 
linearen  DifTereutialgleichungen  8eitl865  •  Heinr.  W.  E.  Jung  :  Der  Rie- 
mann-Rochsche  Satz  fur  algebraische  Funktionen  zweier  Yerânderlichen.  — 
Mitteilungen  u.   Nachrichten.  —  Literarisches. 


S.  Liivres  nouveaux  : 

Ed.  Claparède.  —  Psychologie  de  l'enfant  et  Pédagogie  expérimentale. 

Problèmes  et  méthodes;  développement  mental;  fatigue  intellectuelle.  2*  édi- 
tion, revue  et  augmentée.  —  1  vol.  in-16,  282  p.  ;  librairie  Kiindig,  Genève. 

O.  Manville.  —   Les  Déconcertes  modernes  en  physique.   2«  édition 

revue  et  augmentée.  —  I  :  Electricité  et  Matière.  —  II  :  Les  Ions  et  les 
Electrons  dans  la  théorie  des  phénomènes  physiques;  la  Matière  et  l'Ether. 

—  1  vol.  in-8o,  442  p.;  8  fr.  ;  A.  Hermann,  Paris. 

Otto  Mautz.  —  Ebene  Inyersionsgeometrie  (Wissenschaftliche  Beilage 
zum  Bericht  uber  das  Gymnasium,  Schuijahr  1908-1909).  1  fasc.  in-4o,  62  p.; 
Kreis,  BAle. 

René  Risser.  —  Etude  sur  l'Etablissement  des  Tables  de  Mortalité  de 

Population.  Mortalité  professionnelle.  Mortalité  dans  le  cas  de  l'invalidité. 

—  1  vol.  in-8o,  105  p.  ;  L.  Dulac,  Paris. 

Taschenbuch  fur  Mathematiker  nnd  Physiker,  unter  Mitwirkung  von 

Fr.  AuERBACH,  O.  KxoPF,  H.  Liebmanx,  E.  \V6lffi?(g  u.  A.,  herausgegeben 
von  Félix  Auerbach,  mit  einem  Bildnis  lord  Kelvins.  —  1  vol.  p.  in-8o  relié 
toile;  6  M.;  XLIV,  450  p.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
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Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées.  Edition 

frcinçaisc  publiée  d'après  Tédition  allemande  sous  la  direction  de  J.  Molk. 
—  Tome  Tl  (Premier  volume)  :  Fonctions  de  variables  réelles.  Fasc.  1  :  Prio- 
cipes  fondamentaux  de  la  théorie  des  fonctions;  exposé  d'après  l'article  alle- 
mand de  A.  pRiNGSHEiM  par  J.  Molk.  —  Gauthier- Villars,  Paris  ;  B.  G.  Teub- 
ner,  Leipzig. 

Em.  von  HôEGii.  —  Elementarer  Beweis  des  Fermat'schen  Satzes.  — 

1  broch.  in-4o,  8  p,;  O.  Bœdt,  Rostock. 

F.  BûTZBERGER.  —  Lclirbuch  der  ebenen  Trigonométrie  mit  vieleu  Auf- 

gabcn  und  Anwendungen  fur  Gymnasien,  Seminarien  und  technische  Mittel- 
schulen,  sowie  zuni  Selbstunterrichl.  4.  Auflage.  —  1  vol.  cartonné,  petit 
in-8o,  82  p.;  2  fr.  ;  Orell-Fûssli,  Zurich. 

J.  Leute.'«eggi:h.  —  Lehrbuch  der  Differential-Rechnung.  Zum  Gebrauche 

an  h6hern  Lehranstalten  sowie  zum  Selbstndium.  —  1  vol.  cartonné,  petit 
in-8o,  158  p.;  4  fr.  ;  Francke,  Berne. 

Wilhelm  Lorey.  —  Die  mathematischen  Wissenschaften  und  die  Frauen 

(Bemerkungeu  zur  Reform  der  hôheren  Madchenschnle).  Vorlrag  gehalten 
in  der  Naturforschenden  Gcsellschaft  zu  Gôrlitz  am  22.  Januar  i909.  — 
1  fasc.  gr.  in-8o;  20  p.  :  60  Pf.  ;  B.  G.  ïeubner,  Leipzig. 

Hermann  Minkowski.  —^  Raum  UUd  Zeit,  Yortrag  gehalten  auf  der  80. 
Naturforscher-Versammlung  zu  Kôln  am  21.  September  1908.  Mit  dem 
Bildnis  Hermann  Minkowskis  sowie  einem  Vorwort  von  A.  Gutzmer.  — 
1  fasc.  gr.  în-8o;  14  p.;  B.  G.  Teubncr.  Leipzig. 

F.-Gomes  Teixeira.  —  Obras  sobre  Mathematica.  Vol.  5.    Traité  des 

courbes  spéciales  remarquables  planes  et  gauches,  IL  Traduit  de  l'espagnoL 
revu  et  très  augmenté.  Tome  IL  —  1  vol.  gr.  in-4®,  479  p.;  Imprimerie  de 
rUniversité,  1909,  Coïmbre. 

Em.  Sagerat.  —  Etude  sur  le  théorème  de  Fermât.  —  1  broch.  in-8o, 

38  p.  ;  Dulac,  Paris. 

R.  SuppANTscHiTscii.  —  Gruudrisz  der  Géométrie  fur  Gymnasien  u.  Real- 
gymnasien.  FI.  Heft,  fur  die  III.  Klasse,  mit  153  Fig.  u.  393  Fragen  u.  Auf- 
gaben.  —  1  vol.  cart,  in-8o;  88  p.;  1  M.  70;  Tempsky,  Vienne. 

G.  Nunez.  —  Système  de  Vernier  fixe  applicable  aux  appareils  de  me- 
sure. —  1  broch.  26  p.  ;  Zaniora,  Espagne. 

G.  NuNEz.  —  Demonstracion  del  Postulado  de  Euclides.  —  1  broch. 

32  p.;  Zamora,  Espagne. 

International  Catalogue  of  scientifique  Literature,  se  vent  h  annual  Issue. 

A.  Mathematics.  1  voJ.  in-8o,  253  p.  ;  15  sh.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

C.  BuRALi-'FoRTi  et  R.  Marcolongo.  —  £lementi  di  Calcolo  yettoriale 

qon  numerosc  applicazioni  alla  Geometria,  alla  Meccanica  e  alla  Fisica-mate- 
matica.  —  1  vol.  in-8o.  174  p.,  5  1.^  N.  Zauichelli,  Bologne. 

C.  M.  Jessop  et  T.  H.  Havelock.  —  Elementary  Mechanics.  —  1  vol. 

in-16,  relié,  277  p.,  4/6,  George  Bell  &  sons,  Londres. 

E.  JouGUET.  —  Lectures  de  Mécanique.  La  mécanique  enseignée  par  les 
auteurs  originaux.  Deuxième  partie  :  l'organisation  de  la  mécanique.  — 
1  vol.  in-8o,  288  p.,  Gauthier-Villars,  Paris. 

£dm.  Vai.lois.  —  Cours  de  géométrie  descriptive  à  l'usage  des  candidats 
à  l'école  des  Beaux-Arts.  —  1  vol.  in-S»,  304  p.,  7  fr.  50,  Gauthier-Villars, 
Paris. 


L'ŒUVRE  ARITHMÉTIQUE*  D'EULER 

Hecte  facta  refcrt  :  oriontia  tcmpora  notis 
Instruit  fîxemplis.  Hokat. 


Par  Théorie  des  nombres^  on  entend  V Arithmétique,  i\\\\ 
classe  les  nombres  et  étudie  leurs  propriétés  générales  ;  et 
V Analyse  indéterminée,  qui  enseigne  la  manière  de  détermi- 
ner* les  nombres  jouissant  de  propriétés  données.  La  pre- 
mière est  plutôt  théorique;  la  seconde  est  une  application 
des  principes  les  plus  simples  de  la  première  :  elle  demande 
moins  de  profondeur,  mais  plus  de  souplesse  d'esprit  que 
celle-ci. 

Fkrmat  a  excellé  dans  Tune  et  dans  Pautre,  comme  on 
peut  en  juger  d'après  les  quelques  écrits  qui  nous  restent  de 
lui.  Mais  c'est  surtout  aux  spéculations  arithméliques  qu'il  a 
ouvert  de  nouvelles  voies,  —  particulièrement  les  congruen- 
ces  exponentielles,  ainsi  que  la  considération  des  formes  des 
diviseurs  numériques  et  des  nombres  premiers,  —  et  donné 
une  méthode  puissante  de  démonstration,  celle  de  la  des- 
cente infinie.  En  outre,  à  défaut  d'exposition  ou  d'application 
de  ses  théories,  on  lui  doit  d'avoir  par  ses  préceptes,  fait 
comprendre  la  nécessité  d'une  rigueur  qu'on  ne  connaissait 
plus  guère  depuis  les  Anciens,  en  arithmétique  surtout,  et 
de  remplacer,  par  des  raisonnements  en  règle,  les  démons- 
trations fondées  sur  l'induction^. 

Les  merveilles  révélées  au  monde  savant  par  la  découverte 


^  Ce  serait  également  une  œuvre  fort  utile  que  l'exposé  historique  de  TaDalyso  indéterminée, 
particulièrement  d«is  nombreux  artifices,  aussi  variés  qu'ingénieux,  employés  par  Diophante» 
Fermât,  Euler  et  autres.  Mais  nous  avons  dû  nous  borner  cette  fois  à  l'arithmétique. 

*  C'est  avec  intention  que  ce  mot  est  rapproché  de  l'expression  »  analyse  indéterminée», 
laquelle  est  tout  à  fait  impropre  :  le  problème  de  trouver  les  racines  cnti<>rcs  et  positives  do 
eue  —  by  =1^  Cf  par  exemple,  est  efTcctivoment  aussi  déterminé  que  celui  de  la  recherche  des 
racines  de  ax*  -\-  bx  -\-  c  =z  0 . 

'  «  Ce  qui  se  déduit  par  comparaison  en  géométrie  n'est  pas  toujours  véritable...  Telle 
règle  bonne  à  quelques  cas  particuliers,  n'est  pas  universelle.  Elle  peut  être  fort  utile,  mais 
non  pour  fondement  de  quelque  science,  car  alors  on  ne  doit  se  contenter  de  rien  moins  que 
d'une  démonstration.  ■  (Lettre  à  Digby,  16.'i7). 

L'Enseignement  mathém.,  11«  année;  1909.  21 
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el  les  applications  du  calcul  infinitésimal,  —  découverle  à 
laquelle  Fermât  avait  eu  d'ailleurs  une  si  large  part,  —  ne 
permettaient  guère  de  prendre  garde  à  une  théorie  qui  ne 
paraissait  susceptible  d'aucune  application  pratique,  et  d'ail- 
leurs vaguement  indiquée  dans  des  lettres  et  des  notes  qui 
n'étaient  pas  destinées  â  la  publicité.  Aussi  n'y  eut-il  que  de 
BiLLY,  OzANAM,  Leibniz,  Wolff,  Goldbach,  Jacqukmet,  Pres- 
TET  et  quelques  autres,  qui  aient,  avant  Euler,  accordé  quel- 
que attention  aux  découvertes  arithmétiques  de  Fermât. 

Euler,  qui  avait  employé  ses  prodigieuses  facultés  à  per- 
fectionner, agrandir  et  enrichir  de  précieuses  découvertes, 
toutes  les  parties  de  la  science  mathématique,  ne  pouvait 
manquer  d'explorer  les  nouvelles  régions  ainsi  offertes  aux 
investigations  des  savants.  Il  s'aperçut  bientôt  de  la  beauté 
et  de  l'importance  des  théorèmes  de  Fermât,  et  s'appliqua  à 
les  démontrer,  à  les  généraliser  et  à  en  dégager  les  princi- 
pes. Ce  fut  l'origine,  et  en  grande  partie,  l'objet  de  ses  nom- 
breux travaux  sur  l'Arithmétique,  dont  l'histoire  va  nous  oc- 
cuper. 

(G  S  1732).  —  Il  montre  l'inexactitude  d'une  proposition  de 
Fermât  (E.  M.*  1907,  p.  444)  ;  donne  les  diviseurs  des  nom- 
bres 2" —  1,  2*^  —  1,2''®  —  1  ;  exprime  le  théorème  de  Fer- 
mat  sous  deux  formes  qui  reviennent  à  l'interprétation  des 
congruences. 

et  donne  divers  théorèmes  qu'on  peut  reproduire  ainsi  : 

(2)  tf/^P-l'  =  1  |n,od  ^*)   ; 

(3)  a'*  —  i  (mod  pp^p"...)  ^     (A  ,   p.g.c.d.  do  ^  —  !,/>'  —  1,-..)^ 

(4)  3'"  =  qi  1,   selon  que  />  =  12  ±  5  ou  12  ±  1,  (m  =  ^^)  . 

ainsi  que  la  forme  2A  +  a  des  diviseurs  de  3"*  ±:  2"*. 

(Id.).  —  Méthode  pour  ramener  la  solution  de  ax'  +  kr 


*■  Commentarii  Academiat.  PetropoUtantp. 

*  Enseignement  Mathématique.  Cette  proposition  lui   avait  ét<'  sigoalée  par  Goldbach,  ea 
1727. 

*  Nous  sous-entendoDs  le  module  premier  indéterminé  p. 
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4-  c  =  y*  à  celle  de  Véquation  de  Pell,  .r^  —  ky^  =  1.  Liste 
des  solutions  de  oelle-ci,  jusqu'à  k  ^  68. 

(C,  1734).  La  théorie  algébrique  des  fraclions  continues  et 
leur  emploi  dans  l'analyse  indéterminée  sont  dus  à  Euler, 
qui  a  montré  leur  usage  pour  la  solution  des  équations  si- 
multanées 

X  =  a  (mod  k)  ,     jr  =  6  (mod  /)  . 

(C,  1736).  —  Il  démontre  le  théorème  de  Fermai,  en  partant 
du  développement  de  (1  +  ^Y'»  (E.  M.  1907,  p.  439),  et  lui 
donne  celle  forme  plus  générale 

(5)  aP  —  a  =  0  , 

(G,  1738).  —  Il  fait  voir  ainsi,  en  appliquant  la  méthode  de 
la  descente  infinie^  l'impossibilité  de  Téqualion  ,r*  +  y*  =  2*. 
On  peut  supposer  .r,  y,  z  premiers  entre  eux.  On  verra  aisé- 
ment que  ces  trois  nombres  ne  peuvent  être  tous  trois  im- 
pairs et  que  z  ne  peut  être  pair  ;  d'où  il  suit  que  y  par  exem- 
ple doit  être  pair  et  x  impair.  Puisque  les  nombres  .r*,  y*,  ;; 
forment  un  triangle  ^  on  peut  écrire  : 

:r»  =  a*  —  />»  .     j»  rr  'Xnh  . 

a  eX  b  étant  premiers  entre  eux  \  a  ei  b  sont  donc  des  car- 
rés. Or  .r,  6,  a  est  un  atitre  triangle;  on  peut  donc  poser: 

26  =  ^a  U  est  un  cairé  ainsi  que  alV  ;  mais  a*  et  V  soni  pre- 
miers entre  eux,  donc  a'  et  V  sont  des  carrés,  «"*  el  b"^.  On 
peut  donc  écrire  r/"*  +  ^^'^^  =  ^>  et  ce  dernier  est  un  carré  : 
on  a  de  la  sorte  une  égalité  semblable  à  la  proposée,  mais  en 
termes  plus  petits. 

De  là  le  théorème  et  plusieurs  autres  du  même  genre*. 

(C.  1744).  —  Fermât  avait  enseigné  que  les  diviseurs  pre- 
miers de  a^  +  b^  sont  de  la  forme  4  +  1,  a  e/  b  étant  supposés 


»  E.  M.  1907,  p.  417. 

*  Entre  antres,  cctlo  proposilioD  4<*  Fermât  :  l'aire  d'un  triangle  rectangle  ne  peut  ttre  repré- 
sentée par  un  carré.  11  tant  faire  voir  que  (X*  —  \*i  XV  ne  peut  désigner  un  nombre  carré.  Au- 
trement, comme  on  peut  supposer  X  et  V  premiers  ^ntre  eux,  X  et  Y  seraient  des  carrés  a*  et 
y*,  de  mdme  que  X*  —  Y*.  On  est  ramené  à  faire  voir  que  a*  —  y*  ne  peut  représenter  un 
carré. 
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premiers  entre  eux^  ;  que  les  nombres  premiers  4+1  sont  de 
Informe  x^  +  y^  ;  et  quelques  autres  théorèmes  analogues. 
Euler  donne,  sans  démonstration,  les  formules  linéaires,  — 
probablement  trouvées  par  induction,  —  des  diviseurs  de 
x^  +  py^  jusqu'à  p=  19;  celle  des  diviseurs  de  ax'  +  by^ 
pour  «6=r6,  10,  14,  15,  21,22,30,  33,  35;  et  d^imporlantes 
remarques,  dont  les  suivantes  : 

les  diviseurs  de  x^  +  py*  sont  de  l'une  des  formes  4ph  +  a, 
2ph  +  a  ; 

les  formules  ax^  +  by^  et  x^  -f  î^by^  ont  les  mêmes  divi- 
seurSy  de  même  que  x^  +  ay^  et  x-  +  a. 

(G,  1748).  —  Il  présente  d'une  manière  plus  générale  sa 
démonstration  du  théorème  de  Fermât,  et  en  déduit  les  corol- 
laires suivants  : 

(6)  (a-\-  hf  —  aP  —  bP  =  (i  \       (a  -^  hf  -^  a -^  b  =:  (^  -, 

a^  +  b^  ne  peut  avoir  de  diviseurs  premiers  de  la  forme  4  —  1. 
(E.  M.  1907,  p.  31*  ;)  tout  diviseur  de  a*  +  b*  est  de  la  forme 
8  +  l '^  ;  tout  diviseur  de  a*  +  b*  est  de  la  forme  16  +  1  ;  etc. 
De  là,  la  vérification  de  la  divisibilité  de  2"  -f  1  par  641. 
(E.  M.  1907,  p.  444)  ; 

Si  a    —  ^    =  0  et  que  /"soit  le  p.  g.  c.  d.  de  ^  —  l  et  de  k,  af —  ^>^=  0; 


Si  fl'  =  r,  r     =1,  remarque  déjà  faite  par  Fermât  ; 

Si  «   =  r,  r   ^    =  l  ;  de  là,  la  considération  des  résidus  de  degrés  siipérieurs  ; 

Si  «/•*  =  ^* ,  a   *    =  1  ; 

Si  af^  =bg^,a    ^   =h   ^     ' 

ilntrod,  in  anal,  inf  Lausanne,  1748).  Une  des  grandes 
découvertes  d'Euler  est  sa  méthode  de partitione  numerorum^ 
dont  Télude  lui  fut  proposée  par  Naudé.  Il  s'agit  de  déter- 
miner   le  nombre  de  manières  dont  un    entier  donné   peut 


^  Cette  condition  sera  toujours  sous-entendue  pour  toute  expression  de  la  forme  x*  -)-  ky*. 
*  Cette  démonstration  avait  étë  communiquée   à  Goldbach,  en  1742.  (Voir    Kuss.   Curresp. 
pkys.  et  math.  Pétersbourg,  1843.  t.  I,  p.  I1K). 
'  Communiqué  à  Goldhach,  en  1743,  iFuss,  op.  cit.,  p.  264). 
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être  considéré  comme  somme  d'entiers  positifs.  La  solution 
d'Euler  repose  sur  cette  remarque  que  le  terme  en  x^  dans  le 
développement  du  produit 


(1  —x'')\\  —  J")  ...  (1  —  x'*) 


-  =  (1  +  T^  +  r'«  -h  ...) ...  (1  -f  x'  +  ...) 


a  pour  coefficient  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 
ax  +  by  +  •••  +  cz  =  n.  Demème,  les  coefficients  dez^x^  dans 
ceux  des  deux  expressions, 

il)  (1  4-  xz){\  -f  a*2)(l  -h  ^'2)  ...  . 


(1  —  xz){\  —  x^z)  ... 

indiquent  de  combien  de  manières  le  nombre  k  peut  être  for- 
mé  par  V addition  de  h  nombres  inférieurs  à  k,  différents  dans 
le  premier  cas,  différents  ou  égaux  dans  le  second. 

Cette  théorie,  —  première  application  des  séries  à  la  théo- 
rie des  nombres,  —  nécessiterait  en  pratique  des  calculs 
inextricables;  mais  elle  conduite  des  théorèmes  remarqua- 
bles d'un  genre  absolument  nouveau,  tels  que  le  suivant  : 
le  coefficient  de  x^  dans  la  première  des  expressions 


(1  —  x)(\  —  X*)  ...  (1  —-x^]  '    (1  —  a;)  ...  (1  —X*) 

étant  le  même  que  celui  de  x^  dans  la  seconde,  il  s'ensuit  qu'il 
y  a  autant  de  manières  de  décomposer  k  -f  h  e/i  h  parties  que 
de  former  k  en  ajoutant  des  entiers  plus  petits  que  h.  Euler 
donne  d'ailleurs  des  tables  étendues  de  ces  décompositions. 
Elle  Ta  également  conduit  aux  remarquables  développe- 
ments en  séries  * 

X      *^       z*  x^z* 


(8)        S :: r  .  S 


(1  —  x)(l  —  a:«)  ...  (1  —  x")  (1  —  X)  ...  (1  —  x") 


^  Au  moyeo  du  procédé  suiTaot,  employé  pour  la  première  fois  par  Stirliog  [Methodus  diffe- 
rentialiSf  Londres  1730)  :  faisons 

F(o)  F  (a  +  A)  F  (a  -j- 2h)  Ffa  +  SA)  ...  =  A  +  Ba -|-  Ca« -f-  Da»  -|-  .  . 

on  déterminera  les  coefficients  A,  B,  G,  ...  en  changeant  a  en  a  +  A,  ce  qui  donnera 

A  +  B  (a  +  A)  -f-  C  (a  +  A)«  +  ...  =  (A  +  Bo  +  Cû»  -|-  ...)  F  (a) 

Ainsi  pour  F  (a  -\-  kh)  =:  \  -\-  za  ,  on  a  la  première  expression  (7). 
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des  expressions  (7),  ainsi  qu*aiix  suivants  : 


(9) 


n(n- !,)  =  !  +  .  i,. 


(10)  ri— l-^=i  +  sl. 

P 

p  désignant  tous  les  nombres  premiers,  a  tous  les  entiers 
non  multiples  de  puissances,  b  les  entiers  1,  2,  3,  ...  Dans (8) 
k  prend  les  valeurs  1,  2,  3,  ...  ;  dans  (9)  et  (10),  il  a  une  va- 
leur fixe. 

(il)  (i  +  «)  (1  -h  «')  (1  -h  «*)  (l  +  a^)  .-.  =       ^ 


(12) 


1  -  tf  • 

(«"*  -h  1  +  fl)  {a^  -h  1  +  tf^)(fl"'  -f-  1  -h  a*)  ... 
=  1  -h  («  +  a^-h«^  +  ...) -h  («■* -h  «"^ +  «"'  +  ...). 

(13)    (1  —  a)(l  -•fl^)(l  —  fl^)  ...  =  S(- ll^a      ^      4.2(-.lfa      «      » 

Les  formules  (11)  et  (12)  démontrent  cette  propriété  de  tout 
entier  d'élre  représenlable  par  les  deux  formules 

a  -f  2fl  +  4a  -h  8rt  -H  ...  .     />  -j-  36  -|-  9/>  +  27//  +  ... 

a  pouvant  prendre  les  valeurs  0  ou  1,  et  6,  les  valeurs —  1,0, 
ou  1.  Pour  k  =  1,  (10)  montre  que  les  nombres  premiers  for- 
ment une  suite  illimitée. 

Ces  idées  ont  donné  lieu  de  la  part  de  Gauss,  Legendre 
et  surtout  Jacobi,  à  d'importantes  découvertes.  Lejeune- 
Dirichlet  et  Rieman  ont  tiré  de  (10)  des  conséquences  extrê- 
mement importantes. 

Ajoutons   qu'on    doit  voir   Torigine   des  clés  algébriques 


^  Les  exposants  de  a  sont  les  nombres  pentagones.  Euler  avait  communiqué  ce  développe- 
ment à  D.  Bernouilli  en  1741,  et  à  Goldbach  en  1746,  ceux  des  expressions 

Jacobi  écrit  ainsi  le  second  membre  de  (13)  : 


-  QD 


feflV"iiii«ïv  M        HH«âi«  m^i^mmâi^^mt    ^mimSmm\  «. 
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(Cauchy)  et  des  nombres  complexes  (Gauss)  dans  la  démons- 
tration élémentaire  de  la  formule  de  Moiçre^  donnée  dans  le 
même  ouvrage,  démonstration  fondée  sur  le  développement 
du  produit  (cos  «  +  i  sin  a)  (cos  b  +  i  sin  é),  dans  lequel  on 
égale  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginai- 
res. 

[Opuscula  varii  argumenti,  Berlin,  1750).  La  théorie  des 
nombres  amiables  a  été  pour  Euler  l'occasion  de  découvrir 
les  importantes  formules 

(14)  f{ab)  =  {fa){fh)  , 

(15)  fia')^^^^ 

(N.  C.*,  1752).  Si  a  et  h  sont  deux  sommes  de  deux  carrés^ 
il  en  est  de  même  de  ab*.  Il  en  est  de  même  de  b  si  ab  et  a  sont 
des  sommes  de  deux  carrés^  et  inversement. 

Si  k  divise  a*  +  b^,  on  peut  trouver  \  et  y  tels  que  k^  +  y* 

soit  <  r  k^  *,  et  de  là  il  suit  que  tous  les  diviseurs  de  a'  +  b* 

sont  des  sommes  de  deux  carrés^. 

La  démonstration  de  ce  théorème  de  Fermai:  tout  nombre 
premier  de  la  forme  4h  +  1  est  une  somme  de  deux  carrés 
se  ramène  à  faire  voir  qu'on  peut  toujours  trouver  œ  et  y 
tels  que  la  congruence  x^^  —  6^^  =  0  soit  impossible^  ;  car 
si  cela  a  lieu,  on  peut  écrire./^^  +  y^^  =  0,  puisque  r*^  —  y'**=  0- 

Un  nombre  n  =  4  +  1,  qui  ne  peut  se  décomposer  que  d'une 
seule  manière  en  une  somme  de  deux  carrés  est  premier.  En 


'  Les  Cogitata  de  Mersenne,  les  Exercit.  gèom.  de  Schooten,  les  Lettres  de  Descartes  et 
VAlgebra  de  Wallis  montrent  que  Fermât  et  les  géomètres  contemporains  connaissaient  l'équi- 
valent de  cos  deux  formules.  On  voit  la  seconde  exprimée  explicitement  par  Kraft  en  174*.)  (N.C.)< 

*  Wovi  Commentarii  Academùe  PetropoUtanan. 

3  Théorème  de  PibonHcei,  retrouvé  par  Fermât  et  Euler  (Voir  Fuss,  op.  cit.  p.  313,  lettre  à 
Goldbach,  de  17)5). 

*  On  remplace  a  et  6  par  les  multiples  de  k  qui  se  rapprochent  le  plus  de  ces  deux  nom- 
bres. 

^  Démonstration  communiquée  à  Goldbach  on  1747  (Fuss.  op.  cit.,  p.  418),  ainsi  que  les 
suivantes. 

*  Lors  de  la  publication  de  ce  mémoire,  Euler  savait  démontrer  cette  proposition  ;  car  dans 
une  lettre  à  Goldbach  de  1749  (Fuss,   op.  cit.,  p.  496),  il  remarque  que  tous  les   nombres 

2*"—  l  ,    3"*—  2"*  ,    4'"  — S'"  ,  ...  ne  sont  pas  tous  =  0,  car  leur  diflTérence  m:  qui  est 
égale  à  m  !  n'est  pa»  =  0. 
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effet  s'il  est  composé,  il  est  de  la  forme  (û*  +  b^){c^  +  rf*j, 
d'où  siucessivemeiit, 

n=  [ac  -\-  hd)^  +  {ad  —  />c)«  =  {ad  -f  M'  +  [ac  —  6</)* 
flc  -|-  hd  z=z  ad  -\-  bc     ou  bien     ac  -\-  hd  -=.  ad  —  bc  \ 

ce  (|ui  donne 

à  z=z  b     ou     c  -=.  d  , 

OU  bien 

/;  =  0   ,     c  =z  0  . 

Dans  le  premier  cas  Tnn  des  nombres  a^  +  6^,  ou  c^  +  rf^ 
esl  pair  et  ne  peut  diviser  le  nombre  impair  //.  Dans  le  deu- 
xième cas,  n  =  {acy  +  {ad)*  ou  {acf  +  (ftc)*  :  n  ne  serait  donc 
pas  la  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux. 

Ainsi,  à  Taide  de  calculs  faciles*,  Euler  trouve  que  le  nom- 
bre 82421  est  seulement  la  somme  des  deux  carrés  25^,286^: 
Il  est  donc  premier. 

Récipro(|uement,  si 


posons 
il  viendra  : 


rt  —  a=»  -h  /5'  =  7'  4-  ^  ; 


a  —  7  -I-  .r  ,  (?  —  jS  -f-  r  . 


2yx  -\-  x^=  2i3r  +  ^^  =  xyz   . 


d'où 

2y  m  yz  —  x  ,  2|3  m  a'3  —  y  ,  2a  =:  je  -|-  .r  ,  2  J  =  a*s  4-  "*'  • 

et  par  suite 

4«  =  {x^  +  f)  (1  -I-  ;»)  . 

On  trouve  ainsi  les  facteurs  de  n  :  posons 

a  =:  ac  -{-  bd  ,  p  z=i  ad  —  bc  ,  y  ^n  ad  -\-  bc  ,  â  =  ac  —  bd  . 

on  aura,  par  exemple, 

7  —  (3  c 

On    simplifiera    la    fraction,   ce    qui   donnera    le   diviseur 


*■  On  calcule  les  carrés  successifs  à  l'aide  de  leurs  difTércDccs  secondes'. 
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c"  +  d^.  Soit  à  décomposer  le  nombre  1000009  =  1000*  +  3« 
=  235^  +  9722  ;  on  a  : 


1000  —  972         2 


235  —  3     ""  17  • 


Le  nombre  proposé  est  donc  divisible  par  2*  +  17*  *. 
(1752*,  N.  C.  1754).  Euler  donne  ce$  curieuses  formules, 
trouvées  par  induction^. 


X 

(16)  S     ^^       =  ^Hxfx   , 

1  —  û^ 


(i:,  fa  =  .,-  .ff[a  -  l^^:=iL']+  ,<_,,./[„_l^^'] . 

(N.  C.  1754).  Si  k  <  p  —  i;  la  congruence  Ax"*  +  Bx^'^ 
+  ...  +  M  =  0  /?c  saurait  être  satisfaite  pour  toutes  les  va- 
leurs 1,  2,  3,  ...  p  —  \  de  X.  La  démonstration  d'Euler  utilise 
la  théorie  des  différences.  (Voir  E.  M.  1907,  p.  295).  De  là, 
il  suit  que  la  congruence  x'"  —  ûr"*  =  0  a  toujours  des  non- 
racines,  ce  qui  complète  la  démonstration  du  théorème  de 
Fermai  rappelée  plus  haul. 

Tout  nombre  premier  p  /z  m  =  ^  T^     résidus^. 

Le  produits  de  deux  non-résidus  est  congru  à  un  résidu. 
Le  quotient,  s'il  est  entier,  de  deux  résidus  est  un  résidu.  Le 
produit  d'un  résidu  par  un  non-résidu  est  un  non-résidu. 

A  chaque  résidu  r  correspond  un  résidu  —  r,  si  —  1  est  ré- 
sidu, ce  qui  a  lieu  uniquement  quand  /y  j=  4  +  1,  et  alors  on 
peut  écrire  a^  ^i  r^  b^  =:  —  /■,  d'où  «^  +  6-  =  0. 

Aucun  nombre  4  —  i,  ne  peut  diviser  a*  +  b*. 

Aucun  nombre  de  la  forme  4xy  —  x  —  y  ne  peut  être  un 


^  Comniuuiqué  à  Goldbach  en  1747  (Fiiss,  op.  cit.  p.  419).  ' 

*  La  première  date  est  celle  de  la  divulgation  ;  la  seconde,  celle  de  la  publication. 

*  Les  formules  (13)  et  (17)  avaient  été  communiquées  par  Euler  à  divers  savants  dès  1747. 
C^est  probablement  la  formule  (16)  qui  a  donné  à  Lambert  Tidée  de  sa  célèbre  série 

2-^    =2:0(x)a^ 
1  —  a^ 

9(x)  désignant  le  noml>re  des  diviseurs  de  x,  y  compris  x  (1771). 

*  Les  noms  de  résidu  (rcsiduum)  et  de  non-résidu  (non-residuum)  sont  dus  à  Euler,  ainsi 

que  la  notion  du  reste  minimum  (complementum  rosidui)  —  a,  pour  p  —  a,  quand  p —  a^  ^  • 
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carré  ;  car,  d'après  ce  qui  vient  crèlre  dit,  on  ne  saurait 
avoir  (4r  —  l)(4y  —  1)  =  z'  +  1.  Celte  remarque  fut  propo- 
sée à  Goldbach  par  Euler,  en  1741.  Elle  donne  lieu  à  de  nom- 
breuses conséquences.  (Voir  Fuss,  op.  cit.,  pp.  107  et  seq.). 

5^'  p  =  4  —  1,  on  peut  trouver  un  résidu  r  tel  que  r  +  1 
soit  non^résidUy  et  par  suite  p  divise  une  somme  de  trois  car^ 
rés[E.TA.  1907,  p.  31). 

Le  produit  de  deux  sommes  de  quatre  carrés  est  une  somme 
de  quatre  carrés^. 

De  ces  deux  dernières  propositions,  Euler  déduit  que  la 
démonstration  du  théorème  de  Bachet  revient  à  faire  voir  que 
les  diviseurs  d'une  somme  de  quatre  carrés  sont  eux-mêmes 
des  sommes  de  quatre  carrés^  ce  qui  a  été  démontré  plus  tard 
par  Lagrange*. 

(Id.)  Euler  revient  sur  les  formules  (13)  et  (17)  et  les  dé- 
montre, la  première,  à  Taide  de  l'identité  suivante,  commu- 
niquée à  Goldbach,  en  1750  (Fuss,  op.  cit.,  p.  522), 

(18}    (1  +  fl) (1  +  6) (1  +  c) . ..  =  1  H-  «  -f-  6  (1  H-  «)  -h  c (1  +  fl)(l  -h  />)  +  ...  : 

et  la  seconde,  en  partant  de  (16)  :  le  premier  membre  étant 
multiplié    par ,   puis    intégré,  ensuite    transformé   au 

da. 

moyen  de  (13),  enfin  difterentié  et  divisé  par ,  on  trouve  : 

'  1  —  a  —  û*  -h  a»  +  û' —  a*«  —  ...  ''       ^       "^ 


*  Euler  a  commuoiquë  cette  cclobre  identité  k  Goldbach  en  1748.  (Fuss,  op.  cit.,  p.  452). 

*  Euler  s'étiiii  approché  de  cette  démonstration  de  Lag^range.  Dans  une  lettre  à  (ïoldbach, 
do  17%9  (Fuss,  op.  cit.,  p.  4M),  il  montre  que  si  a*  -^  lA  -\- 1*  -\-  d*  estt  un  multiple  do  p^  en  po» 

sant  a  =:  A^  -{-  u  ,  ...  avec  tt  <^  —  ,  ...  le  nombre  i*  +  ...  sera  un  multiple  de  p  et  de  plus  on 

ni 

aura  o*  +.,.■<  4  î^  =  //•,  d'où,  en  posant 

l«)  «i-l-  ...  =:hp   , 

hp  <^^^  jA  et  h<^p.  Euler  s  arrête  là. 

Le  reste  se  démontre  ainsi  d'aprùn  Lagranjj^e  :  h  divisant  a*  +  •••  «  il  divise  également 

l|3)  (a  -  U)»  +  'jS  -  uhi*  +  ...  =  hj  . 

Si  on  prend  X ,  u  ,  ...  de  manière  que  chacun  des  nombres  OL  -~\h  soit  <C  -r  «  ^^  viendra 

j  <  h.  Or  le  produit  des  deux  égalités  (v)  et  1^)  en  donne  une  autre,  de  la  forme  {hu'f  +  ... 
=^jh*p,  ou  bien  'j'*  +  ...  =jp,  analogue  à  («)  mais  avec  j  <^  h.  Opérant  de  môme,  on  trou- 
vera une  suite  décroissante  h^j  ^k^ly ...  qui  s'arrêtera  au  terme  1. 
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d'où  (17),  en  muilipliant  par  1  —  a  —  a*  +  a*  +  ...  et  éga- 
lant les  diverses  puissances  de  x.  C'est  là  le  premier  exem- 
ple de  remploi,  en  Arithmétique,  du  Calcul  infinitésimal,  qui 
devait  y  produire  lant  de  belles  découvertes,  à  la  suite  des 
travaux  de  Jacobi  et  de  Lejeune-Dirichlet. 

(1754,  N.  C.  1756).  Propositions  et  applications  analogues 
à  celles  rappelées  plus  haut  (N.  C.  1752),  aux  nombres  de  la 
forme  .r'  +  2y*,  avec  la  liste  de  ces  nombres  et  leur  décom- 
position jusqu'à  499,  continuée  plus  tard  par  Jacobi,  jusqu'à 
5953. 

(Id.)  Etude  des  équations  .r*  +  y*  +  3'=(4^'*  et  x^  +  y'*  =  ^*^ 
avec  la  table  des  nombres  de  la  (orme  .r*  +  3y*  inférieurs  à 
1000,  table  poussée  par  Jacobi  jusqu'au  nombre  12007.  On  y 
trouve  aussi  celte  remarquable  identité 

(20)  k  [fia  -h  ghf  -h  /  {kfl»  -  ga)'  =  (^  +  ^1^)  \ln^  +  kb^)   • 

(i\.  C.  1758).  Seconde  démonstration  du  théorème  de  Fer- 
mât, qu'il  préfère  de  beaucoup  à  la  première,  parce  qu'elle 
repose  sur  la  seule  considération  des  puissances.  Euler 
l'étend  au  cas  àe  p  non  premier  (1759,  N.  C.  1760),  telle  que 
nous  l'avons  reproduite  (E.  M.  1907,  p.  439),  ainsi  (|ue  les 
propositions  é^lement  signalées  (E.  M.  pp.  438,  452). 

Dans  ce  mémoire,  Euler  donne  ce  que  nous  avons  appelé 
le  ietnme  fondamental^  et  les  théorèmes  suivants  : 

(21)  y(/)=/~M/^--l) 

(22)  f{pp'  ...)  =  (/?  —  i)  ip'  —  i)... 

(23)  f{ab)  nz  <f{a)  f(h)         {a  et  h  premiers  enlre  eux.) 

(1759,  N.  C.  1760.)  Euler  montre  c|ue,  de  même  que  pour 
a^  4-  b*  et  a^  +  26*,  «  et  6  étant  premiers  entre  eux,  si  un 
diviseur  de  a^  +  36*  est  de  la  même  forme,  il  en  est  de 
même  du  (|uotient';  —  (|ue  tout  nombre  premier  «*  +  36* 


^  En  généralisant  In  démonstration  qu'Euler  donne  pour  it  =:  2  et  A:  =  3,  on  dira  que  si 

a*  -\-  kb*  est  divisible  par  le  nombre  premier  o*  +  k|S*  ,  le  quotient  est  de  la  même  forme.  En 
effet,  le  nombre 

est  évidemment  divisible  par  a*  +  k6*.  Ce  dernier  nombre  est  premier  et  il  ne  peut  diviser  k. 
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est  en  même  temps  6  +  1  ;  —  que  pour/?  =  6A  +  1,  on  a 

que  d'ailleurs  f^  ±  fy  +  g^  peut  toujours  se  mettre  sous  la 
forme  .r*  +  3y^  ,  et  que  la  congruence  .r*  —  y^  =  0  a  tou- 
jours des  non-racines,  d'où  il  suit  que  tout  nombre  premier 
6  +  1  divise  un  nombre  de  l'orme  .r*  +  3y^  et  par  suite  est 
de  mt^me  forme. 

(1759,  N.C.  1762.)  Le  produit  de  deux  expressions  de  la 
forme  x^  +  ky*  est  de  la  même  forme^^  car  on  a  : 

(25)  (a*  +  kU")  !«•  -f  /-/S")  =  (aa  ±  Ahp,*  -j-  A{a^  +  ba\*  ; 

d'où  il  suit  que  si  (.r  =:  «  ,  y  =  b)  est  une  solution  de  Téqua- 
tion  de  Pell  x^  —  ky^  =1,  et  (.r  =  a  ,  y  =  jâ)  une  solution 
de  l'équation  .r*  —  ky^  =  /,  on  en  aura  d'autres  de  cette 
dernière,  en  posant 

.r  =  rr«  "+-  X'/ô   ,         ^  z=  a6  'h  hoL  . 

Euler  donne  aussi  l'identité 

(26)  ika*  -h  //>")  (Xa«  +  /f«)  =  {/71a  ±  //>|5,«  +  X/(fl|5  ip  feai"  . 

et  montre  à  trouver  une  foule  de  solutions  de  g"  +  kx  +  kx^ 
=  y^y  quand  on  en  connaît  une  seule  et  en  outre  une  de 


que  colui-ci  soit  positif  ou  qu'il  soit  ix^gntif.  a'  -f-  ^P*  ^o^^  ainsi  diviser  l'un  ou  l'autre  des 
nombres  ub  -f-  o^  et  a 6  —  oe/S.  Appelons  u  le  quotient  et  écrivons 

b  =  X  -^  au  ,        a  z=  y±L  k^u  \ 

il  viendra  <xa?  d:  Sy  =  0  ;  ce  qui,  —  à  cause  de  a  et  ô  premiers  entre  eux,  —  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  y  =  f  a  ,  ar  =  :p  <P  ,  d'où  il  suit 

û«  4-  it6»  =  (/«  +  ku\  (ct«  +  itjS»)  . 

Euler  avait  communiqué  cette  démonstration  pour  le  cas  de  it  =  1  ,  à  G^oldbach  en  1717. 
(FuBS,  op.  cit.,  p.  416.1 

^  Goldbach  parait  avoir  remarqué  le  premier  cet  important  théorème  :  dans  une  lettre  à 
Euler,  de  1753  (Puss,  op.  cit.,  p.  612),  il  dit  que  le  produit 

(«■  +  rjS«)  (e  +  a«)  (e  +  *«)  {e  +  (^)  - 
est  de  la  forme  A'  -f  «B* . 

On  a  su  depuis  que  les  Indiens  connaissaient  ces  belles  formules  mille  ans  auparavant. 
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x^  —  ky^  =  1  :   d'abord  par  récurrence,  ensuite  au  moyen 
de  formules  de  ce  genre 


t-r-n  .     ,-i-  .  ^    fT-n 


x=z[a  -\-  h\/k)  (a  +  P[/ k)    -f  (a  —  A|/^  (a  —  jS/X) 


-ï-K 


w  désignant  un  entier  indéterminé  et  a,  6,  a,  jS,  des  fonc- 
tions des  coefficients  de  la  proposée.  Cette  théorie  lui  sert 
dans  la  recherche  des  nombres  g  de  la  forme  y^  —  kx^. 

Il  réduit  la  méthode  de  Firouncker,  pour  la  solution  de 
Téquation  de  Pell,  au  développement  de  \/T{  en  une  fraction 
continue,  (pTil  montre  être  symétrique  et  périodique. 

(N.  G.  1762.)  Aucune  fonction  entière  F(x)  =r-  A  +  Bx 
4-  Cx^  4"  •••  '^^  />^///  représenter  exclusii^ement  des  nombres 
premiers.  Car,  en  changeant  x  en  kF[à)  +  a,  F(.r)  est  divi- 
sible par  ¥{à). 

Trouver  les  nombres  de  La  forme  x^  +  1 ,  qui  sont  multiples 
d*un  nombre  premier  donnée  p,  de  forme  4  +  1  .  On  pose 

x"  -h  1  =  (fl"  H-  /y")  {f  +  z*l   .     •    d'où         az  —  6r  =  ±  1   . 

Le  développement  de  j  ,   en  fraction   continue,   donne-  , 

et  de  là  j:  =  A/?  ±  [uy  +  bz) . 

Ainsi  pour/;  =  29,  on  trouve  «  =  5,  6  =  2,  3/ =.-2, 
2=  l  et  .r  =  29A-  Hh  12^ 

De  là  une  nouvelle  méthode  (1765,  N.  C.  1768)  de  re- 
cherche des  diviseurs  des  grands  nombres,  pour  l'emploi 
de  laquelle  Euler  donne  les  formules  relatives  aux  valeurs 
de  p  inférieures  à  2000,  avec  la  décomposition  de  />  zzr  4  +  l 
en  une  somme  de  deux  carrés  jusqu'à  la  même  limite',  celle 


*  A  la  demande  de  Goldb^ich,  Eiiler  (Fuss,  op.  cit.,  p.  34),  donne  la  fornnulo 

j( 

(3+  V^2)k   -  (3—  V-i) 

dos  nombres  dont  les  carrés  sont  en  nu'me  temps  des  triangulaires:  ce  qui  montre  que,  dés 
1730,  il  avait  (''ludic  l'équation  do  Pell.  11  essaie  même  d'étendre  la  solution  à  l'équation 
ojr»  -\-  bx  -\-  c  =:  y*  . 

'  Dans  une  lettre  a  Goldbach,  de  1T43,  Euler  trouve  do  môme,  par  le  moyen  des  fractions 
continues,  que  les  nombres  de  la  forme  x'  ■\-  1  divisibles  par  1381  sont  compris  dans  la  for- 
mule 13A1A  ±  1366. 

'  Cette  table  a  été  poussée  par  Jacobi  jusqu'au  nombre  11981. 
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des  nombres  premiers  de  forme  .v^  +  1  jusqu'à  1494*  +  1 , 
et  la  liste  des  diviseurs  de  jf*  +  1  jusqu'à  x  =  1500 . 

(Id.)  Fermât  avait  enseigné  qu'un  nombre  4  +  1  esl  pre- 
mier, s'il  est  une  seule  fois  de  la  forme  .r*  +  y*.  Ou  avait 
ainsi  le  moyen  de  vérifier  si  le  nombre  /*,  de  celle  forme, 
est  premier;  mais,  pour  peu  que  n  soit  élevé,  on  avait  à  cal- 
culer un  très  grand  nombre  de  carrés.  Euler  montre  com- 
ment on  peut  réduire  le  nombre  de  ces  opérations,  en  déter- 
minant les  formes  linéaires  de  .v  d'après  celles  de  n.  Ainsi 
X  =S  ±1  si  n  =  iG  +  i  ou  16  +  5  ,  et  .r  =  8  =b  3  si 
/^  =  16  +  9  ou  16  +  13  :  le  nombre  des  carrés  à  calculer 
sera  ainsi  réduit  au  quart.  Déterminons  de  même  les  formes 
de  .X  corres|>ondanl  aux  formes  60  +  1  ^  60  +  7  ,  60  +  11 ,  ... 
de  /?,  et  combinons-les  avec  les  premières,  on  connaîtra  les 
formules  de  x  dans  œ^  +  y^  ^  240  +  1 ,  240  +  7 ,  ...  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  celles  qui  correspondent  à  /«  =  14400/e 
+  11401  sont  : 

x=z    480  ±  75,  195  , 

X  =z  1440  ±  85,  355,  445,  715  , 

X  =  2400  ±  99.  501.  651,  1149  . 

.r  =  7200  ±  149.  949.  1301.  1949.  2101,  2749,  3101,  3297  . 

Opérant  sur  le.  nombre  10091401  ^  qui  correspond  à  A=700, 
on  le  trouve  égal  à  1251*  4-  2920^  et  à  nulle  autre  somme 
de  deux  carrés  :  il  est  donc  premier. 

(1768,  N.  C.  17H9.)  De  nouvelles  recherches  sur  la  partilio 
numerorum  Famènent  à  exposer  des  idées  qui  devaient 
porter  des  fruits  plus  tard;  t^est  que  le  théorème  de  Fer- 
mat  :  tout  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires  ou 
de  quatre  cariés  serait  démontré  si  on  pouvait  prouver  que 
le  cube  de  la  série  1  +  x^  +  .r^  -j-  J7^  +  x^^  +  ...  et  le  bi- 
carré  de   cette  autre    1  +  .r*  +  .r*  +  x^  +  .r"  +  ...    sont 


^  Legendre,  par  lo  ddveloppemcnt  de  la  racine  carrée  de  ce  nombre  en  fraction  continue, 
a  fait  voir  que  les  diviseurs  appartiennent  aux  formes  suivantes  : 

X*  -f-  Ay«  ,         Ar  =  31,  6,  —  57,  6.  38,  —  30,  —  46  ; 

combinant  ces  diverses  formules,  il  est  arrivé  à  prouver  que  le  nombre  proposé  ne  peut 
avoir  comme  diviseurs  que  les  nombres  727,  1«3,  2381.  Or  la  division  par  aucun  doux  ne 
réussit  :  il  est  donc  premier. 
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égaux  à  1  f  X*  +  ^*  +  .r'  +  .r*  +  ...  ;  ou  encore,  en  cher- 
chant le  coefficient  de  z*  dans  la  première  et  celui  de  z* 
dans  la  seconde  des  expressions 


(1  — z)(l— Tz)(l— a:»z)(l— x«5)...   '      (1-  z){\  —  xz)[\  —  x*z)[\  —  x^z)... 

développées  en  séries.  Ces  résultats  avaient  été  communi- 
qués à  Goldbach  en  1748. 

Dans  son  EinLeitung  zur  Algebra  (Pétersbourg,  1770), 
Euier  a  réuni  un  grand  nombre  d'artifices  touchant  l'ana- 
lyse diophantine.  Nous  citerons  les  suivants,  à  cause  de 
leurs  conséquences  ou  de  leur  généralité. 

L'introduction  de  la  considération  des  irrationnelles  et 
des  imaginaires,  pour  la  démonstration  à  priori  de  certaines 
identités;  par  exemple  celle-ci  : 

(a*  -h  />»,«  =(«-[-  bi)*  \a  —  bi)*  =  (û*  —  6«  -h  2abi)  (a"  —  A»  —  Ubi) 

=  (fl«  _  /,»,"  ^_  (2afe,* 

(û«  4.  6»)  lot"  -h  p*)  =  [(«  +  bi)  («  —  pi)]  \  (a  -  bi)  (a  +  131)1 

=  [aoL  -f  b^)^  H-  (6a  —  tf/5,"  .' 

Ces    remarquables    théorèmes  :   posons   (a   +  \/T>)    =  A 

+  BV/6  ,  on  a  (a  —  \/b)  =  A  —  H\/h  ,  *  ce  qui  donne  une 
nouvelle  clé  algébrique,  car  de 

on  tire 

(27)  ¥(x)  =  f{x)         et        /■(T)  =  ^(ar)  . 

• 

Le  produit  de  facteurs  compris  sous  les  formes  kx*  +  ly* 
et  X*  +  kly*  est  de  la  première  ou  de  la  seconde  forme  selon 
que  le  nombre  des  facteurs  de  la  première  est  impair  ou  pair. 

Une  méthode  de  re<»herche  des  facteurs  de  a*  +  kb^  Ibn- 


^  H«rinite  a  étendu  cette  démonstration  au  cas  du  produit  de  deux  sommes  de  quatre  carrés, 
et  Catalan  a  décomposé  delà  môme  manière  un  carré  en  trois  autres  carrés.  Euler  a  généralisé 
autrement  en  opérant  de  môme  sur  a'  +  kb^  au  lieu  de  a*  -\-  f>9  . 

*  Ce  théorème,  déjà  employé  implicitement  par  Euler  et  Lagrange,  se  démontre  aisément, 
sans  utiliser  la  formule  du  binôme.  Il  n  été  l'objet  d'importantes  applicsttions  de  Lagrangc, 
de  Lejeune-Diricblct,  de  Genocchi  et  d'Ed.  Lucas. 

L'usage  le  plus  important  qn'Eulcr  fait  de  ce  lh(^crème  est  de  poser  x  -\-  y  i''k'=  {^-\-  u  ^ k) 
pour  résoudre  x*  -f-  ky*  :=  z    . 
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dée  sur  rassimilalion  de  celte  expression  au  produit  [x^±ky^. 

Enfin  la  démonstration,  par  la  méthode  de  la  descente,  de 
l'impossibilité  de  Téquation  x^  +  y^  =  z^.  (Communiqué  à 
Goldbach  en  1753.  Voir  Fuss,  op.  cit.,  p.  618.) 

(1772,  N.  C.  1773.)  Euler  remarque  que,  pour  certaines 
valeurs  de  .r,  les  restes  de  la  division  des  p  —  1  premières 
puissances  de  x  par  p  sont  tous  différents,  et  que  le  nombre 
de  ces  valeurs  est  (p{p  —  1) .  Il  les  appelle  radiées  primiiiveSj 
et  en  donne  la  liste  jusqu'à  p  =  37  ^. 

A  signaler  encore  les  propositions  suivantes  : 

Pour  p  =  6  +  l ,  ^^'  f,  g,  h  sont  les  racines  de  x*  ^  1  , 
on  a  : 

de  là,  les  formules  linéaires  de  p  donnant  3  et  —  3  pour 
résidus^. 

Les  diviseurs  de  a*  +  b*  sont  de  la  forme  8  +  1  ;  et  comme 
ce  nombre  peut  se  mettre  sous  les  deux  former  {a^  =F  A*;* 
i+i  2{ab)^ ,  il  s'ensuit  que  2  el  — 2  sonl  résidus  rf^  p  =  8  +  l. 

On  a  identiquement  : 

-•-"'=(^ +  ?  +  ->-<¥)'• 

^'-^'  =  (^"  +  2 "")    +  \—^ ) 

et,  comme  pour  /?  =  5  +  1  ou  /;  =  7  +  l ,  certaines  valeurs 
de  X  donnent  x^  —  a^  =^  0  ou  j;'  —  «^  =  0  ,  il  s'ensuit  que, 
dans  les  mêmes  cas;  p  divise  .r*  —  5î/*  ou  x-  +  7y* . 

(M.  B.*  1772.)  10  est  non-résidu  de  /?  =  4A  zfc  1 ,  si,  parmi 
les  diviseurs  des  nombres  A,  /t  hF  2 ,  A  h=  6 ,  ne  se  trouve 
qu'un  seul  des  nombres  2,  5  ;  il  est  résidu  si  ces  mêmes 
diviseurs  comprennent  les  deux  nombres  2,  5,  ou  s'ils  n'en 
comprennent  aucun*. 


^  Ostrogradsky  a  cotiliiiiKi  cetto  liste  jusqu'à  200,  Jncobi  jusqu'à  1000  et  Desmarosts  jus- 
qu'à ICOOO. 

*  Oq  peut,  avec  Ghuss,  sVtonner  qu'Euler  n'ait  pas  dc-montré  Itfs  mêmes  choses  pour  les 
résidus  2  et  — 2,  d'autant  plus  que  la  marche  à  suivre  était  analogue. 

'  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin. 

*  Cette  propriété  se  démontre  aisément  en  partant  des  formes  linéaires  des  diviseurs  de 
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Le  nombre  2^'  —  1  est  premiei-.  (Voir  E.  M.,  p.  4W  )' 

Les  quarante  premières  valeurs  entières  de,r  dans  la  fonr- 
tion  x^  —  X  +  41  Iburnissent  des  nombres  premiers^. 

(Acla  eruditorunfy  1773.)  Lagrange  avait  démonlrê  le  théo- 
rème de  Barbet  fM.  B.  1770;;  E.uler  simplifie  sa  démonslra- 
tion  du  lemme  déjà  énoncé  plus  haut  :  les  diviseurs  d'une 
somme  de  quatre  carrés  sont  eux-mêmes  des  sommes  de  quatre 
carrés, 

;Id.)  Euler  aborde  la  recherche  du  minimum  de  la  fonc- 
tion \x^  -\-  \^xy  +  C//' ,  en  vue  de  la  résolution  des  équa- 
tions indéterminées  du  second  degré,  question  reprise  plus 
lard  par  Lagrange. 

(N.  C.  1774.)  Euler  généralise  la  méthode  de  calcul  des 
tables  de  nombres  |)remiers  appelée  crible  arithmétique^  en 
parlant  de  cette  remarque  que  les  nombres  premiers  sont 
de  Tune  des  (ormes  30A  -f  /■ ,  r  désignant  Tun  des  nombres 
1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29.  Or,  par  exemple,  les  valeurs  de  h 
qui  rendent  30/i  -|-  1  divisible  par  7,  sont  les  termes  de  la 
suite  v3.  10.  17.24  ...  ,  ce  qui  se  vérifie  en  remarquant  que 

de  30/t  -|-  1 1=7^,  on  tire  ^=4A  -\ ^  —  .  il  opère  de  menu», 

pour  déterminer  les  valeurs  de  //  (|ui  rendent  multipb»s  de  7, 
les  formules  30//.  -|-  7  ,  30//  -|-  11,  ...  ;  ensuite  celles  (|ui 
rendent  multiples  de  11,  les  formules  30//  -\-  r\  multiples 
de  13,  les  mêmes  formules,  etc.  (Massant  tous  ces  résultats 
en  une  table  à  double  entrée  ayant  pour  argument  les  va- 
leurs h  =ri  1,  2,  3,  4,  ...  et  pour  têtes  de  colonnes  les  nom- 
bres /*,  les  cases  pleines  contenant  les  valeurs  de  30//  -|-  /• , 
qu'on  vient  de  définir  ;  les  cases  vides  désigneront  les 
nombres  premiers^. 


•  Lnndpy  a  doanô  de  co  fait  udo  auliv  diMiionslratioii  très  inU-rossante,  compiviiaiit  In  solu- 
tion do  leqiintioii  «  =  («  -\-  .r)  i/i  —  y)  .  n  dt'si^naiit  l'cMiticp  lo  plus  voisin  d»*   i  n  . 

•  Lej{iiiidr<'  ot  M.  Escotl  ont  dt»niié  plusitMirs  aiilrcs  foriniih's  di'  »»(•  Lii-nrc.  iVoir  Int.  nitith., 
1898.  pp.  114  et  18'»,  ot  IS99,  p.  Hl.i  Lo  piviiiior  cpii  s'en  osl  aviso  ost  (ioMbarh:  dans  uno 
lottro  à  Kiilor,  do  17î2,  il  lui  en  arinonro  plusioiips.  onlrc  aiilivs  .i* -|-  llVr —  19,  ln<|ii«>IIo 
donoo  dos  nombros  premiors,  pour  los  qiiaranlo-sopl  proniifros  valoiirs  onlit'-ros  do  x,  khiiI' 
f|untrc.  On  pt-iit  v«'rilîor  qiio  c<'S  qiiatro  vuloiirs  sont  x  =  19,  2."»,  3(î  ot  38;  los  qiiaranto-trois 
aiitros  donnont  dos  noinbros  premiors.  (Voir  Fnss.  op.  cil  ,  pp.  2o7  ot  2(V2.| 

•  Los  Tahlts  do  Wcga,  de  Burkardt,  de  Lebos^ue,  etc.,  sont  londoos  sur  los  principes  ana- 
logues. Soulonu'nt  la  formule  30/i  -|-  '*  '^^^  romplact-c  par  2l<i/i  -f-  r  ou  'MWh  -\~  r  ,  ...  ,  /•  dosi- 
(ii^nant  alors  tous  los  nombros  premiers  inlorieurs  à  210  ou  a  3U0.  Vtùr  los  Tabler  d«'  Lobospuo 
ilHCi),  ccllos  do  Lobon  ot  Ai^  l'arry  ilUOCi. 

I.T.nsoignrniont  mathôm.,  ll«ann«'o:  19<M>  22 
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Il  cherche  de  même  les  formules  des  nombres  de. la  forme 
30/i  +  /•  qui  soiil  en  même  temps  multiples  de  30A  it=  1  *, 
30r/  -t  7  ,  30<7  dz  11  ,  ...  et  en  déduit  une  autre  table  ayant 
mêmes  léles  de  colonnes,  et  pour  arguments,  les  nombres 
premiers,  chaque  case  contenant  la  valeur  de  h  telle  que 
Targument  soit  le  plus  petit  diviseur  de  30A  +  /' .  Il  tire  de 
là  une  méthode  de  construire  une  table  des  nombres  pre- 
miers supérieurs  à  une  limite  donnée. 

M.  B.  1776.)  Euler  parle  pour  la  première  fois  de  ses  fa- 
meu?:  niimeri  iclonei^  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  12,  13,  15,  16, 
18,  21,  22,  24,  25,  28,  30,  33,  ...  1365,  1848 ^  qu'il  caractérise 
par  celle  propriété  qu'un  nombre  premier  quelconque  ne 
peut  être  représenté  que  d'une  seule  manière  par  la  forme 
.r^  +  ky^  ,  si  k  est  un  numerus  idoneus;  et  il  les  délermîne 
par  la  règle  suivante  :  k  est  un  numerus  idoneus  si^  x  étant 
premier  avec  k,  tous  les  nombres  de  forme  x-  -f-  k  et  moindres 
que  4  k  sont,  ou  premiers^  ou  des  carrés  de  premiers  y  ou  des 
puissances  de  2. 

(1775,  A.®  1780).  Euler  traite  la  série  l  —  x  —  .r^  -j-  .r* 
-|-  .i''  —  ...  =  (l  ~  .ri  (1  —  X')  (l  — x^)  ...  ,  en  décomposant 
chaque  facteur  du  second  membre  eu  ses  facteurs  imagi- 
naires, et  en  tire  diverses  conséquences  intéressantes  au 
point  de  vue  de  la  ihéorie  des  équations. 

(Id.)  Entre  0  et  1,  combien  y  a-t-il  de  fractions  réduites 
dont  les  termes  sont  inférieurs  au  nombre  donné  n?  Ce 
nombre  est,  pour  //  =^  10 ,  31;  pour  //  =  100 ,  3043;  ... 

On  <7,  p,  q.  ...  désignant  les  facteurs  premiers  de  x, 

(28,  fl^ir)a-'da  =  ,(/>  -  D  0/ -  H^v 

(Id.;  La  question  de  la  possibilité  de  décomposer  un 
nombre  donné  en  une  somme  de  trois  triangulaires  revient 
à  faire  voir  que  tout  nombre  8a  +  3  est  la  somme  de  trois 

carrés   impairs,    car    de    a  --  1  — ,. —    ,    on   tire  :   Sa  -f  3 

=  v(2.r  -f  1,^  (Fuss,  op.  cit.,  lettre  à  Goldbach,.  de  1730.) 


»  Dans  ce  cas,  h  =  2o  (15a  -\-  n)  -\-  k  ('^a  =t  1)  et  r  =  di  2m  —  1  . 

*  Gatias  a  retrouvé  cos  soixante-cinq  nombres  dans  ses  recherches  sur  diflcrcDts  mode»  de 
classification  dos  roruios  quadratiques  btnairos. 
'  Acta  Acadiniiiv  PetropnUlame. 


r  '         ^rJ  '    '^'    '       W    fc  — idMaJ^Mftini      m        r"-^.»*^i- 


*i^r 
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(1773,  Opuscula  analyUca^  1783.)  Euler  revient  sur  la 
thérie  des  résidus.  Il  monlre  que  les  résidus  sont  associés 
deux  à  deux,  et  donne  le  théorème  suivant,  dont  il  souhaite 
connaître  la  démonstration. 

«  Existente  s  numéro  quocunque  prinio^  dwidanlur  IcinLum 
quadrata  imparia  1,  9,  25,  49,  e/c,  per  divisorem  4s,  noten- 
turque  residua^  quœomiiia  eruntformœ  4q  +  1 1  quorum  quod- 
vis  liliera  a  indiceiur^  reliquorum  autem  nùmerorum^  formœ 
4?  -r  1>  ?'^^  inter  residua  non  occurrunt,  quitibet  littera  21 
indicelur,  qno  facto  si  fuerit. 


divisor  numerns 
primas  formée 

4  US  +  a 
'ms  —  a 
'ins  -I-  % 
4  ns  ~  % 


tiiin  est 


-\-  s  residuum  et  —  s  residuum 

4-  s  residuum  et  —  s  non-residiium 

-\-  8  non-residuum  et  —  s  non-residuum 

-\-  s  non-residuum  et  —  s  residuum.  » 


C'est,  sous  une  forme  rudimentaire,  la  célèbre  loi  de  réci- 
procité, 

(Id.)  Il  donne,  pour  reconnaître  la  possibilité  de  Téquation 
/.r-  +  gy^  =  h^^  ->  *'i^e  méthode  qui  manque  de  rigueur; 
Legendre  et  Gauss  ont  repris  la  question  et  Pont  complèle- 
ment  résolue. 

(Id.)  Euler  indique  une  méthode  pour  déterminer  .r  tel 
que  a'  =  /\  et  qu'on  saisira  suffisamment  par  l'exemple  sui- 
vant. Soient  «  =i=  2  ,  /':=:  1  ,  />  ^^  23  ;  on  a 

2». 3^1,       —2*. 5  =  3,       _2V7  =  —  5.       2*  =-7      imod  23) 

d'où,  en  multipliant, 

2^^^    3.5.7  =  1.3.5.7         ou         2     =1.  (id.) 

(Id.)  11  démontre  le  théorème  de  Wilson*  en  se  basant  sur 
Texislence  d'une  racine  primitive  (E.M.,  1907,  p.  459),  exis- 
tence qu'il  admet  sans  la  démontrer. 

(1774,  Opuscula  anab/tica,  II,  1785).  La  démonstration  de 

Tégalilé  d'un  enlier  quelconque  à   une  somme  2^-^—0 — -  de 


*•  Dont  I.ngrnngo  ven.iit  de  trouver  flcMix  déinonstrHtions  rMppclêes,  E.  M.,  1907.  pp.  299   et 
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cinq  pentagones  se  ramène  à  celie  de  ré(|ualion  24«  +  4 
=  2(6.r* —  1)  ^,  ou  à  celle  de  la  relation 

A  celte  occasion,  il  montre  comment  on  peut  obtenir  le 
développement  de  la  A*"®  puissance,  S*  :=r  T  =  1  +  A.r 
+  Bj:^  +••••.  de  la  série  S  =  1  +  •ï*'  +  -^^  +  ••  .  au  moyen 
de  la  relation 

SxdT  _  k'VxdS 
dx  dx 

d'après  la  méthode  de  Jacques  Hernoulli. 

1 
(Id.)  Il  somme  la  série  2  zi=  -7  ,  où  le  signe  +  a  lieu  quand 

p  est  4  +  1  ,  et  le  signe  —  quand  /?  =  4  —  1 ,  à  Taide  des 
considérations  déjà  utilisées  dans  VAnaL  in  inf\,  en  partant 
des  formules  de  Wallis  et  de  Leibniz,  donnant  la  valeur  du 
nombre  TT.  (Fuss,  op.  cit.,  lettre  à  Goldbach,  de  1752.) 

(Id.)  Il  montre  à  résoudre  Téqualion  {a^  +  kb^f=r.  y*  +  frr.', 
à  Taide  de  la  formule  (27);  ou  encore  à  Taide  de  la  formule 
de  Moivre,  en  posant  a  +  A\/ —  k  -=  .r(cos  y  +  i  sin  yj . 

(1778,  N.  A.^,  1792.)  Tout  nombre  gui  est,  de  deux  manières 
différentes,    la    somme    de    deux  carrés,   est    composé.   Soit 

f 
a^  -\-  b^  =  a^  +  (3^  ;  soit  de  plus  ^  la  valeur  simplifiée  de  la 

fraction 

p  -\-  h  ~~  «  —  a  * 

Posons  r/  +  a  ==:  kf\  /S  —  b^=^lf ,  (5  -\-  b  =  kg .  a  —  a  =  Ig . 
on  a  : 

„  +  dqj?.   ,  =  i^f,   ,r.M.   «.  +  /,•  = '^^ +  ''"/■•" '^''  ' 


2         '  "~         2         '  '  4 

soit   //  =  1000*  +  3*    et    posons    n  =  x^  +  y' ,    Le   nombre 
1000009  —  x^   ne   peut   cire  un  carré   que   s'il   est  divisible 


*  P'n   général,  lo  cas  du  ws»"»  se  réduit  à  la  décomposition  de  l'expression  Hna  +  (n  -f  2> 
(M  —  '2}*  en  une  somme  de  n  carrés  de  l.i  forme  ['2nx  -\-  2  —  «)■  .   (Logendre.) 
■  IVova  Acta. 
'  Frss,  toc.  cit.,  Lettre  à  (roldbneh,  de  17 H. 
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par  5,  et  par  suite  par  25.  Ecrivons  donc  x  =  25z.  +3;  le 
nombre  1000000  —  150:;  —  (25;:)^  doit  être  un  carré,  de  même 
que  40000  —  6z  —  25c'^  .  Pour  r.  =  4  —  1,  cette  expression 
a  la  forme  8  —  3  ,  non  représentative  d'un  carré.  Pour 
2  =  4w'  +  l,  il  viendra  la  formule  39969  —  224ti^  —  (20w')^ 
où,  faisant  (r  =  0,  1,  2,  3,  4,  ...  ,  — 1  ,  — 2,  — 3,  ...  ,  et 
s'aidanL  de  la  différence  seconde,  qui  est  =800,  on  trouve 
pour  ^4'=10,  le  carré  2209,  d'où  r.  =  —  39  et.r  =  — 972, 
On  a  ainsi  : 

1235    969    19 


n  —  1000»  +  ;>•  =  872»  ■\-   235*  .   d'où 


975    765   15 


p-  • 


n  est  donc  divisible  par  Iti*  +  15^ . 

L'étude  de  z  pair  conduit  à  la  même  conséquence. 

(1778,  N.  A.  1795.)  Si  n  =  af'  +  b^^  =  aY'  +  bG^ ,  a  ei  b 
désignant  des  entiers  positifs.  Tune  des  deux  quantités 
fG±gV  est  divisible  par  n,  ainsi  que  Tune  des  suivantes 
afF  dz  bgG;  car  on  a  : 

De  plus, 

n  =  U*  -f  abl*)  {at*  -f-  /m")  , 

relation  où  /•  et  s  sont  les  termes  de  la  fraction      ,   ^  ,  ré- 

duite  à  sa  plus  simple  expression,  el  où  /  +  F  =  kr ,  g  +  G 
=  ks  ,  /' —  F  =^  bis  ,  G  —  g^=  air . 

(1778,  N.  A.  1797.)  On  peut,  de  cette  manière,  trouver  de 
grands  nombres  premiers.  Considérons  le  numerus  ido- 
neus  232.  Tout  nombre  (|ui  pourra  se  mettre  sous  les  deux 
formes  232.r*  +  y^  et  232z*  +  1  sera  composé.  On  aura  ainsi, 
en  changeant  y  en  58h'  ±:  t  , 

s"~  a»=r  ^'(29ii'±  1). 

Le  premier  membre,  et  par  suite  le  second,  représentent  un 
nombre  composé  rs.  Posons  z  +  .r  =  /• ,  z  —  x  —  s  ,  d'où 
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r  et  S  sont  de  même  parité.  Soit  (v  =  13  ;  on  aura  : 
r5=  13.4.47  ou  23.13.7,  d^où 

r  =  94,  351,  273,  189,  117,  91.  63  ; 
s  =  26,  7,  9,  13,  21,  27.  39  ; 
z  —  60,  179,  141,  101.    69.  59,  51  . 

Euler  donne  la  table  des  valeurs  de  z  correspondant  à 
iv=  1,  2,  3,  4,  ...  78,  valeurs  qu'il  trouve  être  4,  8,  11,  14, 
19,  21,  23,  25,  29,  ...  295,  296,  298.  Il  conclut  que  les  autres 
valeurs  z  =  1,  2,  3,  5,  6,  7,  9,  10,  12,  13,  15,  ...  294,  297,  299 
mises  dans  la  formule  232z^  +  1  ,  donnent  des  nombres  pre- 
miers ^ 

(Id.)  Euler  montre  ainsi  comment  on  peut  trouver  les  divi- 
seurs d'un  nombre  n  qu'on  a  pu  mettre  sous  la  forme 
a^  +  kb^ .  Supposons  n  -=  a^  +  kb-  =  x^  +  ky^ ,  En  appelant 

-  la  fraction-^-— _  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  et  po- 
sant 

(ce)       a  -{-  X  =  kft  ,     y  —  h  =z  fu  ,     y  -^  b  —  tg  ,     a  —  x  =:  ug  , 

il  viendra 

soit  n  =  10003=  100*  +  3. 1*  et  posons  n  =  x^  +  3î/';  n  étant 
impair,  x  eiy  sont  de  parité  différente  ;  de  plus  n  étant  8  +  3, 
on  doit  avoir  x^  =  S  et  y^  =  S  -\-  l  ,  d'où  x=4/  eiy  =^2u+  l, 
et  de  là 

U*  -f  'Su*  4-  3a  =  2500  , 

ce  qui  laityoir  que  u  est  de  la  forme  de  4c,  ce  qui  donne 

625  —  12v'*  —  3*^  zr:  /■  . 

V  ne  peut  être  pair,  car  625  étant  8  +  1 ,  c/  serait  8:  or  les 
valeurs  (^  =  8,  16,  ...  rendraient  /*  négatif. 


*  Ces  ingénieuses  méthodes  d'exclusions  sont  d  excellents  exemples  des  procédés  indirects 
par  lesquels  peuvent  i^tre  attaquées  les  démonstrations  arithmétiques,  quand  les  mcthod<*.6 
directes  ne  réussissent  pas.  L'habileté  de  l'arithméticien,  dans  les  questions  de  ce  g^enre, 
doit  porter  sur  le  groupement  des  exclusions,  de  manière  à  réduire  le  nombre  des  cas  à  exa- 
miner, sans  trop  les  compliquer. 
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K>  ne  peut  êlre  4  +  1  car  i^  serait  4  +  2,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Posons  \f  zs=L  kq  —  1  ,  il  viendra 


154  -  48^»  4-  21y/  =  ('-V 


la  valeur  ^=^2  répond  seule  à  la  question  et  donne  t^=7, 
y  =  57  ,  .r  =  16  .  Ainsi 

10003  =:  100*  -f  3  .  1*  =:  16»  -f  3  .  57*  . 

Appliquant  les  formules  (a),  avec  A  =  3,  «  =  100 ,  6=1, 
.r  :=  16 ,  ?/  — -  57  ,  il  vient 

3/-_  U6  _       2 
^  ~"   58   "~      '3 

d'où  /'=  2  ,  g^;i=3;  le  nombre  3/*  + g' =  21  est  donc  divi- 
seur de  //. 

Euler  remarque  que,  même  pour  k  premier,  il  ne  s'ensuit 
pas  nécessairement  que  n  soit  premier  s'il  est,  d'une  seule 
manière,  de  la  forme  .x*  +  ky^ ,  car  15  =  2*  +  11 .  l*  est  dans 
ce  cas  :  il  faut  en  outre  que  k  soit  un  numerus  idoneus. 
Mais,  quels  que  soient  A*  et-^,  n  est  composé  s'il  est,  de  plu- 
sieurs manières,  de  la  forme  /r.r*  +  ly^ , 

Il  traite  ainsi  les  nombres  de  la  forme  ka^  +  Ib^ ,  {kl)  dési- 
gnant un  numerus  idoneus.  Ses  procédés  sont  analogues  à 
ceux  qu'on  a  exposés  tout  à  l'heure;  mais  il  les  perfectionne 
à  mesure  que  se  présentent  de  nouvelles  diflicultés.  Malgré 
leur  intérêt,  nous  lie  [)ouvons  songer  à  donner  de  nouveaux 
exemples;  nous  nous  contenterons  de  signaler. la  formule 
1848 r;^  +  197*,  qui  lui  donne  de  très  grands  nombres  pre- 
miers, dont  ceux  qu'on  obtient  en  faisant  .c  =  3,  5,  0,  7,  8, 
13,  ...  70,80,  100. 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  parlé  que  des  travaux 
d'Euler  publiés  ou  au  moins  divulgués  de  son  vivant.  La 
précieuse  Correspondance  éditée  par  Fuss,  —  celle  surtout 
qui  eut  lieu  entre  Euler  et  Goldbach  et  que  nous  avons  citée 
plusieurs  fois  pour  fixer  la  date  de  certaines  découvertes 
d'Euler,  —  contient  de  celui-ci  beaucoup  d'essais  sur  les- 
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quels  il  n'est  pns  revenu  et  qui  paraissent  pourtant  clignes 
d'être  notés.  Nous  indiquerons  les  plus  remarquables.  En 
outre,  il  semble,  —  et  <''est  Tavis  de  Fuss,  —  ([u'Euler  doit 
à  Goldbach  Timpulsion  qui  lui  a  fait  enlrefirendre  ses  re- 
cherches arithmétiques  :  non  seulement  ce  dernier  a  signalé 
à  son  attenlion  les  principaux  théorèmes  de  Fermât,  mais  il 
lui  a  proposé  un  grand  nombre  de  théorèmes  et  d'aperçus 
qui  ont  <:ertainement  averti  Euler  de  l'intérêt  qui  s'attachait 
à  celte  science  nouvelle  qu'il  a  tant  illustrée.  Nous  mention- 
nerons également  quel(|ues-uns  de  ceux-ci. 

(1730.)  Goldba<-h  remarque  un  cycle  qu'on  peut  rendre  par 
les  relations  suivantes  : 

et  qui  ne  peut  avoir  plus  de  p —  1  termes. 

(Id.)  Euler  donne,  pour  le  nombre  des  diviseurs  de  A,  la 
curieuse  formule 


2 


OÙ  B  est  le  A**  terme  de  la  série  1,  1,  4,  7,  13,  22,  ...  doiil 
chaque  terme  est  égal  aux  deux  précédents  plus  2;  C  le  A** 
de  la  série  1,  1,  1,  6,  11,  21,  41,  ...  dont  chaque  terme  égale 
la  somme  des  trois  précédents,  plus  3;  D,  le  A®  de  la  série 
l,  1,  1,  1,  8,  15.  29,  57,  ...  dont  chaque  terme  égale  la  somme 
des  quatre  précédents  plus  4;  et  ainsi  de  suite. 

(Id.j  Goldbach  annonce  c\unfi  triangulaire  ne  peut  être  un 
bicarré. 

(1739.)  Il  propose  à  Euler  l'étude  de  la  série 


(—  t 

z  — 


^" 


(1742.)  Il  énonce  son  fameux  théorème,  (|u'on  n'a  encore 
ni  démontré  ni  improuvé  :  un  nombre  entier  que/conque  est 
la  somme  de  deux  nombres  /tremiers^. 


'  «  ...  j«mU»  Zahl.  nus  /.wcvun  ntiiuons  prinii»  /iizaaiiiiengi'sotz  ist,  ...  ■  Waring  {Médit.  Alg. 
Cantal).  178*ii,  1g  doiiiio  l'^galcmenl  presque  daii.s  les  ni6ui(>s  l<*ruies  :  «  OmnU  par  numonts 
constat  a  (luobiis  priiuis  numcris...  » 

Co  tlu'orènic  a  été  gtMu'Titlisè  par  Deboves  et  Svlvcster. 
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(iil.)  Il  annonce  avoir  remarqué  que  le  nombre  4a*  +  1  nest 
jamais  premier;  à  quoi  Euler  répond  qu'en  effet  on  a  Tiden- 
tité 

(«)  4rt*  -I-  1  =  (2fl*  +  2«  -I-  1)  (2û*  _  2a  +  1)  .  » 

Id.j  II  propose  à  Euler  ce  théorème  et  le  suivant  :  un  terme 
quelconque  de  la  série  2,  4,  6,  10,  14, 16,  20, 24, ...  des  nombres 
X  tels  que  \^  +  1  soit  premier,  est  la  somme  de  deux  termes 
de  la  série, 

(1743.)  Si  ^ïï  ±  1  est  un  nombre  premier,  n  est,  suivant  les 
cas,  la  somme  d'un  carré  et  de  deux  triangulaires  ou  de  deux 
carrés  et  d'un  triangulaire. 

(Id.)  Il  propose  Télude  des  nombres  décimaux  de  la  forme 
O.laiaaiaaaiaaaaia  ... 

1746.)  Euler  donne  les  suites 

1  —  a  1  —  a* 

+   ^ZI^^ +...=:«   , 

(31)  1  _  a«-i  +  «2«-3  _  ^3/*_«  ^  ^^4/1-10  _        _.  0 

il747.)  Goldbach  remarque  que,  dans  la  série  1,  3,  7,  17, 
41,99,  ...  soumise  à  l'a  loi  ^^«+1  =  2^^,  +  ^«.1,  les  termes 
de  rang  pair  sont  (le  la  forme  .r'  dz  1 ,  et  qu'aucun  terme  de 
rang  impair  n'est  un  carré.  Euler  démontre  ces  propositions. 

(1748.)  Il  donne  plusieurs  solutions*  de  Tégalité  a-  +  b^ 
-\-  c*  =  x'^  +  ?y*  +  z^  ;  propose  de  démontrer  que  8«  +  3  est 
la  somme  de  trois  carrés  .x'*,  ?/*,  :;*,  en  posant 

X  —  \  -\-  fa  -^  ga*  -\-  ha*  -^^  ... 
j>-  =:  1  -f  /a  —  ^û»  +  ha^  —  ... 


^  Leibniz  avait  déjà  indiqué  (Àcta  emd.,  172â)  celle-ci 

(S)  a*  -f  **  =  (a«  -h  ^lîab  -{-  b*)  (o«  —  v^H ab  +  *»)  . 

Sophie  Germain  a  remarqué  qu'aucun  nombre  de  la  forme  x*  -j-  *  saufh^  n'est  premier  (lettre 
à  Gausf,  du  2'i  mai  1909),  ce  qui  se  démontre  en  changeant  a  en  —  dans  (a),  chose  évidem- 
ment possible,  puisque  celte  relation  a  lieu  identiquement. 

Lo  Lasscura  retrouve  un  cas  particulier  remarquable  de  (a),  celui  où  a  =  2'^  Antérieure- 
ment, Catalan  avait  découvert  cette  génération  de    ô) 


(7i  a*  -\-  2Aû«  -I-  i»  =  (a*  -I-  a  ^2(1— k\  -\-  l)  (û*  —  av'iU—k}  -\-  l)  . 

*  Continuées  plus  tard  par  lui  et  par  Euler. 
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d'où 

5*  —  1  -f  8fl  —  kf—  2/^««  -  2^*a*  —  4^Atf^  —  ...   ; 

et  énonre  plusieurs  théorèmes,  dont  les  suivants  :  tout  nombre 
pair  est  la  somme  de  trois  carrés;  tout  entier  est  la  somme 
d'un  triangulaire,  du  double  d'un  autre  triangulaire  et  du 
quadruple  d'un  troisième, 

(1749.)  Euler  démontre  les  théorèmes  suivants  :  si  8a  +  4 
est  la  somme  de  quatre  carrés  impairs,  4a  +  2  e/  2a  +  1  sont 
également  des  sommes  de  quatre  carrés  assignables^. 

Si  3a  est  une  somme  de  quatre  carrés  il  en  est  de  même 
de  ^  ^  De  même  pour  5a. ^  De  même  pour  7a. 

(1752.)  Goldbaoh  observe  que  toute  somme  de  trois  carrés 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

jc*  4-  2t*  -f-  3s' 
6 

Euler  donne  la  solution*  et  généralise  la  question. 

(Id.)  Euler  énonce  les  théorèmes  empiriques  suivants  :  si  a 
n'est  pas  la  somme  :  1"*  d'un  carré  et  du  double  d'un  trian- 
gulaire, 2**  d'un  carré  et  d'un  triangulaire,  3"  d'un  triangu- 
laire  et  du  double  d'un  autre  triangulaire,  4a  +  1  dans  le 
premier  cas,  8a  +  1  dans  le  second  et  8a  -f  3  dans  le  troi- 
sième sont  composés. 

Tout  nombre  4  +  2  est  la  somme  de  deux  nombres  pre- 
miers 4+1.'^ 


^  C'ost  une  conséquence  de  Tidentilé 

(2a-|-l)«+(26+l)«  =  2(a-|-6+  i)8^-2(a- V 

et  de  ce  que  4a  -{-  2  ne  peut  être  composé  que  de  deux  carrés  pairs  et  de  deux  carrés  impairs. 

*  Euler  consid«^re  deux  cas  qu'on  retrouvera  facilement  à  l'aide  des  résultats  que  voici  : 

a  =  (x  +  y  +  c)»  +  (X  -  y  +  w)»  +  (X  -  z  -  iv)«  +  (y  -  ■:  +  «')■  ; 

a  =  (1  +  x  +  y  +  c)«  +  (x  -  y  +  c;»  -f  (x  -  2  -  «-)«  ^  {y  -  z -\-  w)^  . 

'  Trois  cas  à  considérer  dont  il  suffira  de  donner  les  résultats  : 

a  :  =  (2x  ♦-  y)«  -h  (2y  -  a:)«  +  (2x  +  iv)«  +  (2iv  -  s)«  : 

o  =  (l  -h  X  H-  2yi«  H-  (2x  -  y)«  +  (2c  +  w)»  +  (a  -  2.v)«  : 

a  =  (1  +  X  +  2y)«  +  (2x  -  y)»  +  (1  -f-  2  4-  *«')■  +  K^z  -  »v)«  . 

•j:=:aa  +  6  —  r,  y^=a  —  b  -\-  c  ,  c=:6-|-c.  Jacobi  a  démontré  que  les  nombres  x*  -f-  2y* 
-f- 3c* -f-  6iv*  sont  des  sommes  do  quatre  carrés;  Liouville  a  également  donné  des  relations 
de  ce  genre. 

*  Lagrange  a  donné  des  théorèmes  analogues. 


■naj  -  ■■— ^.■-  ■  * 
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(1753.)  Euler  résout  les  équations 

(1755).  Il  suppose  que  le  théorème  non  démontré  de  Fer- 
mat  :  V équation  x"  +  y"  =  z°  e&t  impossible  pour  n  >  2,  doit 
être  remplacé  par  celui-ci  :  un  cube  est  égal  à  la  somme  de 
trois  cubes  ;  un  bicarré,  à  celle  de  quatre  bicarrés,  etc. 

(Id.)  Enfin  divers  essais  de  solution  de  Féqualion  x'  +  y^ 
=  /^  =:  4  +  Il  solution  découverte  par  Gauss  et  Jacobi. 

Les Commentationes Arithmeticœ (Pétersbourg,  1849),  seule 
partie  publiée  d'un  ensemble  qui  devait  comprendre  tous 
les  mémoires  détachés  d'Euler,  contiennent  ceux  de  ses  tra- 
vaux relatifs  à  la  théorie  des  nombres,  sauf  ceux  qui  se  trou- 
vent dans  Ylntrod,  in  anal.  inf\  et  dans  son  Algebra  ;  et  en 
oulre  divers  travaux  posthumes,  dont  nous  citerons  son  Trac- 
tatus  de  numerorum  doctrinœ,  le  premier  (ju'on  ait  écrit  sur 
rarithméti(|ue.  On  y  voit  \)n  exposé  des  propriétés  des  nom- 
bres premiers,  des  diviseurs  numériques,  des  restes  des 
fonctions  a.v ,  «*,  .r*,  des  formes  des  diviseurs  de  a^  +  b^^ 
des  résidus  quadratiques  et  mc^me  des  résidus  cubiques,  bi- 
quadratiques  et  quintiques.  On  y  voit  ébauchés  des  théo- 
rèmes retrouvés  et  démontrés  par  Gauss  et  Jacobi  sur  les 
caractères  cubiques  et  biquadratiques  du  nombre  2. 

En  somme,  Euler  a  largement  ouvert  la  voie  que  Fermât 
avait  simplement  indiquée:  à  la  vérité  il  n'a  pas  entièrement 
élucidé  toutes  les  questions  constituant  le  fondement  de  la 
nouvelle  arithmétique  ;  et  même  son  Tractatus,  d'ailleurs 
inachevé,  ne  peut  guère  être  considéré  c|ue  comme  un  essai. 
Néanmoins  le  court  résumé  de  ses  découvertes,  qui  va  nous 
servir  de  conclusion,  témoignera  de  Timporlance  de  Tœuvre 
de  Tillustre  analyste. 

Démonstrations  du  théorème  de  Fermât;  de  Fimpossibilité 
des  équations  x^  -f  i/®  nr  3' ,  .r*  -|-  y*  =  z"* .  xi/  f.r*  —  y'^)  =  s*; 


x  =  a*—  b^  ,  y  =  c*zt2ah  ,  c  =  a"  +  6*  —  c «  ,  w  =  {a:hb)c  . 


*  X 


=  atf*  -  ftjS*  +  t"  I  y  =  '^Py  ,  -  =  «a*  —  *j3*  —  ^  ,  «>  =  2ay 
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de  la  divisibilifé  de  û*  +  6*  par  .t*  +  y^  et  autres  théorèmes 
analogues  ;  utilisation  de  ces  théorèmes  dans  la  recherche 
des  diviseurs  des  nombres  :  tout  cela  dii  en  principe  à  Fer- 
mat,  mais  démontré  et  grandement  perfectionné  par  Euîer. 
On  lui  doit  en  propre  :  la  théorie  de  partitione  numéro- 
runi;  de  curieuses  formules  et  séries  sur  les  nombres  pre- 
miers et  les  diviseurs  des  nombres;  la  considération  des 
racines  des  congruences,  de  leur  nombre  possible,  des  raci- 
nes primitives  ;  l'extension  du  crible  arithmétique  ;  l'emploi 
des  fra  tions  continues  dans  la  théorie  des  nombres;  un 
grand  nombre  d'identités  des  plus  utiles  ;  des  vues  variées 
et  ingénieuses  sur  l'analyse  indéterminée,  qu'il  a  enrichie  de 
méthodes  et  de  questions  nouvelles  ;  enfin  de  nombreuses 
tables  dont  il  souhaitait  l'extfension,  pour  favoriser  la  décou- 
verte des  propriétés  des  nombres. 

A.  AuBRY  (Dijon). 


LE  POLYGONE  INSCRIT 
EN  GÉOMÉTRIE  NON-EUCLIDIENNE 


L'article  publié  par  M.  A.  Padoa  dans  VEns,  math,  du 
15  mars  1909,  attire  de  nouveau  l'attention  sur  l'intéressant 
problème  de  l'inscription  dans  un  cercle  d'un  polygone  de 
côtés  donnés  dans  leur  ordre  de  succession  et  leur  gran- 
deur. Ce  problème  de  Géométrie  élémentaire  peut  être  ré- 
solu d'une  manière  rigoureuse  seulement  par  des  équations 
algébriques  de  degré  élevé,  mais  le  recours  à  un  postulat 
tel  que  celui  invoqué  par  M.  Padoa  me  paraît  plutôt  com- 
pliquer les  choses  que  les  faciliter.  En  effet,  quand  on  étudie 
le  maximum  ou  le  minimum  de  la  surface  d'un  polygone  arti- 
culé, la  possibilité  de  l'inscription  dans  un  cercle  n'est  qu'un 
premier  pas  vers  la  solution  du  problème.  De  plus  il  en  va 
ici  comme  toutes  les  fois  qu'on  s'appuie  sur  une  propriété 
de  maximum  pour  établir  un  théorème  d'existence  :  à  sup- 
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poser  même  le  procédé  exact,  et  évident  le  maximum,  on 
n'a  encore  aucun  moyen  pour  calculer  les  inconnues  de  la 
question,  dans  le  cas  actuel,  les  angles  du  polygone  ou.  le 
rayon  du  cercle  circonscrit. 

Le  problème  de  Tinscriplion  peut  se  poser  en  Géométrie 
sphérique  ou  riemannienne.  Il  se  ramène  alors  de  suite  au 
cas  du  plan  ordinaire,  car  si  un  polygone  sphérique  à  côtés 
rt,  6,  ...  /  est  inscrit  dans  un  cercle,  il  en  est  de  même  pour 
le   polygone    plan    formé   avec    les   cordes    du    premier,   ou 

sin  2  1  sin  ^  ^  •••  sin  ^  ;  ce  sont,  au  contraire,  deux  problèmes 

distincts  que  ceux  du  maximum  des  polygones  plan  ou  sphé- 
rique. En  Géométrie  de  Lo.batcliewski,  les  deux  questions 
sont,  nouvelles  et  présentent  quelques  particularilés  qu'on 
ne  rencontre  pas  dans  les  deux  autres  cas.  C'est  ce  qui 
m'engage  à  les  traiter  ici  avec  quelques  détails,  sinon  com- 
plètement; nous  ne  nous  occuperons  en  effet  que  de  l'hypo- 
thèse de  beaucoup  la  plus  simple,  celle  de  polygones  non- 
étoilés  et  même  convexes.  La  méthode  est  du  reste  générale; 
on  retombera,  par  exemple,  sur  le  cas  du  plan  euclidien  en 
prenant  égal  à  l'infini  le  module  k  de  la  Géométrie  de  Lo- 
batchewski. 

Pour  alléger  l'écriture,  désignons  par  /(.r  ,  ^[.v)  y  ^  x]  le 
cosinus,  le  sinus  et  la  tangente  hyperbolicpies. 


/■(.'•)  = 


X                   X 

e^  +  e   ^ 

X               r 

?  (■'•1  —      ., 

X                     X 

2 

^                         X                      X 

«*  +  e"* 

Inscription  dans  un  cercle.  Soient  2a\  ,  2<72 ,  ...  2r/„  les 
cotés  d'un  polygone  fermé,  2an  le  plus  grand  d'entre  eux, 
p  le  rayon  inconnu  du  cercle  circonscrit,  2ai ,  25£, ,  ...  2a„  les 
angles  au  centre  correspondant  à  ces  côtés.  On  doit  avoir 

9(0)  sin  a^.  =z  ^[a^]  ,  (/  =  1  ,  2  ,  ...  //) 

ou  bien 

sin  a .  =  -  ,  il) 

en  faisant  pour  abréger  rfip]  i^^  -  ,  et  9  V/^  —   ^  .  On  voit  (|ue 
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rinconnue  x  ne  peut  être  négative  ni  dépasser  la  plus  petite 
des  quantités  h,  ou  6„  ;  tous  les  angles  «  seront  comptés 
aigus  et  se  trouvent  exprinïés  par  l'équalion  (1)  en  fonction 
de  rindéterminée  r.  Le  polygone  étant  fermé,  il  faut  de, plus 
qu'on  ait 

V(x)  z=ot^  +  a^-f-  ...  +  «„  =  -  .  (2) 

si  le  centre  est  intérieur  au  polygone,  et 

i^(x)  z=  «^  -f  a,  4-  ...  4-  a,,  _,  -  a,,  ==  0  ,  (3) 

si  ce  centre  est  en  dehors  du  polygone.  Les  équations  (1) 
et  (2),  ou  (1)  et  (3)  seront  ainsi,  suivant  le  cas,  celles  du  pro- 
blème à  résoudre. 

Faisons  varier  .r  de  0  à  6„ ,  tous  les  angles  a  augmentent 

en  même   temps,  «^  jusqu'à  arc  sin  j-  ,  «^^  jusqu'îi  2  •   Ainsi 

K(.r)  augmente  constamment  de  zéro  jusqu'à 

arc  sm  -, \-  arc  sin \-  ...  -f-  arc  sin -f-  —  , 

h  h  h„    .         I 

1  I  « — 1 

On  aura  donc  une  solution,  et  une  seule,  de  Téquation  (2: 
à  condition  que  Tinégalité 

arc  sin  — — -  4-  arc  sin   — h  •••  +  arc  sm  — ■ —  ^  .         (*' 

soit  satisfaite. 

En  second  lieu,  la  fonction  <I>(.r)  admet  pour  dérivée 

11  11 

^'W  =     .-, +     .  .      -  +  ...  -I- 


et  celle-ci  ne  peut  pas  s'annuler  plus  d*une  fois  comme  on  le 
voit  en  écrivant 


équation  dont  tous  les  termes  variables  au  second  membre 
sont  décroissants.  Supposons  que  le  côté  flr«  ne  soit  égal  à 
aucun  des  autres,  seul  cas  où  l'équation  (3)  [)uisse  être  véri- 


—    ■■     ■  -       ■  r    I      i"    '      '  "Tl-^JBT  -  " 
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fiée,  4>'(.r)  finit  alors  avec  une  valeur  négative  |>our  .r  =  bn  - 
Ainsi  <i}'x)  sera  ou  toujours  décroissanle,  ou  d'abord  crois- 
sante puis  décroissante,  suivant  que  $'(0)  ou 

est  négatif  ou  positif.  Dans  le  premier  cas  il  n'y  a  aucune 
solution  de  $(.r)  =r  0  sauf  la  solution  inopérante  .r  =0  ;  dans 
le  secîond,  il  n'y  a  de  solution  que  si  lo  valeur  finale  de  ^[x) 
est  négative.  En  résumé,  nous  trouverons  une  solution  et 
une  seule  de  ré(|uation  (3),  sous  la  double  condition 

?(",)  +  ?(fl,)  +  •  .  -h  ?(««.i)  -  ?(««)  >  0  .  (5) 

•Arc  sin  4-    .    4-  »'*c  sm      <C  t  •  (o 

Inscription  dans  une  équidistante  de  droite.  Remarquons 
c|ue  si  des  angles  aigus  &i ,  0,,  ...  ô,;,  ont  une  somme  égale  à 
un  droit,  ou  plus  grande,  la  somme  de  leurs  sinus  est  supé- 
rieure à  Tunité.  En  eflet  on  a 

siu(6ii  -|-  ^»'  =  s»n  6»!  cos  0,  -}-  sin  h^  cos  ©i  <]  siii  6i  -f-  ***"  ^  • 

croii  Ton  tire  immédiatement 

si  la  somme  des  angles  est  égale  à  90°.  A  fortiori,  la  même 
inégalité  a  lieu  quand  cette  somme  est  >  90°,  chaque  sinus 
augmentant  quand  on  fait  croître  Tangle  correspondant. 

Ainsi  rinégalité  (4)  qu'on  rencontre  en  traitant  le  premier 
cas  examiné  plus  haut  entraîne  comme  conséquence 

?(«,)  +  ?!«,)  +  .-.-[-  ?(«„_i)  —  ?K)  >  0  .  (5) 

obtenue  aussi  dans  le  second  cas.  On  voit  que  cette  inégalité 
(5)  est  une  condition  nécessaire  et  suHisante  pour  l'inscrip- 
tion du  polygone  dans  wtï  cercle,  le  problème  admettant 
alors  une  seule  solution,  laquelle  rentre  dans  le  premier 
ou  le  second  type  selon  qu'est  satisfaite  l'inégalité  (4)  ou  sa 
contraire  ((>).  (3n  peut  remarquer  aussi  que  le  rayon  du  cercle 
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circonscrit  ne  dépeiul  pas  de  l'ordre  de  succession  des  colés 
mais  seulement  de  leur  grandeur. 

Si  Tinégalilé  de  condition  (5)  n'a  pas  lieu,  le  polygone  ne 
peut  être  inscriptible  dans  un  cercle;,  nous  allons  voir  qu  il 
est  inscriptible  dans  une  équidislante  de  droite. 

Nommons/?  Téquidistance  inconnue  et  2a.  la  projection  du 
côté  2a.  sur  la  droite  donnée,  nous  avons 

9(fl.)  —  f[p)  9(a^.)  ,  ou  9 (a,.)  ~  -  , 

en  posant  cette  fois  x  ■-=  ^ — ■  quantité  positive  et  inférieure  à 
l'unité.  Le  polygone  devant  être  fermé,  il  faut  en  outre  (|ue 

4»^(a:)  =  a^  +  a,  +  ...  -|-  a„_,  -  a,^  =  0  , 

du  moins  quand  il  n'y  a  pas  d'angle  rentrant.  On  a 

r*hjx)=  =:z^  H ■  -h   ...    -h    — z^-rr:^ =r^ 

et  comme  le  second  membre  ne  peut  s'annuler  plus  d'une 
fois,  l'équation  Oi(^)  =  0  possédera,  en  dehors  de  la  solution 
banale  «,  =  a,  ^=  ...  «„  irr:  0,  une  seule  solution,  ou  aucune. 

On  a   évidemment  $ix)  =  -,  ,       >  0;    la   condition  pour 

l'existence  d'une  solution  est  contenue  dans  les  deux  inéga- 
lités $'(0)  <  0  ,  $i(l)  >  0  ,  ou  comme  on  voit  de  suite 

?l^l  +  ?!^',>  -h  •••  -I-  Çl^/i-i)  —  ?'««)  <  ^  . 
^  ■+■  ^  +  •-.  -h  û„_i  -  «„>  0  . 

La  dernière  est  nécessaire  pour  qu'on  puisse  construire 
un  polygone  fermé  avec  les  côtés  donnés  et  si  elle  ne  se  pré- 
sentait pas  pour  l'inscription  dans  le  cercle,  c'est  qu'elle 
était  déjà  impliquée  par  Tinégalité  '5),  comme  on  peut  aisé- 
ment le  faire  voir. 

Quand  la  diUérenco 
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tend  vers  zéro  par  les  voleurs  positives  ou  négatives,  les  in- 
connues p  ou  p  deviennent  infinies  et  les  lieux  correspon- 
dants défîfénèrent  en  horicvrles. 

Inscription  dans  un  horicycLe,  11  est  en  effet  facile  de 
reconnaître  directement  que  si 

le  polygone  est  inscriptible,  d'une  seule  manière,  dans  un 
hori  cycle. 

Rapportons  cette  courbe  à  deux  axes  coordonnés,  dont 
Tun  OX  lui  soit  normal  et  l'autre  OY  tangent  en  O;  son 
équation  est 

x 

les  ordonnées  y  étant,  bien  entendu,  mesurées  perpendicu- 
lairement sur  OX.  La  distance  2a  de  deux  points  de  Thori- 
(^ycle  Po(.r„,  y^;  et  P,(.r, ,  y^  est  donnée  par  la  formule 

quand  y^  >  y^ .  Soient  alors,  dans  Tordre  de. grandeur  crois- 
sante, yo ,  y,  ...  y„^\  les  ortionnées  des  //  sommets  do  noire 
polygone  inscrit;  on  a 

'ICUIA     Z=Z    OlV.I    —    5(>-;      .1     .  I   =    1   .    2   .       ..Il    1     . 

—  2çu/    1  =  S|V„I   —  C    Y) 

'  /l  •    '.   0  '     •    Il 

L'addition  de  ces  n  équations  fournit  la  formule  7)  qui  est 
ainsi  une  condition  nécessaire  de  l'inscription.  Réciproque- 
ment, si  elle  est  satisfaite,  on  déterminera  les  sommets  par 
les  relations 


La  quantité  y^  resle  arbitraire,  mais  comme  il  n'exisie,  aux 
déplacements   près,    qu'un   seul    horicycle,    il    est  clair  (|ue 

L'Enseijjneiin'nt  malhém..  M"  anni'O  ;  1909.  23 
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notre  problème  se  trouve  résolu  d'une  unique  manière,  le 
changement  de  la  quanlilé  y^  équivalant  à  déplacer  le  poly- 
gone le  long  de  l'horicycle. 

Propriétés  des  Cycles.  Rappelons  que  les  points  du  plan 
de  Lobatchewski  se  déterminent  à  Taîde  de  trois  coordon- 
nées Ç,  yj,  Ç,  dont  la  première  est  positive,  et  assujetties  à  la 
condition  |=^  —  n^  —  ç*  r=  1.  Une  droite  a  pour  équation  une 
relation  linéaire  homogène  entre  les  coordonnées,  tandis 
qu'une  équation  non  homogène  du  premier  degré 

flÇ  -f  ftri  4-  cÇ  =  (i  ,  (8) 

représente  un  cercle,  une  équidistanle  de  droite,  ou  un  ho- 
ricyde,  selon  que  la  quantité  a^  —  b^  —  c^  est  positive,  né- 
gative, ou  nulle.  Sans  distinguer  les  trois  cas,  appelons  cycle 
le  lieu  représenté  par  la  formule  précédente.  Voici  alors  les 
propositions  dont  nous  avons  besoin. 

Coupons  un  cycle  par  deux  cordes  AB,  CD;  alors 
1**  Si  ces  cordes  sont  concourantes  en  O,  comptons  sur 
chaque  droite,   à   partir  de  ce  point  de  rencontre,  les  abs- 
cisses OA  =  a  ,  OB  ==  /3  ,  OC  =  y  ,  OD  =  (î  :  on  aura 


(9| 


ï*  Si  ces  cordes  sont  non-sécantes,  comptons  sur  chacune, 
dans  le  même  sens,  à  |)arlir  des  pieds  0  et  O'  de  la  perpen- 
diculaire commune  les  abscisses  OA  =  a  ,  0B  =  /3  ,  O'C  =  y  , 
O'D  =  (î  ;  on  aura 


r-7^)  fC 


■+J^    -iT± 


i^) 


(iO) 


3**  Si  ces  cordes  sont  parallèles,  comptons  les  abscisses 
sur  chacune  de  ces  droites  du  côté  où  elles  s'éloignent  Tune 
de  faulre  et  à  partir  de  deux  points  O  et  0'  dont  la  ligne  de 


GEOMETRIE   N  0  N  -  E  U  C  LI DI E  NN  E  363 

jonction  soit  également  inclinée  sur  les  deux  droites:  on 
aura 

__«  _P  _^Y  _^ 

e       -f-  e       =6       -{-  e  (IIV 

i^  Les  réciproques  des  trois  propositions  précédentes  sont 
exactes;  autrement  dit,  si  les  équations  (9),  (10)  ou  (11)  sont 
satisfaites  respectivement  dans  les  hypothèses  de  la  con- 
vergence, de  la  non-intersection,  ou  du  parallélisme  des 
cordes  AB,  CD,  les  qualre  points  A,  B,  G,  D  sont  sur  un 
même  cycle. 

Pour  démontrer  les  théorèmes  énoncés,  rappelons  qu'une 
droite  issue  d'un  point  Pj^^.  yj^.  Çj  perpendiculairement  à  la 
droite  de  coordonnées  u^,  v^,  (r^,,  passant  en  P^,  a  pour 
équations  paramétriques 

Ç  =ij{s)  -   «,9(5)  . 

K=.XJ{s)  +«"o?(.')  . 

le  paramètre  s  étant  précisément  le  segment  rectiligne 
compté  de  P^, .  Les  valeurs  de  cette  abscisse  s  correspondant 
aux  points  d'intersection  du  rayon  avec  le  cycle  (8)  vérifient 
donc  la  condition 

on  a  posé 

Dans  le  premier  des  cas  énumérés  ci-dessus,  faisons  coïn- 
cider P^  avec  O,  et  remarquons  qu'en  changeant  la  direction 
du  rayon  OAB,  la  quantité  S  changera,  mais  non  pas  R.  On  a 

R/^la)  -f  Sçia)  z=Ld  ,  et  \{f{^)  +  Sçffî)  =  d  ,        (12) 

d'où,  en  éliminant  S 

Ro(a  -  fl)  =rf(9(a)  —  ?  (3))   ; 

par  suite  de  l'observation  précédente 

g(a  —  ^1    9  (y  —  Si 

9ia)  —  9ip)        9(^1  —  ot^l 

équation  qui  diffère  de  (9)  seulement  par  l'écriture. 
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Dans  le  second  cas,  prenons  la  perpendicuilaire  commune 
pour  la  droite  w^, ,  v^^  w^,  et  P^  lanlot  en  O,  tantôt  en  O'  sui- 
vant que  nous  voulons  considérer  une  corde  ou  Taulre.  Dans 
les  deux  suppositions  S  est  le  même,  R  est  diRerent;  ce 
sera  donc  R  qu'il  convient  d'éliminer  entre  les  relations  (12), 
([ui  donnent 

ou  bien 

/•(a)  -/•(?)  -/-(y,  -/-(g)  • 

Cela  est  identique  à  Téquation  (10).  , 

On  passe  au  cas  du  parallélisme  en  remplaçant  dans  ;9; 
ou  (10),  les  quantités  a,  /S,  y.  d  par  a  +  p  ,  [i  +  c  ,  '/  +  P  ^ 
^  +  0  ,  puis  en  rendant  Tauxiliaire  p  infinie  ;  mais  il  est  aussi 
facile  de  démontrer  directement  Téquation  (11)  relative  à  ce 
cas.  Ecrivons  à  cet  effet  les  équations  d'une  parallèle  à 
Taxe  des  x  sous  la  (orme 

s  X 

f  =  /Ole    -f^.^.       .-^,J5.       ?  =  ?.....; 

1/  est  le  segment  détaché  par  (;ette  parallèle  sur  Taxe  OY  et 
change  de  signe  quand  on  remplace  cette  parallèle  par  sa 
symétrique,  s  est  le  segment  rectiligne  compté  à  partir  du 
même  axe  OY.  En  substituant  les  valeurs  précédentes  dans 
Téquation  du  cycle,  on  aura,  pour  déterminer  les  rayons  vec- 
teurs des  points  d'intersection,  l'équation  du  second  degré 

a  —  h 

et  si  elle  admet  deux  racines  a,  (3  on  aura 

a  3 

e        -h  e       =4-  '     ; 

a  —  h 

mais  comme  le  second  membre  ne  dépend  pas  du  signe  de  y, 
la  relation  (11)  se  trouve  établie. 

Pour  éviter  des   longueurs   inutiles,   nous   ne   démonlre- 
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roiis  la  réciproque  que  dans  le  premier  cas,  les  deux  autres 
se  traitant  d'une  manière  entièrement  analogue. 

Soient  comme  ci-dessus  P^'ç^.  yj^-  ^)  '^  point  de  concours 
des  cordes  AB,  CD;  rt|  +  ô/j  +  rÇ  =  rf  le  cycle  qui  passe 
par  les  trois  points  A,  B,  C;  z/^,  v^^  {k\  les  coordonnées  de 
la  droite  P^AB,  u'^.  v\  w'^  celles  de  la  droite  P^CD  ;  enfin 
R  =  al^  +  t^n^  +  4  ^  's  =  —au,  +  6^,  +  cw, ,  S'  =  -au[ 
+  bv  +  Civ  .  L'hypothèse  est  résumée  dans  les  équations 


et  enfin  (9),  ou 

ç(a  —  ,3i     91 Y  —  5i 

çlai  —  ç(,5.         çiYI  —  9(01 

d'où  Ton  tire  l'équation 

\{f\^)  -i-  S'9(o)  =  f/  , 

laquelle  établit  que  le  rayon  P^^G  recoupe  le  cycle  en  D. 

Maximum  d'un  polygone  de  côtés  donnés.  Soit  un  rayon 
mobile  tournant  autour  d'un  point  O,  si  l'autre  extrémité  M 
se  déplace  de  M  en  M',  tandis  que  le  rayon  tourne  de 
l'angle  da.  Taire  balayée  vaut 

du  =  /•»[/'(OM)  —  \]di  =  2X-«9»/'^^rfa  . 

Désignons  d'autre  part  par  dn  le  déplacement  du  point  M, 
estimé  perpendiculairement  à  OM,  on  a  encore 

d'où 

Traitons  d'abord  le  problème  pour  un  quadrilatère  ABCD. 
Déformons-le  sans  bouger  les  points  A  et  C.  Alors  si  dn  et 
du'  sont  les  déplacements  des  points  B  et  D,  normaux  sur  les 
côtés  AB  et  CD  et  comptés  positifs  à  gauche  de  ces  côtés, 
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AB 


/CD\ 


les  aires  balayées  sont  k^i-^\dii^  A^Z-y  W/i',  trou  résulte 

un  accroissement  de  faire  du  polygone 

rf.'  =  *[-}(^jrfn-^(^)«in'].   (13, 

L'aire  balayée  par  le  côté  BD  =  x  s'ob- 
tient en  laissant  immobile  successivement 
C  Tune  ou  Tautre  des  deux  extrémités;  on  a 
donc  pour  Taccroissement  correspondant 


ilu  quadrilatère 


d-sf*  =  k^^T^  [cos  Bdn  —  cos  Drf/i'  1   . 


(14) 


OÙ  B  et  D  représentent  les  angles  extérieurs  marqués  sur  la 
figure.  Quant  à  la  différenlielle  ds  de  Taire  du  polygone, 
elle  est  donnée  par  l'équation  ds  =z  ds'  +  ds" .  et  la  condi- 
tion du  maximum  est  ds'  +  ds"  =  0.  Les  valeurs  précé- 
dentes (13j  et  (14)  peuvent  être  simplifiées,  mais  nous  devons 
de  nouveau  distinguer  différents  cas  suivant  que  les  rayons 
AB  et  CD  sont  concourants,  non-sécants  ou  parallèles.  Dans 
lous  ces  cas  la  distance  BD  devant  rester  invariable  pendant 
le  mouvement,  on  doit  avoir  aussi 


dn 


dn' 


sin  D        sin  B 

c'est  seulement  la  mise  en  œuvre  de  cette  condition  qui  varie 
suivant  les  diverses  hypothèses. 

En  premier  lieu  si  les  rayons  AB,  CD  concourent  en  O, 
<!e  point  servira  d'origine  aux  segments  rectilignes  OA  =  a  , 
OB  =  /3  ,  etc.  ;  on  a  par  la  Trigonométrie 


ou 


puis  encore 


sin  D  çilî) 

sin  B        ?  (ô; 

dn  r=  <oç([3^   ,       dn'  •=.  roçiB)   ; 

f[i\  =z  /-i/Si  f{x)  -  ç(/3,  <f{x)  cos  B  , 
/•(/Si  =  fia)  f(x)  —  9(^)  9(x)  cos  D  , 


(15) 


(16) 


JtriS^imJS 
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et,  par  soustraction, 

91,6)  vos  B  —  îpi<y,  pos  D  =  [/-..S,    -/•!<?■  1^  +/*<•*•) 


/".pi  -M) 


..r 
^^2 


(17) 


En  portant  dans  ds  et  rf.v"  les  valeurs  (16j  et  (17;,  la  condi- 
tion du  maximum  devient 

ce  qui  est  une  autre  forme  de  Téquation  (9i. 

En  second  lieu,  si  les  ravons  AB,  CD  sont  non-sécants, 
soient  O  et  O'  les  pieds  de  la  perpendiculaire  commune 
servant  d'origine  respectivement  aux  segments  OA  =  y.  , 
OB  =  /3  ,  O'C  =  y  ,  O'D  =  d  .  La  figure  BDOlT  e.t  un  tra- 
pèze rectangle  en  O  et  O';  on  a  alors,  comme  on  sait, 

si  II  B  f'\fh 

ou 

dn  —  oif{^>  .       du'  —  tof\fh   .  (18) 

puis 

ç/i(fl  =  f\x)ff\p]  —  ff{x)  f[P)  cos  B  , 
t^'P\  1=  f(x)  ycJi   —  ff{x)  f[0   cos  D  , 

et  en  procédant  comme  dans  le  premier  cas, 

[f\p\  cos  B  —  /•!<?)  cos  ^]'i'(Çj  —  f^P^  -  ?i^''    •  <»^) 

En  substituant  les  valeurs  (18)  et  (19j  dans  ds,  on  obtient 
après  suppression  du  facteur  <» 

équation  identique  à  (10). 

Si  enfin  les  droites  AB,  CD  sont  parallèles,  on  a,  par  un 
<*alcul   analogue,   en   comptant   les   segments  a.   j3.   y.  d  de 
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deux  points  O  et  O'  tels  que  leur  ligne  de  jonclion  coupe 
ces  parallèles  sous  le  même  angle. 


dn  —  wp^    .        du'  —  w/'*    .  i20i 

puis 

f\x)  —  y(jr)  cos  B  =r  e     ^" 
f[x\  —  (p  \x)  cos  I)  :zz  e      * 

et  par  suite 


Le^  cos  B  —  (?'•  cos  dJ  ^(|  j  —  /'  —  e*  . 


12  li 


Les  valeurs  précédentes  (20)  et  (21)  introduites  dans  ds'  el 
ds"  donnent  pour  condition  du  maximum 


p 


e' 


(K=^V')=''(*C'^V')- 


ce  qui  est  conforme  à  Téquation  (11). 

En  résumé,  dans  tous  les  cas,  la  condition  du  maximum 
se  réduit  à  ce  que  le  quadrilatère  doit  «Ntre  inscriplible  dans 
un  cycle.  Si  au  lieu  d'un  quadrilatère  on  considère  un  poly- 
gone quelconque,  la  condition  reste  la  même.  C'est  ce  qu'on 
verra  en  prenant  comme  variables  les  diagonales  issues  d'un 
même  sommet  A;  en  faisant  varier  une  seule  de  ces  lignes, 
on  voit  qu'un  cycle  doit  passer  par  A  et  les  trois  sommets  con- 
tigus  du  polygone;  ce  dernier  est  donc  inscrit  dans  le  cycle. 

Les  calculs  qui  précèdent  n'achèvent  pas  le  problème  du 
maximum,  car  s'il  est  vrai  que  la  condition  obtenue  soit  né- 
cessaire, il  ne  s'ensuit  pas  qu'elle  soit  sudisante.  En  la  sup- 
posant telle,  il  faut  encore  s'assurer  que  le  polygone  trouvé 
est  maximum  et  non  minimum,  et  reconnaître  enfin  s'il 
existe  d'autres  maxima  ou  minima  répondant  aux  valeurs 
extrêmes  des  diagonales  qui  sont  ici  limitées  par  l'obligation 
où  l'on  est  de  construire  avec  elles  un  polygone  de  côtés 
donnés.  Si  on  astreint  le  polygone  à  rester  convexe  dans 
ses  diverses  configurations,  on  démontre  aisément  que  le 
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polygone  inscrit  fournit  un  maximum  de  la  surface  et  qu'il 

nV  en  a  pas  crautres;  des  miiiima  sont  obtenus  quand  un 

ou  plusieurs  côtés  se  placent  en  ligne  droite. 

Ces  conclusions  ne  sont  pas  modifiées  si  on  autorise  des 

dispositions  concaves;  mais  dans  le  cas  des  formes  éloilées, 

—  qui  exige  la  généralisation  de  la  notion  de  surface,  —  on 

aura  des  maxima  et   minima  correspondant  aux  divers   cas 

d'inscription.    La  description  et  le   classement   de   tous  les 

résultats  est  un  problème  sans  doute  fort  difficile  et  qui  sort 

du  cadre  de  cet  article. 

C.  Cailler  (Genève). 


UNE  LEÇON  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 
SUR    L'EMPLOI    DES    OUANTITÉS    IMAGINAIRES 


Problème.  On  donne  tians  le  plan  horizontal  un  cercle  c 
dont  le  centre  M  se  trouve  sur  la  ligne  de  terre  LT  et  une 
droite  d  perpendiculaire  à  LT.  Par  le  point  A  de  c,  situé 
sur  LT,  on  mène  un  plan  quelconque  a  normal  au  plan  hori- 
zontal, coupant  c  pour  la  seconde  fois  en  B  etrfen  C;  puis 
on  s'imagine  en  a  le  cercle  c\  dont  BC]  est  un  diamètre. 
Construire  en  un  point  quelconque  P  de  c^  le  plan  tangent  r, 
à  la  surface  S,  lieu  de  c^  quand  a  tourne  autour  de  la  droite  a 
du  plan  vertical,  normale  en  A  à  LT. 

1.  On  trouve  le  plan  cherché  tt  à  Taide  de  la  tangente  t  en 
P  à  c,j^  et  la  tangente  en  P  à  une  autre  courbe  plane  de  S  pas- 
sant par  P.  Dans  la  première  et  la  seconde  des  trois  solu- 
tions qui  suivent,  nous  choisissons  pour  le  plan  de  cette 
seconde  courbe  successivement  le  plan  de  front  par  P  et  le 
plan  pai*  P  et  d.  Il  sera  alors  facile  de  déterminer  cette  tan- 
gente dans  les  deux  cas  indiqués,  dès  qu'on  connaît  Tordre 
de  S  et  la  nature  de  sa  section  avec  le  plan  «^  à  l'infini. 
Enfin  la  nature  particulière  de  la  surface  S  nous  suggérera 
une  troisième  solution,  la  plus  simple  de  toutes. 

2.  Ordre  de  la  surface  S.  —  Le  plan  horizontal  ne  contient 


:ro  />.-//.  se  HO  un-: 

(le   la  sui-race  S  que  le  cen^le  c  et  la  droile  d\  doiu-  S  est 
une  surface  cubique. 

Section  de  S  avec  a^.  —  La  surface  S  doit  ronlenir  le 
cercle  imaginaire  à  Tinfini  c^  commun  à  toutes  les  sphères, 
car  un  plan  quelconqu^î  «  par  a  contient  un  cercle  c^  et  donc 
les  deux  points  d'intersection  avec  c^.  Ainsi  la  section  cu- 
bique de  S  avec  «^  se  décompose  en  c^  et  une  droile  r/^, 
évidemment  la  droite  à  Tinfini  du  plan  de  front  par  A  com- 
plétant Taxe  a  du  faisceau  de  plans  «  à  un  cercle. 

3.  Première  solution,  —  La  section  cubique  de  S  avec  le 
plan  de  front  par  P  se  décompose  en  d^  et  une  conique. 
Comme  les  deux  plans  de  projection  sont  des  plans  de  symé- 
trie de  S,  cette  conique  a  pour  centre  et  pour  axes  les  traces 
du  plan  de  front  par  P  avec  LT  et  les  deux  [>lans  de  projec- 
tion. Cette  conique  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le 
troisième  plan  de  projection  que  nous  supposons  normal 
à  LT  en  A;  de  cette  projection  A  est  donc  le  centre,  tandis 
que  a  et  LT  en  forment  les  axes.  Nous  déterminons  les  lon- 
gueurs de  ces  axes.  Le  plan  vertical  contient  de  S  la  droile  a 
et  le  cercle  c';  le  point  d'intersection  D^  de  d  avec  le  plan 
de  front  par  P  détermine  Taxe  AD  sur  r/.  Les  points  d'inter- 
section du  plan  de  front  par  P  avec  le  <!ercle  c  dans  le  plan 
horizontal  étant  imaginaires,  la  conique  en  question  est  une 
hyperbole  dont  Taxe  imaginaire  est  égal  à  la  tangente  y^E^, 
à  c,  multipliée  par  \/ —  1  .  En  portant  sur  LT  de  part  et 
d'autre  de  A  les  segments  EA  =  AE' i=/;qEjj  et  en  construi- 
sant les  diagonales  y,  q'  des  rectangles  sur  AD,  AE  et  AD,  AE' 
on  obtient  les  asymptotes  de  l'hyperbole.  Le  segment  de  la 
tangente  à  l'hyperbole  mené  par  la  projection /;8  de  P  et  com- 
pris entre  ces  asymptotes  ayant  pz  pour  point  milieu,  on 
détermine  cette  tangente  de  la  mf\nière  suivante.  Menons 
par  pt  une  parallèle  à  q'  coupant  q  en  q^  et  prenons  sur  q 
9,F  =  Ays;  alors  /?,F  est  la  tangente  cherchée.  Les  points 
d'intersection  G  et  H  de  cette  tangente  avec  LT  et  a  font 
connaître  les  points  G'  et  H'  des  traces  horizontale  et  verti- 
cale de  TU.  A  Taide  du  point  d'intersection  I  de  /  avec  le 
plan  horizontal  on  trouve  donc  d'abord  la  trace  horizontale 
G'I  =  TrTTj  et  ensuite  la  trace  verticale  ttH' n=  tttt^  . 
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4.  Seconde  solution,  —  Le  plan  /5,  mené  par  P  et  la  droite  r/, 
coupe  S  en  une  cubique  se  décomposant  en  d  et  une  conique 
qui  doit  être  un  cercle,  parce  qu'elle  doit  contenir  les  deux 
points  d'intersection  de  /5  avec  c^ .  Ce  cercle  doit  admettre  KN 
comme  diamètre,  le  plan  vertical  étant  un  plan  de  symétrie 
de  S;  nous  l'avons  rabattu  comme  Cg  sur  le  plan  vertical 

avec  le  point  P  en  P'.  Le  plan  tt  est  donc  déterminé  par  la 
tangente  /  =  PI  en  P  à  c^  et  la  tangente  /'=  P'Q  en  P'  à  c^  . 

A  Taide  du  point  R  où  /'  rencontre  d  on  détermine  la  Irace 
horizontale  IR^zi^Tr^Tr;  alors  on  trouve  la  trace  verticale 
ttQ  =  TTTT,  à  l'aide  du  point  Q. 

5.  Remarques.  —  I.  La  seconde  solution  a  révélé  une  se- 
(ronde  génération  de  la  surface  S  semblable  à  la  première. 
Si  Ton  suppose  que  dans  le  plan  vertical  on  donne  le  cercle  c 
et  la  droite  a,  et  qu'en  chaque  plan  /3,  normal  au  plan  ver- 
tical passant  par  le  point  U  de  c'  situé  en  LT,  on  construit 
le  cercle  c^  dont  KN  est  un  diamètre,  on  retrouve  la  surface  S. 

II.  Dans  le  cas  représenté  par  la  figure  le  plan  de  front 
mené  par  P  coupe  c  en  des  points  imaginaires,  c!  en  des 
points  réels,  p^  étant  à  droite  du  point  V  commun  à  c  et  c  . 
Si  Pq  est  à  gauche  de  V,  les  axes  de  l'hyperbole  de  la  pre- 
mière solution  intervertissent  leurs  caractères  de  réalité 
Si  Pq  coïncide  avec  V,  l'hyperbole,  dans  le  plan  de  front, 
dégénère  en  ses  deux  asymptotes. 

III.  Il  est  évident  que  les  cercles  i\  dont  S  est  le  lieu, 
coupent  la  droite  a  aux  mêmes  deux  points  imaginaires.  Car 
on  a  AB.AC  =  AU.AV=  constante,  ce  qui  prouve  que 
tous  les  cercles  c^  passent  aux  points  de  a  situés  de  part  et 
d'autre  de  A  à  la  distance  égale  à  /\/Â0  .  AV,  où  i^=^-\/ — 1. 
D'ailleurs,  si  les  points  d'intersection  de  c^  avec  a  variaient 
avec  l'inclinaison  du  plan  a.  sur  le  plan  vertical,  la  surface  S 
devrait  contenir  a  pour  deux  raisons  différentes,  d'abord 
parce  que  a  fait  partie  de  c^  ,  si  l'on  suppose  que  le  plan  a 
par  a  est  normal  au  plan  vertical,  et  ensuite  parce  que  les 
cercles  c^  engendrent  cette  droite  par  leurs  couples  de  points 
d'intersection,  ce  qui  exigerait  que  l'ordre  du  lieu  S  surpasse 
trois,  contraire  à  ce  que  nous  avons  trouvé  au  début.  Sem- 
blablement  les  cercles  Cg  coupent  la  droite  d  aux  deux  mêmes 
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points  imaginaires,  situés  de  part  et  crautre  du  point  IJ  à  la 
distancée  tV^UV.  DA  .  Donc  S  a  quatre  points  doubles  imagi- 
naires, ce  qui  nous  permet  de  rendre  compte  de  la  position 
des  vingt-sept  droites  de  S.  Parmi  ces  vingt-sept  droites, 
les  six  arêtes  du  tétraèdre,  dont  les  quatre  points  doubles 
sont  les  sommets,  comptent  quaire  fois,  et  les  trois  droites 
restantes  sont  coplanaires.  Ces  trois  droites  sont  d^  et  les 
deux  droites  situées  dans  le  plan  de  front  passant  par  V. 

IV.  Si  tous  les  cercles  c^  coupent  a  aux  mêmes  points, 
deux  de  ces  cercles  se  trouvent  sur  une  même  sphère.  En 
appliquant  cette  remarque  aux  couples  de  cercles  c^  infini- 
ment voisins,  on  trouve  que  la  surface  S  est  touchée  dans 
tous  les  points  d'un  môme  cercle  c„  par  une  même  sphère, 
ce  qui  explique  que  ces  cercles  c^  sont  des  lignes  de  cour- 
bure. De  la  même  manière  on  démontre  que  les  cercles  c^ 

forment  la  seconde  série  des  liornes  de  courbure.  Donc  les 
droites  /  et  /'  doivent  être  normales  Tune  à  Tautre;  nous  en 
omettons  la  vérification. 

V.  Si  la  surface  S  est  touchée  suivant  le  cercle  c^  par  une 
sphère,  les  plans  tangents  de  S  aux  points  P  de  c^^  enve- 
loppent un  cône  de  révolution  et  passent  donc  par  le  som- 
met de  ce  cône.  Cette  remarque  mène  à  la  solution  la  plus 
simple  du  problème  qui  nous  occupe. 

6.  Troisième  solution,  —  Les  plans  tangents  à  S  aux  points 
B  et  C  du  plan  horizontal  sont  perpendiculaires  à  ce  plan 
suivant  la  tangente  en  B  à  c^  et  suivant  d\  le  point  commun 
à  ces  deux  droites  est  le  sommet  du  cône  enveloppé  par  les 
plans  tangents  de  S  aux  points  de  c„  .  Comme  ce  sommet  se 
trouve  dans  le  plan  tangent  tt,  il  doit  coïncider  avec  le  point 
Rs  trouvé  dans  la  seconde  solution.  En  remplaçant  les  cercles 
c^  par  les  cercles  c^ ,  on  trouve  de  la  même  manière  que  le 

point  d'intersection  Wi  de  a  avec  la  tangente  en  N  h  c,  coïn- 
cidant avec  le  point  J  commun  à  /  et  r/,  est  un  point  de  la 
trace  verticale  de  ::.  Donc  t.  est  le  plan  WiPRs  et  les  traces  se 
retrouvent  en  menant  par  P  une  droite  parallèle  à  WiR? ,  etc. 

7.  Conclusion.  —  Inutile  d'ajouter  que  cette  petite  élude 
ne  poursuit  qu'un  but  pédagogique.  En  effet,  la  surface  S 
est  la  cyclide  cubique  de  Dupin  qu'on  obtient  en  Iransfor- 
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innnt  le  tore  à  points  douilles  imaginaires  par  l'inversion,  le 
centre  d'inversion  étant  un  point  de  la  surface  du  tore.  Ainsi 
les  deux  groupes  de  cercles  du  lore  situés  dans  les  plans 
par  l'axe  et  dans  les  plans  perpendiculaires  à  Taxe  se  trans- 
forment dans  les  deux  groupes  des  cercles  c„  et  c^. 

Pour  plus  de  développements  concernant  les  cyclides,  nous 
renvoyons  aux  livres  magistraux  de  MM.  Dxkboux  et  Reye. 

P. -H.  ScHouTE  (Groningue). 


SUR  UNE 
INTRODUCTION  PREMIÈRE  DES  LOGARITHMES 


l.  —  Dans  un  ouvrage  récent,  M.  Klein'  suggère  une 
première  introduction  des  Logarithmes  qui  se  rappro<die  du 
procédé  ein|)loyé  depuis  longtemps  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions. Celte  idée,  déjà  signalée  d'ailleurs  par  M.  J.  Tannery-, 
me  semble  avoir  un  intérêt  tout  particulier,  car  elle  permet 
d'éviter  les  nombreuses  inexactitudes  qui  se  trouvent  dans 
l'exposition  dite  élémentaire  de  la  théorie  des  logarithmes. 

En  outre,  il  sera  souvent  nécessaire  d'introduire  les  loga- 
rithmes bien  avant  de  donner  quelques  notions  des  inté- 
grales définies,  sans  avoir  toujours  recours  au  théorème  du 
changement  des  variables  dans  toute  sa  généralité  et  plus 
particulièrement  du  théorème  que  voici  : 


/»•«  fix  f'-^'^i  f^-r 

t'i  X  ,^r  X 


Je  veux  donc  indiquer  ici  une  marche  que  Ton  peut  suivre 
dans  cette  partie  de  renseignement. 

2.  —   Considérons   l'hyperbole  K  (fig.  1)    dont  réquation 

.rv  :=  1    , 


>  Eleinentarmatheniatik  vont  hôhcren  Standpunkte  atts.  I.  Cours  niilographiv;  Ixiipzig,  190H. 
'  yotinns  de  mathcinatiqnes.  Paris,  1903, 
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et  le  point  A  des  (coordonnées  1,1.  Menons  rordoimée  BB' 
du  point   B,  soit  ()B'  =  .r.  Prenons     y 
ensuite  les  points  G,  d^abscisse  c,  et 
D  lels  (|ue 


r  i\/ 


CD 


OC' 
ÔÂ' 


A'B 


/!■*/ 


(1) 


I -ui 


Nous  allons  démontrer  que  l'aire     ^ 
comprise  entre  les  ordonnées  de  A 

et  B  est  égale  à  Taire  comprise  entre  les  ordonnées  de  C 
et  D. 

Subdivisons  chacun  des  intervalles  AB  et  CD  en  p  inler- 
valles  égaux.  Il  est  clair  que  les  intervalles  de  CD  seront 
plus  grands  que  les  intervalles  de  AB.  Désignons  par  h  Tin- 
tervalle  de  AB.  Les  intervalles  de  CD  ont  alors  les  lon- 
gueurs Aj  : 

hi  =:  ch    . 

Aux  intervalles  h  et  //,  correspondent  les  rectangles  qui 
donnent  par  des  valeurs  approchées  par  excès  et  par  délaul 
les  aires  considérées  plus  haut;  la  subdivision  est  d'ailleurs 
quelconque. 

A  chaque  reclangle  de  la  première  aire  (!)  correspond  un 
rectangle  de  la  seconde  (il)  qui  lui  esl  égal. 

Considérons  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  les  /;'"**  rec- 
tangles de  I  qui  sont  : 


«      1  4.  (^  _  1,/, 


.  h  , 


1 


J!:       1  +  nh 


,  h  . 


Les  rectangles  correspondants  de  II  sont  alors  : 

1  ...  1 


*^/|  —  c|l  -f  [n  —  \)h\  '  ""^   ' 


H..  = 


^        c{\  -f-  nh 


— .-   .  ch 


On  a  donc  : 


'•«  =  H«  . 


'•«  =  R. 


E\  en  |)rennnt  la  limite  de  leur  somme  : 


I  m  II  . 
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On  peut  supposer  quon  a  fait  glisser  Voire  l  en  la  défor- 
mant^ sous  l'hyperbole,  vers  11. 

Désignons  mainlenant  les  abscisses  des  points  B,  C,  D,  res- 
pectivement par  .r ,  x^s  .r, .  L'é(|uation  (l)  donne  alors  : 

(.r^  —  j-j'  =  x^Lr  —  1) 

OU  : 

■^« 

.r  =  -   . 

Nous  avons  donc  le  Théohème  :  L'aire  de  l'hyperbole  com- 
prise entre  deux  ordonnées  quelconques  aux  abscisses  Xj  et  x, 
(Xj  >  Xi  >  1)  est  égale  à  Vaire  comprise  entre  les  ordonnées 

des  points  A  et  B  aux  abscisses  1  et  -  respectivement. 

On  démonlre  facilement  le  même  théorème  pour  :  0  <  xt 
<  .r,  <  1 . 

3.  —  Nous  désignons  l'aire  I  par  Sx  et  Taire  II  par  Sj-  ..r  : 
il  est  alors  : 

S..   .  =.  s,. 


.r 
1 


Considérons  maintenant,  en  partant  du  point  A,  deux  aires 
Sy  et  Sy» .  Pour  trouver  leur  somme  faisons  glisser  la  se- 
conde jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  adjacente  à  ?)y  . 

Elle  est  alors  égale  à  Taire  Sx'.x' .x"  et  nous  avons  : 

Nous  appelons  Taire  S.r  qui  correspond  à  Tabscisse  x  le 
logarithme  de.r;  soit 

Nous  avons  alors  : 

Ou  montre  ici  Tavanlage  qu'il  y  a  à  employer  une  table  de 
logarithmes  en  se  servant  aussi  des  formules  correspondant 
à  3)  pour  les  quotients  et  les  puissances. 


DES    LOGARirnMKS 


.»/  / 


En  considérant  la  somme  des  surfaces  adjacentes  rmie  à 
l'antre  : 


•\r   +^ 


X  .JC 


»  +  V.jS 


-h   .   .   +  A'j."-»..r"  —  V' 


n  .  A". 


on  prouve  que   le   logarithme  d'un  nombre  x  dépasse  loul 
nombre  assignable  lorsque  x  croît  indéfiniment. 

On  peut  déjà  dessiner  provisoirement  la  courbe  (|ui  repré- 
sente la  fonction  :  s  -=  log  x. 

4.  —  Considérons  deux  valeurs  S 
(fig.  2]  correspondant   aux   abscisses, 
X  et  .ri  ;  soient 

Calculons  la  dirterence  : 


.s 


i^  —  .V  —  log  x^  —  loK 


X     . 


L'aire  entre  x^  et  x  est  exprimée  par  des  valeurs  appro 
chées,  par  défaut  ou  par  excès,  au  moyen  des  rectangles 


On  a  donc  : 


et 


(.r,  --.r).- 


,*■ 


ou 


[X,    -     X) 


X 


X    --  .r                           .t\  —  X 
-       -      -    <  .s-       -   s  < 


i 


_  ^  __  <;  „ 

•*\        .r.  ~  X        X 


\'^) 


Si  nous  i'aisons  rapprocher  .i\  de  x^  nous  obtenons  finale- 
ment la  dérivée  : 


dx 


I 

X 


ou 


f/  log  X  I 


^.r 


01 


.r 


Il  esl  à  peine  nécessaire  de  remarcpier  (|ue  Taire  coniprise 

entre  x  et./'i  est  égale  à  l'aire  enlre  A  el  —  .  On  [)eut  aussi  en 

déduire  l'équation  (5). 

Il  est  aisé  de  montrer  ici  le  dévelop[)emenl  des  logarithmes 


I/Enscigrn'm«'nt  nialhfin.,  U»  aunre;  I9n«). 


rt 
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en  série,  en  supposant  toutefois  que  Ton  a  déjà  donné  aupa- 
ravant quelques  notions  sur  les  séries  convergentes. 

5.  —  Nous  avons  considéré  s  comme  fonction  de  x  appe- 
lée log  .r.  Nous  pouvons  aussi  considérer  .r  comme  une  fonc- 
tion de  s  c|ue  nous  désignerons  par  E(^).  On  le  voit  plus 
clairement  encore  en  dessinant  la  courbe  \og  x  mentionnée 
plus  haut. 

Nous  obtenons  la  dérivée  E'uç)  -^^  E(,ç)  en  écrivant  l'équa- 
tion (4)  [en  supposant  toujours  x  >  1]  : 

•     E  f.v  )  —  E  («) 
K  {s,)  >  —- >  E  (s) 

*  .V     A" 

.    1 

et  finalement  on  en  conclut  le  développement  de  Eis  : 

E(5)rr:1   -f    ~    +  |^j   +   •- 

en  particulier 

On  appelle  par  définition  E{s)  la  ^""'  puissance  de  e 

li:  {s)  —  e' 

et  on  doit  encore 'montrer  que  le  mot  puissance,  pour  les 
exposants  réels,  a  la  même  signification  que  la  puissance 
élémentaire. 

Je  me  permets  de  rappeler  ici  le  procédé  bien  connu  de 
celte  démonstration. 

On  a  : 


Donc  : 
et 


finalement  : 


1  s  lojr  X 

lojç  e   =  S  .         Éf    *     zn  X 


e't  .  e't  =  e*i  +  *.  . 


R.  SuppANTSCifiTSOH  (Viennci, 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


A  propos  d'un  article  de  H.  Bioche  sur  un  cas  de  discontinuité. 

Dans  Y  Enseignement  mathématique  du  15  mai  (p.  184-180),  M. 
Bioche  a  présenté  quelques  remarques  au  sujet  desquelles  un 
jrrand  nombre  de  lecteurs  ont  dû  faire  les  réflexions  que  je  m'ex- 
cuse d'apporter  ici. 

Il  donne  des  exemples  «  de  fonctions  discontinues  ayant  une 
dérivée  continue  »,  de  «  fonctions  ayant  une  dérivée  continue  et 
s'annulant  pour  x  -.—  a^  x  -=2  b^  sans  que  la  dérivée  s'annule  entre 
a  et  b  »,  et  il  en  déduit  qUe  dans  l'énoncé  du  théorème  de  Rolle, 
il  faut  faire  expressément  l'hypothèse  que  la  fonction  est  conti- 
nue, l'existence  de  la  dérivée  étant  insuffisante. 

D'abord,  au  sujet  des  exemples  donnés,  on  peut  remarquer 
qu'ils  sont  inutilement  compliqués  :  Prenons  une  droite  z'z  <ians 
le  plan  xOy  ;  faisons  sur  la  portion  A^  une  translation  parallèle  à 
{)y  ([ui  l'amène  en  B^:  la  courbe  composée  des  deux  demi-droites 
s'A  et  B^  est  représentée  par  une  fonction  y  [x]  discontinue  en 
A,  B  et  qui  d'après  M.  Bioche  possède  une  dérivée  continue 
constante),  f.es  exemples  de  M.  Bioche  sont  tous  de  ce  genre-là. 

Four  lui,  la  dérivée  paraît  définie  ainsi  :  on  constate  qu'une 
expression  algébrique  coïncide  en  général  avec  la  dérivée  d'une 
fonction  donnée,  nous  dirons  qu'elle  est  la  dérivée  de  cette  fonc- 
tion toutes  les  fois  qu'elle  a  un  sens:  c'est  ainsi  que  dans  l'exem- 
ple précédent  la  constante  (coefficient  angulaire  de  la  droite)  a  été 
appelée  la  dérivée  de  la  fonction  pour  la  valeur  de  x  qui  corres- 
pond au  point  A. 

Il  est  évident  qu'en  adoptant  cette  définition,  on  ne  peut  pas 
dire  que  les  exemples  de  M.  Bioche  et  ses  conclusions  soient  à 
leprendre.  On  peut  simplement  observer  qu'il  est  loin  d'être 
d'accord  avec  la  définition  adoptée  en  général  pour  la  dérivée. 

On  dit  qu'une  fonction  f  [x)  a  une  dérivée  pour  x  =  a,  si,  1"  la 
fonction  est  définie  pour  x  =  a  et  dans  son  voisinage...  ;  et  par 
définie  on  entend  «  n'a  cju'une  valeur  pour  x  =  a  »,  sinon  que  peut 
bien  représenter  le  symbole  fia]  qu'on  met  dans  le  numérateur  de 

l'expression 

f(a  4-  /i)  -  fia]  ., 

h 
Avec  celte  définition,  les  objections  de  M.  Bioche  aux  énoncés 
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habituels,    notamment  du   théorème   de  Rolle,   tombent  d'elles- 
mêmes. 

Qu'on  me  permette  <i'en  tirer  cette  conséquence  que,  mênif 
dans  l'enseignement  (sauf,  évidemment,  en  élémentaires  où  il  n'y 
a  pas  question  de  transcendantes),  il  n'est  guère  possible  d'éluder 
la  distinction  entre  les  mots  de  «fonction»  et  d'«  expression  alif«'»- 
bri([ue  »  ;  et  que,  s'occuper  exclusivement  des  fonctions  qui  sont 
représentées  par  des  combinaisons  de  symboles  de  l'algèbre, 
n'apporte  pas  toujours  une  simplification. 

\j.  ZoRETTi  (Grenoble  . 

A  propos  d'une  lettre  de  H.  Hartinetti  sur  le  caractère 
d'orthogonalité  et  de  parallélisme  de  lignes  droites  et  de  plans. 

U  Enaei finement  mathè  ma  tique  du    15   novembre   1908  contient 
l'extrait  d'une  lettre  du  professeur  Y.  Martinetti  au  professeur  Cî. 
Loria,  sur  la  condition   d'orthogonalité   de  deux  droites  dans  le 
système  de  Monge.  Il  en  est  même  fait  mention  dans  une   note 
que  l'on  trouve  dans  les  très  récentes   «    Méthodes  de  Géométrie 
descriptive  »,    de    M.    Loria  [collection  liœpli.    Milan).    Je    crois 
devoir  y  revenir,  non  pas  pour  une  question  de  priorité,  qui  du 
reste  n'en  vaut  la  peine,  d'autant   plus  qu'aucun  des  auteurs  sus- 
mentionnés n'avait  des  raisons  d'être  au  courant  de  mes  travaux, 
mais  plutôt  pour  faire  connaître //«e  obser\>ation  analogue  relative 
au:v plans.  Je  désire  rappeler  ici  —  et  mes  nombreux  élèves  ainsi 
que  les  livraisons  lithographiées  de  mes  cours  en  font  foi  —  que, 
depuis  plus  de  <lix  ans,  j'indique  dans  mes  leçons,  à  l'Université 
de  l^alerme,  cette  vérification   facile  de  l'orthogonalité  de  deux 
droites    qui    se    fon<lc  sur  la  possibilité  de   mener  par  chacune 
d'elles  le  plan  perpendiculaire  à  l'autre,  en  ajoutant  toutefois  que 
«  si  deux  plans  sont  orthogonaux,  il  est  alors  seulement  possible 
de  considérer  dans  l'un  d'eux,  n'importe  lequel,  des  lignes  droi- 
tes qui  soient  perpendiculaires  à  l'autre  plan  ».  Par  consé(juent 
si  la  projection  horizontale  ou   verticale  d'une  de  ces  droites  est 
normale  à  la  trace  de  même  nom  du  second  plan,  cette  projection 
verticale  ou  horizontale  sera  pareillement   perpendiculaire  à  l'au- 
tre trace. 

Il  y  a  donc  là  une  vérification  de  l'ortiiogonalité  de  deux  plans, 
indépendante  de  la  section  droite  de  leur  angle  dièdre. 

Pour  ce  qui  est  du  parallélisme  entre  droites  et  plans,  je  fais 
observer  que  lorsque  une  droite  et  un  plan  sont  parallèles,  et 
dans  ce  cas  seulement,  on  peut  conduire  par  la  droite  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  donné;  d'où  il  résulte,  comme  vérification,  que 
les  droites  parallèles  (jue  l'on  mène  par  les  traces  d'une  droite  à 
celle  d'un  plan  qui  lui  est  parallèle,  doivent  se  rencontrer  en  un 
même  point  de  la  ligne  de  terre.  P. -P.  Paterxo  (Palerme  . 
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Notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel. 

A  propos  du  système  proposé*  par  MM.  l3r»AM-Foini 

et  MAiicoL()Nr;o. 


6.  —  Opinion  lie^l.  Cauvallo  (Paris). 

Mon  cher  Monsieur  Fehr, 

Je  me  suis  beaucoup  servi  du  calcul  vectoriel  et  je  m'en  sers 
toujours.  Pourtant  je  n'ai  pas  d'opinion  dans  la  question  que  vous 
me  posez  et  ma  notation  n'est  même  pas  constante.  Je  change 
suivant  la  nature  de  mon  sujet.  J'estime  l'effort  des  auteurs  ita- 
liens, mais  il  me  serait  impossible  de  me  plier  à  leurs  exijrences 
et  j'approuve  beaucoup  les  observations  de  M.  AVilson.  Si  une  loi 
inéluctable  m'imposait  une  notation,  j'adopterais  celle  de  Grass- 
mann,  parce  que  cet  auteur  me  paraît  avoir  compris  le  premier 
toute  l'étendue  du  domaine  de  son  calcul.  Je  ne  suis  donc  pas 
[)artisan  d'un  système  minimum  qu'il  faut  abandonner  quand  on 

s'élève  dans  la  généralité. 

K.  Cahvallo  (Paris). 


H 


7.  —  Opinion  de  M.  E.  Jahnke   Berlin). 

M.  K.  Jahnke  a  exprimé  son  avis  à  l'occasion  d'une  conférence 
<|u'il  a  consacrée  à  V Ansdehniingalehre  de  (rrassniann  et  que  nous 
reproduirons  dans  un  prochain  numéro.  Il  estime  que  la  lenteur 
avec  laquelle  l'analyse  vectorielle  s'est  répandue  dans  le  monde 
mathématique  doit  être  attribuée  aux  «  notations  vectorielles  qui 
changent  d'auteur  à  auteur,  de  sorte  que  Ton  peut,  à  juste  raison, 
parler  d'anarchie  à  cet  égard.  Sans  doute  V Encyclopâdie  der  ma- 
theniatischen  Wisseiiachaften" ^  justement  proposé  des  notations 
que  les  physiciens  et  les  techniciens  ont  adoptées.  Je  considère 
cela  comme  exclusif  et  je  pense  qu'il  serait  nécessaire  que  les  ma- 
tliématiciens  se  missent  d'accord  sur  ce  point.  Il  me  semble  pos- 
sible et  désirable  avec  MM.  Burali-Fohti  et  Marcoloxgo  que, 
sans  avoir  égard  aux  applications  de  la  physique  et  de  la  tech- 
nique, les  mathématiciens  se  mettent  d'accord  sur  la  notation,  en 
vue  seulement  des  applications  de  la  géométrie  et  de  la  méca- 
nique. » 


*  Voir  \F.r,$.   Math.,  XI»  annoe,  n»  du  15  janvier  1909,  p.  M-ih:  n»  du  15  mars,  p.  V2\-\3\ 
n"  du  15  mai,  p.  211-217. 
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Commission  internationale  de  renseignement  mathématique. 

Alleiuag^iie*  —  M.  l"".  Pietzker  s'étant  retiré,  pour  raison 
<rà^e,  de  la  présidence  de  TAssoeiation  pour  rAvaneenient  d<» 
renseignement  des  sciences  mathématiques  et  naturelles  (Veri*in 
zur  Fôrderung  des  matheni,  n.  nalnnv,  Unterrichts)^  le  nouveau 
président,  M.  le  prof.  Th/ER,  Directeur  de  l'Kcole  réale  supérieure 
de  Holstentore,  Hambourg,  le  remplace,  en  cette  qualité,  dans  la 
sous-(]om mission  allemande. 

Nous  pouvons  ajouter  que  la  rédaction  des  rapports  prépara- 
toires est  très  avancée  ;  plusieurs  rapports  sont  près  d*étre  ter- 
minés. 

France.  —  M.  P.  Ai»pell,  membre  de  l'Institut  doyen  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  a  été  désigné  comme  président 
d'honneur  de  la  sous-Commission  française.  Ses  nombreuses  oc- 
cupations ne  lui  ont  pas  permis  d'accepter  l'invitation  du  Comité 
central  de  faire  partie  de  la  délégation,  mais  il  a  bien  voulu  pro- 
mettre son  appui  à  la  sous-Commission  dont  voici  la  composi- 
tion actuelle  : 

M.  P.  Appell,  président  d*honnenr  ;  MM.  les  délégués  A.  do 
Saint-Geumain,  président  ;  C.  Boublet,  vice-président  et  trésorier  ; 
M.  C.-A.  Laisaxt,  secrétaire  ;  ^\.  Ch.  Bioche  prend  les  fonctions 
de  secrétaire-adjoint  ;  M"*"  Amieux;  M.  Désiré  André;  M'"*  Baideif; 
MM.  Bertier  ;  Bli'tel  ;  Bohel  ;  Carvallo  ;  Goirsat  ;  Kœnigs  ; 
Marotie;  Th.  Roisseat  ;  J.  Tannery  ;  Vessiot  ;  Vogt  ;  H.  Vri- 
BERT  ;  M.  Weill. 

Des  sous-(]ommissions  spéciales  ont  été  constituées  en  vue 
d'élaborer  une  série  de  rapports  préparatoires. 

Italie*  —  Sur  le  préavis  de  la  Société  italienne  de  mathéma- 
liques  Mathesis,  le  Comité  central  a  désigné  comme  délégué  ita- 
lien, en  remplacement  de  M.  G.  Vailati,  décédé,  M.  G.  Scorza, 
professeur  à  Tlnstitut  technique  de  Palerme. 

La  sons-Commission  italienne  a  été  composée  comme  suit  : 

MM.  les  délégués  (^astelnuovo  (Rome),  Knriques  (Bologne), 
ScoRZA  (Palerme'  ; 

MM.  d'OviDio  (Turin),  Pincherle  (Bologne),  Severi  iPadoue-. 
SoMiGLixA  Turin  ,  Veronesë  iPadouei,  en  qualité  de  représen- 
tants de  l'enseignement  supérieur; 


-'     -      '  —     -   —  -  -      - —      —  ■-  ^ 
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MM.  CoxTi  (Kcole  normale,  Home),  Fazzahi  il^ycce  de  Païenne, 
I.AZZERI  (Académie  navale  de  Livourne),  Scahpis  (Lycée  de  Bo- 
logne), en  qualité  de  représentants  de  renseignement  moyen. 


Publication  des  œuvres  d'Euler. 

La  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles  vient  de  prendre 
une  importante  décision,  qui  sera  bien  accueillie  dans  le  monde 
mathématique.  Dans  sa  92'"''  réunion  annuelle,  tenue  à  Lausanne, 
du  5-8  septembre  1909,  elle  a  décidé  d'entreprendre  la  publication 
des  anivres  de  Léonard  Kuler.  Ce  vote  lui  fait  grand  honneur. 

On  sait  que,  dans  sa  «lernière  session,  à  (ilaris,  la  Société  helvé- 
tique s'est  déclarée  disposée  à  donner  son  appui  à  la  publication 
des  œuvres  dT^uler,  à  la  condition  que  cette  entreprise  soit  dû- 
ment soutenue  par  les  autorités  et  par  les  institutions  scienti- 
fiques de  la  Suisse  et  de  l'étranger  et  que  Ton  puisse  y  intéresser 
un  nombre  sutlisant  de  collaborateurs  scientifiques  pour  assurer 
Texécution  de  ce  travail  considérable.  Une  commission  spéciale 
et  le  Comité  central  furent  chargés  des  travaux  préliminaires,  à 
la  conclusion  desquels  la  Société  se  réservait  de  prendre  une  solu- 
tion définitive. 

Grâce  à  l'activité  extraordinaire  déployée  par  M.  lU  dio,  prési- 
dent de  la  Commission,  les  travaux  préparatoires  ont  donné  des 
résultats  satisfaisants.  Les  souscriptions  au  Fonds  Kuler  et  aux 
œuvres  complètes  sont  en  bonne  voie^  Déjà  au  mois  de  janvier  1909 
TAcadémie  des  Sciences  <le  l^aris  a  souscrit  à  40  exemplaires  des 
œuvres;  cet  exemple  a  été  bient(M  suivi  par  l'Académie  des 
Sciences  de  S'-Pétersbourg,  qui,  en  outre,  a  versé  5000  fr.  au 
Konds  Kuler,  puis  par  l'Académie  des  Sciences  <le  Berlin.  .Vu  com- 
mencement de  septembre  le  nombre  des  exemplaires  souscrits 
était  de  275. 

Devant  ces  précieuses  preuves  de  l'intérêt  que  prennent  les  dif- 
férentes nations  à  la  publication  des  ceuvres  d'un  savant  né  il  y  a 
plus  de  deux  siècles,  la  Société  helvétique  a  estimé  que  le  mo- 
ment était  venu  de  prendre  une  décision  définitive,  et,  dans  sa 
séance  générale  du  fi  septembre,  après  discussion,  elle  a  adopté, 
à  l'unanimité,  les  résolutions  qui  lui  étaient  proposées  par  le  (Co- 
mité central  : 

l"  La  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  décide  de  publier  les 
(euvres  complètes  de   F^éonard   Euler  dans  la  langue  originale.   Elle  prend 


*  Rappelons  que  les  souscriptions  sont  reçues  auprès  de  M.  le  Prof.  F.  Buoio,  Dolder- 
Htriifts,  111,  Zurich.  —  Pour  le»  souscripteurs  aux  œuvres  complètes,  le  prix  du  volumo  est 
d'environ  25  fr.  On  ne  saurait  nsst'z  encourager  les  soriêtés  savantes,  universités  et  écoles 
supérieures,  bibliothèques,  etc.,  à  souscrire  sans  retard. 


liH'î  cil  no  NIQUE 

cetle  r(''solulioii  avec  la  conviction  qu'elle  rend  nu  service  à  la  science.  Elle 
présente  ses  1res  sincères  remerciements  à  tous  ceux  qui,  en  Snisse  ou  à 
l'étranger,  oui  contribué  au  progrès  de  cette  œuvre,  à  la  Commission  des 
œuvres  d'iùiler  et  tout  particulièrement  à  son  président.  M.  Ferdinand  Rudio. 
pour  le  grand  dévouement  dont  il  a  fait  preuve. 

2'»  La  Société  nomme  une  commission,  dite  Commission  d'Euler^  qu'eih» 
charge  de  la  publication  des  œuvres  de  Léonard  Euler.  Celte  commission 
est  composée  de  MM.  les  prof.  Rudio,  Zurich;  H.  Amstein,  Lausanne: 
Ch.  Cailler,  Genève;  R.  Fueïer,  Bàle  ;  R.  Gautikr,  Genève;  J.-H.  Graf, 
Berne;  Chr.  Moskr,  Berne;  K.  Von  der  Muhll,  Bàle.  —  La  (Commission 
d  Kuler  constitue  elle-même  son  bureau. 

3°  La  Société  charge  la  Commission  d'Euler  de  constituer,  avec  l'aide  du 
Comité  central,  uu  Comité  de  rédaction  et  une  Commission  des  finances 
du  Fonds  Euler.  La  Commission  d'Euler  élaborera,  de  concert  avec  le  Co- 
mité central,  un  règlement  destiné  à  fixer  les  limites  de  la  compétence  de  la 
Commission  d'Euler  et  du  Comité  de  rédaction,  et  établira  des  règles  pour 
la  gestion  du  Fonds  Euler. 

Pour  ce  qui  est  de  la  publication  même  des  œuvres,  la  Commis- 
sion estime,  dans  son  rapport  préparatoire,  qu'il  y  a  lieu  de  grou- 
per les  mémoires  par  ordre  de  matières  et  de  les  publier  dans  la 
langue  originale.  Cirace  au  travail  exécuté  par  M.  le  prof.  St.f.cki-:i. 
(Carlsruhe),  on  possède  maintenant  une  table  détaillée  des  43  vo- 
lume in-4"  que  comprendront  les  œuvres  complètes  d'Huler.  Les 
annotations  seront  réduites  au  minimum. 

La  publication  des  dillérents  volumes  sera  confiée  à  diirérenls 
savants  ;  une  vingtaine  de  mathématiciens  se  sont  déjfi  déclarés 
disposés  à  entreprendre  la  direction  d'un  volume  ou  d'une  sérii» 
de  volumes.  Un  comité  de  rédaction  composé  de  3  membres  an 
plus  sera  chargé  de  diriger  la  publication. 

IL   F  EH  H. 


Les  travaux  de  la  Section 
de  Mathématiques  et  d'Astronomie  de  rAssociation  Française 

pour  r  Avancement  des  Sciences  ^ 

Congrès  de  Lille,  2-7  août  1909'. 

1.  —  Le  CoRirres.  —  Conférence  de  M.  H.  Poincaué. 

Le  Congrès  de  l'Association  française»  pour  l'avancement  des 
Sciences,  tenu  à  Lille  du  2  au  7  aoiit,  a  été  particulièrement  bril- 
lant. 11  était  présidé  par  AL  le  Professeur  Landovzy,  doyen  de  la 
Paculté  de  médecine  de  Paris. 


^  Nous  devons  CCS  notes  à  Tohligeanco  de  MM.  ('.iiai'klon.  A.  Gkkaruim  et  E.  Hkkichari», 
Nous  tenons  à  leur  expriincr  ici  nos  vifs  remerciements.  I.a  Rédaction . 
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La  (j ronde  médaille  d*or  de  V Associa tinn,  qui  a  été  créée  en  1908 
sur  la  proposition  de  M.  P.  Appkli..  président,  a  été  décernée  cette 
année  k  M.  Henri  Poincaré,  membre  de  l'Académie  des  Sciences 
et  de  l'Académie  française. 

M.  PoiNCAiiK  a  fait  une  belle  conférence,  le  mardi  3  août,  sur  la 
Mécanique  notn'elle ;  en  voici  quelques  passaj^es  : 

«  Si  quelque  partie  de  la  scieuce  paraissail  solidement  établie,  c'étail  eer- 
taiiiement  la  mécanique  iiewtonienue  ;  on  s'appuyait  sur  elle  avec  confiance 
et  il  ne  semblait  pas  qu'elle  pût  jamais  être  ébranlée.  Mais  les  théories 
scientifiques  sont  comme  les  empires,  et  si  Bossnct  étail  ici,  il  trouverait 
sans  doute  des  accents  éloquents  pour  en  dénoncer  la  frajçililé.  Toujours 
est-il  que  la  Mécanique  newlonienne  commence  à  rencontrer  des  sceptiques, 
et  qu'on  nous  annonce  déjà  <|ue  son  temps  est  fini.  Je  voudrais  vous  faire 
connaître  quelles  sont  les  raisons  de  ces  hérétiques  et  il  faut  avouer  qut* 
quelques-unes  d'entre  elles  ne  sont  pas  sans  valeur;  et  je  voudrais  surtout 
vous  expliquer  en  quoi  consiste  la  mécanique  nouvelle  qu'on  se  propose  de 
mettre  à  la  place  de  1  ancienne. 

«  ï.e  principe  fondamental  de  la  dynamique  de  Newton,  c'était  celui  qui 
nous  enseigne  que  les  effets  d'une  force  sur  un  corps  mobile  sont  indépen- 
dants de  la  vitesse  antérieurement  acquise  par  ce  mobile.  Un  corps  pai't  du 
repos,  une  force  agit  sur  lui  pendant  une  seconde,  et  elle  lui  communique 
une  vitesse  s*;  si  on  fait  agir  la  même  force  pendant  une  deuxième  seconde, 
elle  communiquera  au  corps  un  nouvel  accroissement  de  vitesse  égal  au 
premier,  c'est-à-dire  à  v  et  la  vitesse  deviendra  2v  ;  si  elle  agit  encore  pen- 
dant une  troisième  seconde,  la  vitesse  deviendra  3v,  et  ainsi  de  suite.  De 
sorte  qu'en  continuant  l'action  de  cette  même  force  pendant  des  temps  suffi- 
samment longs,  on  pourra  obtenir  des  vitesses  aussi  grandes  que  1  on 
voudi'a. 

«  Kh  bien,  c'est  précisément  ce  principe  qui  est  révoqué  en  doule.  On  dit 
maintenant  que  si  la  force  agit  pendant  une  deuxième  seconde,  son  effet  sera 
moindre  que  celui  qu  elle  a  produit  [)endant  la  première;  cjn'il  sera  moindre 
encore  pendant  la  troisième  seconde,  et  eu  général  qu'il  sera  d'autant  plus 
petit  x|ue  la  vitesse  déjà  ac(juise  par  le  corps  sera  plus  grande.  Et  comme 
ces  accroissements  successifs  de  la  vitesse  sont  de  plus  en  plus  petits, 
comme  la  vitesse  augmente  de  plus  en  plus  lentement,  il  y  aura  une  limite 
qu  elle  ne  pourra  jamais  dépasser,  quelque  longtemps  que  l'on  prolonge 
I  action  de  la  force  accélératrice  et  cette  limite,  c  est  la  vitesse  de  la  lumière. 
Ij'inertie  de  la  matière  parait  ainsi  d  autant  plus  grande  que  cette  matière 
est  animée  d'un  mouvement  plus  rapide;  en  d'autres  termes,  la  niasse  d'un 
corps  matériel  n'est  pas  constante,  elle  augmente  avec  la  vitesse  de  ce  corps. 

«  Et  ce  n'est  pas  tout  ;  une  force  peut  agir  dans  le  sens  de  la  vitesse  du 
mobile,  ou  perpendiculairement  à  cette  vitesse;  dans  le  premier  cas,  elle 
tend  à  accélérer  le  mouvement,  ou  au  contraire  à  le  ralentir  si  elle  est  de 
sens  contraire  à  ce  mouvement  ;  mais  la  trajectoire  reste  rectiligne  ;  dans  le 
second  cas,  elle  tend  à  dévier  le  mobile  de  son  chemin  et  par  conséquent  à 
courber  sa  trajectoire.  D'après  l'ancienne  mécanique,  l'accélération  produite 
par  une  même  force  sur  un  même  corps  serait  la  même  dans  les  deux  cas- 
Cela  ne  serait  plus  vrai,  d'après  les  idées  nouvelles  qu'on  cherche  à  faire 
prévaloir,  l'n  corps  mobile,  par  suite  de  son   inertie,  opposerait  une  résis- 
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lancp  soil  à  la  cause  qui  leud  à  accélérer  son  mouvement,  soit  à  c^'lle  qui 
tend  à  en  cFianger  la  diceelîon  ;  mais  si  la  vitesse  est  grande,  cette  résis- 
tance ne  serait  pas  la  même  dans  les  deux  cas.  » 

Après  avoir  rappelé  les  vitesses  connues  jusqu  à  ces  derniers  temps.  1  il- 
lustre conférencier  montre  combien  elles  étaient  peu  considérables  compa- 
rées à  celles  actuellement  connues.  On  constate  que  l'inertie  croît  avec  la 
vitesse,  ce  qui  est  conforme  aux  principes  de  la  Mécanique  nouvelle. 

Parmi  les  preuves  qu  il  examine,  il  y  a  celles  qui  sont  empruntées  à  des 
considérations  se  rattachant  au  principe  de  relativité.  Dans  la  nouvelle  mé- 
canique, ce  principe  n'admet  aucune  restriction  ;  il  a  une  valeur  absolue. 

«  Pour  conclure,  il  serait  prématuré,  je  crois,  malgré  la  grande  valeur 
des  arguments  et  des  faits  érigés  contre  elle,  de  regarder  la  mécanique 
classique  comme  définitivement  condamnée.  Quoi  qu'il  en  soit,  d'ailleurs, 
elle  restera  la  mécanique  des  vitesses  très  petites  par  rapport  à  la  vitesse 
de  la  lumière,  la  mécanique  doue  de  notre  vie  pratique  et  de  notre  technique 
terrestre.  Si  cependant,  dans  quelques  années  sa  rivale  triomphe,  je  me  per- 
mettrai de  vous  signaler  un  écueil  pédagogique  que  n'éviteront  pas  nombre 
de  maîtres,  en  France,  tout  au  moins.  Ces  maîtres  n'auront  rien  de  plus 
pressé,  en  enseignant  la  méCanrque  élémentaire  à  leurs  élèves,  que  de  leur 
apprendre  que  cette  mécanique-là  a  fait  son  temps,  qu'une  mécanique  nou- 
velle, où  les  notions  de  masse  et  He  temps  ont  une  toute  autre  valeur,  la 
l'emplace;  ils  regarderont  de  haut  cette  mécanique  périmée  que  les  pro- 
grauiuies  les  forcent  à  enseigner  et  feront  sentir  à  leurs  élèves  le  mépris 
qu'ils  lui  portent. 

«  Je  crois  bien  cependant  que  celte  mécanique  classique  dédaignée  sera 
aussi  nécessaire  que  maintenant  et  que  celui  qui  ne  la  connaîtra  pas  à  fond 
ne  pourra  comprendre  la  mécanique  nouvelle.  « 

II.  —  La  Section  de  MathèmntiqKes  et  d'Astronomie. 

Les  tfavaux  de  la  Section  de  Malhéinatiques  et  d'Asti'onoiiiie  du 
(Congrès  de  Lille  ont  été  organisés  par  le  Président  jM.  l'^rn.  Lebon, 
agrégé  de  l'Université,  Lauréat  de  l'Aeadéinie  française.  MM. 
A.  Gérardin  et  Chapelon  fonctionnaient  comme  secrétaire^.  Les 
nombreuses  communications  furent  réparties  sur  six  séances. 

A  la  première  séance,  sur  la  proposition  de  M.  Lebox,  furent 
proclamés  présidents  d'honneur  MM.  Appell  et  Henri  Poixcaré, 
qui  a  bien  voulu  présider  une  séance. 

1.  —  M.  Lebon,  en  présentant  son  Opuscule  intitulé.  iSVit'f?/? As  dti 
jour  :  Henri  Foincaré,  Biograqhiey  Bibliographie  des  Ecrits  %  s'ex- 
prime ainsi  : 

J';u  cru  qu'il  serait  attrayant  de  reproduire  la  partie  biographique  du 
spirituel  discours  prononcé  par  un  profond  historien  en  recevant  M.  Henri 
Poincaré  à  l'Académie  française. 

Afin  de  donner  une  idée  nette  des  profondes  et  multiples  recherches  de  ce 
penseur,  j'ai,  d'une  part,  présenté  les  jugements  portés  en  Science,  avec  une 


*  Un  volume  in-8"  (28-18)  de  vni-80  pajics;  papier  do  Hollande,  «vcc  un  portrait  en  hélio* 
gravure.  Paris,  Galthibr-Vii.i.ahs,  l"' Juillet  1909. 
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haute  compétence,  par  deux  émiuenls  savants  dont  le  devoir  a  été  d'en  ré- 
^imer.  devant  un  public  d'élite,  les  principales  directions  et  les  nombreuses 
conséquences  ;  d'autre  part,  inséré,  sur  sou  récent  ouvrage  relatif  à  la  Phi- 
losophie scientifique,  une  fine  analyse  spécialement  composée  par  l'un  de 
ses  collègues  à  la  Sorbonne  et  à  l'Académie  française. 

En  faisant  précéder  chacune  des  ciuq  principales  sections  de  mon  travail 
d'appréciations  dues  à  des  hommes  illustres,  il  me  semble  que  j'y  ai  intro- 
duit des  éléments  qui  fout  oublier  la  sécheresse  inévitable  de  suites  analy- 
tiques d'énumérations  de  titres  d'écrits,  bien  que  les  titres  vagues  soient 
accompagnés  de  sobres  explications. 

C'est  pourquoi  j'ose  me  flatter  d'être  parvenu  à  composer  un  ouvrage  qui 
soit  à  la  fois  intéressant  pour  les  personnes  qui  désirent  connaître,  seule- 
ment dans  son  ensemble,  l'Œuvre  de  M.  Henri  Poincaré,  très  utile  à  celles 
qui  se  livrent  à  d'ardues  recherches  dans  quelqu'^unc  des  larges  et  nombreu- 
ses voies  qu'il  a  ouvertes. 

2.  —  La  Section  discute  ensuite  la  question  de  Vensei finement 
des  mathématiques  dans  les  lycées.  Le  président  lit  et  ooui mente* 
le  résumé  suivant  envoyé  par  M,  C.-A.  Laisaxt  : 

Le  Congrès  des  mathématiciens,  teiiu  à  Rome  en  1908,  a  décidé  qu'une 
Commission  internationale  serait  chargée  de  faire  un  rapport  sur  l'état  et 
les  progrès  de  l'enseignement  mathématique  dans  les  divers  pays  du  monde, 
et  que  ce  rapport  sera  présenté  au  Congrès  de  Cambridge,  en  1912. 

Un  Comité,  composé  de  MM.  Klein  (Gœttingue),  Greenhill  (Londresi  et 
T»*hr  (Genève),  a  reçu  mission  de  désigner  les  membres  des  délégations  na- 
tionales qui,  dans  leur  ensemble,  formeront  la  Commission  internationale. 
Chaque  délégation  doit  former  une  Sous-Commis«ion  nationale,  et  les  noui- 
breu.\  rapports  préparatoires  seront  l'œuvre  des  membres  de  ces  Sons- 
Commissions. 

En  ce  qui  concerne  la  France,  la  délégation  comprend  MM.  A  de  Saint- 
Germain.  C.  Bourlet  et  C.-A.  Laisant.  La  sous-Commission  française  a  pour 
président  d'honneur  M.  P.  Appell.  Elle  comprend  déjà  un  assez  grand  nom- 
bre de  membres,  pkrmi  lesquels  nous  pouvons  citer  MM.  Désiré  André, 
Berlin.  Bioche,  Blutel,  Borel,  Carvallo,  Kœnigs,  Marotle,  Th.  Rousseau, 
Tannery,  Vessiot,  Vogt,  Vuibert,  Weill.  La  sous-Commission  doit  s'ad- 
joindre encore  d'autres  membres,  et  elle  a  commencé  la  préparation  de  ses 
travaux. 

On  attend  toujours  la  ratification  du  choix  des  délégués,  qui  a  été  deman- 
dée au  Gouvernement  français.  Aussi  n'y  a-t-il  pas  lieu  de  s'étonner  si 
l'avancement  des  travaux  préparatoires  est  beaucoup  |)lus  grand  dans  d'autres 
pays,  comme  l'Allemagne  et  les  Etals-Unis.  Mais  nous  avons  le  ferme  es- 
poir que  la  France  saura  regagner  le  temps  perdu  et  prendra  la  place  qui 
lui  appartient  dans  cette  vaste  enquête,  dont  l'importance  n  échappe  à  per- 
sonne et  dont  les  conséquenc^es  heureuses  peuvent  être  considérables. 

'L  —  A  ce  propos  M.  Chapelon  résunK»  un  mémoire  sur  la  repré- 
sentation géométrique^  envoyé  par  M.  Lyxch,  mathématicien  an- 
glais, qui  n'a  pu  se  joindre  au  congrès.  >L  Lynch  désirerait  que 
l'on  insistât  davantajj^o  sur  la  réalité  physique  de  la  géométrie.  II 
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souhaite  que  Ton  introduise  systématiquement* dans  les  lycées 
des  modèles  représentant  les  divers  corps  de  la  géométrie  avec- 
leurs  propriétés  caractéristiques.  M.  Ï^ebox  fait  remarquer  quelles 
tendances  déplorables  ont  certains  professeurs  de  géométrie  des- 
criptive qui  lefusent  à  leurs  élèves  le  droit  de  «  voir  dans  l'es- 
pace »,  alors  que  le  principal  objet  de  cette  science  est  de  donner 
aux  élèves  une  vision  lucide  de  l'espace,  et  M.  Chapelon  termine 
la  discussion  en  rappelant  l'heureuse  influence  de  M.  Carlo  Doub- 
let, à  qui  Ton  doit  l'introduction  dans  renseignement  d'une 
forme  très  physique  el  très  palpable  du  célèbre  poslulatum  d'F>u- 

CLIDE. 

4.  —  M.  H.  PoiNXAHÉ  expose  ses  recherches  sur  l'équation  de 
Fredholm,  l)(»vant  un  brillant  auditoire,  le  célèbre  académicien 
fait  un  magistral  exposé  de  cette  importante  équation,  il  précise 
les  difïîcuhés  qui  se  rencontrent  dans  son  application,  et  avec  une 
virtuosité  (pii  enthousiasme  son  auditoire,  en  fait  sur  Theure  des 
ap))lications  aux  ondes  hertziennes,  à  la  télégraphie  sans  fil  el 
aux  marées.  Nous  sommes  heureux  de  pouvoir  donner  de  cette 
communication  le  résumé  rédigé  par  l'auteur  lui-même  : 

L'ôqualion  iiilégrale  à^^^  Fredholm 

9  (.r)  —  À  /  K  (x ,  y)  9  (  r)  dy  -f  '|  \x\ 

peut  s'intégrer  aisément  par  la  méthode  classique  quand  K  reste  fini  ;  par 
la  Qiélhode  de  réitération,  Fredholm  a  montré  qu'on  pouvait  l'intéjçrer,  quand 
K  devient  infini  d'ordre  <^  1  pour  x  ■=.  y.  En  voulant  appliquer  celte  mé- 
thode à  la  théorie  des  marées,  j'ai  été  am.ené  à  envisager  le  cas  où  K  est 
une  fonction  analytique  présentant  pour  unique  singularité  un  pôle  pour 
X  —.  \. 

Dans  ce  cas  on  doit  envisager  la  valeur  principale  de  l'intégrale  ;  et  la  mé- 
thode de  réitération  devient  applicable. 

D'autres  ditlicultés  que  l'on  rencontre  dans  la  même  théorie  peuvent  être 
surmontées  en  remphiçanl  les  contours  d'intégration  réels  par  des  contours 
imaginaires. 

Les  mêmes  méthodes  peuvent  être  appliquées  à  Tétude  des  ondes  hert- 
ziennes. 

On  obtient  ainsi  la  formule  suivante  pour  la  diffraction  de  ces  ondes. 

Par  une  sphère,  par  exemple  par  le  système  terrestre,  on  trouve  : 

^,  n[n  -f  1)  (2«  -}-  1)  l„(oiD)  „    ^ 

jA  est  le  champ  en  un  point  M  de  la  surface  de  la  sphère  diffringente. 

fi  est  le  rayon  de  cette  sphère  ;  D  est  la  dislance  de  l'excitateur  S  au  cen- 

2:: 
Ire  O  de  la  sphère;  c  est  l'angle  SOM  :  --  est   la  période  de  vibration  ;   ?« 

est  le  polynôme  de  Legendre. 


i 
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Irt  (;)  ost  relie  des  intégrales  de 


qui  est  sensibicnieut  égale  à  C^^  pour  Ç  très  grand  ;'I//ç»  esl  sji  dérivée. 

5.  -  Gaston  Tarry  termine  cette  féconde  journée  en  exposant 
ses  idées  sur  là  géoniétrie  modulaire  qui  ramène,  pour  ainsi  dire, 
les  arides  questions  de  la  théorie  des  liombres,  à  de  faciles  c(>m- 
binaisons  ^géométriques  et  les  résume  ainsi  : 

Les  considérations  auxquelles  s'applique  c£  petit  niémoir*:  ont  été  étudiées 
par  M.  G.  Arnoux.  qui  publiera  à  ce  sujet  un  volume,  acluellenient  en  pré- 
paration, sous  le  litre  :  Essai  de  géométrie  afialytit/ue  modulaire  à  deux 
dimensions. 

Tout  quotient  -  ',  h  et  a  étant  des  entiers  inférieurs  à  un  module  pre- 
mier m,  peut  être  considéré  comme  la  pente,  ou  la  tangente  d'inclinaison 
d'une  direction  de  l'espace  modulaire  rorrespondanl  :  ce  quotient  est  lui- 
même  un  nombre  inférieur  à  m.  De  là  une  théorie  des  angles  modulaires, 
créée  par  M.  Aruoux,  et  dont  je  développe  simplement  un  paragraphe. 

Ce  travail  n'aurait  pu  trouver  place  sous  forme  de  note,  dans  l'ouvrage 
précité,  sans  constituer  un  hors-<l'a*uvre  inutile.  Mais  l'idée  ne  m'en  serait 
jamais  venue  sans  l'aimable  communication  que  1  auteur  a  bien  voulu  me 
faire  du  plan  de  son  volume  prochain.  Je  tiens  à  l'en  remercier,  et  à  rendre 
un  hommage  mérité  à  sou  remarquable  esprit  d'invention. 

Mon  but  a  été  de  donner  une  démonstration  mathématique  rigoureuse  de 
l'existence  des  angles  primitifs.  Je  démontre  d'abord  le  théorème  suivant, 
<|ui  ollVe  une  grande  ressemblance  avec  celui  de  Fermai  : 

tang  \qx  =  0  ,  (niod  m  =:  ^7  ^^  l)  , 

quel  que  soit  l'entier  a  mis  à  la  place  de  .r,  à  l'exception  des  deux  valeurs 
de  .r  satisfaisant  à  la  congruence  .r*  ^ —  I,  dans  le  cas  où  m  esl  de  la 
forme  '1//  -j-  1. 

Cette  exception  est  due  à  ce  que  pour  l'une  quclcon([ue  jr'  de  ces  deux 
valeurs,  on  a  toujours  tang  nx'  ~  tang  x\  quel  que  soit  l'entier  n.  (-es 
tangentes  correspondent  à  des  angles  modulaires  que  j'appelle  isotropes. 
parce  qu'ils  possèdent  toutes  les  |)ropriélés,  si  étranges  d  apparence,  des 
angl<!S  isotropes  de  la  géométrie  analytique.  Il  est  très  intéressant  de  cons- 
tater qu'en  géométrie  modulaire  les  droites  isotropes  se  présentent  sous 
des  formes  réelles. 

Si  le  nombre  a  est  tel  qije  les  'i<y  valeurs 

tang  a  ,      tang  "la ^«'"K  '^^1" 

soient  toutes  différentes  par  rapport  au  module  m  nz  'nf  db  1  .  j^*  dis  (jue 
tang  a  est  une  tangente  primitive,    par   analogie   avec  les   racines  primitives 

de  la  congruence  X  —  1  ~  0  . 

KnJln  je  démontre  le  théorème  suivant  :  Pour  tout  module  premier  m  rr-  'uj 
1  ,  le  nombre  des  tangentes  pi-imitives  est  égal  à  l'inrlicaleur  de  'uj. 
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(>,  7  et  8.  —  MM.  les  secrétaires  résument  les  mémoires  de  MM. 
E.-A.  C^AZEs,  Sur  certaines  propriétés  des  contrôleurs  additifs; 
Lebeuf,  Sur  des  chronomètres;  Fr.  Michel,  Représentation  plane 
des  para  bol  oïdes. 

9.  —  M.  A.  Gékardin  expose  eusiiile  ses  recherches  sur  le  théo- 
rème de  Fermât^  dont  voici  le  résumé  : 

lo  liésolution  en  entiers  positifs  de  \^  -\-  y"  -j-  z."  =r=  u"  -|-  V».  —  Fermât 
écrivait  à  Mkrsenne  le  mardi  2  septembre  1636  :  «  Or,  qu'un  nombre  com- 
posé de  trois  carrés  seulement  en  nombres  entiers  ne  puisse  jamais  être 
divisé  en  deux  carrés,  non  pas  même  en  fractions,  personne  ne  l'a  jamais 
encore  démontré,  et  c'est  à  quoi  je  travaille  et  crois  que  j'en  viendrai  à 
bout  ». 

Eu.  Lucas  a  donné  une  solution  du  problème.  En  voici  une  : 

qui  donne  une  solution  générale  de  :  û*  -|-  A*  z^  c'   . 

On  trouve  facilement  des  identités  vraies  en  même  temps  au  premier  et 
au  deuxième  degré  (1),  ou  bien  au  premier  et  au  troisième  (2).  Ainsi  : 

(1)     [Ix)  -h  (/v)  -f-  (xr  -\-  Lr  -f  ly  +  /«.i  =  if  -{- Ix -{-  ly)  -|-  (xy  -f  Ix  -h  />)  . 

Exemple  :     avec     /  =  1  ,     j  zn  2  ,     .r  =z  3  . 

(2j  (4/r  —  'imp)  -f  (3«r  -f  \mp  —  kp^-) 

—  (6m2  —  ^mp)  -f  (2//*  -f  kmp  —  6m-)  +  (3wi*  —  2/y*i  . 

Exemple  :     avec     /;  z^  3     m  zrz  \    . 

Le  problème  est  possible  aussi  au  quatrième  degré.  Il  conduit  à  la  dé- 
monstration du  dernier  théorème  de  Fermât. 

2o  J)é<:omposiiion  des  grands  nombres.  —  En  mettant  le  nombre  N  sous 
la  forme 

N  —  120*  .  A  -f  120  .  B  +  K  . 

le  nombre  K  étant  impair  et  .premier  avec  3  et  5,  on  pourra  trouver  pour  K 
.V?  valeurs  dont  les  plus  intéressantes  sont  1  et  49. 

On  met  aussi  X  sous  la  forme  N  =  (120.r  -f-  «)  (120r  -|-  h]  . 

Les  valeurs  de  a  et  h  se  trouvent  en  général  plus  facilement  pour  K  rzr  1 
ou  'i9.  Exemple  :  N  —  138  587  429  569  ,  A  =  9  623  502  ,  B  =z  6  ,  K  =  49  . 

Après  quelques  essais,  indiqués  par  nos  tables,  on  arrive  à  a  r=  6  rr  7  . 
d'où  X  -\-  y  —  120a  -f  18  ,  xj  —  9  623  501  —  la  . 

(3r  on  a  toujours 

•r  +  J  >  2  ^/^ 

d'où  approximalivement  ^/  ^  52  ;   soit  donc  a  =:  52  -f-  *  ■ 

I^'inconnue  s,  donnée  par  la  condition  quadratique,  a  la  valeur  16. 

Les  facteurs  premiers  sont  alors  171  007  et  810  367. 

3»  Décomposition  des  grands  nombres;  application  aux  nombres  de  Met- 

senne.  —  Les  nombres  de  Mersenne  sont  de  la  forme  N  =z  2"  —  1  avec  n 

premier  et  inférieur  à  257. 
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Nous  mettons  N  sotis  les  deux   formes   120-  .   A  -j-  ^20  .  H  -}-  K  et 
(r20jr  4"  fi)  |l20r  -|-  f»)  et  appliquons  le  théorème  de  F'ehmat. 

Le  nombre  K  n'a  actuellement  que  neuf  formes  ])Ossibles,  au  lieu  des 
32  théoriques. 

Nous  donnons  une  loi  empirique,«vériiiée  actuellement  onze  fois  sur  qua- 
torze. Elle  pourra  servir  à  chercher  les  facteurs  inconnus  des  nombres  de 
Mersenne,  et  même,  si  elle  admet  des  exceptions,  elle  fournira  la  très  grande 
majorité  des  diviseurs. 

Si  n  ziz  12x  -j-  11.  le  plus  petit  diviseur  de  N  r-:  2"  --  1  doit  Pire  de  la 
forme  2iy  -f-  23. 

Nous  avons  actuellement  ,V2  vérifications  pour  n  inférieur  à  2.000.  Les 
valeurs  suivantes  de  n  doivent  probablement  donner  N  composé  : 

89,  101.  103,  107,  109.  137,  139.  I'i9,  157,  167. 
173.  181,  193,  199,  227,  229.  2'»1. 

[..e  nombre  2"  —  1  vient  d'être  décomposé  par  M.  Allan  (^unningham.  Il 
répond  aussi  à  notre  loi  et  admel,  comme  nous  l'avions  indiqué  en  novembre 
1908,  parmi  les  facteurs  possibles,  le  nombre  228'i79. 

* 

10.  —  M.  E.  Bklot  conduit  ensuite  ses  auditeurs  dans  les  plus 
hautes  régions  de  la  i)ensée  humaine  en  étudiant  la  formation  de 
la  Terre  et  de  la  Lune  diaprés  la  Cosmogonie  tourbillonnaire.  Dans 
une  seconde  communication  il  apporte  une»  intéressante  contribu- 
tion à  Vêtitde  des  nébuleuses  spirales: 

\^  Formation  de  la  Terre  et  de  la  Lune  d'après  la  Cosmogonie  tourhil- 
lonnaire.  —  L'hypothèse  dualiste  et  tourbillonnuire  (Comptes  rendus  du 
Congrès  de  Clermont  p.  55l  restitue  leur  importance,  capitale  en  cosmogo- 
nie, aux  translations  n'intervenant  pas  dans  le  système  de  la  uébuleuse 
unique  de  Laplace.  Il  en  résulte  que  la  cosmogonie  devient  comme  un  cha- 
pitre de  la  balistique,  et  que  tout  astre  en  formation  doit  être  considéré 
comme  un  projectile  allongé  (tube  tourbillon)  se  déplaçant  dans  un  milieu 
résistant  (nébuleuse  amorphe). 

Par  suite,  la  Terre  doit  être  renflée  vers  l'avant  de  sa  trajectoire  et  effi- 
lée vers  larrière  (déformation  piriforme  substituée  h  l'hypothèse  télraédri- 
(|ue)  :  en  outre,  la  rotation  déforme  vers  l'ouest  les  continents  de  l'hémis- 
phère sud- 
La  Lune  a  une  formation  analogue,  avec,  en  moins,  les  phénomènes  dus  à 
la  rotation  :  ses  hémisphères  nord  et  sud  sont  et  doivent  être  dissemblables 
comme  ceux  de  la  Terre,  l'hémisphère  sud  ayant  reçu  la  presque  totalité  de 
la  condensation  aqueuse. 

2^  Contribution  ii  l'étude  des  nébuleuses  spirales.  —  L'essai  de  cosmo- 
gonie tourbillonnaire  que  j'ai  présenté  au  (Congrès  de  Clermont  en  1908 
(Com|)les  rendus,  pages  1  et  55)  substitue  au  monisme  du  système  de  La- 
place, un  dualisme  original  ;  comme  tous  les  êtres  organisés,  le  système 
solaire  aurait  eu  à  sa  naissance  deux  entités  cosmiques  venues  en  contact 
par  un  choc  semblable  à  celui  d'une  Nova. 

Il  était  intéressant  de  rechercher  si  cette  même  hypothèse  pouvait  expli- 
quer aussi  la  formation  des  nébules  spirales  par  le  choc  d  un  tourbillon  ga- 
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zeux  sur  une  m'^buleuse  amorphe.  Le  calcul  répond  attirniativemeut.  permet 
d'obtenir  l'équation  générale  des  spirales  ainsi  obtenues  et,  au  moyen  cl  hy- 
pothèses secondaires,  d'expliquer  comment  la  matière  a  pu  s'accumuler  sur 
certaines  spires  des  nébuleuses  spirnlcs.  comme  celle  des  Chiens  de  chasse. 
Cette  démonstration,  si  elle  correspoifd  à  la  réalité,  fait  ressortir  l'uiiité 
des  moyens  employés  par  la  Nature,  puisqu'un  système  à  planètes,  comme 
le  nôtre,  et  une  nébuleuse  spirale  se  forment  dans  des  conditions  identiques 
à  l'origine  et  exprimées  par  les  mêmes  équations. 

11.  -  -  M.  K.  Tkaynaht  développe  ses  idées  sur  les  snrfftces  ht/- 
perelliptiques.  Après  un  rappel  des  principales  propriétés  de  ces 
intéressantes  surfaces,  il  présente  à  son  auditoire  un  reniarqua- 
hle  modèle  représentant  les  trente-deux  droites  situées  sur  Tune 
d'elles. 

12.  —  M.  (liiAPELON  expose  ensuite  les  recherches  qu'il  Ht,  avec 
Taide  de  sa  mère,  sur  les  corps  mous  : 

11  s'agit,  étant  donnés  des  corps  mous  de  forme  identique,  disposés  d'une 
façon  régulière  et  soumis  à  certaines  pressions,  de  manière  à  leur  faire 
remplir  tout  l'espace,  de  savoir  la  forme  qu'ils  prennent.  En  particulier,  si 
l'on  prend  des  sphères  rangées  en  piles  de  boulets  triangulaires  ou  carrées, 
on  obtient  des  dodécaèdres  rhomboïdaux  qui.  «lès  lors,  peuvent,  à  ce  point 
dé  vue,  être  considérés  comme  léquivalent  pour  lespace  de  l'hexagone  ré- 
gulier de  la  géomiHrie  plane.  On  sait,  en  ellet,  que.  si  Ton  comprime  des 
cylindres  mous,  dune  manière  uniforme,  on  obtient  des  prismes  hexagonaux 
réguliers. 

13.  —  M.  Paiuînty  indicpie  la  forme  que  prend  une  veine  gazeuse 
sortant  dans  l'air  libre  par  un  orifice  parfaitement  étroit. 

Les  principes  de  ce  travail  furent  couronnés  par  l'institut  et 
M.  Bki.ot  rappelle  que  ce  sont  eux  ([ui  hii  supft(érèr(»nt  ses  belles 
théories  sur  révolution  de  la  matière  céleste. 

14.  —  Le  président  expose»  un  Essai  dû  à  M.  Amieht  Maire,  bi- 
bliothécaire à  rrniversité  de  Paris,  d'ttne  Bibliographie  générale 
des  (Ku^>res  de  Biaise  Pascal^  de  leurs  critiques  et  de  leurs  corn- 
menlairesy  ainsi  que  des  di%*ers  travaux  qu'elles  ont  suscités,  com- 
plétée par  une  bibliographie  biographiqtie  et  iconographique. 

Toutes  les  oeuvres  ori<(inales  de  1*ascal,  ([uelles  cju'elles  soient, 
seront  décritc^s  avec  l'exactitude  la  plus  complète  :  reproduction 
du  titre  dans  ses  dispositions  typoji^raphiques,  détails  des  divi- 
sions de  l'ouvrage,  indication  d(»s  paj^es,  des  gravures,  des  lilets 
tyj)Oij[raphi<pies,  iW^  cids-de-lampe,  seront  notés  avec  tout  le  soin 
j)ossible.  Les  ceuvres  mathématiques  seront  classées  en  premier 
ordre,  les  (eitvr(»s  de  physicpie  ou  autres  viendront  à  la  suite. 

L').  M.  K.  Di'KAND-GnÉvit.LE  a  indiqué  ses  remarques  sur  le 
cône  d'alba  ou  cône  crépusculaire  et  conclut  en  ces  termes  : 

Le  cône  crèpusciilaire.  plus  exacleuient  le  faisceau  crépusculaire  compris 
(•ntre  deux  surfaces  cnnoïdrs  dont  l'axe  est  la  ligne  des  centres  du  soleil   ot 
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de  la  terre,  est  un  phénotnène  continu,  à  la  fois  météorologique  et  astrono- 
mique. Il  a  pour  cause  une  inflexion  (produite  par  les  conditions  de  tempé- 
rature de  l'atmosphère  à  14  ou  15  kilomètres  d'altitude)  des  rayons  solaires 
les  plus  voisins  de  la  surface  terrestre.  Les  rayons  soluires  infléchis  pénè- 
trent dans  le  cône  d'ombre  terrestre  et  se  rapprochent  assez  de  la  surface 
pour  éclairer  des  sommets  de  nuages  ou  de  montagnes  situés  au-dessus  de 
1.600  mètres  d'altitude.  Les  phénomènes  de  Vauhe  sont  symétriques  à  ceux 
de  l'alba.  Quelques  irrégularités  peuvent  être  expliquées  facilement  par  les 
variations  atmosphériques. 

10.  —  M.  L.  Amoroso,  délégué  italien,  a  fait  connaître  ses  re- 
cherches sur  la  théorie  des  intégraux  des  fonctions  algébriques  de 
plusieurs  variables  en  débutant  ainsi  : 

D'après  les  recherches  de  M.  E.  Picabd,  en  France,  et  de  MM.  Castelkuovo, 
Enrh^ues,  Skveri,  en  Italie,  on  considère  le  théorème  qui  a  été  démontré 
pour  la  première  fois  par  M.  Castelnuovo  et  qui  nous  apprend  que  le  nom- 
bre des  intégraux  de  différentielle  totale  attachés  à  une  surface  algébrique  est 
égal  à  l'irrégularité  de  la  même  surface.  Quand  il  est  interprété  dans  la 
théorie  des  fonctions,  ce  théorème  se  montre  comme  une  extension  d'un  des 
théorèmes  fondamentaux  sur  les  intégraux  des  fonctions  algébriques  d'une 
variable  et  il  suggère  de  quelle  façon  on  pourrait  étendre  le  tableau  de  Uie- 
MAXN,  en  sorte  qu'il  peut  renfermer  les  intégraux  des  fonctions  algébriques 
de  plusieurs  variables. 

17.  —  M.  G.  Tarry  a  exposé  une  note  sur  la  meilleure  défausse 
du  Bridge. 

18.  —  M.  JoNXKHEEUK  explicjue  les  délicates  mesures  micromé- 
triques d'étoiles  doubles  qu'il  effectue  à  l'observatoire  de  Ilem 
(Nord). 

19.  —  M.  Cauliëu  (Lille),  a  parlé  sur  la  méthode  des  indétermi- 
nées et  la  résolution  des  équations  fonctionnelles  : 

L'auteur  recherche  toutes  les  fonctions  holomorphes  répondant  t^  l'équa- 
tion fonctionnelle  : 

F  [ç  (.r)  .  ç  (  r)  .  ?  [xy)  .  ç  [x  -j-  v)  |  nn  0  . 
Il  applique  en  particulier  sa  méthode  à  l'équation  : 

?  «-^  +  r)  +  ?  i-*^  —  y)  =  ?  fj^)  ?  ( j) 

et  trouve  'i  fonctions  et  '«  seulement  y  répondant  :  les  cosinus  circulaires  et 
hyperboliques  et  2  autres  fonctions  nouvelles  que  n'ont  pu  fournir  jusqu'ici 
les  méthodes  connues  actuellement.  (Caucuy,  AbeM, 

r..a  méthode  précédente  qui  est  très  simple  et  absolument  générale  per- 
met d'ajouter  un  nouveau  chapitre  à  la  théorie  des  fonctions  au  sens  de 
Lagrange,  Méray  et  Wkierstkass. 

20.  •  "  Le  président  a  rendu  compte  d'un  Mémoire  di^  à  M. 
A.  [*KLLKT,  président  de  la  Section  au  Conii^rès  de  Clermont,  et 
intitulé  Sttr  la  théorie  des  courbes. 


L'I'^nseî^iiiMnenl  mathôin..  Il»  annoo  ;  19(U>. 
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21  à  31.  —  Au  cours  des  trois  séances  suivantes,  les  auditeurs 
de  la  section  mathématique  ont  écouté  avec  le  plus  vif  intérêt  les 
résumés,  présentés  par  les  secrétaires,  des  communications  de 
MM.  Payaut  de  Londres,  sur  une  théorie  et  une  table  géodésigues  : 
Welsch,  sur  l'application  de  la  correspondance  homo graphique  à 
la  théorie  générale  des  quadriques  homofocales  ;  Chuétien,  de  Nice. 
sur  la  rotation  du  soleil  et  la  position  du  prisme  dans  les  spectros- 
copes ;  LiBEHT,  sur  un  catalogue  de  i31i  étoiles  filantes;  Richard. 
sur  le  calcul  des  probabilités  ;  Salmox,  sur  V application  de  la  me- 
sure des  petites  forces  à  la  détermination  de  la  composante  ho- 
rizontale terrestre;  J.  Clairix,  de  Lille,  sur  la  théorie  des  grou- 
pes de  transformations  ;  Ed.  Maillet,  sur  les  fonctions  asymploti- 
quement  périodiques  ;  Faiud-Boulad,  du  Claire,  sur  un  procédé  de 
calcul  graphique  des  déterminants;  K.-N.  Harisien,  sur  quelques 
formules  de  la  théorie  des  nombres  obtenues  par  des  Considérations 
géométriques  ;  K.  Fontanxeav,  de  Limoges,  Sur  le  principe  de 
d'ÀLEMBERT  et  SCS  applications  à  l* hydrodynamique  et  sur  la  mé- 
thode de  La(:ra.\(;e. 

Le  prochain  Congrès  de  l'Association  aura  lieu  à  Toulouse^  en 
19,10:  la  Section  de  mathématiques  et  d'astronomie  sera  prési- 
dée par  M.  K.  Belot. 


La  réforme  de  renseignement  mathématique  en  Hongrie. 

1.  C.omme  dans  tous  les  pays,  le  besoin  d^introduire  des  sim- 
plilications  et  des  vues  nouvelles  dans  l'enseignement  des  Mathé- 
matiques s'est  aussi  fait  sentir  en  Hongrie.  Un  ouvrage  récent  sur 
La  réforme  de  renseignement  mathématique  dans  les  établisse- 
ments secondaires^  nous  apporte  des  renseignements  très  com- 
plets sur  l'origine  et  les  tendances  du  mouvement  de  réforme  en 
Hongrie. 

A  la  suite  d'une  conférence,  faite  en  190(3  par  M.  E.  Bkke,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Budapest,  sur  les  mouvements  de  réforme 
à  l'étranger  et  sur  les  réformes  qui  seraient  propres  à  améliorer 
renseignement  mathématique  en  Hongrie;  la  Société  des  Profes- 
seurs de  r Enseignement  secondaire  a  institué  une  Commission 
avec  le  programme  suivant  :  étudier  la  question  des  réformes  en 
général  et  préciser  les  changements  qu'il  serait  désirable  de  faire 
subir  à  renseignement  mathématique  secondaire  en  Hongrie.  La 
(commission  a  commencé  par  charger  ses  membres  de  rédiger  dos 


'  A  KOzépiskolai  matematikai  tanitàs  rcfonnja.  Szcrkcsz.tik  Reke  Manô  es  Mikola  Sândor. 
Bud.npoMt,  1909.  —  Une  tmciiiction  nllcinandc  paraîtra  par  los  soins  de  la  maison  Teubner  a 
Leip/.iff. 
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rapports  sur  les  diverses  questions  spéciales.  Ces  rapports  de- 
vaient être  présentés  à  la  réunion  plénière  de  la  Commission  char- 
gée de  les  discuter  et  de  donner  une  forme  définitive  aux  vœux 
émis  par  les  rapporteurs. 

Tous  les  rapporteurs  se  laissaient  d'ailleurs  guider  parles  mômes 
idées  générales.  Pour  bien  voir  quelles  étaient  ces  idées,  il  suflîra 
de  citer  textuellement  M.  Beke  :  «  La  Commission  veut  rendre  les 
Mathématiques  plus  pratiques  en  les  rapprochant  de  la  vie  réelle; 
elle  veut  que,  pour  faire  entrer  plus  d'unité  dans  l'enseignement, 
on  éludie  d'un  même  point  de  vue  et  avec  la  même  méthode,  les 
chapitres  aujourd'hui  iso.lés  ;  elle  veut  qu'on  montre  les  relations 
de  grandeurs  d'une  manière  parlant  aux  sens.  Knlin,  par  une 
exposition  élémentaire  des  notions  de  dérivée  et  d'intégrale,  elle 
compte  rendre  parfaitement  intelligibles  certaines  parties  de  la 
géométrie  et  de  la  physique  qui  exigeaient  toujours  des  raisonne- 
ments propres  au  Calcul  infinitésimal,  mais  ces  raisonnements, 
on  les  faisait  d'ordinaire  sans  montrer  leur  véritable  caractère, 
de  sorte  qu'ils  ne  pouvaient  pas  devenir  clairs  pour  les  élèves. 

«  Nous  condamnons,  dans  l'enseignement  de  l'Arithmétique, 
ces  digressions  abstraites  et  difficiles  par  lesquelles  on  a  l'habi- 
tude de  commencer  :  définitions  de  la  grandeur,  du  nombre,  des 
opérations,  etc.  11  faut  bannir  de  l'enseignement  tous  les  procédés 
de  calcul  pleins  d'artifices  que  le  passé  nous  a  légués  et  qui,  par 
suite  de  l'uniformisation  des  systèmes  de  mesure  et  de  la  trans- 
formation des  conditions  économiques,  ont  perdu  toute  valeur 
pratique.  Certains  chapitres  enseignés  dans  les  classes  inférieures 
ne  peuvent  pas  avoir  d'intérêt  pour  le  sens  économique  peu  déve- 
loppé de  l'enfant  ;  ceux-là  doivent  être  placés  dans  les  classes 
supérieures  où  l'élève,  d'intelligence  plus  mûre  déjà,  pourra  en 
profiter  davantage.  Nous  savons  tous  que  le  surmenage  vient  sur- 
tout de  ce  qu'on  habitue  l'enfant  à  apprendre,  parleurs  noms,  des 
choses  auxquelles  il  ne  porte  pas  d'intérêt  véritable. 

«  Afin  de  diminuer  le  travail  purement  mécanique,  au  cours  de 
tout  l'enseignement  mathématique  secondaire,  nous  donnerions 
entre  les  mains  des  élèves  des  tables  de  logarithmes  plus  simples 
que  celles  d'aujourd'hui  et  beaucoup  d'autres  tables  encore.  Nous 
nous  opposons  absolument  à  cet  amour  des  systèmes  abstraits  qui 
ne  tient  pas  compte  des  difficultés  didactiques  souvent  insurmon- 
tables. » 

II.  Faire  des  Mathématiques  une  science  pratique  et  leur  don- 
ner en  même  temps  assez  de  force  et  de  souplesse  pour  pouvoir 
exprimer  les  lois  des  sciences  exactes  qui,  à  leur  tour,  traduisent 
les  lois  des  changements  dans  la  nalure,  voilà  ce  que  doit  se  pro- 
poser, d'après  les  réformistes,  l'enseignement  mathématique  dans 
les  établissements  secondaires.  Par  la  publication  des  rapports  et 
des   conclusions,  la  Commission  travaille    à    faire    pénétrer   cet 
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esprit  nouveau  dans  l'enseignement.  Il  sera  peut-être  intéressant 
d'énumérer  les  articles  contenus  dans  le  volume  qu'elle  vient  de 
publier  : 

Préface,  par  E.  Beke. 

Rapport  sur  l'organisation  et  les  travaux  de  la  Commission, 
par  A.  Mi  KOLA. 

La  réforme  de  l'enseignement  mathématique,  conférence  de 
E.  Beke. 

Les  mouvements  de  réforme  à  l'étranger,  par  Ch.  Goldziher. 

Sur  l'enseignement  de  l'Arithmétique  dans  les  classes  infé- 
rieures, par  Ch.  FrOhlich. 

Sur  l'application  de  la  méthode  graphique,  par  K,  Péch. 

Les  méthodes  graphiques  dans  l'enseignement  de  l'Arithmé- 
tique, par  Ch.  Goldziher. 

La  méthode  expérimentale  en  Arithmétique  et  en  Géométrie, 
par  A.  MiKOLA. 

Sur  renseignement  de  la  Géométrie,  par  J.  Rados. 

Sur  renseignement  de  la  Géométrie  dans  les  classes  infé- 
rieures, par  P.  Szabô. 

Sur  la  division  de  la  Géométrie  en  Hongrie  et  à  l'étranger, 
par  L.  Kopp. 

Sur  l'enseignement  du  dessin  géométrique,  par  A.  Privorszky. 

Les  tables  et  la  règle  à  calculs,  par  J.  Winter. 

Les  fonctions  et  les  éléments  du  Calcul  infinitésimal  dans 
renseignement  secondaire,  par  L.  Ratz. 

Sur  les  rapports  des  Mathématiques  et  de  la  Physique,  par 
G.  Szabô. 

Le  Calcul  différentiel  et  intégral  dans  l'enseignement  secon- 
daire, par  E.  Beke. 

La  formation  des  futurs  professeurs  de  Mathématiques  et  la 
réforme  de  l'enseignement,  par  E.  Beke. 

La  mise  en  pratique  des  réformes  en  Hongrie  et  à  l'étranger, 
par  A.  VisxYA. 

Quelques  remarques  d'un  technicien,  par  A.  Czakô. 

Conclusions  adoptées  par  la  Commission. 

Quelques-unes  des  Conclusions  méritent  tout  particulièrement 
d'être  relevées  : 

«  Il  faut,  dans  l'intérêt  de  l'enseignement  mathématique,  doter 
toutes  les  écoles  d'instruments  de  mesure,  pour  que  les  élèves 
eux-mêmes  puissent  faire  les  observations  et  les  mesures  les  plus 
importantes. 

«  Les  méthodes  graphiques  doivent  servir  :  l'*  à  représenter, 
sous  une  forme  concrète,  les  données  de  la  statistique  et  des  me- 
sures physiques  ;  2"  à  bien  faire  comprendre  la  notion  de  fonction 
et  à   montrer  l'allure  des  plus  simples  types  de  fonctions;  3^  à 


CHHONIQUE  :i97 

résoudre  certains  problèmes  (par  exemple,  un  système  de  deux 
équations  linéaires). 

«  L'introduction  de  la  notion  de  fonction  doit  être  précédée  par 
la  discussion  de  courbes  empiriques.  La  représentation  de  fonc- 
tions doit  jouer  un  rôle  prépondérant  au  cours  de  tout  renseigne- 
ment mathématique.  11  faut  faire  une  place  aux  éléments  de  la 
Géométrie  analytique  dans  le  plan  d'études  des  gymnases  (dans 
celui  des  écoles  réaies,  ils  figurent  déjà). 

«  La  Commission  insiste  particulièrement  sur  la  nécessité  d'in- 
troduire, dans  renseignement  secondaire,  les  éléments  du  Calcul 
difl'érentiel  et  intégral  et  ses  applications  à  la  résolution  de  pro- 
blèmes variés  tels  que  :  détermination  des  tangentes  des  courbes, 
de  la  vitesse  et  de  Taccélération  des  mouvements,  des  valeurs 
maxima  et  minima  des  fonctions,  de  l'aire  des  coniques,  du  vo- 
lume de  la  pyramide,  du  cône  et  de  la  sphère,  du  centre  de  gra- 
vité et  du  moment  d'inertie  de  certains  corps  simples. 

«  L'enseignement  de  la  Géométrie  doit  être  en  liaison  étroite 
avec  celui  de  l'Algèbre  et  suivi  de  celui  du  dessin  géométrique. 
Il  faut  réunir,  autant  que  possible,  l'enseignement  de  la  plani- 
métrie  et  celui  de  la  stéréométrie  et  utiliser  la  méthode  de  la 
Géométrie  descriptive. 

«  11  faut  écarter  les  problèmes  artificiels  et  prendre,  le  plus 
souvent,  pour  exemples  de  fonctions,  celles  de  la  Physique. 

«  11  est  désirable  qu'avant  la  prochaine  revision  officielle  du 
plan  d'études,  quelques  écoles  ou  professeurs  soient  autorisés  à 
introduire  dans  leur  enseignement  les  réformes  projetées.  » 

Nous  croyons  que  la  Commission  avait  raison  lorsque,  au  lieu 
de  vouloir  décider  les  milieux  officiels  à  octroyer  aux  écoles  un 
nouveau  plan  d'études,  elle  a  préféré  convaincre  les  professeurs 
et  l'opinion  publique  de  l'utilité  et  de  la  nécessité  des  réformes. 
C'est  la  seule  voie  qui  promette  le  succès. 

Adolphe  SziJcs  (Budapest). 


L'Enseignement  mathématique  dans  les  premières  années  des  lycées 

italiens.  Réunion  de  Pise,  avril  1909. 

Dans  la  première  quinzaine  d'avril  s'est  réuni  à  Pise  le  i**''  Con- 
grès pour  la  défense  de  VEcole  classiquey  fondé  par  l'Union  natio- 
nale des  Professeurs  des  premières  classes  des  Gymnases^,  L'un 
des  thèmes,  le  4'^,  visait  les  mathématiques  ou  plus  exactement 
«  L  enseignement   des  Mathématiques  dans  les  premières  années 


^  En  Italio  le  cycle  du  Lyct'e  classique  est  de  huit  ans.  On  donne  lo  nom  de  Gymnase  nux 
cinq  premières  classes  :  en  outro  lo  Gymnase  comprend  une  division  inférieure  (do  trois  clas- 
s>'s)  et  une  division  supérieure. 
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des  Lycées  ».  Le  rapporteur  était  M.  P. -A.  Fontebasso,  professeur 
au  Lycée  de  Home,  et  son  rapport,  judicieux  et  pondéré,  a  obte- 
nu les  applaudissements  et  l'approbation  de  tous  les  congressis- 
tes. —  Je  me  propose  de  résumer  ici  son  rapport. 

Dans  les  écoles  techniques  le  but  principal  de  renseignement 
des  mathématiques  est  de  donner  aux  élèves,  dans  un  temps  res- 
treint, le  plus  grand  nombre  possible  de  connaissances  utiles  dans 
la  vie  pratique  et  les  applications  aux  arts  et  à  Findustrie^  Quel 
est  le  but  que  doit  avoir  ce  même  enseignement  dans  les  lycées. 
L'opinion  du  rapporteur  est  que  ce  but  doit  être  triple  : 

Initier  les  garçons  à  Tune  des  gymnastiques  les  plus  elHcaces 
de  rintelligence  ; 

Jeter  des  bases  solides  pour  renseignement  des  sciences  dans 
les  cours  supérieurs  ; 

Mettre  Télève  en  mesure  de  résoudre  rapidement  les  questions 
de  mathématiques  qui  se  présenteront  à  lui  dans  la  vie  pratique. 

L'enseignement  actuel  a-t-il  ce  triple  but?  Evidemment  non. 
Mais  cela  n'est  pas  un  motif  suffisant  pour  vouloir  la  fusion  de 
l'enseignement  classique  et  de  l'enseignement  ^technique,  car  on 
arriverait  par  là  à  la  ruine  absolue  de  Tune  et  de  l'autre  branche 
d'enseignement.  Le  rapporteur  exprime  le  vœu  que  l'école  clas- 
sique reste  ce  qu'elle  est  aujourd'hui,  mais  qu'en  même  temps  son 
enseignement  soit  vivifié  par  des  retouches  judicieuses,  mais  très 
limitées,  aux  programmes  actuels. 

M.  le  prof.  Fontebasso  est  d'avis  que  le  peu  de  profit  retiré  dos 
mathématiques,  que  l'on  déplore  en  Italie,  est  dû  avant  tout  à 
l'étendue  des  programmes  olHciels  par  rapport  aux  heures  dont 
on  dispose  pour  les  développer  et  au  nombre  excessif  d'élèves 
dans  chaque  classe.  (Comment  serait-il  possible  de  fixer  par  des 
applications  opportunes  la  théorie  dans  l'esprit  de  l'écolier  lors- 
que le  nombre  des  heures  d'enseignement*  est  à  peine  suffisant  à 
une  sommaire  exposition  de  la  théorie  ? 

Ce  sont  des  exercices  nombreux  et  variés  seuls,  qui,  sans  aucun 
eflbrt,  amènent  l'élève  à  se  rendre  maître  des  différentes  théories 
et  ce  sont  précisément  ces  exercices  qui  constituent  la  vraie  g>'m- 
nastique  de  l'esprit.  De  plus,  une  grande  partie  du  temps  destiné 
à  l'enseignement  est  al)sorbée  par  les  interrogations  qu'on  doit 
faire  pour  s'assurer  des  progrès  de  l'élève;  si  l'on  réfléchit  que  les 
classes  ont  ordinairement  de  30  à  40  élèves,  on  comprend  que  le 
temps  assigné  à  l'enseignement  des  mathématiques  se  réduit  à 
une  moyenne  absolument  dérisoire. 


^  Le»  programmes  actuels  correspondent  pleinement  à  ce  but,  surtout  lorsque  le  maître 
trouve  un  secours  etfirnec  dans  les  textes  adoptes,  ce  qui  n'est  malheureusement  p.i8  toujours 
le  cas. 

'  Deux  heures  par  classe  et  par  semaine  :  une  heure  de  g(>omctrie  et  une  heure  d'algèbre 
('•lémcntaire. 
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Un  bon  remède  serait  d'ajouter  une  heure  de  leçon  par  semaine 
et  par  classe  et  de  limiter  en  même  temps  à  un  maximum  de  25  le 
nombre  des  élèves  de  chaque  classe. 

Cette  augmentation  d'une  heure  par  semaine  serait  toute  au 
profit  des  écoliers,  car  ils  apprendraient  la  même  quantité  de  ma- 
tière en  un  plus  grand  nonïbre  d'heures,  donc  avec  un  moindre 
elïbrt.  En  outre  on  devrait  réduire  le  nombre  des  exercices  écrits  à 
exécuter  à  la  maison,  car  ils  trahissent  ordinairement  une  pitoya- 
ble paternité.  —  Le  critérium  final  pour  juger  d'un  écolier  devrait 
être  une  épreuve  orale  et  une  épreuve  écrite  sur  des. applications 
directes  de  ce  qu'il  a  appris  et  non  sur  des  problèmes  obscurs 
faits  dans  le  seul  but  de  rendre  odieuse  l'étude  des  mathématiques. 

Les  modifications  que  le  rapporteur  proposerait  aux  pro- 
grammes actuels  sont  légères  et  suggérées  seulement  par  le  désir 
d'aplanir  la  voie  à  l'écolier.  Au  programme  actuel  du  premier 
cours  il  ajouterait,  comme  partie  intégrale,  les  polynômes  arith- 
métiques et  les  exercices  de  vérification  pour  tous  les  problèmes 
résolus;  quant  à  la  Géométrie,  il  insisterait  j)our  exiger  des  élèves 
de  savoir  dessiner  convenablement,  à  main  levée,  les  figures  dont 
il  étudie  les  propriétés,  de  sorte  que  le  maître  puisse  s'assurer 
que  l'élève  a  une  idée  claire  et  positive  de  tout  ce  qu'il  a  appris. 
Au  programme  de  la  deuxième  classe  il  ajouterait,  après  l'étude 
des  fractions,  un  bref  aperçu  de  la  solution  des  équations  numé- 
riques du  premier  degré  à  une  inconnue,  excluant,  cela  va  sans 
dire,  l'introduction  des  nombres  négatifs.  Par  ce  moyen  on  serait 
conduit  à  traiter  une  riche  série  de  questions  qui  rendraient 
agréable,  donc  plus  attrayante,  l'étude  des  mathématiques.  Dans 
cette  classe  on  considérerait  également  les  polynômes  arithmé- 
tiques en  étendant  aux  nombres  rationnels  tout  ce  qui  aurait  été 
fait  sur  les  polynômes  à  termes  entiers.  Pour  la  (iéométrie  le  pro- 
gramme actuel  est  suffisant.  Dans  la  troisième  classe  il  ajouterait 
l'étude  de  systèmes  simples  d'équations  numériques  à  deux  in- 
connues. Quant  à  la  Géométrie  on  pourrait,  outre  la  résolution 
des  problèmes  fondamentaux,  ajouter  la  vérification  par  la  règle 
et  le  compas,  les  propriétés  principales  des  figures  qu'on  étudiera 
plus  tard  dans  la  Géométrie  rationnelle.  Dans  la  quatrième 
classe  on  développerait  la  théorie  des  opérations  sur  les  nombres 
entiers  ou  fractionnaires,  c'est-à-dire  qu'on  traiterait  brièvement 
l'arithmétique  rationnelle,  en  ajoutant  un  bon  nombre  d'exer- 
cices propres  à  mettre  en  lumière  l'importance  des  théories  étu- 
diées. 

Les  idées  exposées  dans  le  rapport  de  M.  Fontebasso  sont  celles 
de  la  presque  totalité  des  professeurs  de  mathématiques  des  ly- 
cées. Quant  à  un  gymnase  quadriennal  et  un  lycée  quadriennal, 
l'utilité  en  est  assez  douteuse  :  le  tout  se  réduirait  à  un  change- 
ment inutile  de  dénomination.  Les  villes  seules  qui  ont  des  lycées 
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complets  en  profileraient  peut-être  ;  cela  serait  au  détriment  de 
celles  qui  n'ont  que  les  cinq  premiers  cours. 

C.  Alasia  îBrindisii. 


Académie  de  Sciences  de  Paris. 

Prix  DÉcEKxÉs.  —  Dans  sa  séance  du  19  juillet  TAcadémie  des 
Sciences  a  décerné  les  prix  suivants  : 

PrLv  Binou:v  (Histoire  des  Sciences),  2,000  francs.  —  M.  Pierre 
DuHE.M,  correspondant  de  l'Académie,  pour  l'ensemble  de  ses  tra- 
vaux relatifs  à  l'histoire  des  sciences. 

Prij:  Pierron-Perrin  (5,000  francs).  —  M.  E.  Me»cai>ier,  direc- 
teur des  études  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  pour  ses  tra- 
vaux relatifs  à  l'acoustique,  à  la  radiophonie,  àPélasticité,  àPélec- 
tromagnétisme  et  à  la  télégraphie. 

Mécanique.  —  Prix  Montyon  '700  francs).  —  M.  de  Spahre,  pour 
l'ensemble  de  ses  études  relatives  aux  tirs  des  bouches  k  feu  et  de 
ses  travaux  de  mécanique  rationnelle  et  appliquée. 

Prix  Boileau  (1,300  francs).  —  M.  Boulanger,  professeur-ad- 
joint de  mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille,  pour  son 
ouvrage  intitulé;  «  Hydraulique  générale  ». 

Astronomie.  —  Prix  Lalande  (540  francs).  —  M.  Borelly,  astro- 
nome-adjoint à  l'Observatoire  de  Marseille,  pour  l'ensemble  de 
ses  découvertes  de  petites  planètes  et  de  comètes. 

Prix  Vais  (400  francs),  —  M.  de  la  Baume-Pluvinel,  pour  l'en- 
semble de  ses  travaux  astronomiques. 

Prix  C.  de  Pontécouiant  (700  francs).  —  M.  Ernest-William 
Brown,  actuellement  professeur  de  mathématiques  à  l'Université 
Yale  de  New  Haven  (Etats-Unis),  pour  ses  recherches  relatives  à 
la  «  Théorie  de  la  lune  ». 


Stéréophotogrammétrie. 

Un  cours  de  stéréophotogrammétrie  aura  lieu  du  4  au  9  octobre 
1909,  à  Jena,  sous  la  direction  de  M.  le  D""  Pulfrich.  Les  appareils 
et  instruments  seront  fournis  par  la  maison  Zeiss.  En  raison  des 
progrès  importants  réalisés  dans  ce  domaine  depuis  une  dizaine 
d'années^  un  cours  à  la  fois  théorique  et  expérimental  sur  l'em- 
ploi et  les  applications  des  stéréophotogramniètres  est  appelé  à 
rendre  de  grands  services. 


*  Voir  à  co  sujet  U  note  inlituiùc  I.e  stcrrnscope  et  ses  applications  scientifiques,  par  H.  Kbiik. 
L'Ëns.  matfj.,  l,  IX,  p.  U2-I46.  1907. 
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Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Alleiiiaiiil'nc*  —  Académie  des  Sciences  de  Heidelherg.  Sur 
rinitialive  d'un  généreux  ami  des  Sciences  et  des  Lettres,  il  vient 
d'être  créé  une  Académie  des  Sciences  de  Ileildelberg.  M.  L. 
Kœnicsdekger  a  été  désigné  comme  secrétaire  perpétuel  de  la  sec- 
tion des  Sciences  mathématiques  et  naturelles.  M.  Wolf  a  été 
nommé  membre  ordinaire  et  MM.  Mor.  Cantok  et  J.  Llkotii  (de 
Fribourg-en-Brisgau)  membres  associés. 

M.  ().  CoHN,  de  l'Université  de  Kœnigsberg,  est  nommé  profes- 
seur d'Astronomie  à  l'Université  de  Berlin. 

M.  L.  MAUKEn  est  promu  professeur  ordinaire  à  l'Université  de 
Tubingue. 

M.  R.  V.  Mises,  privat-docent  à  l'Kcole  technique  supérieure  de 
Bri'inn,  est  nommé  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg. 

M.  N.ETSCH,  privat-docent,  est  nommé  professeur  ordinaire  de 
mathématiques  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Dresde.  ^ 

M.  le  prof.  P.  Stackel  a  été  nommé  membre  honoraire  de  la 
Société  helvétique  des  Sciences  naturelles. 

M.  K.  V.  Weber  est  promu  professeur  ordinaire  à  l'Université 
de  Wûrzbourg. 

Angleterre.  --  M.  (l.-K.  Hale,  astronome,  est  nommé  doc- 
teur honoris  causa  de  l'Université  d'Oxford. 

Autriclit^-Hoiigrie.  —  M.  IL  Hahx,  privat-docent  à  l'Unî- 
versité  de  Vienne,  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Uni- 
versité de  Czernovitz. 

Oaneinark.  —  M.  \iels  Nielsen,  privat-docent,  a  été  nommé 
professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Copenhague,  en  remplace- 
ment de  M.  J.  Petersex,  qui  prend  sa  retraite. 

KtalH-Ufiis.  —  M.  L.-P.  Kisexhart  est  nommé  professeur  de 
mathématiques  à  l'Université  de  Princeton. 

M.  G.-\V.  IliLL,  de  New- York,  est  nommé  membre  correspon- 
dant de  l'Académie  des  Sciences  de  Munich. 

M.  W.-R.  LoNGLEY  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  ma- 
thématiques à  l'Université  Yale  à  New  Haven. 

M.  F.  OsnooD,  de  l'Université  Harvard,  est  nommé  membre  cor- 
respondant de  la  Société  mathématique  de  Kharkow. 

M.  A. -P.  WiLLs  est  nommé  professeur  de  Physique  mathéma- 
ti(jue  à  l'Université  (]olumbia  à  New  York. 

Frantît*.  —  ffommage  au  mathématicien  Kvarîste  Galois.  — 
Le  dimanche  J.'i  juin  1909  a  eu  lieu,  sous  la  présidence  du  Préfet 
de  la  Seine,  l'inauguration  d'une  plaque  commémorative  sur  la 
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maison,  située  à  i3oiii*g-la-Heiiie,  où  est  né  l'illustre  mathémati- 
cien Cialois,  mort  à  20  ans  '/L811-1832).  M.Jules  Tanneby,  membre 
de  rinstitut,  professeur  à  la  Sorl)onne,  directeur  des  Etudes 
scientifiques  à  l'Kcole  normale  supérieure,  a  retracé  la  vie  tour- 
mentée et  fait  l'éloge  de  l'œuvre  d'Kvariste  Galois.  M.  G.  Dar- 
l){»ux,  secrétaire  perpétuel  de  FAcadémie  des  Sciences,  et  M.  Cail- 
iotet,  membre  de  Tlnstitut,  assistaient  à  la  cérémonie,  en  même 
lemps  que  des  représentants  du  Parlement  et  quelques  notabilités 
de  la  science  et  de  renseignement.  (J.e  discours  de  M.  J.  Taxnery 
a  été  publié  dans  la  lie^^ne  scientifique  du  31  juillet  1909  et  dans  le 
liull.  des  Sciences  math.,  juin  1909,) 

Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Il  vient  d'être  créé  une  nou- 
velle chaire  magistrale  de  mathématiques  sous  le  ttitre  de  Chaire 
de  Théorie  des  fonctions.  M.  E.  Borbl,  professeur-adjoint,  est 
nommé  professeur  titulaire  de  cette  chaire,  dette  création  porte  à 
12  le  nombre  des  chaires  de  mathématiciues  de  la  Sorbonne;  les 
professeurs   titulaires   sont  actuellement  MM.   Andoyeh,  Appell, 

BOREL,  Boi'SSINESQ,  DaRBOI'X,  Goi'RSAT,   KœXIGS,   PaIXLEVÉ,   PlCARD. 

PoiNCARÉ,  Raffv,  Tannery.  La  F'aculté  compte,  en  outre,  deux 
professeurs-adjoints^  MM.  Madamar»  et  PiisEix,  et  un  chargé  de 
conférences^  M.  Blutel. 

Le  tableau  des  cours  ne  paraissant  qu'à  l'ouverture  du  semestre, 
nous  ne  pourrons  publier  l'extrait  concernant  les  mathématiques 
que  dans  le  n"  de  novembre. 

—  MM.  IL  PoiNCARÉ  et  Paul  Paixlevé,  membres  de  l'Institut,  ont 
été  nommés  docteurs  honoris  causa  de  l'Université  de  Stockholm. 

M.  P.  BouTRoux  est  chargé  du  cours  de  calcul  différentiel  et  in- 
tégral de  l'Université  de  Nancy. 

M.  Frechet  est  nommé  chargé  du  cours  de  mécanique  ration- 
nelle et  appliquée  à  l'Université  de  Poitiers. 

M.  Gambier  est  nommé  maître  de  conférences  de  mathématiques 
en  remplacement  de  M.  Fréchet. 

La  grande  médaille  d*or  de  V  Association  française  pour  l*  A  {lan- 
cement des  Sciences  a  été  décernée,  en  1909,  à  M.  Henri  Poixcarb. 

Hollande*  —  M.  J.-C.  Kapteyx  est  élu  membre  correspon- 
dant de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  la  section  d'Astro- 
nomie. 

Italie*  —  MM.  E.  Almaxsi,  de  l'Université  de  Pavie  et  A.  Gar- 
rasso,  de  rUniversité  de  Gènes,  ont  été  nommés  membres  cor- 
respondants de  l'Académie  dei  Lincei. 

M.  Levi-Civita,  de  l'Université  de  Padoue,  a  été  nommé  associé 
national  de  l'Académie  dei  Lincei. 

M.  F.  hlxRiQUEs,  de  l'Université  de  Bologne,  a  été  nommé  mem- 
bre correspondant  de  la  Société  mathématique  de  Kharkovv. 

M.  V.  VoLTERRA,  de  l'Université  de  Rome,  a  été  nommé  docteur 
honoris  causa  de  l'Université  de  Stockholm. 
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Suède.  —  M.  le  professeur  Mittag  Leffler  a  pris  l'initiative 
d'un  congres  des  mathématiciens  scandina\>es,  qui  aura  lieu  à 
Stockholm  du  22  au  25  septembre  prochain.  L'invitation  a  été  lan- 
cée au  nom  des  mathématiciens  de  Lund,  de  Stockholm  et  d'Up- 
sall. 

—  M.  G.  EnksthOm  a  été  nommé  membre  honoraire  de  la  Société 
helvétique  des  Sciences  naturelles. 

SuiM«!4c«  —  M.  Lucien  de  la  Rive,  physicien,  est  nommé  doc- 
teur honoris  causa  de  TUniversité  de  Genève. 

M.  Du  Pasquier  a  été  admis  en  qualité  de  privat-docent  à  l'Uni- 
versité de  Zurich. 

—  Pri.v  Schafli.  —  La  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles 
a  décerné  cette  année  le  Prix  Schafli  à  M.  Aug.  Lalive,  professeur 
au  Gymnase  de  La  (]haux-de-Fonds,  et  à  M.  le  D""  IL  Otti,  pro- 
fesseur à  l'Ecole  cantonale  d'Aarau.  Le  concours  avait  pour  sujet  : 
«  Etude  des  déviation  de  la  perpendiculaire  pour  un  certain  nombre 
de  stations  géodésiques  suisses  ». 

—  Ecole  polytechnique  fédérale;  Doctorat  es  sciences  techniques. 
D'après  le  nouveau  règlement  de  l'Ecole  polytechnique  fédé- 
rale, approuvé  par  le  Conseil  fédéral,  cet  établissement  pourra 
décerner  le  titre  de  doctorat  es  sciences  ;  il  a  été  créé  trois  titres 
de  doctorat  :  le  doctorat  es  sciences  techniques,  es  sciences  ma- 
thématiques ou  es  sciences  naturelles.  Les  candidats  doivent  être 
possesseurs  de  l'un  des  diplômes  de  l'Ijlcole,  présenter  un  tra- 
vail scientifique  et  subir  un  examen  oral. 

Simon  Newcomb. 

La  Science  vient  de  faire  une  perte  scMisible  qui  sera  doulou- 
reusement ressentie  dans  le  monde  savant.  Le  professeur  Simon 
Newcomb,  l'un  des  astronomes  les  plus  éminents  de  notre  épo- 
(jue,  est  mort  le  11  juillet  à  Washington,  à  l'âge  de  74  ans. 

Les  débuts  de  Newcomb  furent  très  modestes.  Né  le  12  mars 
1835,  à  Wallace,  Nouvelle-Ecosse,  où  son  père  était  chef  d'insti- 
tution, il  émigra  à  l'âge  de  18  ans  aux  Etats-Unis  et  prit  un  poste 
d'instituteur.  Mais,  grâce  à  ses  dispositions  pour  les  mathéma- 
tiques et  son  talent  de  calculateur,  il  put  entrer  au  Nautical  Al- 
manac  et  faire  ensuite  des  études  à  la  Harvard  Universjty,  où  il 
prit  ses  grades. 

11  fut  professeur  et  astronome  à  l'Institut  Naval  de  Washington 
(1861),  directeur  du  Nautical  Almanach  1877-1897),  et  professeur 
de  Mathématiques  et  d'Astronomie  à  l'Université  John  Ilopkins  à 
Baltimore  (1884  à  1893). 

L'œuvre  scientifique  de  New^comb  est  considérable  ;  elle  touche 
aux  principaux  domaines  de  l'astronomie  théorique  et  pratique. 
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Mathématicien  de  grande  valeur,  il  était  aussi  habile  calculateur 
et  put  aborder  avec  succès  les  problèmes  les  plus  difficiles  dans 
les  domaines  les  plus  divers  de  l'Astronomie.  11  était  aussi  un  ex- 
cellent vulgarisateur;  qu'il  suffise  de  rappeler  ici  son  remarqua- 
ble traité  de  Popitlar  aatronoiny ^  qui  eut  plusieurs  éditions  en 
anglais  et  en  allemand.  C'est  lui  qui  présida,  en  1904,  le  Congrès  in- 
ternational des  Sciences  et  des  Arts,  organisé  à  l'occasion  de 
l'Exposition  universelle  de  St-Louis.  Son  dernier  voyage  en  Eu- 
rope eut  lieu  en  1908  ;  on  sait  qu'il  prit  part  au  4™*  Congrès  in- 
ternational des  mathématiciens,  à  Rome,  où  il  fît  une  remarquable 
conférence  sur  «  la  théorie  du  mouvement  de  la  lune,  son  histoire 
et  son  état  actuel  ». 

Nécrologie. 

M.  V.  Cerruti,  professeur  de  mécanique  rationnelle  à  TUniver- 
sité  et  directeur  de  l'Ecole  des  ingénieurs,  à  Rome,  est  décédé  le 
20  août  à  Croce  Mosso  iXovara),  à  la  suite  d'un  cancer  à  Testomac. 
11  était  âgé  de  59  ans,  sénateur,  membre  de  l'Académie  dei  Lincei. 
de  la  Société  italienne  (dite  des  XL),  etc. 

M.  C.  Reuschi.e,  professeur  de  Géométrie  et  d'Analyse  à  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Stuttgart,  est  décédé  le  17  août  à  l'âge 
de  ()2  ans. 
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Cours  universitaires. 

Semestre    d'hiver    1909-1910. 

ALLEMAGNE 

Berlin;  Uni^ersitdt.  —  Schwarz  :  Aiialyt.  Géométrie,  4;  Th.  der  analyl. 
Fiinktiorien  II.  4;  Elementargeometrische  Herleitung  der  wichtigsten  Eigen- 
schaften  der  Kegelschnitle,  2;  Kolloquien;  Seminar.  —  Frobenius  :  Zahlen- 
iheorie,  4;  Seminar.  —  Schottky  :  Th.  der  krummen  Lînien  und  Flachon, 
4;  Anw.  der  Th.  der  ellipt.  Funktionen,  4;  Seminar.  — Hettner  :  Bestimmle 
Intégrale,  2.  —  Knoblàuch  :  Difl'.rechnung,  4,  mil  Uebng,  1;  Th.  der  ellipt. 
Kiinklionen.  4,  —  Lehmann-Filhés  :  Integrairerhnung,  4;  Determinanten.  4. 
—  SciiuR  :  Th.  der  algebr.  Gleichungen,  4;  Th.  der  linearen  DifTercntîal- 
gleichungen,  4,  —  Fœrster  :  Geschichte  der  mittelalterlichen  Astronomie, 
2;  Griindlehren  der  astron.  Messkunst,  1;  Die  VVeltharmonik  îm  Sinne  von 
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Platon  und  von  Kepler.  —  Struve  :  Einlcttuncr  in  die  Himnielsniechanik,  3; 
Uebgn.  auf  der  Slernwarte.  -  Makcube  •-  Théorie  und  Praxis  der  Orlsbe- 
stimmung  mit  Uebng.,  2;  Âllgemeinverstàndliche  Hiiuraelskunde,  2.  — 
ScHEiNER  :  Einfûhrung  in  die  Aslrophysik,  2;  Koiloquium.  —  Witt  :  Me- 
thoden  der  Berechnung  spezieller  Stôrungen,  3j  Uebgn.  dazii,  2;  Interpola- 
tion und  unmerische  Intégration,  1.  —  Helmert  :  Théorie  der  Kartenprojek- 
tionen,  1;  Kigur  der  Erde,  1.  —  Planck  :  Allgemeine  Mechanik,  '*;  Uebgn. 
RuBEKts  :  Malhenj.  Ërgânzung  zur  Experinientalphysik,  J;  Koiloquium.  — 
Wehnelt  :  Theoretische  Ergânzungen  zum  physikalischen  Praktikum.  — 
Mkyer  :  Einfûhrung  in  die  moderne  Maschinenlechnik,  2;  Anweudungen  der 
Mechanik  in  der  Flugtechnik,  1;  Exkursionen.  —  Xebsen  :  Optische  Instru- 
mente (Théorie),  2.  —  Byk  :  Einfûhrung  in  die  malhematische  Behandlung 
der  Naturwissenschaften,  1.  —  Martens  :  Ausgewahlte  Kapilel  ans  der  Me- 
chanik, Akustik,  Warmelehre,  2.  —  v.  Bortkievicz  :  Yersichcrungsrechnuug 
mit  Uebgn,  2.  —  Weinstein  :  Malhem.  Physik  (Mechanik  und  Akustik,' 3; 
W'eltbild  und  VVeltentstehung,,  i.  —  Slaby  :  Eleklromechanik,  2.  —  War- 
bi:rg  :  AusgewUhlte  Kapitel  aus  der  theoretischen  Physik,  2.  —  St:HMiDT  : 
Méthode  der  kleinsten  Quadrate,   1. 

Bcfnil;  Unisfersitdt.  —  Bucherer  :  Difl'.-gicichungen  der  Physik,  2.  — 
Hessenberger  :  Graph.  Statik,  3.  —  Kowalewski  :  Analyt.  Géométrie,  4; 
Integralgleichgn.,  2;  Seminar,  2;  Uebgen.,  1.  —  Kustner  :  Sphjir.  Astro- 
nomie, 3;  Fixsternkunde,  1;  Prakt.  Uebgn.  —  London  :  Diff.-  n.  Int.-rech- 
nung,  II.  'j;  Uebgn.  in  darst.  u.  synth.  Géométrie,  1;  Uebgn.  in  Diff.-  u. 
Int.rechn.,  1;  mathem.  Sem. — Mœnnich-.VIeyer  :  Th.  der  Finsternisse,  2.  — 
Pflùger  :  Mechanik,  4;  Uebgn.,  1.  —  Study  :  Funktiouentheorie,  4;  Synth. 
Géométrie,  2;  Sem. 

BrBSlau;  Uni^'ersitàt.  —  Rosanes  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4;  Ein- 
fûhrung in  die  Invariantenlheorie,  1;  Seminar.  —  Stiirm  :  Théorie  der  geo- 
metrischen  Verwandtschaften  II,  3;  Geom  Abschnilte  dei*  Mechanik,  2: 
Geschichte  der  Mathcmafik,  1;  Seminar.  —  K.neser  :  Integralrechnuug,  3; 
Funktiouentheorie,  3;  Seminar.  —  Fra.nz  :  Théorie  der  Bahnrechnung,  4  ; 
Ebbe  und  Flut  mit  einer  Einleitung  ûber  llydrodynamik,  2:  Seminar;  Schil- 
derung  des  Weltenbaus.  —  ScUiEFER  :  Elektrouenlheorie,  4;  Koiloquium. 

Erlangen;  Universitât.  —  Gordan  :  Differenlialrechnung,  4;  Di0ercntial- 
gleichungen,  4;  Seminar.  —  Nœther  :  Analyt.  Geomelrie  î,  4;  Funktionen- 
theorie.  4;  Geometr.  und  analyt.  Uebgn.  — Hilb  :  Elenientarmatliemalik,  4; 
Besliranile  Intégrale  und  Fouriersche  Keihen,  3;  Geomet.  und  analyt    Uebgn. 

—  Keiger  :  Mechanik,  2;  Thermodyuamik,  2;  Uebgn  zur  iheoretischen 
Physik. 

GidSSOn;  Uni^ersitat.  —  Pasch  :  Diff.-  u.  Inlegralrechuung,  4;  Die  geom. 
Verwandtschaften  ersten  Grades,  2;  Seminar  fur  erste  Semester.  —  Netto  : 
Analyt.    Mechanik,  4;   Num.  Gleichungen,  2;    Seminar  fur  hohere  Semester. 

—  Ko.MG  :  Mathem.  Ergânzungen  zur  Experinienlalphysik,  1:  Fromme  : 
Geom.  und  phys.  Optik,  4;  Populare  Astronomie  und  mathem.  (ieographie, 
l  V^  —  Grassma?»n  :  Darst.  Geomelrie  I.  Teil,  3;  Uebgn.. zur  darst.  Géo- 
métrie, 3;  Proj.  Géométrie  der  Ebene  in  analyt.  Behandlung.  3;  Mathem. 
Seminar,  Ab.  f.   minière  Semester  :  Uebgn.  zur  proj.  Geomelrie  der  Ebene. 

—  ScH-MiDT  :  Kinelische  Gastheorie  und  ihre  Anwendung  auf  Eleklroneu- 
lehre.  2, 
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GÔttingen;  Uniyei.sUàt.    —    Klei.n  :  Projeklive  Georaelrie,  4;  Serninar.  - 
HiLDEUT  :  Allgemeine  Th.  (1er  parliolleii  DifTcrçutiitlgleichiingeD,  4;  Serninar. 

—  Landau  :  Einleitnng  iii  die  Funklioncntheorie.  4;  Einfiihrung  iu  die 
Theoi'ie  der  Idéale,  1;  Serninar.  —  Hu.nge  :  EinFuhrung  in  die  inathem,  Be- 
handluug  der  Naturwisseiischal'ten,  3;  Mechanik  mit  Uebgn,  6.  —  Zekmklo  : 
Differential-  und  Inlegralrechnûng  II,  4;  Ueber  die  logiscfaen  Grundlngen 
der  Malliematik,  1;  Malliem.  Uebgn.  —  Kœbr  :  Algebra,  4;  Lineare  Diffe- 
reiUiaigleicliungen,  2;   Zeichnerische  Darslellung  von   Kurven  und  Flàchen. 

2.  —  Tœplitz  :  Analyl.  Geomclrie  des  Rauines  und  Deternainanten.  4;  Ma- 
theiu.  Uebgn.  —  Berxstein  :  Wahrscheinlichkeilsrechnung,  2;  Beslimmte 
Intégrale  und  Fouriersclie  Reihen,  2;  Ausgewahlle  Kapitel  der  Versiche- 
ruiigsrcchnung,  1.  —  Muller  :  Aus  der  Geschichte  der  Mechauik  seil  La- 
grange.  —  ScHWAKZscHiLD  :  FiguT  uud  Rotation  der  Himmelskôrper.  3; 
Serninar.  —  Ambro.nx  :  Bahnbestimmung  der  Kometen  und  Planeleu.  3: 
ChVonoIogie  und  Kalenderwescn.  1;  Uebgn  im  Beobachten  fur  Lehramts- 
kandidaten.  —  Heutzsprung  :  Aslrophysik  II,  2;  Serninar.  —  Wiechert  : 
Verinessungswesen.  iheorelischer  Teil,  4;  Elastizilâtslheorie,  4;  Polarlicht, 
1;  GeophysJkalisches  Praklikum;  Serninar.  —  Voigt  :  Eleklrodynamik,  4: 
Geomelrische  Oplik,  2.  —  Abraham  :  Théorie  der  WUrmeslrahlung.  2.  — 
Prandtl  :  Einfûhrung  in  die  Thermodyuamik  und  ihre  technischen  Anwen- 
dungeu,  3;  Mechanikpraktikum^  Seniinar. 

Halle;  Universitdt.  —  Camor  :  DiHerential-  und  Intcgrairechuung  II,  5; 
Seniinar.  —  VVaxgerin  :  AnweiKlung  der  ellipt.  Funktionen,  3;  Sphar.  Tri- 
gonométrie  und  mathem.   Géographie.  2;   Anaiyt.  Mechanik  II,  2;  Serninar. 

—  Gutzmer  .  Darstellende  Géométrie,  mil  Uebgn,.  'i  ;  Eiufùrung  in  die 
Théorie  der  hôheren  ebenen  algebraischen  Kurven,  2;  Serninar.  —  Eber- 
HARD  :  Analyl.  Géométrie  des  Raumes,  4;  Kolloquium.  —  Martiny  :  Graphe- 
statik  mil  Uebgn..  2.  —  Buchholz  :  Grundlagen  der  (heoretischen  Astro- 
nomie, 2. 

Heidelberg ;  UniversiUït.  —  Kœnigsbp.rger  :  Anaiyt.  Mechanik,  4;  DilT.-  u. 
Inlegralrechn.  II,  3j  Scm.,  2.  —  M.  Cantok  :  DifL-  u.  Integrairechn..  4: 
Uebgn.  dazu,  1;  Elem.  Arilhmelik,  Zahlenlheoric  u.  Algebra,  2.  —  Kœhler  . 
Anaiyt.  Géométrie  der  Haumes,  4.  —  B6h.m  :  Ellipt.  Funktionen,  2;  Einfûh- 
rung in  die  Algebra,  namentlich  Th.  u.  Anw.  der  Determinanlen,  4;  Ma- 
them. Uebgn,  1.  —  Bopp  :  Nichteukiidische  Geomeirie,  2.  —  Wolf  :  Elem. 
der  Astronomie  u.  mathem.  Géographie,  3.  —  Kopff  :  Grundzugc  der 
Bahnbestimmung  der  Planeleu  u.  Kometen. 

Jena;  UnWersitàt.  —  Thom^  :  Bestimmte  Intégrale  und  Fo^iriersche 
Reihen.  5;  Seniinar.  —  IIaussnkr  :  Diff.-  und  Integralrechnung  II  mit 
Uebgn,  5;  Anaiyt.  Geomeirie  des  Raumes,  4;  Kaumkurveu  und  krunime 
Flachen.  4;  Seniinar;  Proseminar.  —  P'rege  :  Funktionentheorie  nach  Rie- 
maiin,  4;  Begriffsschrift,  \.  —  Kutta  :  Darstellende  Geomeirie,  4;  l'ebgn. 
dazu,  2;  Vektorenanalysis,  1;  Subslilutionstheorie.  2.  —  Tii.£R  :  Anaiyt. 
Mechnnik,  4.  —  Knopf  :  VVarscheinlichkeitsrechnung  und  Méthode  des 
kleinsleii   Quadrate,  4;  Interpolalionsrechnung  und  mechnnische  Quadraten. 

3.  —  Ai'ERBACH  :  Mechanik  der  festen  flùssigen  und  gasfôrmigen  Kôrper. 
'4;  Physikalisches  Kolloquium;  Das  naturwisseuschaftliche  VVellbild.  — 
Stravbei,  :  Abbildungslheorie,  1. 

KarUrnhe  ;  Techn.  Nochschule.  —  Distfli  :  Darst.  Géométrie  I.  4.  mit 
Uebgn,  4;  Graphisclie  Stalik.  2,  mit  Uebgn,  2.  —   Heun  :  Mechanik  I.  \.  rail 
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l'ebjçn.,  2;  Mechanisches  Semi'nar  (mil  Sliickol).  —  Kkazer  :  Hfthcre  Mathe- 
malik  I,  6,  mit  Uebgn,  2.  —  Stackel  :  Hohere  Malhenialik  II.  3;  Differen- 
lialgleicbungen  der  Mechanik  (mit  Heun).  —  Faber  :  Uebgn.  in  deii  Grund- 
lehreri  der  hôhercii  Matbematik,  2;  Aritbmelik  iiiid  Algebra,  2,  mil  l'ebgn. 
1:  Ebene  und  sphUr.  Trigonométrie.  2.  mit  Uebgn.,  1;  Elemenlare  und  aua- 
lyt  Géométrie  der  Ebene  und  des  Raiimes,  2,  mil  Uebgn.,  1.  —  Vogt  : 
Géométrie  der  Lage,  2.  —  Winkelmann  :  Elemcnte  der  Mechanik,  3,  mit 
Uebgn..  1;  Mech.  Problème  der  wissenschafïlichon  Technik,  2.  —  Schleier- 
MACHEK  :  Grundlehreu  der  Eleklrolecbnik  und  Mosskunde,  2.  —  Steveki.nd  : 
Einfubrung  in  die  malhem.  Physik,  3. 

Kiel  ;  Universitât.  —  Pociihammer  :  Funktionentheorie,  3;  Differenlial- 
geometrie,  4;  Seminar.  —  Heffter  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  4,  mit 
Uebgn..  1;  Th.  der  linearen  Diderenlialgleichungen,  3;  Seminar.  —  La>'ds- 
BERG  :  lulegralrechnung,  4.  mit  Uebgn.,  1  ;  Hohere  Aîgebra,  4.  —  Weinnoldt  : 
Graphische  Statik.  2.  —  Harzer  :  Théorie  der  Bahnbestimmungen,  4; 
Uebgn.  dazu,  1.  —  Kobold  :  Théorie  der  Finsternisse,  2;  Uebgn  dazu: 
Uebgn.  an  den  Instrumenlcn  der  Sternwarle. 

KÔnigsberg  ;  Univevsitàt.  —  Meyeh  :  Analyt.  Raumgeomelrie,  3,  mil 
Uebgn,  1;  Differentialgeometrie,  4;  Seminar.  -  Schœnflies  :  Intégral i-ech- 
nung.  4;  Ueber  die  Rotation  eines  Kôrpers  uni  einen  Punkt,  2;  Seminar.  — 
Battek.man.n  :  Einleilung  in  die  Mechanik  des  Himmels,  2;  Allg.  Astro- 
nomie. 1. 

Leipzig;  Unîversitât.  —  Neuma>n  :  Th.  des  Potentials  und  der  Kugel- 
funklionen,  4,'  Seminar.  —  Holder  :  Ellipt.  Funktionen,  5;  Th.  der  Gruppen 
von  einer  endliclien  Anzahl  von  Operatioaen,  1;  Seminar.  —  Roun  :  Analyt. 
Géométrie  des  Raumes»,  4;  Darst.  Géométrie,  2,  mit  Uebgn.,  2j  Seminar.  — 
Herglotz  :  Mechanik.  4;  Mechanik  der  Continua,  2;  Seminar.  — Vo.n  Oet- 
Ti?(GE.N  :  Elemenle  der  projekliven  Dioptrik,  1.  —  Hausdorff  :  Differenlial- 
geometrie,  4,  mit  Uebgn.;  Algebi*aische  Zahlen,  2.  —  Liebmann  :  Differential- 
und  Inlegralrechnung,  4,  mil  U'ebgn.,  1;  Uebgn.  zur  darslellenden  Géométrie 
(mit  Rohn).  —  Bruns:  Inslrumenlenkunde,  3;  Fehlerlheorie  und  Ausgleich- 
ungsrechnung,.  1;  Prakt  Aualysis  I,  2;  Uebgn.  auf  der  Sternwarle.  - 
Petek  :  Die  Grundlehren  der  Astronomie.  2;  Uebgn.  auf  der  Sternwarle. 

Marburg  ;  Vniversitdt.  —  He.nsel  .-  Algebra,  4;  Eliipl.  Fuiiklionen,  4; 
math.  Proseminar,  1;  math.  Seminar.  —  Neu.\iann  :  Ditf.-  u.  inlegralrechn. 
II.  4;  Uebgn.  dazu,  1;  Variationsrechn.,  4;  math.  Prosem.,  1.  —  v.  Dallwigk  : 
Potentialtheorie,  3;  Unendl.  Reihen  u.  Produkte,  1;  Angew.  Mathematik. 
Perspektive,  4.  —  Hellincer  :  Analyl.  Géométrie,  insbes.  Flachen  II.  Gr., 
3;  Integralgleichgn  ,  2.  —  VVecener  :  Aslron.-  geogr.  Orlsbestimmung  f. 
Forschungsreisende. 

Strassburg  ;  Univ>ersitàt.  —  Weber  :  Diff.-  und  Inlegralrechnung,  4;  Va- 
rialionsrechnung.  2;  Seminar.  --  Scmur  :  Analyl.  Géométrie  der  Ebene  und 
des  Raumes,  4;  Ausgewiihlle  Kapitel  au.s  f\çv  Flachentheorie,  2;  Seminar. 
—  VVeli.stei.\  :  Partielle  Differentialgleichungen.  5;  Unterseminar.  —  Si- 
Mo.N  :  .Melhodik  der  elementaren  Mathematik,  2.  —  Ei»stein  :  Delerminanleu. 
2.  —  Bauschinger.  Sphar.  Astronomie,  4  ;  Melhoden  des  wissenschafllichen 
Kechnens  ;  Aslronomische  Beobachlungeu. —  Wirtz  :  Photometrie  der  Ges- 
lirne.  I.  —   Hergesell  :  Die  heutigen  LutischifTe  und  Klugmaschinen,  2. 

Tûbingen  ;   Universitàt.  — v.  Brill  :  Eiufurung  in  die  hohere  Mathematik, 
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'f  ;  der  algebr.  Kurveii,  3  ;  Seminar.  —  Maurrk  :  Hôhere  Analysis  II.  4  : 
Hôhere  Algebra,  4  ;  Seminar.  —  N.  X.  :  T3ai'$(.  Géométrie  mit  l'ebjyn.  ; 
Synth.  Géométrie  mit  Uebgn.  —  Iïapppel  :  Yersicherungsmathomatik  ; 
Partielle  Diflerentialgleichuiigen  derPhysik.  1.  —  Gans  :  Elektronentheorie, 
2;  Das  absolute  Masssyslem  und  die  absolulen  Messiingen,  1. 

ANGLETERRE 

Cambridge;  University.  —  (Les  cours  sont  répartis  sur  trois  trimestres, 
le  Michaelmas  Terni  commence  le  14  octobre;  le  Lent  Terni,  le  17  janvier  ol 
le  Easter  Terni,  le  25  avril.)  —  Forsyth  :  Dîflercntial  Equations,  3  (M.  T.); 
Differential  Geometry,  3  (M.  T.);  Functions  oftwomore  Complex  Variables. 
3  (L.  T.).  —  Sir  g!  H.  Darwin:  Lunar  Theory  (Elementary).  'S  (M,  T  }: 
Figure  of  ihe  Earth  and  Precession,  3  ( !..  T.).  —  Sir  R.  S.  Ball  :  Mathem. 
Astronomy,  3  (M.  T.);  Applications  of  Geometry  to  Dynamics,  3  ( L.  T.  f  — 
D»"  HoBsoN  :  Harmonie  Analysis,  3  (M.  T.);  Higher  Dynamics,  3  (L.  T.}: 
The  Theory  of  Lebesgue  Intégrais  (E.  T.).  —  D**  Baker  :  Introduction  lo 
Theory  of  Functions,  3  [M.  T,);  Curves,  3  fM.  r.^'. Theory  of  Functions.  3 
{ L.  T.):  Solid  Geometry,  3  ( f..  T.):  Curves  and  Surfaces.  3  (E.  T.).  — 
Mr  Herman  :  Hydrodynamics  (M.  T.);  Geometrieal  Optics  ( L.  T.);  Hydro- 
mechanics  {f..  T.);  Hydrodynamics  and  Sound  (E  T.).  —  Mr  Richmo?(D  : 
Algebraic  Geomett*y,  3  (M.  t^*  L.  T.);  Solid  Geometry  {M.  T.j;  Synthetic 
Geometry  (methods  and  applications),  3  ( E.  T.),  —  D""  Whitkhead  :  Synthe- 
tic Geometry  :  systematic  development  (M.  T.);  Principles  of  Mathemalics 
iNumber  and  Magnitude)  {L.  T.];  Symbolic  Logie  f/î.  T.).  —  D»"  Barnks  : 
Linear  Differential  Equations.  3  ( L.  T.).  —  D""  Bromwich  :  Theory  of  Polen- 
tial  Equations,  3  (M.  T.),  Electric  Waves  (L.  T,).  —  Mr  Bkrry  :  Elliptic 
Functions  ( !..  i\'  E.  T.).  —  Mr  Bennett  :  Line  Geometry,  3  { L.  7'./.  — 
Mr  MuNRO  :  Hydrodynamics  and  Sound,  3  (M.  T.).  —  Mr  Leathkm  :  Elemen- 
tary Electron-Theory,  3  (M.  T  ).  —  Mr  Grâce  :  Theory  of  Numbers  !  M.  T.  t  : 
Theory  of  Invariants  (L.  7\j.  —  Mr  Hardy  :  Intégral  Functions  (E.  T.).  — 
Mr  HiNKs  (for  Prof.  Sir  G.  H.  Darwin  and  Prof.  Sir  R.  S.  Ball).  Démonstra- 
tions in  Practical  Astronomv. 

SUISSE 

Bâle  ;  Université.  — Von  der  Mûi:ll  :  Analyl.  Mechanik,  4;  mathcm.  Phy- 
sik.  —  RiGGENBACH  :  Popul.  Astronomie;  Astrophysikj  L'obgn.  —  Fiktek  : 
Diff.-  u.  Integralrechn  I,  4;  Uebgn.  dazu,  1;  Funktioncnlheorie,  mil  l'ebgii.; 
niathem.  Proseminar.  —  Veillon  :  Vektoranalysis.  —  Spiess  :  Zahlentheorie, 
3;  Detcrminanten,  1.  —  Flatt  :  Proj.  Géométrie,  4;  Pâdag.  Seminar. 

Berne;  Université.  —  Graf  :  Kugelfunktionen  m.  Rep.,  I.  3;  Bossel'sche 
Funktioneu  m.  Rep.,  II,  3;  Integralrechng.  m.  Rep.,  3;  Differentialgleichgeii. 
2;  Funktionenlheorie,  2;  Renten  u.  Versicherungsruchng.,  2;  Rep.  d.  .Math.. 
2 — 4;  Mathem.  Sem.  mit.  Prof.  Hnbcr,  2.  —  Ott  :  Algebr.  Analysis,  II.  T.. 
2;  Integralrechng..  2;  Analyt.  (ieom.,  II.  —  G.  Huber  :  Mechanik  d.  Him- 
niels,  2;  Fouriersche  Reihen  u.  Intégrale,  mit  Anw.  a.  d.  Physik,  3;  Th.  d. 
Kaumkurven  und  abwickelb.  Fliichen.  2;  Th.  u.  Anw.  d.  Dcterminanten,  1; 
Math.  Sem.  :  Geom.  u.  Astronomie  mit  Prof  Graf,  1.  —  Benteli  :  Darsi. 
Cieom,  Kurven,  Strahlenflachen.  reg.  Polyëder.  2;  Darst.  Géométrie  Uebgn. 
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u  Rep.,  2;  Prakt.  Geom.,  I.  T.,  J ,  Konstruktive  Perspektive,  1.  —  Crklier  : 
Synlh.  Geom.,  I.  T.,  2;  Kinematische  Système,  2.  —  Mosek  :  Ausgew.  Kap. 
d.  Slerblichkeitsmessung;  Math.-versicherungswissensrhaftl.  Sem.r  1 — 2.  — 
BoiiKEN  :  VVahrscheiiiIichkeitsrechng.,  2;  Polit.  Arithm.,  2. 

Genève;  Université.  —  G.  Gailler  :  Galcul  diff.  et  intégral,  3;  Exerc,  2; 
Mécanique  rationnelle,  3;  Exerc,  2;  Géométrie  non-euclidienne,  2.  — 
H.  Fehr  :  Eléments  de  Mathématiques  sup.,  3;  Exerc,  2;  Géométrie  des- 
criptive, 2;  Conférences  d'Algèbre  et  de  Géométrie,  1;  Séminaire  de  Géo- 
métrie sup.  :  Géométrie  infinitésimale,  2;  Sém.  de  mathématiques  élém.  : 
questions  d'enseignement.  —  R.  Gautier  :  Astronomie  générale,  2.  —  René 
de  Saussure:  Géométrie  cinématique,  2. 

Lausanne;  Université.  —  Amstein  :  Cale,  difiér.  et  intégr.,  1.,  6;  Exerc. 
de  cale.  !..  2;  Cale  différ.  et  intégr.,  III,  2;  Exerc.  de  cale,  III,  1;  Théor. 
des  fonct.,  3.  —  Lacombe  :  Géomél.  anal.,  2;  Géomét.  descript.,  4;  Epures, 
4;  Géomét.  de  position,  3.  —  Mayor  :  Mécan.  rationn.,  III,  4;  Exerc,  III. 
1;  Phys.  mathémat.,  2.  —  Maillard  :  Cale,  infinit.,  avec  applicat.  aux  sciences 
(cours  destiné  aux  étud.  en  se.  phys.  et  nat.),  4;  Astronom.  sphér.,  la  terre, 
le  soleil,  3;  Astronom.  mathém.  et  Mécanique  céleste,  1.  —  Jaccottet  :  Th. 
du  Potentiel,  2. 

Zurich;  Université.  —  Schmidt  :  DifT.  u.  Integralrechg.,  4;  Theor.  d. 
DifiF.glchgn.,  4;  Ueb.  f.  Vrgrkt.,  2.  —  Wolfer  :  Einl.  in  die  Astronomie, 
3;  Ueb.  dazu  Bahnbestimmung  v.  Planelen  n.  Kometen,  2.  —  Weiler  :  dar- 
stell.  Geom.  m.  Ueb.  I.,  4;  Analyt.  Geom.  m.  Ueb.  I.,  Math.  Geogr.,  2,  — 
Einstein:  Einf.  in  d.  Mechanik,  4;  Thermodynamik,  2;  Physikal.  Seminar, 
1.  —  GuBLER  :  Algebr.  Analys..  2;  Geom.  U.richtan  Mittelschulen,  1;  Sphar. 
Trigonométrie,  1. 

Zurich;  Ecole  polytechnique  fédérale.  Cours  de  la  Section  normale  des 
Sciences  mathématiques.  —  Hirsch  :  Hôhere  Mathematik  I,  5;  Uebgn  ,  2; 
Repet.,  1;  DifTerentialgleichen,  4;  Uebgn.,  1.  —  Franel  :  Mathématiques 
sup.,  5;  Exerc,  2;  Répét. ,  1;  Equations  dilF.,  4;  Exerc  ,  1.  —  Geiser  :  Ana- 
lyt. Géométrie,  4;  Repet.,  1.  —  Grossmann  :  Darst.  Géométrie,  4,  Uebgn., 
4;  Repet.,  1;  Géométrie  der  Lage,  4  —  Kollros  :  Géométrie  descriptive, 
4:  Exerc,  4;  Répét.,  1;  Géométrie  de  position,  3.  —  Hurwitz  :  Zahlen- 
théorie.  4.  —  Hurwitz  u.  Kollros  :  mathem.  Seminar,  2.  —  Meissner  : 
Mechanik,  II,  4;  Uebgn.,  2;  Repet.,  1.  —  Baschlin  :  Verraessungskunde  II, 
i;  Repet.,  1;  Praktikum,  2;  Erdmessung,  2.  —  Dumas:  Fonct.  alg.  d'une 
var.  indép..  2.  —  Du  Pasquier  :  Versicherungsmathematik,  2.  —  Wolfer  : 
Einl.  in  die  Astronomie;  Uebgn.  dazu,  2;  Bahnbestimmung  von  Planeten  u. 
Kometen.  2. 

Cours  libres.  —  Beyel  :  Rechenschieber  m.  Uebgn.,  1;  Darst.  Geom.,  2; 
Proj.  Geom.,  1;  Analyt.  Geom.  d.  Raumes,  2.  —  Cherbuliez  :  Eulers  Ar- 
beiten  auF  den  Gebiete  des  Maschinen-  u.  Ingenieurweseus,  1.  —  Dumas  . 
Calcul  graphique,  1.  —  Du  Pasquier  :  Méthode  der  kl.  Quadrate,  1;  Histor. 
Entwicklung  des  Zablenbcgriffs,  1.  —  Geiser  :  Elemente  der  Ballistik,  1.  — 
Keller  :  Monokonfocale  Kegclschnilte,  2.  —  Kienast  :  Naherungsniethoden. 
—  Kraft:  Analyt.  Mechanik,  5;  Geom.  Kalkiil  111,2;  Yectoranalysis,  3; 
Geschichtfc  der  Mathematik  u.  Mechanik,  2.  —  Schweitzer  :  Thermodyna- 
mik, 2.  —  Weber  :  Elektrische  Schwingungen.  2. 


L'EnseigneniPiit  mathém.,  1  l'année;   lîM>9,  2(5 
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H.  Andoyer.  —  Cours  d'Astronomie.  Seconde  partie  :  Astronomie  pratique, 
—  1  vol.  in-8o,  30'i  p.  ;   10  fr.  ;  Hermano,  Paris. 

Celte  seconde  partie  du  Cours  d'Astronomie  de  M.  Andoyer  envisage  les 
problèmes  d'astronomie  pratique.  Ces  problèmes  sont  multiples  et  les  mé- 
thodes imaginées  pour  les  résoudre  se  perfectionnent  chaque  jour.  Dans  ce 
cours  élémentaire  l'auteur  s'est  borné  aux  questions  les  plus  importantes 
en  s'efforçant  de  les  traiter  dans  les  détails,  afin  d'initier  le  lecteur  aux  mé- 
thodes générales  de  l'astronomie. 

L'ouvrage  comprend  trois  grandes  divisions,  qui  correspondent  aux  trois 
objets  fondamentaux  de  l'astronomie  pratique  :  Les  calculs,  les  instruments 
et  les  observations. 

L'auteur  examîue  d'abord  les  principes  de  calcul,  les  méthodes  d'interpo- 
lation, l'emploi  des  tables  astronomiques,  puis  les  erreurs  d'observation  et 
la  méthode  des  moindres  carrés.  Il  passe  ensuite  à  l'étude  des  instruments 
en  étudiant  tout  d'abord  les  instruments  accessoires:  pendules  et  chrono- 
mètres, cercles  divisés,  niveau,  lunettes  et  micromètres.  Puis  viennent  les 
instruments  complets,  le  théodolite,  l'équalorial,  l'instrument  méridien, 
l'instrument  de  passage  dans  un  vertical  quelconque  ou  dans  le  premier  ver- 
tical. Pour  tous  ces  instruments  l'auteur  étudie  avec  soin  leur  usage,  la  dé- 
termination des  constantes  instrumentales  et  les  erreurs.  Viennent  ensuite 
les  instruments  divers  :  le  sextant,  le  cercle  à  réflexion,  l'héliomèlre,  le  si- 
dérostat,  Tastrolabe. 

Dans  la  troisième  division,  consacrée  aux  observations,  M.  Andoyer  rap- 
pelle d'abord  quel  est  l'objet  propre  de  l'astronomie  ;  c'est  la  connaissance 
de  l'univers  et  des  lois  de  son  mouvement.  «  Laissant  de  côté  une  branche 
importante,  l'astrophysique,  qui  s'occupe  de  la  constitution  même  des  astres, 
on  peut  dire  que  le  problème  fondamental  est  celui-ci  :  savoir  déterminer 
les  apparences  des  astres  à  un  instant  donné  et  dans  un  lieu  donné  ».  et  le 
problème  inverse,  également  d'une  importance  fondamentale  :  d'après  les 
apparences  des  astres  à  une  certaine  époque  et  en  un  certain  lieu,  déter- 
miner cette  époque  et  le  lieu.  Les  solutions  nécessitent  la  connaissance 
de  certains  nombres  fixes,  les  constantes  de  l'astronomie,  à  Pétude  des- 
quelles l'auteur  apporte  un  soin  particulier. 

L'auteur  aborde  ensuite  l'astronomie  géographique  et  nautique.  Dans 
cette  partie  il  expose  les  méthodes  employées  pour  la  détermination  des 
coordonnées  géographiques,  L  ouvrage  se  termine  par  un  cbapitre  complé- 
mentaire, qui  a  pour  objet  la  détermination  d  une  orbite  dans  sou  plan  par 
deux  positions  héliocontriques  complètes. 

J.  Andrade.  —  Chronométrie.  —  1  vol.  cart.  in-lG,  382  p.;  5  fr.  Collection 
des  Encyclopédies  scientifiques,  Bibliographie  de  Mécanique  appliquée  et 
de  Génie;  Doin,  Paris. 

\u' Encyclopédie  scientifique  consacre  un  volume  à  la  Chronométrie.  Four 
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la  première  foie,  croyons-nous,  on  a  réuni  en  un  volume  l'ensemble  cJes  no- 
tions se  rattachant  à  la  théorie  et  aux  applications  de  la  (Ihronomêtrie.  Cor- 
respondant avec  de  nombreux  développements,  aux  cou  ri;  que  fait  M,  An- 
drade,  à  l'Université  de  Besançon,  aux  étudiants  horlogers,  il  ne  suppose 
chez,  le  lecteur  aucune  connaissance  mathématique  spéciale,  mais  il  leur 
fournit  un  instrument  d(*  calcul  approprié  aux  problèmes  de  réglage.  Les 
mathématiques  de  l'ingénieur  ont  été  très  simplifiées. 

Gomme  tous  les  ouvrages  et  mémoires  de  M.  Andrade,  celui-ci  a  une 
forme  très  personnelle.  Maîtres  et  élèves,  théoriciens  et  praticiens  trouve- 
ront dans-  cet  exposé  des  indications  fort  utiles  qui  mettent  en  lumière  les 
rjipports  et  les  théories. 

Dans  une  courte  Postface  l'auteur  insiste,  entre  autres,  sur  les  nouveaux 
problèmes  de  l'enseignement  public  qui  devraient  être  mieux  connus  des 
pédagogues,  n  aussi  bien  de  ceux  qui  font  les  programmes  de  nos  bacheliers 
que  de  ceux  qui  font,  de  loin,  les  programmes  de  nos  écoles  professionnelles.  » 

M.  BoRKL.  —  Die  Elemente  der  Mathematik.   Vom  Verfasser  genehmigte 

deutsche  Aufgabe,  besorgt  von  P.  Stxckel.  Erster  Band  ;  Arithmetik  u. 
Algehra.  mit  57  Fig.  u.  3  Tafeln.  —  1  vol.,  relié,  gr.  in-8"  ;  431  p.  ;  8  M. 
60  ;  B.  G.  ïeubner,  Leip/ig. 

Nos  lecteurs  connaissent,  tout  au  moins  par  nos  analyses,  les  excellents 
manuels  que  M.  Borel  a  rédigés  pour  l'enseignement  secondaire  conformé- 
ment aux  nouveaux  programmes  français  de  1902  et  1905.  On  sait  que,  pour 
l'Algèbre,  ces  programmes  introduisent  franchement  la  notion  de  dérivée 
<lans  l'enseignement  élémentaire  et  qu'une  réforme  dans  ce  même  sens  est  à 

I  ordre  du  jour  dans  d'autres  pays,  notamment  en  Allemagne,  l  ne  traduction 
de  ce  manuscrit  sera  donc  bien  accueillie  des  maîtres  dans  les  pays  de  lan- 
gue allemande.  Il  s'agit  d'une  adaptation  aux  besoins  des  établissements 
allemands  faite  avec  beaucoup  de  soin  par  M.  Stxckel,  professeur  à  TEcole 
lechniqiie  supérieure  de  Carlsruhe. 

O  premier  volume  renferme  les  éléments  d  Arithmétique  et  d'Algèbre  :  I. 
Numération  décimale.  Addition  et  soustraction.  Multiplication  de  nombres 
entiers.  Division.  Divisibilité  et  plus  grand  commun  diviseur.  Nombres  pre- 
miers. Fractions  ordinaires.  F'ractions  décimales.  Carrés  et  racines  carrées. 

II.  Usage  des  lettres  dans  les  calculs.  Nombres  positifs  et  négatifs;  appli- 
cations. Premiers  éléments  du  calcul  algébrique.  Equations  et  inégalités  du 
premier  degré  ;  problèmes.  Binôme  du  premier  degré  ;  représentation  gra- 
phique. Equations  du  2<^  degré;  problèmes.  La  fonction  honiographique  :  sa 
représentation  graphique.  Progressions  et  logarithmes.  Intérêts  composés. 

CoMBETTE  et  GiKo».   —    Cours  de  Mécanise  pour   la   classe   <ie   mathéma- 
tiques spéciales.  —  1  vol.  in-8o.  438  p.;  6  fr.  ;  Alcan,  Paris. 

Cet  ouvrage  est  destiné  aux  classes  de  mathématiques  spéciales  en  France. 

II  comprend  les  notions  élémentaires  inscrites  aux  programmes  de  1909. 
[..'auteur  débute  par  la  théorie  des  vecteurs  et  leurs  applications  à  la  théorie 
des  moments.  Puis  il  présente  successivement  la  Cinémati({ue,  la  Statique 
et  la  Dynamique  du  point  matériel  et  enfin  la  Statique  d'un  assemblage  de 
points  matériels. 

(2os  notions  sont  présentées  avec  beaucoup  de  soin,  surtout  au  point  dQ 
vii(>  de  la  partie  mathématique. 
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E.  JouGUET.  —  Lectures  de  Mécanique.  La  Mécanique  enseignée  par  les 
auteurs  originaux.  Première  Partie:  La  Naissance  de  la  Mécanique. 
Deuxième  Partie:  L'organisation  de  la  Mécanique.  —  2  voL  gr^  in-S®  ; 
210-f-28'*  p.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

M.  Jouguet  a  eu  l'idée  de  composer  cet  Ouvrage  à  la  suite  de  la  lecture 
d'un  article  où  M.  Le  Chatelier  signalait  l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  faire  com- 
menter aux  étudiants  de  l'enseignement  scientifique,  comme  ou  le  fait  faire 
déjà  à  ceux  de  l'enseignement  littéraire,  les  écrits  des  classiques.  Il  est  en 
effet  très  instructif  de  suivre  l'évolution  des  principes  et  des  lois  de  la  Mé- 
canique. Dans  ce  but  M.  Jouguet  a  réuni,  en  les  accompagnant  de  commen- 
taires, un  certain  nombre  de  textes  empruntés  aux  principaux  auteurs  ori- 
ginaux. Il  s'est  borné  aux  principes  fondamentaux,  aux  lois  essentielles,  en 
cherchant  à  mettre  en  lumière  leur  origine,  leur  nature  et  leur  portée. 

La  première  Partie  concerne  la  Naissance  de  la  Mécanique,  elle  renferme 
des  études  de  Statique  et  de  Dynamique,  tandis  que  la  seconde  a  pour  objet 
V  Organisation  de  la  Mécanique. 

Les  problèmes  les  plus  simples  de  la  Mécanique  sont  ceux  qui  sont  rela- 
tifs au  mouvement  des  corps  assez  petits  pour  qu  on  en  puisse  négliger  les 
dimensions.  Leur  ensemble  constitue  la  Mécanique  du  point  matériel.  La 
Mécanique  des  systèmes,  au  contraire,  étudie  les  mouvements  des  corps 
finis.  L'auteur  est  ainsi  amené  à  faire  ressortir  comment  se  développent  les 
notions  de  force,  de  masse,  de  liaison  et  de  travail. 

Nous  signalons  cet  ouvrage  à  rallenlion  des  étudiants  des  Facultés. 

G.  LoRiA.  —  Metodi  di  Geometria  descrittiva.  —  1  vol.  (n»»*  192  et  193  de 

la  collection  des  manuels  Ilœpli),  326  p.;  3  fr.  ;  U.  Hœpli,  Milan. 

Ce  livre  est  le  résultat  d'un  enseignement  que  M.  T^oria  fait  depuis  une 
dizaine  d'années  à  l'Université  de  Gènes  ;  il  est  connu  déjà  par  la  traduction 
que  M.  Schûtte  eu  a  faite  d'après  le  manuscrit  de  l'auteur  (voir  Ens.  math. 
1908,  p.  83). 

M.  Loria  a  choisi  comme  épigraphe  cette  phrase  de  Monge  :  «  Lorsqu'on 
sait  les  divers  problèmes  reliilifs  au  point,  à  la  droite  et  au  plan,  on  sait  la 
géométrie  descriptive  »  ;  elle  indique  bien  l'esprit  dans  lequel  le  livre  est 
écrit  :  on  n'y  trouvera  pas  d'applications  pratiques,  ni  de  développements 
inutiles  ;  c'est,  au  contraire,  un  exposé  clair  et  simple  des  diverses  méthodes 
employées  pour  représenter  les  corps.  Les  problèmes  de  position  sont  net- 
tement séparés  des  problèmes  métriques,  aussi  bien  en  perspective  que 
dans  la  méthode  classique  de  Monge.  -  Le  procédé  des  plans  cotés  est  pré- 
senté avec  élégance  comme  cas  particulier  de  la  projection  centrale.  En  axo- 
nométrie,  l'auteur  ne  s'est  pas  borné  à  la  projection  orthogonale;  il  a  su 
donner,  en  quelques  pages,  les  notions  fondamentales  des  deux  axonométries 
oblique  et  centrale  ;  la  première  conduit  au  beau  théorème  de  Pohlke  et 
renferme  la  perspective  cavalière  comme  cas  particulier  ;  la  deuxième  fait 
appel  à  quelques  éléments  de  géométrie  analytique  et  jette  un  jour  nouveau 
sur  l'axonomélrie  parallèle. 

Le  dernier  chapitre  est  consacré  h  la  photogrammctrie  théorique  ;  ici 
encore  l'auteur  s'abstient  de  parler  des  applications  si  intéressantes  à 
l'architecture  et  à  la  géodésie  ;  il  se  contente  de  traiter  deux  problèmes  fon- 
damentaux dont  la  portée  pratique  est  manifeste  et  dont  le  mode  de  solution 
intéressera  les  étudiants  ayant  quelques  connaissances  de  géométrie  projec- 
tive.  L.  KoLLROs  (Zurich). 
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O,  Manvilke.  —  Les  déconv'ertes  modernes  en  Physique.  —  2«  édiiion.  re< 

*  vue  et  augmentée.  —  1  vol.  in-8o,  463  p.  ;  8  fr.  ;  Hermaon,  Paris. 

Va  Enseignement  mathématique  a  déjà  publié  un  compte  rendu  critique  de 
la  première  édition  de  cet  ouvrage.  Cette  nouvelle  édition  n'est  pas  une 
simple  réimpression,  c'est  un  livre  nouveau.  Il  comprend  deux  parties  ; 

I.  Electricité  et  matière.  —  II.  Les  ions  et  les  électrons  dans  la  théorie 
des  phénomène^a  physiques.  —  La  matière  et  l'éther. 

N'ayant  eu  en  vue  que  l'évolution  des  idées,  Tauteur  ne  donne  que  les 
schémas  des  expériences  et  le  développement  général  des  théories.  Malgré 
cela,  le  lecteur  y  trouvera  entière  la.pensée  des  savants  dîins  les  théories  mo- 
dernes de  la  physique  et  se  préparera  ainsi  à  comprendre  et  à  suivre  les 
discussions  qui  se  sont  élevées  sur  les  principes  de  la  physique  et  de  la 
mécanique  rationnelle. 

J.  ScHiCK.  —  Pédale  Katablematik.  —  1  vol.  in-8o,  79  p.,  avec  planches 
hors  texte,  G.  Franz,  Munich  et  Leipzig. 

Sous  les  titres,  Grundlagen  einer  Isogonalzentrik  und  Invarianientheorie, 
Barytomikt  Isomorpkopolzentrik ,  M.  J.  Schick  a  fait  paraître  une  séries  d'étu- 
des sur  la  géométrie  du  triangle  traitée  par  les  méthodes  élémentaires. 

Cette  série,  à  laquelle  la  presse  a  fait  bon  accueil,  compte  aujourd'hui 
un  cinquième  fascicule,  analogue  aux  précédents  et  intitulé  Pédale  Katable- 
matik. Les  projections  orthogonales  d'un  point  P  sur  les  côtés  d'un  triangle 
fondamental  fixe  sont  les  sommets  d'un  second  triangle  ;  dans  ce  dernier 
triangle  la  projection  d'un  des  côtés  sur  un  autre  porte  le  nom  de  catablème  : 
si  cette  longueur  reste  constante,  le  point  P  décrit  une  certaine  courbe. 

On  voit  par  cet  exemple  quel  est  le  genre  des  questions  traitées  dans  l'ou- 
vi'age.  M.  Stuyv«rt  (Gand). 

Ëdm.  SciiULZE  et  Franz  Paul.  —  Mathematische  Aufgaben.  Ausgabe  fur 
Realgymnasien,  Oberreaischulen  und  Realsrhulen.  —  2  vol.  in-8".  268  -j- 
2^6  p.;  librairie  Dûrr,  Leipzig. 

La  première  partie,  qui  s'adresse  aux  élèves  des  classes  inférieures 
(«  Quarta  bis  Untcrsekunda  einschl.  m),  renferme  des  problèmes  de  géo- 
métrie, d'arithmétique  et  d'algèbre,  de  trigonométrie  et  de  géométrie  dans 
1  espace. 

Dans  une  première  étude  de  la  géométrie,  on  a  souvent  le  tort  d'accorder 
une  trop  grande  place  aux  développements  théoriques  au  détriment  des  ap- 
plications pratiques.  En  arithmétique  et  en  algèbre,  par  contre,  on  tombe 
souvent  dans  l'excès  contraire  ;  on  apprend  à  calculer  mécaniquement  et  le 
point  de  vue  théorique  est  par  trop  négligé.  Les  auteurs  se  sont  efforcés  de 
remédier  à  cet  état  de  choses. 

En  trigonométrie,  les  problèmes  roulent  sur  la  résolution  des  triangles 
rectangles  et  des  quatre  cas  principaux  des  triangles  quelconques.  On  v 
trouve  également  quelques  exercices  sur  les  relations  les  plus  simples  entre 
les  fonctions  trigonométriques  d'un  même  arc  et  sur  leur  calcul  au  moyen  des 
tables  de  logarithmes.  Les  applications  sont  conçues  de  façon  à  pénétrer 
l'élève  de  la  grande  importance  de  la  trigonométrie  en  géographie  mathé- 
matique et  en  physique. 

En  ce  qui  concerne  la  géométrie  dans  l'espace,  on  s'est  borné,  dans  cette 
première  partie,    à   des   problèmes   simples,   en  évitant    toute   difficulté   de 
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calcul;  on  insiste  par  conlre  sur   les   applications   pratiques   (poids  spéci- 
fiques, etc.). 

La  seconde  partie,  rédigée  pour  les  classes  supérieures  (Obersekunda 
und  Prima),  comprend  des  problèmes  de  géométrie  plane,  d'arithmétique  et 
d'algèbre,  de  trigonométrie,  de  géométrie  dans  l'espace  et  de  géométrie 
analytique  et  synthétique. 

Les  auteurs  se  sont  conformés  aux  programmes  les  plus  récents  et  les 
problèmes  de  cette  partie  s'adressent  à  des  jeunes  gens  qui  possèdent  une 
préparation  plus  solide  et  plus  étendue.  On  y  trouvera  de  nombreuses  ap- 
plications en  physique,  en  astronomie  et  dans  d'autres  domaines. 

Dans  ce  volume,  comme  dans  l  autre  du  reste,  les  problèmes  dont  la  ré- 
solution exige  de  longs  calculs  et  entraine  par  suite  une  grande  perte  de 
temps,  ont  été  soigneusement  évités  et  il  faut  en  féliciter  les  auteurs. 

On  notera,  dans  la  partie  algébrique,  les  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré,  les  exercices  sur  la  représentation  graphique  des  fonctions  et 
l'introduction  du  quotient  différentiel.  A  signaler  également  les  nombreuses 
applications  sur  la  géométrie  analytique  et  les  sections  coniques. 

A  la  fin  du  volume  se  trouve  un  appendice  renfermant  une  liste  de  pro- 
blèmes roulant  sur  des  questions  de  physique,  de  géographie  mathéma- 
tique, de  cosmographie,  de  nautique,  d'arpentage  et  d'astronomie,  ce  qui 
permet  de  les  retrouver  facilement.  Ajoutons  enlin  que  les  recueils  de  solu- 
tions ont  également  paru. 

J.-P.  DuMUR  (Genèvei. 

A.  Voss.  —  Ueber  das  Wesen  der  Mathematik.  Rede  gehalten  au  der  k. 

bayr.  Akademie  der  Wissenschaften.  Erweitert  u.  mit  Anmerkungen  ver- 
sehen.  —  1  fasc.  gr.  in-8o  ;  98  p.;  3  M.  60;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

M.  Voss  a  fait,  en  1908,  à  la  séance  publique  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Munich,  une  magistrale  conférence  sur  l'objet  des  mathématiques  dans 
laquelle  il  <'xamine  particulièrement  l'évolution  des  principales  branches 
pendant  les  temps  modernes.  Les  notes  de  son  discours,  longuement  déve- 
loppées et  accompagnées  de  nombreuses  indications  bibliographiques,  ont 
donné  lieu  à  cet  intéressant  opuscule,  qui  sera  lu  avec  fruit  par  tous  ceux 
qui  désirent  être  initiés  quelque  peu  aux  théories  actuelles  et  comprendre 
les  liens  entre  les  différentes  parties  des  mathématiques  Le  savant  confé- 
rencier s'est  borné  à  la  science  pure  en  passant  successivement  eu  revue  le 
développement  des  notions  de  nombre  et  de  grandeur,  de  fonction,  d'ensem- 
ble, de  continuité,  puis  les  différentes  géométries,  les  axiomes  géométriques 
et  arithmétiques.  Il  insiste  en  terminant  sur  les  réformes  qu'il  serait  dési- 
rable d'introduire  dans  l'enseignement  secondaire  et,  comme  la  presque 
totalité  des  savants,  se  déclare  partisan  des  tendances  actuelles  consistant 
à  introduire,  dans  une  mesure  convenable  des  notions  fondamentales  de  Géo- 
métrie analytique  et  de  Calcul  infinitésimal.  Il  estime  que  renseignement 
mathématique  doit  être  limité  aux  parties  essentielles  et  l'on  doit  s'efforcer 
à  tenir  un  juste  milieu  entre  l'intuition  et  l'abstraction. 

H.  VVeitziinbôck.  — Komplex-Symbolik.  —  i  vol.  in-8",  VI,  191  p.,  Mk.  4,80. 
Goschen,  Leipzig. 

Cet  ouvrage  forme  le  n»  57  de  la  Collection  Schubert;  il  est  consacré  à  la 
géométrie  projective  des  complexes  de  droites  dans  l'espace  à  trois,  quatre. 
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ciuq  et  n  dimensions.  La  iiolalion  est  analytique  ei  utilise  une  symboliqur 
qui  est,  à  certains  égards,  le  pendant  de  celle  d'Aronhold  et  Clebsch.  Tandis 
que,  dans  cette  dernière,  la  quantité  effective  a^^  est  remplacée  par  le  pro- 
duit symbolique  o-a^^  doué  par  hypothèse  de  la  propriété  coramulative 
(«^«1^  =:  Of^a^  .  dans  la  symbolique  complexe  proposée  par  M.  Weitzenbock. 
la  quantité  effec'ive  p.^  est  représentée  par  le  produit  p^p^  qui  ne  jouit  pas 
de  la  propriété  comniulative,  mais  pour  lequel,  au  contraire,  on  a  p^p^^ 
—  PigPi-  L'auteur  montre  que  cette  convention  est  avantageuse  pour  la  re- 
présentation des  formes  en  coordonnées  pluckériennes  de  droites,  pour  les 
invariants  de  ces  formes  et  pour  leur  interprétation  dans  la  théorie  des 
complexes  linéaires,  des  systèmes  du  premier  et  du  second  ordre  de  com- 
plexes linéaires  et  en  particulier  des  complexes  quadratiques.  Une  extension 
de  la  symbolique  adoptée  permet  d'étudier  les  complexes  linéaires  dans  les 
espaces  à  quatre  et  à  cinq  dimensions  et  d'esquisser  la  théorie  générale  dans 
lespace  à  n  dimensions  ;  le  livre  se  termine  par  quelques  réflexions  sur 
l'emploi  des  symboles  en  géométrie  analytique. 

Le  travail  de  M.  Weit/enbftck  ne  suppose  que  peu  de  connaissanc«^s 
préalables.  Par  la  difficulté  des  problèmes  qu'il   peut   aborder,   il  met  bien 

en  lumièi'e  la  fécondité  de  la  notation  qu'il  propose. 

M.  StuyvjERt  (Gandi. 

Taschenbuch  fùr  Mathematiker  und  Physiker  unier  Mitwirkung  von  Fr. 

Auerbach,  O.  Knopf,  H.  Liebmann,  E.  Wolfling  u.  a.  herausgegeben  von 
Félix  AïKRBACH.  —  1  vol.  in-8".  XLIV  et  450  p.;  M.  6;  B.  G.  Teubner. 
Leip/ig. 

M.  Auerbach  s'est  proposé  de  faire  un  annuaire  dans  lequel  les  mathéma- 
ticiens et  les  physiciens  trouveront  réunis  un  ensemble  de  constantes,  de 
tables,  de  formules,  ainsi  que  des  notions  très  concises  sur  les  différentes 
branches  des  mathématiques,  la  mécanique,  la  physique  et  la  chimie  géné- 
rale. L'ne  large  place  est  accordée  aux  sciences  appli(|uées.  Viennent  ensuite 
des  listes  de  revues  et  de  sociétés  scientifiques,  des  livres  récents,  des  sa- 
vants décédés,  de  professeurs  des  sciences  des  établissements  supérieurs 
pour  l'Allemagne,  l'Autriche,  la  Hongrie  et  la  Suisse  et  une  table  alphabé- 
tique des  matières. 

Cet  annuaire,  qui  constitue  en  réalité  une  petite  encyclopédie  de  poche, 
ne  manquera  pas  de  jouer  un  rôle  utile  dans  le  monde  scientifique. 


B  U  L  L  KT I N  B I  B  LIOG  K  A  F  II  I Q  U  K 


f  •  Soiiiiiiaii*e$4  des  principaux  périodique&t  : 

Wiadomosci  Matematyczne,  publié  par  S    Dicksteik,  Varsovie. 

Tome  XII,  n"»  5-6.    -  Notes  et  chronique  scientifiques.  —  Comptes  rendus 
fies  séances  du  Cercle  mathématique  et  physique  à  Varsovie. 
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ZeiUchrift  fur  mathematischen  and  naturwissenschaftlichen  Unterricht, 

herausgegeben  von  Dr.  H.  Schotten.  — '•  B,  G.  Teubner,  Leipzig 

Tome  40  (1909),  no«  1  à  4.  —  H.  Kefekstein  :  Bestiinmung  der  Seite  des 
regelraUssigen  34  ecks  (bzw.  17  ecks). —  ReighenbXcher  :  Die  vierle  Recheii- 
stufe.  —  H.  Beck  :  Eine  neue  Liniengeomelrie  in  der  Ebene.  —  Lannek  : 
Die  tetragouoraetrischen  Problème  in  der  Mittelschule. 

Chaque  numéro  contient  en  outre  des  petites  Notes,  sous  la  rubrique 
a  Kleincre  Mitteilungen  »,  des  notes  pédagogiques,  des  rapports  et  des 
comptes  rendus  de  réunions,  des  problèmes  proposés  ou  résolus,  et  d*«s 
analyses  bibliographiques. 

S.  JLivres  nouveaux  : 

M.  Beke  &  S.  MiKOLA.  —  A.  KÔzépiskolai  MatematilLai  tanitas  reformja. 
(La  réforme  de  l'enseignement  mathématique).  —  1  vol.  8t>,  216  p.  ;  5  k.  ;  A. 
Franklin-Tarsulat,  Budapest. 

G.  BuRALi-FoRTi  &  Marcolongo.  —  Omographie  Yettoriali,  cou  applira- 

zioni  aile  Derivate  Rispelto  ad  un  Punto,  e  alla  Fisica-Matematica.  —  1  vol. 
8«,  111  p.  ;  4  L.  GiovHuni  Gallizio,  Torino. 

F.  G.  M.  —  Exercices  de  Géométrie  descriptive.  Quatrième  édition.  — 

1  vol.  cart. ,  in-8«  ;  1099  p.  ;  Poussielgue,  Paris. 

Ch.-Ed.  GuiLLAu.ME.  --  Initiation  à  la  Mécanique.  (Collection  des  Initia- 
tions scientifiques,  fondée  par  C.-A.  Laisant.  —  1  vol.  in-16  ;  209  p.;  2  fr.  ; 
Hachette,  Paris. 

M.  Kleinschmidt.  —  Elementarer  Beweis  des  Fermat'schen  Satzes.  — 

1  br.  in-4o,  Boldt,  Rostock. 

Ern.  Lebon.  —  Henri  Poincaré.  Biographie,  bibliographie  analytique  de 
ses  écrits.  (Collection  des  Savants  du  jour).  —  1  vol.  in-8°,  VIII,  80  p.,  pa- 
pier de  Hollande  avec  un  portrait  en  héliogravure  ;  7  fr.  ;  Gauthier-Villars. 
Paris. 

Gino  Loria.  —  Metodi  di  Geometria  Descrittiva.  (Manuali  Hœpli).  —  1 

voL  cartonné,  petit  in-16.  325  p.  ;  3  lire:  U.  Hœpli,  Milan. 

W. -Franz  Meyer.  —  AUgemeine  Formen  a.-Invariantentheorie.  Band 

1  :  BinUre  Kormen.  (Collection  Schubert).  —  1  vol.  cart.,  376  p.  ;  9  m.  60; 
Gœschen,  Leipzig. 

J.-A.  Serret.  —  Lehrbuch  der  Differential-n.  Integralrechnnng.  Nach 

Harnacks  Uebersetzung.  3*<^  Auflage  ueu  bearbeitet  von  Goerg  SchefTers. 
Band  III  :  Diflerentialgleichungen  u.  Variationsrechnung.  —  1  vol.  cart., 
667  p.  ;  13  m.  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

Dav.-Eug.  S.M1TH.  —  Rara  Arithmetica.  A.  catalogue  of  the  arithmetics 
written  before  the  ye-Av  MDCI  with  a  description  of  ihose  in  the  Library  of 
George-Arthur  Plimpton  of  IS'ew-York.  —  1  vol.  gr.  8®,  507  p.  ;  Ginn  &  Go, 
Boston  et  Londres. 

A.  Speiser.  —  Die  Théorie  der  binàren  qnatratischen  Formen  mit  Koef- 

lizieuten  u.  Unbestimmten  in  eineui  beliebigen  Zahlkôrper.  —  1  fasc.  in-8", 
(Thèse),  Oœttingue. 

Alva  Walker-Stamper.  —  A  History  of  the  Teaching  of  elementary  Geo- 

metry  with  referece  lo  Presenl-day  Problems.  —  1  vol.  cart.  in-8*»,  163  p. 
(Thèse),  Columbia  Universily,  New- York. 

A.  VVangerin.  — Théorie  des  Potentials  a.  der  Kugelfnnktionen.  Band  I. 

(Collection  Schubert).  —  1  vol.  cart.  255  p.  ;  6  m.  60  ;  Gœschen,  Leipzig. 
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LA  SCIENCE  EXTENSIVE  DE  GRASSMANN  ' 

(A  Hsdehnnngslehre .) 


«  Quand  la  force  caractcristique  d'un  esprit  remarquable  pour 
son  temps  se  manifeste  déjà  par  le  fait  qu'il  sait  comprendre  et 
développer  les  idées  vers  lesquelles  nous  pousse  le  progrès  de  la 
science,  et  qu'il  apparaît  ainsi  comme  le  représentant  de  son 
époque,  cette  force  est  encore  plus  remarquable  lorsqu'elle  crée 
un  ensemble  d'idées  qui  devancent  le  temps  et  tracent  à  ce  dernier 
en  quelque  sorte  pour  des  siècles  la  voie  du  développement...  w 

C'est  par  ces  mots  que  Grassmann  commence  la  préface  de  son 
mémoire  couronné  par  la  Société  de  Jablonowski  et  qui  prend 
comme  point  de  départ  l'idée  profonde  de  Leirmz  concernant  une 
analyse  géométrique.  On  peut  les  citer  encore  comme  introduc- 
tion d'un  rapport  qui  a  pour  objet  un  des  ouvrages  les  plus  remar- 
({uables  et  les  plus  saillants  de  tous  les  temps,  la  Science  extensive 
f  Ausdehnungslehre)  de  (^rassmann,  que  l'on  doit  considérer  comme 
la  réalisation  de  ce  plan  de  Leibniz.  Quand  on  prononce  le  nom 
du  maître  de  Stettin,  on  pense  tout  d'abord  à  cet  Ouvrage,  le  plus 
significatif  entre  tous  les  travaux  de  Grassmann.  Cette  importance 
ne  correspond  certainement  pas  à  l'accueil  qu'il  trouva  dans  le 
monde  mathématique  :  estimé  seulement  d'un  petit  nombre,  il  est 
resté  plusieurs  dizaines  d'années  sans  influence  sur  le  dévelop- 
pement des  mathématiques.  Kt  il  y  a  quelque  temps  encore,  on 
pouvait  dire,  en  modifiant  une  épigramme  de  Lessing:  Qui  ne 
louera  pas  Grassmann,  est-ce  que  cependant  chacun  le  lira? —  Kt 
si  nous  nous  demandons  la  cause  de  cette  destinée  tragique,  nous 
parvenons  à  la  comprendre  si  nous  suivons  le  développement  ma- 
thématique de  cette  existence  de  savant  se  déroulant  par  des  che- 
mins extraordinaires. 

Les  écrits  du  père  auraient  déjà  pu,  de  bonne  heure,  montrer 
au  fils  sa  voie  dans  la  culture  des  mathématiques.  Mais  le  fils  y 
avait  plutôt  puisé  des  considérations  sur  les  fondements  des  ma- 
thématiques. Kn  tous  cas,  Tinfluenceque  les  écrits  mathématiques 
du  père  ont  exercée  sur  le  fils  n'était  pas  assez  forte  pour  empê- 
cher ce  dernier  de  se  livrer  à  l'Université  avec  ardeur,  d'abord  à 


^  Hermann  Grassmann's  AnsdehnungsUkre,  ronférence  faite  à  la  Société  mathêmatiqiio  de 
Berlin,  le  21  avril  1909,  par  M.  Etig.  Jahnkk,  pn'nident,  à  ToccaBion  de  la  séance  solennclh* 
consacrée  au  centième  anniversaire  de  In  naissance  de  Grassmann  (16  avril  1809,  3G  septembre 
'1877).  Traduction  do  M.  J.  Bosr  (Chimay,  Belgique).  —  nèii.  ' 

Comparer  V.  Sciilkûkl,  //.  Grassmann.  Leipzig,  1878,  F.-A.  Brockhaus.  —  V.  ScnLKort, 
Die  Grassmannsche  AttstLehnungsUhre.  Lcip/.ig,  1896,  B.  G.  Teubnor. 

L'Enseignement  mathém.,  11«  année  ;  1909.  27 
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l'étude  de  la  ihéologie  et  plus  tard  à  la  philosophie.  Grassmnnn 
na  pas  suivi  un  seul  cours  mathématique  pendant  toute  la  période 
de  ses  études  unii^ersitaires.  C'est  seulement  à  l'âge  de  trente  ans 
que  sa  véritable  vocation  lui  est  révélée  dans  toute  sa  réalité,  et 
qu'il  commence  à  se  livrer  de  plus  en  plus  à  l'étude  des  mathé- 
matiques. En  1839  sa  conversion  décisive  se  dessine.  Un  travail 
écrit  pro  fac.  doc.  intitulé  «  Kbbe  und  Flut  »  donne  h  ses  études 
une  impulsion  dans  la  direction  où  le  pousse  son  génie. 

Ayant  eu  l'occasion  d'étudier  rigoureusement  la  Mécanique  ana- 
lytique de  Lacrance  et  la  Mécanique  céleste  de  Laplace,  il  dé- 
couvre qu'une  série  de  résultats  de  ces  mathématiciens  français  peut 
se  déduire  d'une  manière  bien  plus  rapide  quand  on  fait  usage  de 
certains  principes  auxquels  il  avait  déjà  été  amené  auparavant  par 
sa  propre  réflexion  et  les  écrits  de  son  père.  Ce  sont  l'application 
du  concept  des  quantités  négatives  aux  segments,  l'addition  géo- 
métrique des  vecteurs  et  la  conception  de  la  surface  du  paral- 
lélogramme comme  produit  extérieur  (ànsseres  Product)  de  deux 
vecteurs.  A  Pâques  1842  les  résultats  de  ses  études  commencent 
à  se  cristalliser  sous  la  forme  d'un  système  scientiCque;  la  fière 
structure  de  son  Ausdehnungslehre  avec  les  perspectives  s'ou- 
vrant  dans  toutes  les  directions,  tend  de  plus  en  plus  à  se  perfec- 
tionner, f^e  manuscrit  arrive  bientôt  au  point  que  Grassmann 
peut,  dans  un  cercle  restreint,  faire  des  leçons  sur  la  nouvelle 
science.  Parmi  ses  auditeurs,  auprès  desquels  il  met  à  l'épreuve 
la  puissance  de  ses  idées  et  la  forme  choisie  d'exposition,  nous 
trouvons  son  frère  Robert,  éditeur  et  rédacteur,  et  le  lieutenant 
von  Kameke,  le  futur  ministre  de  la  guerre.  Finalement,  en  1844, 
parut  la  première  partie  de  l'ouvrage  qui  devait  compter  deux  vo- 
lumes sous  le  titre  :  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Grôssen  oder 
die  Ausdehnungslehre.  Voici  la  traduction  du  titre  complet*  : 

«  La  ^science  des  grandeurs  extensives  ou  VAusdehnungslehrCy 
«  nouvelle  théorie  mathématique  exposée  et  éclaircie  par  des  ap- 
te plications,  par  Hermann  Grassmann  ».  Le  sous-titre  pour  la  pre- 
mière partie  était  :  «  La  science  extensive  réglée  (Die  lineale  Aus- 
«  dehnungslehre)y  nouvelle  branche  des  mathématiques  exposée  et 
«  éclaircie  par  des  applications  aux  autres  branches  des  mathéma- 
«  tiques,  comme  la  Statique,  la  Mécanique,  le  Magnétisme  et  la 
«  Cristallographie.  » 

Dans  Ja  préface  Grassmann  s'explique  sur  la  forme  que  Ton  doit 


^  Die  Wissenschaft  der  extensivcn  Grôssen  oder  die  Ausdehnungslehre  »  cine  neue  malbema- 
lische  Disziplin,  dargestellt  und  durch  Anwendungen  crlâutcrt  von  Hermann  Grassmann, 
Lehrer  an  der  Friedrich-Wilhelms-Schule  zu  Stetttn,  —  und  mit  dom  Untertitel  filr  den 
ersien  Teil.  Die  lineale  Ausdehnungslehre»  ein  nouer  Zweig  der  Mathematik,  dargestellt  und 
durch  Ânwondungen  nui  die  ûbrigen  Zweige  der  Mathematik,  wie  auch  auf  die  Statik,  Me- 
chanik,  dîe  Lehre  vom  Magnctismus  und  die  Krystallonomie  erlâutert,  von  Hermann  Grass-- 
MANN,  Lehrer  an  der  Friedrich-Wilhelms-Schule  7.u  Stettin.  Leipzig,  18i%,  Verlag  von  Olto 
Wigand. 
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donner  à  Texposition  d'une  nouvelle  science  de  manière  que  sa 
position  et  son  imporlance,  ou  plutôt  sa  nécessité  soit  bien  recon- 
nue, et  il  prononce  clairement  qu'il  est  indispensable  d'en  révéler 
les  applications  et  les  rapports  avec  les  sciences  qui  y  sont  inti- 
mement liées.  La  première  idée  une  fois  conçue,  le  nouveau  calcul 
se  développa  de  plus  en  plus  à  l'aide  de  la  mécanique  d'une  ma- 
nière très  rapide  et  avec  la  plus  grande  fécondité.  Grassmann  se 
rend  fort  bien  compte  que  les  mathématiciens  de  son  temps  ont 
une  certaine  crainte  au  sujet  des  débats  philosophiques  sur  des 
sujets  mathématiques  et  physiques.  Pourtant  il  croit  être  obligé 
d'assigner  à  la  nouvelle  science  sa  place  dans  le  domaine  scien- 
tifique et  de  choisir  l'exposition  scientifique  abstraite  ou,  comme 
il  dit,  l'expositiort  rigoureusement  scientifique,  qui  remonte  aux 
concepts  originaux.  Son  esprit  philosophique,  plein  des  idées  de 
Schleiermacher,  exige  qu'au  point  de  vue  scientifique  il  est  indis- 
pensable de  déduire  ses  idées  des  principes  les  plus  élevés  que 
la  pensée  puisse  atteindre. 

On  ne  peut  nier  que  V Ausdehnungslehre  est  redevable  des  avan- 
tages essentiels  à  ces  eflbrts  de  l'auteur.  La  profondeur  et  l'abon- 
dance des  idées  philosophiques  qui  sont  contenues  dans  l'ou- 
vrage, la  hauteur  de  l'abstraction  et  Tétendue  de  l'horizon  où 
s'élève  l'auteur  resteront  toujours  dignes  d'admiration  et  un 
monument  de  sa  puissante  pénétration.  Aussi  Grassmann  est-il 
arrivé  dans  cette  voie  à  des  vues  extrêmement  importantes  rela- 
tives aux  fondements  des  mathématiques.  C'est  le  cas  pour  les 
recherches  ayant  pour  but  de  rendre  la  théorie  des  proportions 
indépendante  du  principe  de  continuité,  c'est-à-dire  sans  faire 
appel  au  concept  des  incommensurables.  On  peut  donc  le  consi- 
dérer comme  ayant  ouvert  la  voie  à  une  telle  théorie  des  proportions, 
idée  réalisée  par  F.  Schur  et  Hilbert^  L'exposé  de  l'arithmétique 
et  de  ses  opérations,  tel  qu'on  le  trouve  dans  Y  Ausdehnungslehre^ 
a  donné  lieu  à  des  recherches  fondamentales  comme  celles  qui 
ont  été  faites  par  Hklmholtz  et  Dedekind  sur  la  notion  de  nombre*. 
I^e  nom  de  Grassmann  est  lié  de  la  manière  la  plus  intime  à 
l'histoire  de  la  grande  révolution  qu'a  subie  le  domaine  des  prin- 
cipes de  l'Arithmétique,  de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique  et 
qui  n'est  pas  encore  terminée.  Rappelons  en  outre  que  le  mathé- 
maticien de  Stettin  est  parvenu,  avant  Riemann,  au  concept  de  la 
variété  /î-uple.  Aussi  son  expression  «  Ausdehnungslehre  »  ne  si- 
gnifie-t-elle  rien  d'autre  que  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui 
Géométrie  à  n  dimensions. 


^  Cf.  Knrsbr,  Neue  Begrtindiing  der  Proportions^  und  ÀhnlichkeitsUhre  unabhàngig  vom 
Archimedischen  Axiom  und  dem  Begriff  des  Inkommensurabeln.  —  Sitzungsb.  Berl.  Math.  Ces. 
t.  1,  4-9  (1901)  et  Math.  Ann.,  t.  58,  583-84  (1904). 

*  V.  Hklmholtz.  7AhUn  und  Messen.  Ph'Iosophincho  AufsiiUo  Ed.  ZoUor  gewidmet.  Leipzig, 
1887,  Fues.  —  Dedkkind,  Was  sind  und  was  sotlen  die  Zahten?  Braunschweig,  1888,  Vieweg 
u.  !S. 
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Toutefois,  en  ce  qui  concerne  Tintroduction  des  nouvelles  idées 
dans  la  science  mathématique,  la  forme  d'exposition  choisie  par 
Grassmann  est  une  méprise  qui  doit  être  mise  sur  le  compte  de 
ses  études  antérieures  en  philosophie.  C*est  une  erreur,  qui  se 
glisse  peut-être  encore  de  nos  jours  dans  le  cercle  restreint  de 
ceux  qui  pensent  avec  Grassmann  que  dans  un  premier  ensei- 
gnement scientifique  des  mathématiques,  il  faut  donner  la  préfé- 
rence h  la  méthode  la  plus  rigoureuse  possible  et  que  dans 
rinitiatîon  de  la  jeunesse  aux  secrets  de  la  Géométrie,  il  faut  com- 
mencer par  une  introduction  scolastique  et  Texposition  de  défi- 
nitions rigoureuses  des  éléments.  Grassmann  était  tombé  dans 
une  semblable  erreur;  il  le  reconnut  trop  tard,  quand  un  an 
s'écoula  après  l'autre,  sans  que  son  Ouvrage  fût  apprécié,  sans 
qu'il  eût  trouvé  une  critique  malgré  les  efforts  de  son  auteur  ou 
qu'il  eût  donné  naissance  à  des  recherches  analogues.  Il  aurait 
dû  donner  en  première  ligne  des  applications,  des  explications 
par  des  exemples,  de  nouveaux  résultats  auxquels  conduit  son  cal- 
cul ;  mais  il  ne  se  résolut  à  les  indiquer  que  quelques  années  plus 
tard. 

Quant  à  l'impression  produite  par  son  Ouvrage  sur  les  mathé- 
maticiens contemporains,  elle  nous  est  connue  par  les  affirmations 
de  Gauss,  de  Grunert  et  de  Môbius.  Le  grand  géomètre  Gauss 
écrit  en  1844  :  «  En  parcourant  votre  travail  au  milieu  d'une  foule 
d'autres  travaux  hétérogènes,  je  crois  remarquer  que  les  tendances 
de  votre  livre  rencontrent  partiellement  le  même  chemin  que  j'ai 
parcouru  depuis  presqu'un  demi-siècle  et  dont,  il  est  vrai,  je  n'ai 
fait  mention  que  d'une  manière  très  rapide  dans  les  Commen- 
taires de  la  Société  de  Gôttingue,  et  plus  encore  dans  les  Gôt- 
tingische  gelehrte  Anzeigen;  c'est  le  cas  notamment  pour  la  méta- 
physique concentrée  des  grandeurs  complexes.  J'ai  aussi  parlé 
fréquemment  dans  mes  cours  de  la  fécondité  infinie  de  ce  principe 
pour  la  géométrie  de  l'espace;  mais  les  démonstrations  n'ont  été 
données  que  ça  et  là  et  présentées  comme  ne  pouvant  être  com- 
prises que  par  un  lecteur  attentif.  Toutefois  cela  ne  paraît  être 
qu'une  similitude  partielle  et  éloignée  dans  la  tendance,  et  je  voi«; 
bien  que  pour  découvrir  la  quintescence  propre  de  votre  Ouvrage, 
il  sera  nécessaire  de  se  familiariser  d'abord  avec  votre  termino- 
logie caractéristique.  » 

Grunert  remarque,  dans  un  écrit  de  l'année  1844,  que  la  lecture 
de  V Ausdehnungslehre,  avec  ses  réflexions  philosophiques,  n'a  pas 
toujours  été  pour  lui  sans  difficulté  et  qu'il  n'a  pas  réussi  complè- 
tement à  se  former  une  vue  déterminée  et  bien  claire  de  la  ten- 
dance propre  de  l'Ouvrage. 

Et  même  celui  qui  devait  compter  comme  le  juge  particulière- 
ment compétent  sur  les  idées  de  Grassmann,  MObics,  répond  dans 
un  écrit  de  l'année  1845  :   <c  A  ce  sujet,  j'avoue  que  je  me  suis  vi— 
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renient  réjoui  d'apprendre  à  connaître  en  vous  un  parent  de  Tes- 
prit,  mais  que  cette  parenté  spirituelle  a  Heu  seulement  en  ma- 
thématique, et  nullement  sous  le  rapport  de  la  philosphie... 
Apprécier,  comme  il  convient,  l'élément  philosophique  de  votre 
■excellent  mémoire,  sur  lequel  est  basé  l'élément  mathématique, 
oui,  le  comprendre  seulement  comme  il  faut,  j'en  suis  incapable  ; 
je  l'ai  reconnu  sulïisamment  après  plusieurs  tentatives  d'étudier 
votre  Ouvrage  uno  lenore,  car  j'ai  toujours  été  retenu  par  sa  grande 
généralité  philosophique...,» 

A  une  autre  occasion*  l'inventeur  du  calcul  barycentrique 
signale  les  difficultés  auxquelles  est  sujette  l'étude  de  VAitsdeh- 
ntingslehre^  difficultés  qui,  comme  il  dit,  «  résultent  de  ce  que 
l'auteur  cherche  à  établir  sa  nouvelle  analyse  géométrique  d'une 
manière  qui  s'écarte  sensiblement  de  la  marche  habituelle,  ad- 
mise jusque  là  dans  les  recherches  mathématiques  ;  que,  de  plus, 
il  traite  comme  des  grandeurs,  par  analogie  avec  les  opéra- 
tions ai'ithmétiques,  des  objets  qui,  par  eux-mêmes,  ne  sont 
pas  des  grandeurs  et  dont  on  ne  peut  se  faire  aucune  idée  pré- 
cise... » 

Ces  grandeurs,  ou,  comme  dit  Grassmann,  les  éléments  de 
V Ansdehnnngslehre  sont  définies  comme  il  suit.  Il  comprend  par 
élément  une  chose  qui  est  capable  d'un  changement  continu, 
quel  que  soit  son  état,  en  faisant  abstraction  de  toute  autre  par- 
ticularité de  la  chose  et  de  toute  autre  propriété  de  son  état. 
Il  ajoute  alors  :  «  Si  l'élément  change  d'état  toujours  de  la  même 
manière  de  sorte  que  si  d'un  élément  a  de  la  figure,  il  en  résulte 
par  un  tel  changement  un  autre  élément  b^  on  déduit,  par  un 
changement  analogue^  de  l'élément  b  un  nouvel  élément  c  de  la 
même  figure,  on  parvient  alors  à  une  figure  correspondant  à  la 
ligne  droite,  c'est-à-dire  au  domaine  du  second  degré. 

Je  ne  veux  pas  entrer  ici  dans  les  diverses  considérations  déjà 
indiquées  par  Mobius  et  que  l'on  peut  élever  contre  ces  définitions 
trop  générales  ;  elles  ont  été  particulièrement  mises  en  évidence 
par  M.  SïUDY  dans  ses  Notes  ajoutées  aux  Oeuvres  de  Grassmann. 
On  ne  se  méprendra  pas  en  supposant  que  ces  définitions  ont 
été  acquises  par  la  traduction  en  langage  abstrait  d'idées  géomé- 
triques. L'indétermination  disparait  d'un  coup  dès  que  les  prin- 
cipes nouveaux  sont  traduits  dans  le  domaine  des  concepts  géo- 
métriques définis  d'une  manière  précise.  Alors  Grassmann  trouve 
une  méthode  d'une  fécondité  inépuisable  qui  consiste  en  ce  que  les 
figures  de  l'espace  sont  directement  soumises  au  calcul^  méthode 
par  laquelle  l'analyse  géométrique  esquissée  par  Leibniz  se  trouve 
réalisée.  La  tendance  de  celte  méthode  en  géométrie  est  la  fu- 
sion  des  méthodes   analytique   et    synthétique.   Elle  permet  de 


*  MuBius,  des.  W.,  I,  p.  615. 
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suivre  la  construction  pas  à  pas,  et  de  traduire  en  langage  analy- 
tique chaque  pas  de  la  construction.  Dans  V Ausdehnungslehre 
chaque  équation  n'est  que  l'expression  analytique  d'une  relation 
géoniétricfuc  ;  celle-ci  se  traduit  très  nettement  par  l'équation  sans 
être  cachée  par  des  grandeurs  arbitraires,  comme,  par  exemple, 
par  les  coordonnées  de  l'analyse  ordinaire,  et  elle  peut  y  être  lue 
sans  autre  forme  de  procès. 

Grassmann  atteint  ce  but  en  introduisant  une  espèce  particulière 
de  multiplication,  la  multiplication  extérieure,  de  sorte  que  le/7/'o- 
dnit  extérieur  [AB]  représente,  en  grandeur  et  position,  le  seg- 
ment AB  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  A  ef  B.  De 
même  il  appelle  p/'o^//^/^  extérieur  [ABC]  de  trois  points  A,  B,  C, 
le  parallélogramme  ABC  dont  on  considère  la  surface  et  la  posi- 
tion de  son  plan,  de  sorte  que  ce  produit  devient  nul  quand  la 
surface  disparaît,  c'est-à-dire  quand  les  trois  points  sont  colli- 
néaires.  Il  appelle  produit  extérieur  [ABCD]  le  tétraèdre  des  som- 
mets A,  B,  C,  D,  et  produit  extérieur  [ac]  le  tétraèdre  des  arêtes 
opposées  a,  c  ;  ces  produits  s'évanouissent  quand  les  quatre  points 
ou  les  deux  droites  sont  dans  un  même  plan.  Par  produit  ca7é- 
rieur  ré}(ressifàc  àew's.ilvoho.^  d*un  plaiiy  il  entend  leur  point  d'in- 
tersection ;  le  produit  régressif  [;r,  n^  représente  l'intersection 
des  deux  plans  tt,  ,  ^r^;  le  produit  régressif  [jrg]  est  le  point  de 
rencontre  de  la  droite  g  et  du  plan  jt;  le  produit  régressif  \n^n^n^ 
est  le  point  d'intersection  des  trois  plans  n^^  n^^  n^^  etc.  Comme 
on  le  sait,  la  multiplication  extérieure  se  distingue  de  la  multi- 
plication ordinaire  par  ce  fait  que  la  loi  commutative  n'est  plus 
conservée;  c'est-à-dire  que  l'on  ne  peut  intervertir  les  facteurs 
d'un  produit  [AB]  où  A,  B  sont  des  éléments  de  premier  degré,  à 
moins  que  d'en  changer  en  même  temps  de  signe,  tandis  que  les 
autres  propriétés  de  la  multiplication  restent  conservées.  Il  faut 
remarquer  toutefois  que  la  dénomination  «  produit  extérieur  » 
n'est  pas  précisément  bien  choisie.  11  est  certain  que  bien  des  ma- 
thématiciens se  sont  déjà  laissés  rebuter  de  l'étude  de  X Ausdeh- 
nungslehre par  le  théorème  qu'un  produit  peut  devenir  nul  sans 
qu'il  soit  nécessaire  qu'un  de  ses  facteurs  le  soit.  Et  cependant  le 
théorème  en  question  ne  signifie  pas  autre  chose  que  l'annula- 
tion d'un  déterminant  dont  deux  séries  d'éléments  sont  iden- 
tiques, puisque  le  produit  extérieur  peut  se  mettre  sous  forme  de 
déterminant. 

Parmi  les  plus  belles  applications  de  ces  nouvelles  idées,  on 
peut  citer  les  applications  que  Grassmann  a  faites  de  son  analyse 
à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces.  Malheureusement  dans 
son  Ausdehnungslehre  il  ne  leur  a  consacré  que  six  pages,  et  il  n'a 
donné  relativement  à  leur  fécondité  que  de  simples  indications. 
L'exposition  détaillée,  qu'il  destinait  à  la  seconde  partie  de  l'Ou- 
vrage, fut  publiée  plus  tard  dans  une  série  de  travaux  écrits  d'une 
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façon  très  claire,  dans  le  Journal  de  Crelle,  On  y  trouve  pour  la 
première  fois  une  théorie  purement  géométrique  des  courbes  et 
des  surfaces  algébriques.  Je  me  contente  d'indiquer  le  théorème 
principal  sur  lequel  se  base  la  nouvelle  théorie  des  courbes  planes: 
«  Quand  la  position  d'un  point  x  mobile  dans  le  plan  est  limitée 
par  ce  fait  qu'un  point  et  une  droite,  déduits  de  ce  point  et  d'une 
série  de  points  et  de  droites  fixes  au  moyen  d'une  règle,  doivent 
coïncider,  alors  le  point  j:  décrit  une  figure  ponctuelle  algé- 
brique de  degré  n  si  dans  cette  construction  le  point  a:  est 
employé  n  fois  ».  lit  inversement  tonte  courbe  algébrique  peut 
«^tre  engendrée  par  la  méthode  indiquée.  Le  théorème  correspon- 
dant pour  les  courbes  de  classe  n  enveloppées  par  une  droite 
mobile  découle  du  précédent  en  changeant  point  et  droite,  (^as- 
PARY'  a  donné  plus  tard  les  théorèmes  analogues  pour  les  courbes 
gauches,  les  complexes  et  les  congruences  linéaires.  (H'assmann 
appelle  réglé  (lineal)  ce  mode  de  génération,  non  pas  pour  expri- 
mer que  l'on  puisse  dessiner  les  courbes  algébriques  au  moyen 
de  la  règle;  il  dit  expressément  que  la  nouvelle  théorie  soumet  à 
une  recherche  purement  géométrique  même  ces  courbes  algé- 
briques qui  ne  peuvent  pas  être  simplement  engendrées  en  tra- 
çant des  lignes  droites.  On  peut  dire,  chaque  fois  que  Ton  réussit 
à  mettre  l'équation  d'une  courbe  algébrique  sous  la  forme  d'un 
produit  extérieur  de  points  et  de  droites,  qu'on  a  trouvé  égale- 
ment un  mécanisme  formé  de  pointes  et  de  barres  pour  sa  géné- 
ration ;  et  réciproquement  il  est  toujours  possible  de  trouver  un 
tel  mécanisme  pour  la  génération  d'une  courbe  algébrique. 

Mais  l'introduction  des  éléments  de  l'espace  dans  le  produit  ex- 
térieur, qui  égalé  à  zéro  représente  une  figure  de  l'espace,  n'en 
fournit  pas  seulement  la  construction  réglée;  on  n'en  aurait  alors 
qu'une  représentation  symbolique.  Si  l'on  choisit  pour  les  points, 
les  droites  et  les  plans  leur  représentation  en  coordonnées  homo- 
gènes, le  produit  extérieur  fournit  aussi  la  représentation  de  la 
figure  en  coordonnées,  puisque  la  représentation  de  (îrassmann 
est  plus  qu'un  symbole,  puisqu'elle  est  un  algorithme. 

Les  applications  faites  par  Grassmann  à  la  projectivité  et  à  la 
perspectîvité  d'ordre  supérieur  dans  le  plan,  sont  d'une  impor- 
tance particulière  ;  elles  ont  été  exposées  dans  un  mémoire  ulté- 
rieur inséré  dans  le  Journal  de  Crelle,  Après  avoir  montré  que  les  . 
rapports  féconds  de  la  projectivité  et  de  la  perspectivité  étudiés 
par  Steiner  découlent  iuimédiatemcnt  de  son  analyse  géomé- 
trique, il  arrive  au  théorème  fondamental  que  toute  courbe  algé- 
brique de  degré  m  +  ^  ^st  engendrée  par  l'intersection  de  deux 
faisceaux  projectifs  d'ordre  m  et  /i,  et  que  les  ni^  et  /i*  sommets 
des  faisceaux  se  trouvent  sur  la  courbe  d'ordre  m  -f-  '*• 

Ce  mode  de  génération  des  courbes  d'ordre  supérieur  au  moyen 
de  faisceaux  projectifs  de  courbes  d'ordre  inférieur  a  été  attribué 
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jusque  dans  ces  derniers  temps  à  Chaslës  et  à  de  Joxquièhes,  bien 
que  M.  ScHEFFËUs  ait  déjà  fait  remarquer  que  le  travail  de  Grass- 
mann  est  de  Tannée  1851*,  tandis  que  les  mémoires  des  deux 
Français  ne  sont  parus  qu'en  1852  et  1858.  Il  serait  temps  que  les 
nouvelles  éditions  de  Clebscu-J^indemann  :  Vorlesungen  iiber  Géo- 
métrie, de  Salmon-Fiudler  :  Analytmhe  Géométrie  der  hôheren 
ebenen  Kurs^en^  de  Pascal  :  Repertorium  der  hoheren  Mathcmatik 
en  tiennent  compte  et  parlent  de  la  ^énératicm  grassmannienne 
des  courbes  algébriques  au  lieu  de  celle  de  (Ihasles-de  Jonquières. 

Pour  donner  une  idée  juste  de  Télendue  et  de  la  richesse  des 
notions  dont  est  sortie  V Ausdehnungslekre,  je  devrais  encore  men- 
tionner les  mémoires  parus  plus  tard,  qui,  en  grande  partie,  ne 
sont  que  des  développements  d'indications  contenues  dans  l'ou- 
vrage de  1844. 

Je  me  contente  de  faire  ressortir  comme  caractéristique  pour  la 
multiplicité  des  méthodes  de  Grassmann  leur  application  aux  dé- 
terminants, à  la  mécanique,  à  Télectrodynamique  et  à  la  cristal- 
lographie. L'exposition  détaillée  de  Télectrodynamique  suivit  un 
an  plus  tard,  dans  un  grand  mémoire  des  Annales  de  Poggendorf^ 
et  conduisit  Grassmann  à  la  découverte  de  la  loi  électrodvna- 
mique  que  Clai'sius  devait  découvrir  encore  une  fois,  quelque 
trente  ans  plus  tard,  au  moyen  de  considérations  physiques,  loi 
dont  l'importance  est,  d'ailleurs,  diminuée  aujourd'hui  par  l'intro- 
duction des  électrons. 

J'ai  déjà  fait  remarquer  précédemment  que  V Ansdehnungslehre 
de  Grassmann  a  eu  un  précurseur  dans  liEiBNiz.  Or,  il  est  un  fait 
digne  de  remarque  :  c'est  que  à  peu  près  à  l'époque  où  Grassmann 
est  conduit  à  son  calcul,  des  idées  analogues  surgissent  en  d'au- 
tres endroits  et  qu'elles  se  sont  développées  d'une  manière  toute 
indépendante  l'une  de  l'autre.  Et  pour  un  savant  qui  fera  un 
jour  l'histoire  des  sciences  mathématiques  au  iO'^  siècle,  il  y  au- 
rait une  mine  très  riche  à  exploiter  en  recherchant  comment  et 
pourquoi  à  l'époque  de  1830  à  1850  le  terrain  était  mûr  pour  le 
développement  de  Y Ausdehnitngslehre  ou,  en  employant  une  ex- 
pression moderne,  de  l'analyse  vectorielle.  Il  y  aurait  lieu  pour 
lui  «  de  suivre  la  marche  des  idées  qui  se  développent  communé- 
ment parmi  les  générations  et  de  faire  voir  les  tendances  géné- 
.  raies  suivant  lesquelles  les  découvertes  d'un  senl  représentent  plu- 
tôt les  symptômes  que  les  causes  elles-mêmes  *  ».  Ces  idées,  en 
faisant  abstraction  des  résultats  de  Gauss  que  l'on  ne  connaît 
que  depuis  peu  de  temps,  furent  introduites  en  1827  par  le  Calcul 
barycentriqnOy  toujours  trop  peu  admiré,  en  1843  par  la  Mécanique 
céleste  de  MObius  à  Leipzig,  et  en  1835  par  la  Théorie  des  équipai^ 


^  Grassmann,  des.  II'.  II,  p.  318-319,  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 
*  Clkbsgh,  (ieddchtnisrede  auf  J.  Pllicker,  Abh.  I,  p.  X. 
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lences  de  Bellavitis  à  Padoue.  Puis  suivit  la  création  de  la  Mé- 
thode des  qnaternionsy  par  IIamilton,  à  Dublin,  dans  une  série  de 
travaux*  publiés  en  1843,  1844  et  dans  les  Lectures  on  quaternions 
en  1853.  Et  finalement  en  1845  de  S^-Venant  communiqua  une 
multiplication  géométrique  des  vecteurs  qui  se  déduit  de  la  mul- 
tiplication extérieure  de  Grassmann. 

Les  nouvelles  recherches  ont,  en  complétant  la  lettre  citée  plus 
haut  de  Gauss  à  Grassmann,  tiré  au  jour  une  intéressante  notice 
de  Tolympien  de  G^Utingue,  laquelle  parait  avoir  été  écrite  en 
1843  au  sujet  du  calcul  barycen trique  de  Mobius'.  11  y  écrit  :  «  Le 
calcul  barycen  trique  trouve  son  pendant  dans  un  autre  calcul 
(probablement  plus  vaste)  que  Ton  peut  appeler  calcul  des  résul- 
tantes. De  même  que  le  premier  s'occupe  de  points  où  Ton  sup- 
pose tixeés  des  masses  pesantes,  Tautre  a  pour  objet  des  droites 
suivant  lesquelles  agissent  des  forces.  Si  «,  b,  c,d ..,  sont  de  telles 
lignes  suivant  lesquelles  agissent  des  forces  dans  un  sens  déter- 
miné pour  chacune  d'elles,  ces  forces  étant  proportionnelles  aux 
nombres  u,  [i,  y,  d  ...  ,  Téq nation 


aa  -\-  ^b  -\-  yc  -\-  ^d  -}-...  =z  0 


signifierait  que  ces  forces  se  font  mutuellement  équilibre.  »  Ce  cal- 
cul des  résultantes  n'est  cependant  pas  autre  chose  qu'un  cas  parti- 
culier de  V Ausdehnungslehre  où  les  segments  f  Linienteilej  ou  les  vec- 
teurs fixes  (gebnndene  Vektoren)  sont  considérés  comme  des  forces. 
Tandis  que  les  idées  de  Mùbius  et  de  Bellavitis  se  retrouvent 
dans  rOuvrage  de  Grassmann  qui,  cependant,  avait  dépassé  ses 
prédécesseurs,  il  existe  une  différence  essentielle  entre  la  méthode 
de  r Aiisdehn/mgslehre  et  la  méthode  des  quaternions.  IIamilton 
remplace  le  produit  de  deux  vecteurs  par  un  nouveau  vecteur,  il 
ramène  ainsi  le  produit  du  second  degré  aux  unités  fondamentales  ; 
Grassmann,  au  contraire,  bâtit  son  système  sur  l'idée  de  dimen- 
sion ou  de  degré  (Stufe)  et  il  introduit  la  notion  autonome  d'un 
élément  de  plan,  c'est-à-dire  le  bivecteur.  Tandis  que  Hamilton  se 
contente  de  la  notion  de  vecteur  libre,  IL  Grassmann  doit  intro- 
duire à  côté  du  vecteur  libre,  le  vecteur  fi.vé,  le  bivecteur  libre, 
le  bivecteur /?.ré,  etc.*  Si  donc  le  développement  de  l'analyse  vec- 
torielle dû  à  Hamilton  parait  beaucoup  plus  simple,  YAitsdeh- 
nungslehre  offre  un  instrument  plus  puissant.  On  peut,  d'après 
cola,  parler  d'une  école  grassmannienne  et  d'une  école  hamil- 
Ionienne  dans  l'analyse  vectorielle.  Mais  on  ne  peut  pas  dire  que 
cette  division  a  contribué  à  rendre  légitime  et  à  répandre  l'analyse 
vectorielle  dans  le  monde  mathématique;  c'est  cette  division  qui 


*  Researches  rtspecting  quaternions  exposées  en  nov.  18i3  et  imprimées  en  1848.  —  On  qua- 
ternions ^  or  on  a  new  System  of  imaginaries  in  algebra.  Phil.  mag.  (2),  t.  25  (1844).  10-13. 

»  Gauî«.s,  Ges.  \\.,  VIII,  p.  2v8. 

•  Cf.  E.  Jah.nkk,  Voi'lesiingen  liber  die  Vektorenrechnung.  Leipzig,  1905,  B.-G.  Teubner. 
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a  fait  changer  les  notations  vectorielles  d'au  leur  à  auteur,  de  sorte 
que  l'on  peut,  ajuste  raison,  parler  d'une  anarchie  à  cet  égard.  Il 
est  vrai,  VEncyclopddie  der  mathemalischen  Wissenschaften  a  jus- 
tement proposé  des  notations  que  les  physiciens  et  les  techniciens 
ont  adoptées.  Mais  je  le  considère  comme  exclusif  que  les  mathé- 
maticiens se  mettent  d'accord  sur  ces  notations.  Cependant  il  me 
semble  possible  et  désirable,  avec  Burali-Forti  et  Marcolo.n(;o*, 
([ue,  sans  avoir  égard  aux  applications  à  la  physique  et  à  la  tech- 
nique, les  mathématiciens  se  mettent  d'accord  sur  une  notation, 
en  vue  seulement  des  applications  en  géométrie  et  en  mécanique. 

\j  Ausdehnungslehre  de  1844  ne  trouva  chez  les  confrères  pour 
ainsi  dire  aucune  attention  ;  les  germes  y  déposés  restèrent  d'abord 
sans  développement,  et  l'éditeur  se  vit  finalement  obligé  de  met- 
tre au  pilon  les  exemplaires  non  vendus!  Dans  ces  conditions 
l'auteur  renonça  à  la  publication  de  la  seconde  partie  de  l'Ouvrage. 

L'échec  de  son  Ouvrage  engagea  Grassmann  à  remanier  com- 
plètement son  exposé  en  revenant  à  celui  auquel  il  avait  déjà  pensé 
avant  la  composition  de  Y  Ausdehnungslehre  de  1844;  ce  rema- 
niement aboutit,  dix-sept  années  après,  à  la  publication  de  r.l//s- 
dehnnngslehre  de  18f52.  Il  en  lit  imprimer  à  ses  propres  frais  trois 
cents  exemplaires,  dont  il  laissa  la  commission  à  l'éditeur  Enslin. 
\.' Ausdehnungslehre  de  1844  est  totalement  difierent  de  VAusdeh- 
nungslehtie  de  1862,  et  quant  au  sujet  et  quant  à  l'exposition.  Mais 
cette  fois  encore  Grassmann  se  méprend  sur  la  forme  d'exposition, 
chose  qu'il  est  aisé  de  comprendre  en  raison  de  son  isolement  à 
Stettin  où  il  était  privé  de  toute  relation  avec  des  mathémati- 
ciens. On  s'attendait  à  un  exposé  dans  le  genre  de  celui  des  mé- 
moires de  Crelle,  tandis  que  l'auteur  choisit  la  forme  euclidienne 
qui  convenait  encore  moins  au  public  académique  que  la  forme 
philosophique  de  l'ouvrage  de  1844,  et  cela  à  une  époque  où  Ton 
était  réellement  gâté  par  les  travaux  de  Jacobi,  Steiner,  Plucker 
et  IIesse. 

La  nouvelle  exposition  se  rattache  à  l'arithmétique.  L'arithmé- 
tique élémentaire  déduit  toutes  les  grandeurs  d'une  seule,  l'unité  e, 
ainsi  que  l'avait  exposé  Grassmann  dans  son  traité  classique  d'arith- 
métique (Stettin,  1860,  R.  Grassmann).  De  même  V Ausdehnungs- 
lehre de  1862  emploie  plusieurs  unités  analogues  e^  ,  e, ,  e,  ... 
dont  aucune  ne  peut  se  déduire  des  autres.  Les  grandeurs  déduites 
linéairement  de  ces  unités  sont  appelées  grandeurs  e:rtensi\>es. 
L'idée  générale  de  la  multiplication  des  grandeurs  extensives  est 
d'une  importance  particulière;  elle  conduit  à  la  considération  des 
diverses  espèces  de  multiplication.  Parmi  ces  dernières  l'auteur  en 
considère  deux  :  la  multiplication  algébrique  et  la  multiplication 


*  Per  t'uni/icazinne  deUe  nntazioni  vcUoriaU;  llend.  cire,  mat»  Palermo,  1907  et  ltK)8.  —  Voir 
la  discussion  de  VEns.  math,,  T.  XI,  41-46,  129-134,  211-217,  241,  459-465. 
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extérieure.  Tandis  que  celle-là  obéit  étroitement  aux  lois  de  Tal- 
gèbre  ordinaire,  celle-ci  se  montre  caractéristique  de  VAiisdeh- 
nungslehre  parce  qu'elle  fournit  les  diverses  grandeurs  qui  y 
figurent.  Grâce  au  concept  de  complément^  le  produit  intérieur 
peut  être  réduit  au  produit  extérieur.  Par  le  complément  d'une 
grandeur  extensive  E  dans  un  domaine  du  n""  degré  d'unités 
e, ,  e.^,  ...  en  où  [616363  ...  en]  =  1 ,  Tauteur  comprend  la  grandeur 
E'  qui  est  égale  au  produit  extérieur  positif  ou  négatif  de  toutes 
les  unités  qui  n'entrent  pas  dans  E,  et  telles  que  [EE'j  =  rfc  1  ; 
c'est-à-dire,  par  exemple,  (jue  63  ::::=' 6,  6^  dans  un  domaine  du 
troisième  degré  puisque  16,6263"!  =  +  l.  De  cette  manière  on 
établit  de  nouveau  les  théorèmes  de  la  première  Ausdehniings- 
lehre  d'une  manière  rigoureuse;  en  même  temps,  en  introduisant 
de  nombreuses  notions  nouvelles,  le  domaine  de  l'application  du 
calcul  est  notablement  élargi. 

Le  premier  chapitre  intitulé  :  Les  combinaisons  élémentaires 
des  grandeurs  extensives  se  termine  par  des  applications  à  la  géo- 
métrie dont  j'ai  déjà  parlé.  Grassmann  croyait  avoir  créé,  dans  son 
Ausdehnungslekre,  un  instrument  universel  pour  les  recherches 
géométriques,  dont  l'avantage  principal* était  d'éviter  les  systèmes 
arbitraires  de  coordonnées.  D'après  Study*,  on  peut  affirmer 
que  Grassmann  voyait  la  matière  de  la  géométrie  dans  les  pro- 
priétés de  certains  groupes  de  transformations,  qui  formaient  à 
cette  époque  les  problèmes  exclusifs  des  recherches  géométriques. 
Maintenant  que  les  travaux  de  Lie  nous  ont  fourni  une  idée  si 
précise  de  la  multiplicité  extraordinaire  des  groupes  et  de  la  géo- 
métrie relative  à  chacun  d'eux  ou,  en  d'autres  mots,  de  la  théorie 
des  invariants,  on  peut  dire  que  l'instrument  universel,  que  Grass- 
mann croyait  posséder  dans  son  Ausdehnungslehrey  ne  l'est  pas  et 
ne  peut  pas  l'être.  En  réalité,  son  Ouvrage  de  1844  ne  traite  parti- 
culièrement que  certains  algorithmes  qui  appartiennent  au  groupe 
projectif  général  et  au  groupe  des  transformations  affines.  A  ces 
deux  groupes  s'ajoutent  encore,  dans  l'ouvrage  de  18(52,  le  groupe 
des  rotations  autour  d'un  point  {\y.Q  et  le  groupe  si  étendu  des 
mouvements  euclidiens. 

La  seconde  partie  de  l'Ouvrage  traite  de  la  théorie  des  fonctions, 
du  calcul  différentiel,  de  la  théorie  des  séries  et  du  calcul  intégral, 
autant  qu'y  figurent  des  grandeurs  extensives.  L'auteur  y  exa- 
mine un  nouveau  domaine,  qui  n'a  pas  été  traité  dans  la  première 
édition,  et  où  l'on  constate  bien  l'étendue  des  applications  de 
VAusdehnungslehre.  Je  me  contente  ici  de  signaler  la  théorie  des 
affinités  géométriques  de  Grassmann,  dont  son  fils  a  donné  un 
développement  détaillé  dans  des  notes  ajoutées  à  l'édition  des 
Oeuvres  du  maître. 


»  Ges.  W.  I,  p.  405-406. 
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Dans  ce  même  Ouvrage  Grassmann  s'est  occupé  en  outre  du 
problême  de  Pfciff*  M.  IÎxgel,  le  distingué  éditeur  des  œuvres 
complètes  de  Grassmann,  a  profité  de  la  publication  du  second 
volume  des  Oeuvres  pour  signaler  ces  recherches  du  maître  de 
Stetlin  devançant  les  résultats  de  Jacobi  sur  ce  sujet,  après  que 
Lie  eut  déjà  attiré  l'attention  sur  leur  importance. 

La  seconde  édition  de  X Ansdehnnngslehre  ne  connut  pas  un 
meilleur  sort  que  la  première.  Un  revirement  d'opinion  se  lit  seu- 
lement lorsque  Haxkel,  Ckemona  et  Clebsch  firent  remarquer  Tim- 
portance  des  recherches  du  professeur  de  gymnase  de  Stettin,  et 
ensuite  lorsque  Schlegel  eut  publié  son  système  de  la  Raiimlehre 
(Leipzig,  1872-75,  Teubner]  ;  où  Ton  applique  l'analyse  de  Grass- 
mann aux  figures  de  la  géométrie  élémentaire.  On  peut  encore  men- 
tionner, comme  digne  d'intérêt,  que  WsiEnsmAss  a  du  moins  rap- 
pelé, dans  ses  leçons  sur  les  applications  des  fonctions  elliptiques 
au  problème  de  la  rotation  d'un  corps  ^,  les  définitions  des  pro- 
duits intérieur  et  extérieur.  Et  dans  son  cours  sur  la  théorie 
des  fonctions  analytiques,  Weierstrass  eut  soin  d'entrer  dans  les 
vues  de  Grassmann  et  d'IIamilton  sur  la  généralisation  du  concept 
des  opérations  fondamentales.  Cela  ne  se  fit,  cependant,  que  pour 
donner  une  preuve  de  la  remarque  connue  faite  par  Gauss  en 
l'année  1831*: 

«  L'auteur  se  réserve  de  traiter  plus  tard  le  sujet  dont  il  est  fait 
mention  dans  le  mémoire  actuel,  afin  de  résoudre  alors  complè- 
tement la  question  et  de  montrer  que  les  relations  entre  des  ob- 
jets qui  forment  une  variété  de  plus  de  deux  dimensions  ne 
peuvent  pas  fournir  encore  d'autres  espèces  de  grandeurs  admis- 
sibles en  arithmétique  générale.  » 

En  attendant,  cette  attitude  critique  du  maître  berlinois  n'en 
contribua  pas  moins  à  répandre  de  plus  en  plus  les  idées  de 
Grassmann. 

Le  revirement  se  constatait  parce  que  les  demandes  de  la  premièiH» 
édition  de  l'ouvrage,  devenue  très  rare,  augmentèrent  à  tel  point 
qu'il  fallut  songer  à  une  nouvelle  édition.  Xj'Ausdehnutigslehre  de 
1877  est  une  réimpression  stéréotypée  de  celle  de  1844,  sauf  une 
série  de  notes  y  ajoutées. 

Aujourd'hui  l'on  rencontre  un  bon  nombre  de  mathématiciens 
qui  se  servent  presque  exclusivement  des  méthodes  grassman- 
niennes,  et,  si  l'on  peut  dire  que  les  idées  de  V Aiisdehnungslehre 
ne  sont  plus  tout  à  fait  étrangères  à  la  majorité  des  mathémati- 
ciens, il  y  a  lieu  de  remercier,  en  premier  lieu,  M.  Engel  pour 
l'édition  des  Oeuvres  de  Grassmann,  faite  sous  les  auspices  de  la 
Société  saxonne  des  Sciences.  Les  nombreuses  additions  faites 


^  D'après  une  commiuiication  amicnle  de  M.  Hkttnrr. 
*  fies.  If.  II,  p.  178. 
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par  M.  Engel,  en  collaboration  avec  MM.  Grassmann  le  jeune, 
ScHBFFERs  et  Study,  devaient  contribuer  à  faire  comprendre  de 
plus  en  plus  cet  Ouvrage  immortel. 

Je  voudrais  terminer  ces  développements  par  les  paroles  pro- 
phétiques tirées  de  la  Préface  de  l'édition  de  1862  ;  elles  nous 
donnent  l'image  d'un  homme  qui  était  pénétré  de  la  beauté  de  sa 
science  sublime  et  dont  la  croyance  au  succès  de  sa  création  ne 
pouvait  être  ébranlée  par  son  insuccès  ultérieur  : 

«  Car  j'ai  la  plus  grande  confiance  que  le  travail  que  j'ai  consa- 
cré à  la  science  ici  exposée  et  qui  a  pris  une  part  importante  de 
ma  vie  et  exigé  les  efforts  multiples  de  mes  forces,  ne  sera  pas 
perdu.  Je  sais,  il  est  vrai,  que  la  forme  que  j'ai  donnée  à  cette  science 
est  imparfaite  et  doit  l'être.  Mais  je  sais  aussi  et  je  dois  Taflirmer, 
au  risque  d'être  taxé  de  prétentieux,  je  sais  que  même  si  cet  Ou- 
vrage devait  rester  de  nouveau  dix-sept  ans  ou  même  plus  sans 
influence,  il  viendra  cependant  un  temps  où  il  sera  tiré  des  pous- 
sières de  l'oubli  et  où  les  idées  qui  y  sont  déposées  porteront 
leurs  fruits.  Je  sais  que  si  je  ne  suis  pas  encore  parvenu  à  obtenir 
la  vocation  à  une  chaire  universitaire  et  à  rassembler  autour  de 
moi  un  cercle  çrélèves,  cercle  où  je  pourrais  faire  fructifier  ces 
idées,  il  viendra  cependant  un  jour  où  elles  ressusciteront,  peut- 
être  sous  une  autre  forme.  Car  la  vérité  est  éternelle  et  divine  ; 
et  aucune  phase  de  développement  de  la  vérité,  si  restreint  que 
soit  son  domaine,  ne  peut  passer  sans  laisser  de  traces;  elle  sub- 
siste même  si  le  costume  dont  l'affuble  la  faible  humanité  tombe 
en  poussière.  » 

p]ug.  Jahnke  (Berlin). 

Traduit  de  l'allemand  par  J.  Rose,  Chimay  (Belgique). 


SUR   LES    TRAVAUX   ARITHMÉTIQUES 
DE  Lagkange,  de  Legendhe  et  de  Gauss. 


Le  premier  travail  arithmétique  de  Lagrange  fut  la  démons- 
tration de  la  solution  connue  de  Téquation  de  Pell  [MisceL 
Taurin,  1766-69).  Il  fait  voir  que  le  calcul  de  Brouncker  abou- 
tit toujours  à  une  solution,  laquelle  est  la  plus  petite  possi- 
ble ^  ;  que  de  cette  solution  on  déduit  toutes  les  autres,  par 
des  suites  ou  des  récurrences  déjà  indiquées  par  Euler  ;  que, 
dans  le  cas  où  elle  est  possible,  la  solution  de  l'équation 
X*  —  ky*  =  —  i  se  ramène  à  celle  de  l'équation  de  Pell  ; 
il  ramène  à  cette  dernière  différents  cas  de  Téquation  j;*  —  ky^ 
=  /.      . 

En  1768  (M.  D.),  il  démontre  Timportant  théorème  sur  le 
maximum  du  nombre  des  racines  des  congruences,  déjà 
traité  autrement  par  Euler,  et  en  montre  Timportance,  avec 
des  corollaires  qui  le  complètent.  (E.  M.  1907,  p.  294). 

En  1769  (Id.),  il  donne  la  solution  de  Téquation^j:^*  +  6=y*; 
à  laquelle  se  réduit  toute  équation  du  second  degré. 

En  1770  (Id.),  même  sujet.  C'est  là  qu'il  imagine  la  nota- 
tion Ew,  pour  désigner  le  plus  grand  entier  contenu  dans  le 
nombre  «,  notation  qu'on  a  remplacée  par  celle-ci  :  Eoi  (Le- 
gendre)  et  [w]  (Gauss)*. 


*  Voir  p.ir  cxcinplo  Mathesix  1906,  p.  233. 

*  L'idée  do  remplacer  les  nombres  non  entiers  par  leur  partie  entière  s'est  présentée  aux 
premiers  calculateurs  qui  ont  eu  à  opérer  sur  des  nombres  de  ce  genre  ;  mais  ee  n'était  là 
qu'un  procédé  abréviatif.  La  théorie  de  la  division,  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nom> 
bres,  l'extraction  de  la  racine  carrée,  et  plus  tard  l'analyse  indéterminée  du  premier  puis  du 
second  degrés  utilisaient  implicitement  la  fonction  Em;  mais  ce  n'était  encore  qu'une  appli- 
cation de  la  méthode  instinctive  des  approximations  successives.  Lagrange  l'emploie  explici- 
tement dans  sa  solution  de  l'équation  de  Pell  ;  puis  Legendre,  dans  une  formule  arithmétique 
qu'on  signale  plus  loin.  Mais  c'est  surtout  Gauss  qui  en  a  compris  l'importance  ;  et  depuis, 
elle  est  utilisée  à  chaque  instant  dans  la  théorie  des  nombres. 

On  en  a  mdme  déduit  l'idée  de  plusieurs  autres  fonctions  arithmitiques  dont  les  suivantes  : 

G  •* ,  qui  désigne  l'entier,  E  I  '••-{-—  j  ,  le  plus  voisin  de  b)  (Kronecker)  , 
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La  même  année  fid.},  il  donne  la  preuve  de  la  solubilité  de 
Téqualion  x^  —  ay*  —  6  =  0,  la  généralisation  du  théorème 
d'Euler  sur  le  produit  de  deux  sommes  de  quatre  carrés  et 
la  première  démonstration  qu'on  ait  encore  eue  du  théorème 
de  Bachet. 

En  1771  (Id.),  deux  démonstrations  du  théorème  de  Wil- 
son  ^ 

La  grande  découverte  de  Lagrange  est  celle  qui  permet  de 
trouver  la  forme  quadratique  des  diviseurs  de  l'expression 
ax^  +  bxy  +  cy^  (id.  1773-75j.  (Voir  le  t.  111  des  Œuvres 
complètes  de  Lagrange),  et  dont  nous  avons  donné  une  idée 
suiKsante  (E.  M.  1907,  p.  289;.  Rappelons  seulement  ici  que 
c'est  là  qu'on  voit  pour  la  première  fois  la  considération  du 
déterminant  d'une  forme  et  de  la  réduite  de  celle-ci. 

En  1777  (Id.),  usage  de  la  descente  infinie  pour  vérifier 
cette  assertion  de  Fermât  que  le  plus  petit  triangle  rectangle 
dont  l'hypoténuse  est  un  carré  ainsi  que  la  somme  de  ses 
cathètes  est  celui  dont  les  cathètes  sont  1061652293520  et 
4565486027761,  solution  qu'Euler  avait  reconnue  exacte  mais 
qu'il  n'avait  pas  démontrée  être  la  plus  simple. 

Enfin,  à  la  suite  de  sa  traduction  de  VAlgebra  d'Euler 
(Lyon,  1794),  plusieurs  notes  importantes  relatives  à  la  théorie 
des  fractions  continues;  à  la  solution  de  l'équation  de  Pell 
et  de  l'équation  quadratique  indéterminée,  par  des  moyens 
nouveaux,  et  particulièrement  par  la  considération  des  mi- 
nima  de  la  valeur  absolue  des  fonctions  x  —  &)?/  ^  et  ax^  +  bxy 


T'u  ou  Bm  ,  U  différence  positive  ou  nôgative,  '.  —  E  (  cj  -(*  -r  )  ^^  ^  <^^  <I®  Gw  (Tchebichef), 
E'  ..  =  E  (3u)  —  aE&» ,  E*w  =  ~  E«  (1  +  Eto)  ,  E^w  =  (E&  )  (e'  ^)  ,  (Hermite)  . 

'  Pour  la  première  il  fait  voir  qu'on  a  : 

(X  +  1)  (X  +  2)  ...  (X  +  /»  -  1)  =  x^'^  -  1 

co  qui  généralise  à  la  fois  les  deux  théorèmes  de  Fermai  et  de  Wilson  (voir  £.  M.  1907,  p.  399). 
La  seconde  s'obtient  en  faisant  a  =  p  —  1  dans  l'identité  do  Mercator 

a!  =  a*'-C^^  (a-t)*  +  C^  ^(a- 2)^  -  ...  ±  a  . 

*  Bien  que  cette  théorie  soit  plutôt  du  ressort  de  l'analyse  indéterminée,  il  convient  d'en 
donner  une  idée,  à  cause  de  l'importance  qu'elle  a  prise  ultérieurement. 

Soient  a  et  |3  les  entiers  tuls  que,  pour  x  <  ce ,  y  K  fi  *  on  ait  :  |  «  —  tafi  i  <  |  x  —  ««y  I  , 
X  et  y  étant  premiers  entre  eux.  Cherchons  q'  et  p'  tels  que  afi'  —  a'fi  =  d::  1  et  posons 

(«I  x  =  «x'  +  ay,        y  =  |3x'  +  ]9y: 

X*  et  y'  seront  entiers.  Les  conditions  x  <  «     y  <  ]3  font  voir  que  pour  x  <  «'  et  y  <  â', 
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+  Cî/*;  à  la  recherche  des  expressions  dont  la  forme  se  re- 
produit (|iiand  on  la  multiplie  par  une  formule  semblable*. 

Legendre  fit  paraître  en  1785,  dans  les  Méin.  de  VAc,  de 
Se,  un  mémoire  où,  entre  autres  choses  de  haute  impor- 
tance, il  démontrait  un  remarquable  théorème  sur  la  solu- 
bilité de  l'équation  aaî^  -j-  by^  z=  cz*  -^^  —  énonçait  sa  célèbre 
loi  de  réciprocité^  dont  il  ne  donnait  qu'une  démonstration 
incomplète;  trouvait  incidemment  cet  important  théorème 
démontré  plus  tard  par  Lejeune-Dirichlet  :  toute  progression 
arithmétique  dont  le  premier  terme  est  premier  avec  la  raison^ 
renferme  une  infinité  de  nombres  premiers;  et  posait  les  bases 


on  a  de  môme 

I  «'  —  wj5'  |<  I  «  —  o>y  I  . 

Opérant  de  même  sur  ql\  p\  sur  les  résultats  obtenus,  et  ainsi  de  suite,  on  trouve  les 
suites  représentées  par  les  relations  générales 


a'    p'  ^  '  —  a'  ^  '  p    '  =  ih  1  ,         I  a      —  top      j  <  |  J^  —  «j'  | 

.    (,,_„       «(-^-^)  -  a(^^-f 0  __  igf"-')  -  /3("+')  _      toj3^"+"  -  a^"+*^ 
^  ""  ~"      ~^^  "  pH  ""  ^       ,(")  _  4,p"0        ' 

La  série  des  a  est  décroissante  et  se  termine  par  les  termes  E(to  —  1)  •  1  ou  1 ,0  suivant 
que  to  ^  1  ;  celle  des  |3  est  également  décroissante  et  se  termine  par  les    termes  1,0  ou 

Ef II,  1  dans  les  mêmes  cas.  Les  nombres  ^  représentent  les  quotients  du  dévelop- 
pement do  ta  en  fraction  continue. 

La  série  des  a  —  oi>]9  est  croissante  et  les  signes  des  termes  alternent. 

Legendre  a  commencé  Tétude  des  substitutions  (a);  mais  c'est  Gauss  qui  a  le  premier 
reconnu  l'importance  de  cette  théorie  :  il  a  fait  voir  qu'il  y  a  grand  avantage  à  distinguer  les 
deux  cas  a]S'  —  a'j3  =  l  et  a^'  —  «'j3  =  —  1  . 

»  Ainsi  la  formule  ar»  +  cucy  -f  *.y* .  (Voir  Mathcsis,  1907,  p.  259.) 

■  11  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  trouver  trois  nombres  X.  fi,  v,  tels  que  ak*  -f-  b  ,  rpi*  —  *  , 
V*  —  a  soient  respectivement  des  multiples  de  c,  a,  b. 

*  Cotte  loi,  qui  se  note  ainsi  d'après  Legendre  : 

(f)e)=<-'>~^~ 

En}. 

le  symbole  I  -  j  désignant  le  reste  de  la  division  de  a    '^     par  p,   publiée  deux  ans  api*ès 

les  Op.  Anal.  d'Euler,  qui  en  donne  Téquivalcut  (voir  la  citation  que  nous  avons  faite  à 
propos  de  cet  ouvrage),  —  a  fnit  accuser  Legendre  de  plagiat.  Cette  accusation  ne  nous  pa> 
rait  pas  fondée  :  il  était  plus  facile  de  conclure  par  induction  la  loi  de  Legendre  des  cas 
particuliers  qu'en  avaient  découverts  Fermât  et  Eulcr,  que  de  la  déduire  do  la  proposition 
des  Op.  Anal.  D'ailleurs,  sous  cette  forme,  cette  proposition  était  peu  apte  à  faire  découvrir 
les  importantes  conséquences  que  Legendre  a  tirées  de  sa  formule. 


J 
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d'une  théorie  des  nombres  trinaires  ou  déromposables  en 
trois  carrés. 

Ce  fut  Toccasion  de  son  Essai  sur  la  théorie  des  nombres 
(Paris,  1798),  où  il  étudie  les  propriétés  élémentaires  des 
nombres;  remplace  la  formule  (24)  d'Euler  par  la  suivante 


(32) 


,W  =  „(l-l)(l-^)...   . 


et  en  tire  le  moyen  de  déterminer  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  dans  une  progression  arithmétique  donnée;  re- 
marque qu'on  a  sensiblement 

133)  y(IO^=i 

'  2a 

Toù  il  déduit  la  formule  approchée 


( 


(34)  ff[a\ 


a 


2  lo^  a 

et  conjecture  que  la  formule  exacte  doit  être  de   la  forme 

^-j -j—g  ;  étudie  ensuite  les  fractions  continues;  enseigne 

la  solution  des  équations  linéaires  indéterminées;  reproduit 
en  l'améliorant  la  solution  de  Lagrange  des  équations  indé- 
terminées du  second  degré;  donne  différents  théorèmes  sur 
la  possibilité  de  certaines  équations  de  la  forme  a.r*  —  by^ 
=  c  ',  la  démonstration  des  théorèmes  de  Fermât,  d'Euler, 


^  C'est  là  le  premier  exemple  de  valeur  moyenne  dnns  U  théorie  des  nombres.  Gauss  a  égale- 
ment envisagé  ce  genre  d'approximation  à  propos  d'une  certaine  classification  des  détermi- 
nants. Libri  a  découvert  une  formule  donnant  en  mo^-enne  le  nombre  des  solutions  entières 
et  positives  de  la  congruonce  générale  F(x,  y,  £,  ...)  =  0  .  Lejeune-Diriehlot  a  posé  les  fon- 
dements de  cette  importante  théorie,  dont  il  a  indiqué  de  tràs  intéressantes  applications. 
Voir  :  Berger,  Sur  qq.  appl.  de  la  fonction  gamma  (Upsal,  1880);  Cesiro,  Sur  div.  quest.  arith. 
(Bruxelles,  1883);  Ccsàro,  Excursions  arith.  à  l'infini  (Paris,  1885);  Berger,  Rech.  sur  les 
valeurs  moyennes  (\]p»a\,  18^7). 

Citons  seulement  ceci  :  on  a  en  moyenne 


n 

E{ne) 

^/'      n' 

2    B(x) 

— j-  =  —    (Lejeune-Dirichlel)  , 

.    .*._       .  _.,    —  fitn\      lTitirtr^r\ 

Une)      -®^"^     ^"^•^«?**^^  ' 

n 

n*      -jt* 

(Perott)  , 

Il  y  a  en  moyenne  6i  contre  39  à  parier  que  deux  nombres  quelconques  sont  premiers  entre 
eux.  (Cesàro.) 
'  Lejeune-Dirichlet  a  étendu  ces  théorèmes. 

L'Enseignement  mathém.,  Il*  année;  1909.  38 
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de  Wilsoii,  de  Bachel,  de  Lagrange;  développe  les  coiisé- 
quences  de  la  loi  de  réciprocité^;  donne  dans  sa  théorie  des 
nombres  trinaires,  d'importants  théorèmes,  dont  l'un  con- 
cernant la  relation  existant  entre  le  nombre  de  décomposi- 
tions de  n  en  trois  carrés  et  les  classes  de  formes  de  déter- 
minant —  /^,  théorème  démontré  rigoureusement  par  Gauss 
et  étendu  par  Jacobi,  Lejeune-Dirichlet,  Liouville,  Kronecker 
et  Hermite. 

Rappelons  aussi  le  symbole  f  ~j  ,  qui  porte  le  nom  de  Le- 

gendre,  et  qu'on  énonce  caractère  quadratique  de  a  :  il  dé- 

p--\ 

signe  le  reste  de  la  division  de  a  par/?,  reste  qui  est  tou- 
jours, comme  on  le  sait,  1  ou  — 1  *.  Citons  encore  d'im- 
portantes tables  de  formes  des  diviseus,  tant  linéaires  que 
quadratiques,  et  celle  des  solutions  de  l'équation  de  Pell 
jusqu'à  A:=r:  1000. 

Ajoutons  qu'on  voit  pour  la  première  fois,  dans  cet  ou- 
vrage, l'idée  et  le  nom  des  formes  linéaires  et  quadratiques^ 
qu'il  appelle  aussi  formules,  Legendre  y  montre  que  la  trans- 
formation la  plus  générale  d'une  forme  quadratique  en  une 
autre  s'obtient  à  l'aide  des  substitutions  linéaires  représen- 
tées aujourd'hui  par  la  notation  (flp  ;  que  les  nouvelles  indé- 
terminées sont  des  nombres  entiers,  quelles  que  soient  les 
indéterminées  primitives  si  on  a  ai  —  jSy  =  dz  1,  et  qu'en 
général  on  a  entre  les  deux  expressions  D,  D'  appelées  de- 
puis déterminants,  par  Gauss,  la  relation 

Ces  remarques  en  généralisent  d'autres  données  par  La- 
grange, dans  son  mémoire  de  1775. 


^  Ce  sera  le  sujet  de  notre  prochain  article,  ce  qui  nous  dispense  d'en  dire  davantage  ici. 
On  trouvera  de  nombreux  renseignements  sur  cette  belle  loi,  dans  le  t.  W  des  Werkt  de  Gauss; 
la  Note  sur  les  ris.  quad.  de  Genocchi  (Bull,  de  TAc.  de  Belgique,  185S);  la  brochure  do  Baum- 
gart.  Veher  das  quadratische  Reciprocitdtgesetz  (Leipzig,  1885)  et  la  Niedere  ZuhUntheorie,  de 
Bachmann  (Leipzig,  1902).  Pour  un  aperçu  de  la  question,  on  pourra  consulter  le  fascicule  1 
du  vol.  III  de  VBncycl.  des  se.  math.  (Paris,  1906). 

"  Gauss  indique  que  r  est  résidu  et  p  non  résidu  de  /»  au  moyen  des  notations  rhp^  P^Pt 
qui  n'ont  guère  été  employées  que  par  lui.  Jacobi  a  étendu  l'emploi  du  symbole  de  Legendre 

à  une  valeur  quelconque  de  p;  il  a  mis  (  (  -  )  )  pour  désigner  le  cartLct'ere  btquadreitique  de  a, 
et  Eisenstein  1  -  I  «  pour  le  caractère  cubique  du  même  nombre. 
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Dans  la  deuxième  édition  de  son  Essai  (Paris,  1808),  Le- 
gendre  ajoute  plusieurs  remarques  très  intéressantes  ;  la 
formule 

(35)  E-  +  K  -îi  -I-  E  -. -I-  ... 

indiquant  combien  de  fois  le  nombre  premier  p  est  facteur 
dans  le  produit  n\  ;  la  recherche  du  nombre  des  termes 
d'une  progression  arithmétique,  divisibles  par  des  nombres 
premiers  donnés,  d'où  les  formules  suivantes  : 

(36y  „  _  ï'i  _|_  2E—  -.  2E—  4-  ... 

P  PI  P^r 

(37)  n  -  lE^^^y-^  +  ,E?îL+£ÏJr_J  ^  ... 

2p  2pq 

donnant  respectivement  le  nombre  des  termes  des  deux- 
suites  1,  2,  3,  ...  n  et  1,  3,  5,  ...  2/i  —  1 ,  non  divisibles  par 
les  nombres  premiers  différents  /?,  g,  /*,...  ;   cette  formule 

empirique 

a  * 

^^^^  La  —  1,08366 

fournissant  approximativement  le  nombre  N{à)  des  entiers 
plus  petits  que  a,  La  désignant  un  logarithme  népérien.  Il 
en  déduit  l'évaluation  des  expressions  suivantes* 


±r  n(-j) 

3     '^  3        ^  '^^ 


*■  Cette  formule  est  remarqunblemeiit  exacte  «Uns  la  limite  des  tables  actuelles  de  nombres 
premiers.  Tchcbichef  a  étudié  les  expressions  de  cette  forme  et  a  démontré  que  la  formule 

d 
moyenne  ou  asymptotique  • représente  N  (a)  en  général,  avec  une  approximation  poussée 


aux  termes  de  l'ordre  rr~r.  «  et  a  en  outre  proposé  cette  antre    /       —  ,  que,  dès  1793,  Gauss 


a 
(Laf 


avait  également  trouvée  sous  la  forme    /      t"  ,   ainsi  que    Lejeune-Dirichlet,  qui  la  notait 

J  e    ^^ 

.     .  -  1 
ainsi  S-T—  . 
La 

Riemann,  dans  un  mémoire  célèbre,  a  montré  la  haute  importance  de  la  formule  de  Oauss 
au  point  de  vue  de  la  théorie  des  nombres  premiers. 

Voir  à  ce  sujet  la  savante  et  très  intéressante  monographie  de  Torelli  :  SuUa  totalità  dti 
numeri  primi  fino  ad  un  limite  assegnato  (Napies,  1901). 

*  Euler  avait  évalué  les  séries  de  ces  expressions  continuées  à  l'infini. 
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ainsi  que  ce  théorème,  insuflisamment  démontré  :  de  r  à 
a  +  2\/ër,  il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  ^ 

Signalons  aussi  les  notations  M  (a)  pour  désigner  un  cer- 
tain multiple  de  «',  et  T  (-]  pour  désigner  le  nombre  des 

termes  de  la  progression  1,  3,  5,  ...  2n  —  T  non  divisibles 
jDar  les  nombres  premiers  3,  5,  7,  11,  ...  />*. 

Legendre  a  en  outre  donné  en  181B  et  en  1825,  deux  sup- 
pléments à  son  Essai;  dans  le  premier,  il  démontre,  d'après 
Cauchy,  le  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres  polygones; 
dans  le  second,  il  fait  voir  que  Téquation  j:"  +  y"  =  2"  ne 
peut  avoir  lieu  pour  /i  >  2  que  pour  des  nombres  d'une 
grandeur  excessive^.  11  cite  Sophie  Germain  comme  lui  ayant 
fourni  quelques-uns  des  théorèmes  utilisés  par  lui  ;  donne, 
en  même  temps  que  Lejeune-Dirichlet  la  démonstration  de 
Timpossibilité  de  cette  égalité  pour  n  =  5  et  étudie  l'équa- 
tion JL^  +  y*  =  rt:2^  qui,  dit-il,  est  impossible  pour  a=\^ 
2,  3,  4,  5,6,  8,  16,  ...  \ 

Enfin  il  a  donné  en  1830  une  édition  définitive  de  son  ou- 
vrage, réédité  en  allemand  en  1885  et  reproduit  textuelle- 
ment en  1900. 

En  résumé,  malgré  son  titre,  l'ouvrage  de  Legendre  n'est 


>  J.  Bertrand  a  énoncé  ce  théorème,  démontré  pnr  Tchebichof  :  entre  »  et  in  -^  2,  il  y  a  né- 
cessairement un  nombre  premier. 

'  Leibniz  indiquait  un  multiple  d'une  quantité  par  un  point  place  au-dessus  de  cette  quan- 
tité ;  cette  notation,  qui  s'applique  mal  A  deH  expressions  compliquées  et  cause  des  embarras- 
typographiques,  a  été  peu  employée.  Celle  de  Legendre,  qu'il  a  remplacée  par  celle-ci  Zn  fai. 
s'emploie  encore  aujourd'hui  ainsi  :  ZTl  (a),  dans  les  traités  élémentaires.  Gauss  se  sert  de  la 
notation  =  0  (mod  a),  encore  plus  encombrante.  On  aurait,  ce  nous  semble,  une  notation  très 
expressive  en  indiquant  les  multiples  par  des  caractères  gras. 

Le  plus  souvent,  on  a  avantage  a  employer  la  forme  linéaire  ax  -\-  b. 

'  On  a  imaginé  depuis  un  grand  nombre  de  fonctions  de  ce  genre,  qui  ont  surtout  pour  but 
de  simplifier  les  énoncés  et  faciliter  la  découverte  de  nouvelles  propriétés  des  nombres.  Telles 
sont  les  suivantes,  prises  parmi  les  plus  simples  :     . 

o(n),  nombre  des  entiers  premiers  avec  n  et  non  supérieurs  à  n  (Oauss). 

9(/t),  nombre  des  entiers  premiers  jusqu'à  n  (Voir  Cesàro,  op.  cit.). 

X(n),  fonction  dont  la  valeur  est  dt  1  selon  que  le  nombre  dos  facteurs  égaux  ou  inégaux  de 
n  est  pair  ou  impair  (id.). 

'■)(»),  nombre  do  manières  dont  l'entier  n  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  (Mertens). 

pi(/i),  fonction  dont  la  valeur  est  dtz  1  selon  que  le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux  de 
n  est  pair  ou  impair  (id.). 

<r(n)  =:  ^(1)4-  ^(2)  4-  •••  +  fi('0  (id*)*  Mertens  a  construit  une  table  de  cette  fonction  al- 
lant jusqu'à  a  (10000)  =  —  23.  {Sitzb.  d.  meuh.^natnrw.  Cl.  1897) 

<(n),  nombre  des  diviseurs  carrés  de  n  (Cesàro). 

Voir  pour  d'autres  notations  :  Cesàro  et  Torelli,  op.  cit. 

*  Landry  a  continué  ces  recherches  de  Legendre. 

*  Cependant,  comme  l'a  remarqué  le  P.  Pépin,  on  a  :  17*  +  ^T*  =  6.21*. 


i 
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pas  un  véritable  traité,  mais  plutôt  un  recueil  de  théorèmes 
non  reliés  entre  eux  par  une  conception  ou  un  but  communs. 
Seule,  la  loi  de  réciprocité  y  est  Tobjet  d'une  théorie  bien 
complète.  D'ailleurs,  même  à  Tépoque  de  sa  troisième  édi- 
tion, il  n'était  déjà  plus  au  niveau  des  progrès  de  la  science. 
Remarquons  aussi  que,  bien  à  tort  selon  nous,  Legendre  com- 
mence par  une  longue  et  fastidieuse  exposition  de  la  théorie 
des  fractions  continues,  et  qu'il  considère  la  théorie  des  nom- 
bres comme  une  division  de  Tanalyse  indéterminée.  Néan- 
moins il  est  encore  souvent  consulté  aujourd'hui,  surtout  à 
cause  de  ses  tables,  et  il  faut  reconnaître  combien  il  a  été 
utile  pour  la  vulgarisation  de  la  haute  arithmétique. 

Si  Legendre  n'a  pas  toujours  été  aussi  heureux  dans  ses 
démonstrations  que  dans  ses  découvertes,  la  clarté  de  ses 
écrits,  sa  loi  de  réciprocité  et  les  applications  qu'il  en  a 
faites,  ses  études  sur  les  formes  trinaires  et  sur  la  progres- 
sion arithmétique,  ses  formules  semi-empiriques  sur  les  nom- 
bres premiers  lui  assurent  une  place  parmi  les  fondateurs 
de  l'arithmétique  moderne. 

Il  nous  reste  à  donner  un  aperçu  des  travaux  arithméti- 
ques de  l'illustre  Gauss.  A  l'encontre  de  Legendre,  le  livre 
qu'il  a  modestement  intitulé  Disquisitiones  arithmeiicœ  con- 
tient un  ensemble  de  théories  complètes,  qui  sont  d'ailleurs 
aussi  remarquables  par  l'importance,  la  nouveauté,  la  variété 
et  la  généralité  des  résultats  que  par  la  profondeur,  l'élé- 
gance et  la  concision  des  méthodes.  Gauss  à  la  vérité  paraît 
avoir  eu  pour  but  le  perfectionnement,  non  de  l'arithmétique, 
mais  celui  de  l'algèbre,  dans  ce  célèbre  ouvrage,  qui  a  ou- 
vert un  champ  immense  surtout  aux  investigations  des  algé- 
bristes  et  sera  encore  longtemps  l'objet  de  leur  étude  ;  mais, 
bien  qu'elle  n'y  soit  qu'accessoirement  traitée,  c'est  là  que 
l'arithmétique  a  reçu  sa  constitution  définitive  et  le  pro- 
gramme des  travaux  qu'elle  devait  aborder.  Ecrit  vers  1796, 
il  ne  fut  imprimé  qu'en  1801,  à  Leipzig  ;  et  encore  il  ne  con- 
tient que  la  moitié  de  ce  que  Gauss  pensait  y  mettre  :  dans 
le  but  d'abréger,  il  a  supprimé  l'analyse  des  questions  trai- 
tées ainsi  que  toute  la  huitième  et  dernière  section  ;  depuis, 
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de  multiples  et  importantes  occupations,  Font  toujours  em- 
pêché de  publier  le  complément  de  son  travail,  ainsi  que  ses  dé- 
couvertes postérieures,  dont  on  n'a  que  quelques  fragments'. 

Les  Disq.  ar.  ont  paru,  traduites  en  français,  en  1807;  elles 
ont  été  réimprimées  dans  les  deux  éditions  des  Werke  de 
Gauss  (Gôttingue,  1863  et  1870),  dont  elles  forment  le  pre- 
mier volume  ;  et  ont  été  en  outre  publiées,  dans  le  texte 
primitif  allemand  (Berlin,  1889).  Nous  allons  donner  une 
courte  analyse  de  son  contenu. 

Sect.  1.  Définition,  notation  et  théorie  de  la  congruenccy 
dont  Gauss  fait  la  base  de  toute  l'arithmélique*.  Lemme  fon- 
damental de  Bachet  (E.  M.  1907,  p.  288). 

Sect.  II.  Application  de  la  notion  de  la  congruence  à  la 
démonstration  des  théorèmes  arithmétiques.  Congruences^. 
Congruences  linéaires.  C'est  là  qu'on  voit  la  remarquable 
formule 

(39)  '^(«)  +  ?(^)  -f  ...  =  « 

a,  6,  ...  désignant  tous  les  facteurs  premiers  de  //,  y  compris 
n  lui-même*. 


^  Il  semble  qu'une  certaine  fatalité  s'attache  aux  écrits  de  vulgarisation  arithmétique.  Bieo 
que  les  documents  qui  nous  reHtent  sur  la  science  mathématique  et  astronomique  des  Egyp- 
tiens, dos  Chaldéens  et  des  Babyloniens  montrent  que  l'étude  des  nombres  a  chez  eux  pro- 
gressé bien  plus  rapidement  que  celle  des  figures,  on  a  bien  plus  de  renseignements  sur 
l'histoire  de  celle-ci  ;  ce  qui  tient  à  ce  que  les  Grecs  prisaient  beaucoup  plus  l'exactitude  de» 
résultats  de  la  géométrie  que  les  opérations  numériques,  se  terminant  le  plus  souvent  en  ap- 
proximation. Passant  aux  temps  historiques,  on  peut  citer  d'importants  travaux  d'Apollonius 
sur  la  numération,  qui  ont  été  perdus,  ainsi  que  la  seconde  partie  de  l'ouvrage  de  Diophante 
et  son  commentaire  par  Hypathia.  D'insignifiantes  difficultés  ont  empêché  Fermât  de  publier 
ses  méthodes  ;  Gauss  n'a  pu  divulguer  toutes  les  siennes  ;  Eisenstein,  Riemann,  Stieltjns  sont 
morts  jeunes  ;  Liouville  n'a  pas  eu  le  temps  do  fuire  connaître  ses  méthodes  et  de  compléter 
ses  découvertes  arithmétiques  ;  Lejeune-Dirichlet  est  mort  avant  d'avoir  produit  le  commen- 
taire de  Gauss  qu'il  pensait  écrire  ;  Lebesgue  n'a  pas  trouvé  de  souscripteurs  pour  le  Traite 
qu'il  se  proposait  de  publier  ;  Ed.  Lucas  est  mort,  le  premier  volume  de  sa  Th,  des  n,  à  peine 
publié  ;  Cesàro  a  dû  abandonner  ses  études  arithmétiques  auxquelles  il  avait  dû  ses  premiers 
succès.  Parlerons-nous  de  l'obstination  avec  laquelle  cette  écienee,  —  si  éminemment  propre 
k  form«;r  l'esprit  mathématique,  —  est  bannie  de  l'enseignement  ;  bien  que,  sans  charger  da- 
vantage les  programmes,  il  soit  facile  do  lui  trouver  place  en  élaguant  eà  et  Ik  de  ceux-ci 
divers  articles  bien  moins  utiles.  Le  nom  même  de  l'arithmétique  a  été  détourné  de  son  sens 
primitif,  science  des  tiombres,  pour  en  faire  la  désignation  de  la  science  du  calcul. 

'  i!ette  notion  était  connue  des  Anciens,  mais  ne  commença  guère  à  être  utilisée  que  lors  de 
l'invention  de  la  preuve  des  opérations  numériques.  Eulcr  et  Lagrange  y  font  souvent  appel  ; 
mais  c'est  Legendre  qui  le  premier  a  compris  la  nécessité  de  la  considérer  systématiquement. 
Toutefois  il  la  traite  et  la  note  comme  une  équation  ordinaire,  en  ajoutant  le  plus  souvent:  à 
un  multiple  près  de  p,  et  «  sans  qu'il  soit  besoin  des  égalités  ni  des  dénominations  nouvelles 
assez  incongrues  dont  quelques  géomètres  font  usage  >. 

*  Il  s'agit  des  équations  de  la  forme  F(x)  =  Ay.  Libri  a  tenté  l'étude  des  équations 
F  (x,  y)  =  0,  mais  la  trop  grande  généralité  de  ses  résultats  a  rendu  son  travail  à  peu  près 
inutilisable. 

*  Cetto  formule  semble  avoir  donné  le  signal  do  la  découverte  d'une  foule  de  relations 


i 
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Divisibilité  par  p  du  nombre  de  permutations  de  p  choses 
avec  répétitions.  Théorème  sur  le  nombre  possible  des  ra- 
cines des  congruences  ^ 

Sect.  III.  Théorème  de  Fermât.  Etude  approfondie  des 
racines  primitives.  Théorème  de  Wilson  et  sa  généralisation. 
Divers  théorèmes  sur  la  somme  et  le  produit  des  racines 
primitives.  Diverses  extensions  du  théorème  de  Fermât. 

Sect.  IV.  Théorie  des  résidus.  Critérium  d'Euler.  Théo- 
rèmes quadratiques  de  Fermai;  démonstration  de  quelques- 


arithmétiques  qu'il  y  aurait  grand  intërôt  à  réunir  et  à  rapprocher.  En  voici  quelques-unes 
('•lémontaires  et  assez  caractéristiques  : 

2«(«)  =  e(/i«)  (Liouville)  2fo(a)  e(-\  =  f^{n)  (Cesàro) 

l\(a)ta(n)  =  l{n)  «  ;«/ 

lM(-)  =  fj{n)        (Lejeune-Dirichlct)  ^-/'^û,    v       *.  /    v    #    i 

l'A{a)e(-\=zt{n)  (Cesàro)  ifxfa)  =  « 

A,  B,  ...  représentent  les  diviseurs  carrés  de  n.  Les  fonctions  indiquées  ont  été  définies 
plus  haut. 

^  Gauss  avance  que  les  personnes  doctes  veri*ont  aisément  que  les  deux  démonstrations 
de  ce  théorème,  données  par  Euler  et  Lagrange  (voir  £.  M.,  1907,  p.  295),  ne  diflirent  pas 
essentiellement,  et  revient  plusieurs  fois  sur  des  remarques  analogues. 

Avant  lui,  le  marquis  de  l'Hospital  avuit  dit  (Sect.  eon.i  que  rien  n'est  plus  propre  à  éclairer 
l'osprii  que  la  comparaison  do  plusieurs  démonstrations  d'une  môme  vérité;  et  après  lui, 
Cesàro  (Mém.  d'Àr.)  observe  que  >  si  l'on  connaît  plusieurs  moyens  pour  arrivera  un  même 
but,  on  peut  affirmer  qu'il  existe  une  méthode  générale  qui  résume  tous  ces  moyens,  les  coor- 
donne et  les  explique  •.  Citons  aussi  Stouf  (Les  Lois  de  réciprocité  i  :  «...  les  principes  qui 
servent  aux  définitions...  se  ramènent  souvent  \o^  uns  au3(  autres,  mais  chacun  d'eux  permet 
d'envisager  la  question  sous  un  point  de  vue  spécial  et  d'en  préciser  les  difficultés.  «  ^ 

Toute  démonstration  n'est  ;iu  fond  que  l'identification  de  doux  définitions.  Les  sorites  qui 
composent  doux  démonstrations  sont  virtuellement  formés  des  mêmes  syllogismes  se  succé- 
dant dans  des  ordres  différents,  de  sorte  qu'un  ôtre  parfaitement  intelligent  n'y  trouverait  pas 
de  différence  essentielle  et  verrait  clairement  toutes  les  transformations  qui  conduisent  du 
Tune  à  l'autre  ;  le  puissant  cerveau  d'un  &auss  peut  en  embrasser  plusieurs  d'un  coup,  tandis 
qu'un  esprit  ordinaire  les  saisira  avec  peine,  en  les  prenant  une  k  une.  Nous  croyons  que  ce 
serait  œuvre  utile  de  faire  saisir  aux  commençants,  dans  quelques  cas  choisis,  les  principes 
des  démonstrations,  et  de  leur  en  faire  sentir  l'identité.  Happeluns  à  ce  propos  ce  passage  do 
la  lAigique  de  Port-Hoyal  :  «  Les  géomètres...  n'ont  pas  assex  pris  garde  qu*il  no  suffit  pas, 
pour  avoir  une  parfaite  science  de  quelque  vérité  d'être  convaincu  que  cela  est  vrai,  si  de  plus 
on  ne  pénètre,  par  des  raisons  prises  de  la  nature  de  la  chose  même,  pourquoi  cela  est  vrai.  • 
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uns  par  la  méthode  de  la  descente  ^  Démonstration  de  ce 
théorème  :  tout  nombre  premier  4  +  1,  positif  ou  négatif,  es^ 
non  résidu  d'un  nombre  premier  qui  lui  est  inférieur.  Exposi- 
tion et  démonstration  du  theorema  f'undamentale*.  Moyen  de 
reconnaître  si  a  est  résidu  de  p.  Détermination  des  formes 
quadratiques  des  diviseurs  de  .r*  —  a.  Extension  aux  nombres 
composés  des  propriétés  précédentes  démontrées  seulement 
pour  des  nombres  premiers. 

Sect.  V.  Cette  section,  qui  a  été  Tobjet  de  nombreux  et 
importants  travaux,  est  consacrée  à  Tétude  des  propriétés 
des  formes  quadratiques®.  C'est  une  savante  applic:ation  de 
Talgèbre  à  l'analyse  quadratique  indéterminée,  aussi  remar- 
quable par  la  simplicité  et  le  choix  des  considérations  mises 
en  jeu,  que  par  leur  multiplicité  et  leur  enchaînement.  Celui- 
ci  d'ailleurs,  avec  la  densité  et  la  longueur  du  texte,  la 
rendent  d'une  difficulté  telle  que  peu  sont  capables  de  la  ten- 
sion intellectuelle  nécessaire  à  son  étude,  et  qu'on  a  dû  la 
scinder  et  la  particulariser,  malgré  l'unité  et  la  belle  ordon- 
nance qui  ont  présidé  à  l'édification  de  cette  théorie.  On 
trouvera  une  excellente  préparation  à  cette  étude  dans  la 
Theory  ofnumbers  de  Mathews  (Cambridge,  1892).  La  Zahlen- 
théorie,  de  Lejeune-Dirichlet,  la  donne  plus  complètement- 


^  Si  —  1  est  un  résidu,  p  ne  peut  être  de  la  forme  4  —  1-  Autromcnt,  soit  p  le  plus  petit 
nombre  do  cotte  forme  donnant  le  résidu  —  1,  et  soit  a*  =  pu  —  1  ;  on  peut  supposer  a  <Cp- 
On  a  alors 

„  =  «l±i</ll±i=^_|.i   ,  d'ofl  u^p. 

P  PI'  "" 

Or  on  ne  peut  avoir  u  ^=  p  car  il  viendrait  Tégalitë  impossible  a*  =  p!^  —  1  :  on  a  donc  u  <^  p- 
Remarquons  que  a^  peut  ôtro  supposé  pair;  autrement  on  le  remplacerait  par  le  nombre 
b  :=■  p  —  a  ,  qui  donne  «également  li^  =  pv  —  1  .  On  a  ainsi  pw  =  4  -f-  1  d'où  m  =  4  —  1  .  Ainsi 
u  serait  <Cp  et  contiendrait  des  facteurs  premiers  de  la  forme  4  —  1,  lesquels  seraient  à  fortiori 
<^ p  et  auraient  —  1  comme  résidu;  p  ne  serait  donc  pas  le  plus  petit  nombre  dans  ce  cas,  ar 
qui  implique  contradiction  avec  l'hypothèse,  laquelle  est  donc  fausse. 

Gauss  fait  voir  de  môme  que  —  2  jac  peut  être  résidu  de  ^  =  8  —  3  ni  de  8  —  1  :  ni  a  résîdn 
de  8  ±  3  ;  ni  —  3  résidu  de  6  —  1  ;  ni  3  résidu  de  12  =i:  5. 

11  semble  que  cette  méthode  n'a  pas  été  utilisée  autant  qu'elle  aurait  pu  l'être. 

*  Gauss  désigne  ainsi  la  loi  do  réciprocité,  qu'il  avait  trouvée  de  son  côté  en  1796.  Cette 
démonstration,  la  première  qui  en  ait  été  donnée  était  très  appréciée  de  son  auteur,  parce 
qu'elle  n'emploie  d'autre  notion  que  colle  des  résidus.  Lejeune-Dirichlet  l'a  présentée  plus 
simplement. 

'  Diophante  parait  avoir  le  premier  imaginé  les  substitutions  linéaires  dans  les  expressions 
algébriques,  afin  de  rendre  celles-ci  plus  traitablcs,  et  ce  procédé  a  été  imité  par  tous  ceux 
qui  se  sont  occupés  de  l'analyse  indéterminée.  Lagrange,  à  qui  on  doit  la  considération  des 
iormes,  les  a  appliquées  à  ces  dernières;  il  en  a  déduit  l'importante  théorie  de  la  réduite 
(voir  E.  M.,  1907,  p.  290);  il  a  aussi  remarqué  la  substitution  modulaire,  comme  nous  l'avons 
vu  plus  haut.  Legendre  les  a  également  étudiées. 


J 
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Bachmann  lui  a  consacré  un  volume  de  son  importante  col- 
lection [Arithmetik  der  quadratischen  Formen,  Leipzig,  1898). 

l-ne  première  partie  tout  élémentaire^  aboutit  à  des  solu- 
tions directes  et  générales  de  problèmes  déjà  connus  :  on  la 
trouvera  exposée  dans  le  chap.  VI  de  la  Théorie  des  nombres 
de  Cahen  (Paris,  1900).  Les  énoncés  suivants  donneront  une 
idée  des  sujets  traités,  mais  non  de  l'ingéniosité  des  mille 
considérations  auxquelles  Tauteur  a  recours  et  des  remarques 
dont  il  les  accompagne. 

Si  l'entier  n  est  représentable  par  la  forme  («,  6,  r),  le 
déterminant  D  de  celle-ci  pris  avec  un  signe  contraire  est 
résidu  de  n  *. 

Si  deux  formes  ont  même  déterminant  et  que  Tune  con- 
tienne  l'autre,  celle-ci  contient  également  la  première,  et 
elles  sont  dites  équivalentes. 

Si  la  forme  F  contient  la  forme  F',  et  celle-ci  la  forme  F", 
F  contient  F\ 

Pour  D  positif,  la  solution  de  Téquation  s*  +  D«'*  =  /?*  se 
ramène  à  effectuer  deux  transformations  d'une  forme  (fl,  A,  c) 
de  déterminant  D  et  telle  que  n  soit  le  p.  g.  c.  d.  des  entiers 

Définition  et  détermination  de  la  forme  réduite  à  détermi- 
nant positif,  comme  Lagrange. 

Reconnaître  si  deux  fonctions  réduites  de  même  détermi- 
nant sont  équivalentes. 

Trouver  la  transformation  permettant  de  passer  de  la  forme 
(«,  è,  c)  à  Tune  quelconque  de  ses  formes  contiguës^. 

Trouver  les  transformations  permettant  de  passer  d'une 
forme  à  une  autre  qui  lui  soit  équivalente. 

Trouver  les  représentations  d'un  nombre  donné  par  une 
forme  également  donnée*. 


^  Nous  ne  voulons  pas  dire  que  cette  première  partie  serait  à  sa  place  dans  un  traité  élé- 
mentaire des  nombres  :  les  méthodes  de  Lagrange  conduisent  aux  solutions  des  mémos  pro- 
blèmes, moins  élégamment,  mais  sans  nécessiter  un  aussi  grand  nombre  de  théories  prélimi- 
naires. 11  conviendrait  de  la  considérer  avec  Gauss,  noi>  comme  un  but,  mais  comme  une 
introduction  à  la  deuxième  partie. 

>  Voir,  par  exemple,  E.  M ,  1907,  p.  297. 

■  Deux  formes  (a,  b,  c),  (a',  b*.  c^)  sont  contiguës  quand  a'  :=  c*  et  que  ft  +  6*  est  un  mul- 
tiple de  c. 

*  Si  d'une  part,  on  peut  prouver  que  les  diviseurs  premiers  du  nombre  a/*  +  */*"  +  *'8*  soo^ 
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La  forme  réduite  (A,  B,  G),  dans  le  cas  d'un  déterminant 
négatif  D,  non  carré  *,  est  celle  où  on  a  : 

^/D-|-B>|A|>|/D  —  B.         |/D>B>0. 

On  peut  déterminer  une  période  de  réduites  conliguës 
(A,  B,  G),  (G,  B',  G'),  (G',  B",  G"),  ...  et  elle  est  cyclique. 

Ges  considérations  permettent  à  Gauss  la  solution  des 
problèmes  analogues  à  ceux  indiqués  plus  haut  pour  le  cas 
de  D  positif.  Il  traite  ensuite  le  cas  d'un  déterminant  négatif 
et  carré,  et  termine  la  première  partie  par  le  problème  gé- 
néral de  reconnaître  si  une  forme  est  contenue  dans  une 
autre  forme  de  déterminant  différent,  et  si  cela  a  lieu,  de 
trouver  les  transformations  qui  les  lient;  —  et  par  là,  la  so- 
lution de  l'équation  indéterminée  du  second  degré. 

La  deuxième  partie,  entièrement  neuve  mais  très  abstraite, 
commence  par  Tétude  de  la  composition  des  formes*,  c'est- 
à-dire  la  transformation  de  la  forme  AX*  +  2BXY  -|-  GY*  en 
le  produit  des  deux  formes  ax^  +  2bxy  +  cy*,  a'x'^  +•••-. 
au  moyen  de  la  substitution 

X  =  gxx'  -H  g'xf  +  g"x'y  -H  g'^yf  ,         Y  =  Axa:'  -H  ... 

Par  exemple  voici  deux  propositions  tirées  de  cette  théorie  : 
Les  formes  composées  avec  f  et  f  sont  identiques  à  celles 

qui  sont  composées  avec  les  formes  g  et  g\  respectivement 

équivalentes  à  fei  f\ 

Si  deux  nombres  sont  représentables  par  deux  formes  de 


de  l'une  des  formes  aor*  -f-  |3xy  -f-  7i^'  >  ^'^  +  •••  i  etc.,  ot  quo  d'autre  part  un  certain  nombre 
premier  p  divise  un  nombre  de  la  forme  aa^  -f-  ^^y  +  ^V*!  ^  s'ensuivra  quo  p  est  de  l'une  des 
formes  aa:»  -f-  ...  ,  etc. 

Fermât  et  Euler  ont  trouvé  plusieurs  cas  simples  de  ce  théorème.  Lagrange,  par  son  théo- 
rème, a  montré  comment  on  peut  réaliser  en  général  la  première  condition;  et  Legendre,  par 
sa  loi  de  réciprocité,  a  permis  de  réaliser  la  seconde. 

Gauss  arrive  directement  A  représenter  un  nombre  n  par  une  forme  de  détonuinanl  D,  en 
résolvant  l'équation  x*  -f-  i^  =  ^  (mpd  n)  et  utilisant  divers  théorèmes  qu'il  a  donnes  précé- 
demment. 

1  L'étude  de  ce  cas  a  grandement  été  simplifié  par  Lejcune-Oirichlet. 

*  Euler  et  Lagrange  avaient  ou  quelque  idée  de  cette  théorie  dans  leurs  recherches  de  fonc- 
tions se  reproduisant  par  multiplication;  Legendre  avait  considéré  plus  généralement  la  mul- 
tiplication de  formes;  mais  c'est  Gauss  qui  a  attaqué  la  question  dans  toute  son  étendue. 

On  consultera  avec  fruit  les  Werkt  de  Lojeuno-Dirichlet,  où  sont  expliqués  et  démontré» 
beaucoup  de  beaux  problèmes  do  Gauss,  qui  ne  peuvent  guère  être  exposés  ici. 

Voir  aussi,  parmi  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  composition  des  formes,  un  mémoire 
du  P.  Pépin,  paru  en  1880,  dans  les  Atii  nuovi  lincei,  où  la  théorie  de  Gauss  est  très  simple^ 
ment  exposée. 
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déterminant  D,  leur  produit  Test  par  la  forme  composée  avec 
ces  deux  formes*. 

Entre  autres  conséquences  importantes,  Gauss  en  tire  une 
seconde  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité. 

11  considère  ensuite  les  formes  ternaires  quadratiques. 

dont  Tétude  dépend  surtout  du  déterminant 

,iy  =  ad*  -\-  ha*  -\-  cf*  —  ahc  —  2olef 

ainsi  que  de  la  forme  adjointe 

/  d*  ^  bc  ,     e*  --  ac  ,     /"  —  ah\ 
\ad  —  ef  ,     hc  —  df  ,     cf  —  de) 

dont  le  déterminant  est  D*.  Il  aborde  Tétude  des  problèmes 
suivants  : 

Représentation  d'un  nombre  donné  par  une  forme  ter- 
naire. 

Représentation  d'une  forme  binaire  donnée  par  une  forme 
ternaire  de  déterminant  donné. 

Reconnaître  si  deux  formes  ternaires  sont  équivalentes,  et 
dans  ce  cas,  trouver  les  transformations  qui  les  changent 
Tune  dans  l'autre. 

Application  à  la  démonstration  de  théorèmes  énoncés  par 
Legendre  et  de  celui-ci  d'Euler  :  tout  nombre  entier  8  +  3  c^^ 
la  somme  de  trois  carrés^  insuffisamment  prouvé  par  Legen- 
dre et  qui  conduit  immédiatement  à  celui-ci,  de  Fermât  : 
tout  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires  et  de  quatre 
carrés. 

Généralisation  du  théorème  de  Legendre  sur  la  solubilité 
de  Téquation  ax}  +  by^  +  cz*  ^=  0. 

Dans  le  reste  de  la  section  V,  Gauss  traite  un  grand  nom- 
bre de  questions  relatives  à  la  classifîcation  des  formes,  et 
sur  lesquelles  s'est  exercée  la  sagacité  de  nombreux  géo- 
mètres. 
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Sect.  VI.  Cette  section  renferme  d'intéressantes  applica- 
tions des  théories  qui  précèdent,  et  dont  voici  les  plus  sim- 
ples ; 

Résolution  de  Téquation— =  — h  -  et  sa   £:énéralisation. 

Utilisation  de  la  théorie  des  racines  primitives  dans  celle 
des  fractions  décimales  périodiques. 

Emploi  des  considérations  qui  précèdent  pour  la  recherche 
du  quotient  de  deux  grands  nombres. 

Solution  de  Téquation  .r* —  ky  =^  a  au  moyen  d'une  mé- 
thode d'exclusion  basée  sur  cette  remarque  que  si  t\r\r" ^  ... 
sont  les  résidus  du  nombre  quelconque  E,  et  a,  a  .  ...  les  ra- 
cines des  équations  a  -{-  ky  ^:  i\  a  -\-  ky  =  /•',  ...  (mod.  E), 
on  peut  se  dispenser  d'essayer  les  nombres  contenus  sous 
les  formes  Ej;  +  a,  Ej7  +  a',  ...  Cette  méthode  a  reçu  depuis 
de  notables  perfectionnements. 

Recherche  des  diviseurs  des  nombres,  d'abord  par  une 
méthode  déjà  employée  par  Euler  et  Legendre,  puis  à  l'aide 
de  la  considération  des  résidus.  (Voir  E.  M.  1907,  pp.  292  et 
36). 

Sect.  VII.  C'est  là  surtout  qu'éclate  le  génie  de  Gauss*  La 
résolution  complète  de  l'équation  binôme  qu'il  donne  dans 
cette  section  est  non  seulement  neuve  mais  entièrement  inat- 
tendue. Elle  s'appuie  sur  un  grand  nombre  de  considéra- 
tions algébraïco-arithmétiques,  dont  nous  mentionnerons  les 
plus  importantes. 

Soient  a,  /3,  y  ...  certaines  racines  de  V équation  X=  x^" 
+  x^'^^-f  ...  -f  1  =:  0,  lesquelles  sont,  comme  on  sait,  les 
puissances  de  l'une  d'elles  ;  (p(/,  £/,  t»,  ...)  une  fonction  entière 
et  d  coefficients  entiers,  et  enfin  n  un  entier  quelconque  ;  en 
posant  : 

ç,(a.  |3,  ...)  =  A  -I-  Ba  -I-  C«^  -h  ...  +  Na''*^   . 

On  aura  : 

f(a",  p\  ...)  =  A  -H  B«"  -h  Ca^"  +  ... 

y(a,  p,  ...)  4-  1>(«^  P^,  ■■.)  +  ...  +  ?(«''.  P''.  •••)  =0  . 

Le  polynôme  X  ne  saurait  avoir  de  diviseur  entier  à  coeffi^ 
cients  tous  rationnels^.  Soit  R  une  racine  primitive  de  p;  les 
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deujc  suites 

sont  identiques  à  l'ordre  près. 

Soient  p  —  1  :=  ef ,  R®  =  h  ;  5^'  on  pose  : 

/■— 1 

(f,  A)  z=  a    -\-  u      4-  a        -f  ...  -f  « 

le  second  membre  est  indépendant  de  la  racine  primitive  choi- 
sie  :  on  l'appelle  la  période  de  /'et  de  i. 

On  rt,  /?OMr  deux  périodes  semblables  (f ,  3l) ,  (f ,  /x)  : 

(/•.  X)  (/•,  PL)  nz  (/•.  /  -h  pi)  +  (/•.  >/'  +  fx)  +  (/•.  >./*•  -h  f*)  -h  ... 

Posons  (f ,  i)  =  g  ;  la  période  semblable  (f ,  /x)  /;e«^  ^e  we/- 
//•e  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier  en  g  et  du  degré  e  —  1. 

Si  y(t,  u,  V,  ...)  est  une  fonction  symétrique  entière  des  f 
racines  de  la  période  (f ,  X),  quon  ramènera  à  la  forme  A  + 
Ba'  +■  Ca*  +  ...  ,  les  racines  de  cette  expression  appartenant 
à  une  n\ême  période  auront  des  coefficients  égaux. 

Soit  p  —  1  =  abc  ;  si  la  période  (bc,  i)  est  composée  de  h 
périodes  (c,  ).) ,  c,  5l'),  ...  de  c  termes  chacune,  la  substitution 
des  sommes  de  ces  périodes  dans  l'expression  symétrique 
^(t,  u,  ...)  e/i  donnera  une  autre  de  la  forme 

A  4-  B(c,  1)  -f  C(c.  R)  4-  ...  -f  N(c,  R^^"^) 

telle  que  les  périodes  appartenant  à  une  même  période  de  bc 
termes  auront  les  mêmes  coefficients. 

Gauss  applique  cette  belle  théorie  à  la  solution  de  Téquatiou 
binôme,  pour  les  cas  de  /?  =  17  et  p  =  19,  et  à  la  division 
du  cercle  en  2"  +  1  parties  égales,  ce  nombre  étant  premier*. 

Viennent  ensuite  ces  très  remarquables  propositions 


(^0)  Va'-  —  lç^P:=±^p       on      ±  i  |/" 


t 


(41  2  cos —  2  cos  — î —  =  -h  i/p     on     =:  0  . 

P  P  " 

(42)  2  sin 2  sin  — ^    =0     ou     =z  ±  ^//?   . 


^  Autrement  dit,  U  polynôme  X  est  irréductible.  Cette  importante  proposition  a  été  démon- 
trée de  bien  des  façons. 

*  Richelot  et  Cayley  ont  traité  le  cas  do  /»  =  357,  et  Hermès,  celui  àe  p  =■  $5537. 

*  Le  signe  du  radical  reste  indéterminé  et  il  y  a  grande  difficulté  k  le  définir.  Gauss  plus 
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Dans  ces  deux  dernières  relations,  le  signe  2  s'étend  à 
tous  les  résidus  /*  ou  à  tous  les  non  résidus  p  ;  on  a  d'ailleurs 
le  signe  +  ou  le  signe —  selon  que  a  est  résidu  ou  non  ré- 
sidu. De  plus,  on  a  le  premier  ou  le  second  résultat  selon 
que  /?  =  4  ±:  1. 

Faisant  p  =i2m  +  1  et  appelant  z  =^  x^  —  ax"^^^  +  bx"''-^ 
—  ...  z=0  Téquation  donnant  la  période  (m,  1),  on  pourra 
écrire  : 

s  =  F  -f-  G(«i.  1)  -I-  H(«i,  R)  , 
(43)  'iX  =  (2F  -  G  —  H)« +/?(»  —  G)».  {p  =  ^±\\ 

Le  premier  membre  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 
Y*=F/?Z',  comme  nous  l'avions  annoncé.  {Voir£.  J/.,  1907, 
p.  443.)  • 

Gauss  termine  par  diverses  considérations  tendant  à  l'ex- 
tension de  ces  propositions  au  cas  des  résidus  cubiques. 

L'ouvrage  se  termine  par  des  tables  de  racines  primitives, 
de  résidus  quadratiques  et  de  périodes  décimales. 

Non  moins  profonds  et  non  moins  élégants  sont  les  autres 
écrits  arithmétiques  de  Gauss.  Ce  sont  des  mémoires  déta- 
chés, parus  dans  les  Commentationes  socielatis  Gotiingensis. 
Nous  en  rappellerons  le  sujet  en  quelques  mots. 

1808.  Troisième  démonstration  du  théorème  fondamental, 
la  plus  simple  de  toutes  celles  qui  en  ont  été  données. 

1811.  Summatio  serierum  quarumdam  singularium.  Il  s'agit 
des  suites* 

I  —  ' h  , -. 1 —  -h  ...   ,        2/1*^'    '>  ,        2a^  , 

1  —  a  1  —  a    \  -   ir 


tard,  Eiseostein,  Lejeune-Dirichlet,  Cauchy,  Lebasgue,  Kronecker,  Mertens  et  d'antres  encore 
ont  fait  voir  que  ce  signe  est  le  signe  -f-  • 

Ajoutons  que  c'est  dans  cette  môme  section  que  le  symbole  i  a  été  introduit  dans  l'analyse, 

pour  remplacer  l'imaginaire  V —  1. 

^  Gauss  donne  les  expressions  des  polynômes  Y  et  Z  pour  p  =  3,  5,  7,  11,  13, 17,  19  et  33. 
Legendro  a  donné  celui  correspondant  à  /i  =  19.  En  général  on  les  calculera  i  l'aide  des  for- 
mules suiTantes  de  Lejeune-Dirichlet 

/  2/7rA  /  3pirt\ 

Y  — Z|/7=sU\x-c    ^   /,  Y  +  z/7=2fl\«  — «    '    /• 

Ce  dernier,  ainsi  que  Jacobi,  en  ont  tiré  la  solution  de  l'équation  de  Pell. 
*  Jacobi  en  a  donnô  do  plus  générales,  déduites  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  dont 
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croù  Gauss  tire  de  nombreuses  conséquences,  dont  la  valeur 
des  sommes 


2i  '°'  ~  ■    2i 


sin  .    * 


et  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  fondamental. 

Ce  mémoire  passe  pour  une  des  plus  belles  productions 
du  génie  de  Gauss. 

1818.  Cinquième  et  sixième  démonstrations  du  théorème 
fondamental. 

1828.  Theoria  residuorum  biquadraticorum,  Commentatio 
prima.  Posons  p  =  4a  +1  et  /'  =  —  1  ;  les  entiers  inférieurs 
à  />  se  partagent  en  quatre  classes  également  nombreuses 

t  I  t  t 

des  racines  des  congruences 

Gauss  examine  le  nombre  des  solutions  des  congruences 
telles  que  /•  +  /'  +  1  =  0,  les  relations  de  ces  nombres  entre 
eux,  et  en  tire  la  décomposition  de/>  en  une  somme  de  deux 
carrés*  ainsi  que  le  caractère  biquadralique  du  nombre  2  *. 

1832.  Id.  Commentatio  secunda.  Il  étend  aux  nombres 
imaginaires  les  éléments  de  la  théorie  des  nombres,  con- 
tenus dans  les  quatre  premières  sections  des  Disq.  Ai\  Il  en 
déduit  le  caractère   biquadralique   des   nombres  i±:l*,    et 


les  formules  sont  d'ailleurs  la  traduction  de  celles  do  l'arillinKSlique  quadratique,  cubique  et 
biquadratique.  Voir  la  démonstration  de  Lebesgue  {Journal  de  UouviUe,  1840). 

La  théorie  des  nombres  n'est  au  fond  que  l'étude  des  identités,  le«  unes  simplement  algé- 
briques, les  autres  concernant  des  suites  de  termes  en  nombre  indéterminé  mais  fini,  comme 
celles  de  Gauss,  ou  bien  des  séries  élémentaires,  ou  des  séries  transcendantes,  ou  des  inté- 
grales définies.  C'est  Jacobi  qui  parait  avoir  le  premier  soupçonné  ces  mystérieux  liens  qui 
unissent  l'analyse  des  quantités  continues  à  la  théorie  des  nombres. 

'  Ces  sommes  ont  été  calculées  autrement  par  Lejeune-Dirichlet. 

*  Soit  p  =z  x^  -\-  4y>,  on  a  : 

2fX.! 

*  Gauss  avait  fait  la  découverte  de  ce  caractère  en  1805  et  l'avait  fait  connaître  en  1807  dans 
une  lettre  à  Sophie  Germain. 

*  Lire  sur  ce  sujet  l'intéressante  Contribution  à  Vétude  des  rés,  biquadr.  et  cub.  de  Sticljès, 
parue  dans  les  Archives  néerlandaises,  1K83,  et  reproduite  dans  \esAnn,  de  la  t'ac.  de  Toulouse. 

Lejeune-Dirichlet  a  démontré  la  loi  de  réciprocité  généralisée  de  la  même  manière,  et  a 
étendu  ses  recherches  aux  formes  quadratiques  à  coeflicients  et  indéterminées  imaginaires. 
La  théorie  des  nombres  a  reçu  de  la  notion  dos  imaginaires  une  nouvelle  impulsion,  grftcc  sur- 
tout aux  travaux  de  Galoit,  de  Kummer  et  de  Dedekind. 
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énonce  la  loi  générale  de  réciprocité  biquadralique,  démon- 
trée par  Eisenslein. 

1831.  Premières  applications  de  la  géométrie  à  la  théorie 
des  nombres. 

Considérons  deux  systèmes  de  parallèles  équidistantes  se 

coupant  sous  un  angle  9  dont  le  cosinus  est  égal  à  --f=  ;  ap- 
pelons V/«les  longueurs  des  divisions  d'un  des  systèmes 
de  parallèles  et  V/^ celles  de  l'autre.  Prenons  Tune  des  in- 
tersections, 9^  ainsi  déterminées  comme  origine.  Le  carré  de 
la  distance  d'une  autre  intersection.  M,  à  l'origine  est 
ax^  +  2bxy  +  cy^^  x  et  y  désignant  les  nombres  de  paral- 
lèles rencontrées  par  OM  dans  chacun  des  deux  systèmes. 
La  surface  d'un  des  petits  parallélogrammes  ainsi  construits 
représente  la  racine  carrée  du  déterminant  b^  —  ac=  D. 

Si  on  remarque  que  par  tous  ces  points  passent  une  infi- 
nité de  systèmes  de  parallèles,  il  s'ensuivra  que  l'ensemble 
de  ces  mêmes  points  représentent,  non  seulement  la  forme 
ax^  +  2bxy  +  cy^,  mais  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  au 

moyen  de  substitutions  linéaires  telles  que  \    S) .  Dans  le  cas 

où  ay  —  jSi  =  —  1,  le  nouveau  déterminant  est  égal  au  pre- 
mier ;  les  parallélogrammes  élémentaires  sont  égaux  et  il  y 
a  simple  translation.  Si  ay  — /3  =  —  1,  le  nouveau  détermi- 
nant est  égal  à  —  D  et  il  y  a  retournement. 

Les  formes  ternaires  font  l'objet  d'une  semblable  symbo- 
lisation  dans  l'espace  ^ 


Le  reste  des  travaux  arithmétiques  de  Gauss  se  trouve 
dans  sa  correspondance  et  dans  ses  œuvres  posthumes.  Nous 
en  extrayons  seulement  ces  théorèmes  [Werke^  b.  \i)  : 

[n)  désignant  le  nombre  des  fonctions  entières  du  degré  n 
suivant  le  module  p  et  «,  6,  c,  ...  les  facteurs  premiers  de 


^  Depuis  Gaust,  les  plus  «^mincnts  géomètres  ont  utilisé  de  même  la  géométrie  pour  la  re- 
présentation des  théorèmes  arithmétiques  et  découvrir  de  nouvelles  propriétés  des  nombrifS. 
Il  suffira  de  citer  les  noms  d'Eisenstein,  Lejeune-Dirichlet,  Smith,  Ed.  Lucas,  Poincaré,  Cesàro, 
Hurwitz,  Klein,  Minkowski.  Gauss  parait  ôtre  arrivé  ainsi  à  ses  théorèmes  de  la  composition 
des  formes.  (Voir  Klein,  Conf.  sur  les  MatH.  1898). 
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w,  on  a  : 

(44)  p"  =  n{n)  +  (1)  +«(«)  +  b(h)  +  ... 

n  H 

(45)  n{n)  =  p"  -  Ip'^  +  ip^^  —  ...   » 

Le  nombre  des  points  dont  les  coordonnées  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  rayon  \/ n  sont  des  nombres  entiers  est  * 


,+4(E5-E|  +  Ef-...). 


Les  sujets  traités  sont  d'ailleurs:  l'analyse  des  résidus, 
des  développements  sur  la  section  VII  des  Disq,  /!/•.,  les. 
congcuences  en  général,  le  classement  des  formes,  la  repré- 
sentation géométrique  des  formes  ternaires  et  des  résidus 
biquadratiques,  enfin  une  théorie  des  nombres  complexes 
des  troisième,  cinquième  et  septième  degrés. 

Avec  Gauss  se  termine  la  deuxième  période  de  l'histoire 
de  l'arilbniétique.  D'auxiliaire  de  l'algèbre  qu'elle  était  chez 
ce  profond  analyste,  —  surtout  dans  ses  Disq.  Ar.,  —  elle 
va  reprendre  soa  autonomie  et  appeler  à  son  aide  l'intuition 
géométrique,  la  théorie  des  séries,  celle  des  fonctions,  l'ana- 
lyse infinitésimale  et  plus  tard  la  théorie  des  ensembles,  qui 
permettront  d'entrevoir  et  même  de  formuler  certains  des 
principes  qui  la  relient  à  l'analyse  générale;  de  sorte  qu'il 
ne  sera  plus  chimérique  d'espérer  soumettre  les  fonctions 
arithmétiques  aux  méthodes  habituelles  d'étude  des  fonctions, 
après  transformation  de  la  discontinuité  variable  des  éléments 
qu'elle  considère  en  discontinuité  infinitésimale.  D'abord  la 
théorie  des  moyennes,  créée  par  Legendre  et  Gauss,  mise 
dans  tout  son  jour  par  Lejeune-Dirichlet,  ne  sera  plus  qu'une 
première  approximation,  que  Tchebichef  et  Riemann  appren- 
dront à  perfectionner  par  de  géniales  conceptions.  Liouville, 
par  sa  découverte  des  nombres  transcendants,  créera  une 
branche   nouvelle  et  inattendue   de    l'arithmétique    et    dont 


*■  Ces  deux  formules  ODt  été  trouvées  par  plusieurs  auteurs  avant  la  publication  des  œuvres 
posthumcK  de  Gauss. 
'  Eisenstein  a  publié  la  même  chose  en  1844  (Journal  de  CrclU). 

L'Enseignement  mathém.,  11*  année;  1909.  29 
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Télude  produira  d'importants  résultats  en  même  temps  qu'il 
ouvrira  un  domaine  immense  aux  recherches  des  savants. 
Les  lois  numériques,  —  particulièrement  celles  des  nom- 
bres premiers,  —  plus  savamment  attaquées,  livreront  de 
plus  en  plus  leurs  secrets,  et  l'idée  de  nombre  entier  paraî- 
tra si  primordiale  qu'on  pensera  à  en  faire  la  base  de  toute 
rânalyse  mathématique. 

Quoique  la  littérature  arithmétique  nous  soit  assez  connue, 
le  caractère  élémentaire  que  nous  avons  tenu  à  laisser  à  la 
présente  notice,  et  surtout  la  défiance  que  nous  avons  de 
nos  modestes  lumières,  ne  nous  permettent  pas  d'en  dire 
davantage  sur  cet  imporlant  sujet,  dont  nous  avons  voulu 
seulement  essayer  d'expliquer  les  origines. 

A.  AuBRY  (Dijon). 


LE   THÉORÈME   DE    PYTHAGORE 
EN  MÉTAGÉOMÉTRIE 


Dans  ww  article  publié  au  42**  volume  du  Journal  de  Crelle 
(année  1851,  page  280),  et  paru  la  veille  de  sa  mort,  Guder- 
mann  donnait  pour  le  triangle  rectangle  sphérique  de  côtés 
«,  6,  c  l'énoncé  et  la  démonstration  d'un  théorème  analogue 
à  celui  de  Pythagore  pour  le  triangle  rectangle  plan.  Si  S, 
S'  et  S"  sont  les  aires  des  carrés  ayant  pour  côtés  respectifs 
a^  b  et  c,  le  théorème  de  Gudermann  peut  s'exprimer  par  la 
relation 

l(4s)  =  l(Js-)^.('s.). 

en  posant  pour  abréger, 

»,  »       a  /t  +  sin  X        .  .... 
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Le  numéro  de  février  1907  de  V Intermédiaire  des  Maillé- 
maticiens,  rappelle,  page  48,  le  calcul  de  Guderniann  sous 
le  titre  :  Novissima  verba,  (Question  3121). 

Si  je  me  permets  de  revenir  sur  ce  point  assez  intéressant, 
c'est  qu'il  est  utile  de  l'appliquer  à  la  métagéométrie,  et  de 
montrer  qu'on  peut  lui  faire  revêtir  une  assez  grande  variété 
de  formes  diverses. 

En  effet,  la  géométrie  générale  nous  offre  d'abord  plusieurs 
sortes  de  triangles  qui  ont  des  propriétés  similaires  de  celles 
du  triangle  pythagoricien  :  Ce  sont 

1®  le  triangle  rectangle  [a  hypoténuse,  b  et  c,  cathètes), 
relation  : 

cos  a  •=.  cos  b  .  C08  c  , 

ou 

ch  rt  =r    ch  6  .     ch  c  . 

2®  le  triangle  inscrit  dans  un  demi-cercle  {a  diamètre),  re- 
lation : 

sin»  -  z=  sin*  -  +  sm*  -    , 

ou 

3®  le  triangle  formé  avec  les  deux  côtés  principaux  de  Tati- 
gle  droit  et  la  diagonale  principale  (diagonale  intermédiaire), 
dans  un  quadrilatère  trireclangle,  relation  : 

ig«  û  =  igH  -f  tg«  c  . 

ou 

4®  le  triangle  formé  avec  la  même  diagonale  principale  et 
les  deux  autres  côtés  du  même  quadrilatère,  relation  : 

sin*  a  =  sin'  h  -\-  siii'  c  , 

OU 

sh'  a  =   sh'  h  -\-   sh'  c  . 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  le  triangle  (4)  a  pour  côtés  les 
moitiés  de  ceux  d'un  autre  triangle  inscriptible  dans  un  demi- 
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cercle  (2).  En  géométrie  euclidienne,  ces  quatre  formes  de 
triangles  se  réduisent  à  une  seule. 

Pour  obtenir  une  traduction  métagéoniétrique  de  la  propo- 
sition de  Pythagore,  il  suffit  de  concevoir  une  figure  plane 
élémentaire  dans  laquelle  une  (onction  simple  de  Taire, /(Si, 

puisse  être  égale  soit  à  log  cos  a ,  soit  à  sin*  -  ou  sin*  a^  soit 

enfin  à  tg*rt,  et  d'en  faire  autant  pour  6  et  c  dans  un  des  tri- 
angles qui  précèdent  ;  on  a  alors 

/•(S)  =  /-(S')  +  /-(S")  , 

qui  est  la  traduction  demandée. 

Par  exemple,  Taire  du  cercle  de  rayon  a  étant'  exprimée 
par 

S  =  ^t:  sin'  —        ou       8  =  4::  sh*  —    , 

nous  avons  Ténoncé  général  : 

Quand  un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  un  demi-cercle^  le 
cercle  de  rayon  BC  est  équivalent  à  la  somme  des  cercles  de 
rayons  AB  et  AC, 

Cet  énoncé  devient  encore  plus  saisissant  sous  la  forme 
que  voici  : 

Si  BC  et  A  sont  un  diamètre  et  un  point  quelconque  d'une 
sphère^  la  somme  des  surfaces  sphériques  de  diamètres  AB 
et  AC  vaut  celle  de  la  sphère  entière. 

Cela  tient  à  ce  qu'en  métagéomélrie  Taire  de  la  sphère 
égale  aussi  celle  du  cercle  de  rayon  double.  Le  schéma  ci- 
conlre,  qui  rappelle  la  figure  bien  connue  des  lunules  A  Wm^- 
pocrale,  symbolise  à  merveille  le  théorème  pythagoricien,  et 

a    Tavantage  sur    la    figure    dite    du 
y^       ^\  pont-auX'ânes    de    demeurer    indé- 

/    /""^^     .-^nT^N        pendant  du   système  de  géométrie. 
I   /      ,'  '           \  \    )  Mais  revenons  à  la  fiffure  même  de 

\[-''  /\/        Pythagore,  c'est-à-dire  aux  quadrila- 

tères construits  sur  les  côtés  d'un 
triangle.  Les  quadrilatères  simples,  réguliers  ou  semi-régu- 
liers que  Ton  peut  construire  en  géométrie  générale  au 
moyen  d'un  longueur  donnée  l  sont  : 


MÉTAGÉOMÉTRIE  453 

1**  le  carrée  qui  a  tous  ses  côtés  égaux  à  Z,  et  ses  quatre  an- 
gles égaux  entre  eux.  L'un  d'eux  étant  désigné  par  w, 

C08  (o  =  —  tg"  -       OU       cos  CD  =  th"  -     ; 

l'aire  S  du  carré  vaut  4e  (w  —  fj'  ^  élant  pris  égal  à  dz  1, 

suivant  que  Ton  raisonne  en  géométrie  Riemannienne  ou  sur 
le  plan  Lobatschefskien  ;  donc 

Dans  ce  calcul,  Punité  d'aire  est  celle  du  trapèze  hypercy- 
clique  ayant  pour  base  Tunité  naturelle  U  et  pour  équidistance 
la  ligne  V  de  sinus  circulaire  ou  hyperbolique  égal  à  1. 

La  médiane  ni  du  carré  est  donnée  par  la  relation 


m  / 

sîn 

et  la  diagonale  d  par 


sin-  =  tg-    , 


^       4/"ïr  •     ' 
sin  -2  =  K   2  sin  ~    ; 


par  suite,  on  peut  exprimer  également  Taire  S  en  fonction 
soit  de  m  soit  de  d  en  écrivant 


.S          .  ,  w 
sin  —  =  sin'  — 

ou 

et  aussi 

« 

S             ^d 

ou 

4 

2®  le  pseudo-carré^  qui  est  un  losange  dont  tous  les  côtés 
sont  égaux  à  /,  mais  qui  a  deux  angles  droits  opposés  à  l'ex- 
trémité de  la  diagonale  principale  d^  et  deux  autres  angles 
égaux  à  l'extrémité  de  la  diagonale  secondaire  d' , 

Sa  surface  est  évidemment  la  moitié  de  celle  du  carré  qui 
a  pour  côté  d\  pour  médiane  d  et  pour  diagonale  2/;  donc 


s 

*«4 

^    2 

ou 

th'j- 

.     S 
s.n-  = 

ou 

*"i 
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et 

S  ^  d'  \  9  d' 

s»n  ^  =   tg«  j      ou       th»  y    . 

3**  le  quadrilatère  hirectangle  isocèle  qui  a  les  trois  côtés 
consécutifs  des  angles  droits  égaux  à  L  Son  aire  S  est  expri- 
mée par 

Ig  S  =  2  sin«  i.       ou       2  sh«  -    . 

Ces  quadrilatères  se  réduisent  aussi  à  un  seul  sur  le  plan 
euclidien. 

En  combinant  les  formes  principales  de  triangles  citées 
plus  haut  avec  celles  de  ces  quadrilatères  on  peut  donc  ob- 
tenir différents  énoncés,  au  premier  rang  desquels  se  trouve 
précisément  celui  de  Gudermann,  qui  pourrait  aussi  s'écrire 
d'ailleurs 

^«•g  ^^  (tg  I)  =  Arg  Ih  U^  y\  +  Arg  ih  Ug  yj    , 

S,  S',  S"  étant  les  aires  des  carrés  construits  sur  les  côtés 
rt,  è,  c  d'un  triangle  rectangle. 

Par  exemple,  si  les  côtés  d'un  triangle  (2)  inscriptible  dans 
un  demi-cercle  sont  pris  pour  médianes  de  carrés  ou  diago- 
nales principales  de  pseudo-carrés,  on  a 

.S  .     S'    ,      .     S" 

sm  -7  =r  sm  —   -f-  siu  -7- 
4  4  4 

dans  le  premier  cas,  et 

.S  .     S'  .     S" 

sin  -  =  sin  -  +  sin  —     , 

dans  le  deuxième. 

L'emploi  du  Iriangle  (4)  fournirait  des  résultats  analogues. 

Et  encore,  les  aires  des  quadrilatères  birectangles  isocèles 
construits  sur  les  trois  côtés  du  triangle  inscriptible  sont 
liées  par  la  relation 

tg  S  =  ig  S'  -h  ig  S" 

qui  donne,  somme  toute,  la  généralisation  la  plus  simple  du 
théorème  de  Pythagore. 
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Il  doit  d'ailleurs  exister  un  triangle  parliculier  tel  que  si 
sur  chacun  de  ses  côlés  on  construit  un  carré  ou  un  des 
autres  quadrilatères  semi-réguliers,  leurs  aires  satisfassent 
à  la  formule 

S  =  S'  +  S"  . 

Il  serait  facile,  au  moyen  des  considérations  qui  précèdent, 
de  calculer  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  côtés  de  ce 
triangle,  selon  la  nature  du  ({uadrilatère  choisi. 

P.  Barbarin  (Bordeaux). 


SUR  LE  DERNIER  THEOREME  DE  FERMAT 

ET    LE 

CRITÉRIUM  DE  M.  A.  WIEFERICH 


Dans  un  article  intitulé  Zum  letzien  Fermatschen  Theorem 
(Journal  f.  reine  u.  angew.  Mathematik,  t.  136,  p.  293-302), 
M.  A.  VViEFERiCH  vient  de  démontrer  un  théorème  impor- 
tant sur  lequel  je  désirerais  attirer  l'attention  des  lecteurs  de 
V Enseignement  maLhéniatique,  En  voici  Ténoncé  : 

Si  l'équation  x**  -|-  y**  -f-  //  =  0  est  possible  en  nombres  en^ 

tiers  premiers  à  p,  le  quotient  de  2^*""  —  t  par  p  est  divi- 
sible par  p. 

L'impossibilité  de  l'équation  de  Fermât  en  nombres  en- 
tiers premiers  à  p  est  donc  établie  par  tous  les  nombres  pre- 
miers/?  tels  que  2^"^  —  1  ne  soit  pas  divisible  par  p^.  Elle 
est  établie  en  particulier  pour  tous  les  nombres  premiers  de 

la  forme  2"  it  1  ,  c'est-à-dire  pour  les  nombres  de  Mersenne 
et  leurs  analogues  et  pour  tous  les  nombres  premiers  p  pour 
lesquels  la  division  du  cercle  en  p  parties  égales  peut  être 
faite  avec  la  règle  et  le  l'ompas.  L'importance  de  ce  résultat 
n'échappera  à  personne. 

M.  WiEFERicii  a  déduit  son  critérium  des  congruences  gé- 
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nérales  qui  ont  été  données  dans  un  article  du  /.  /".  veine  u. 
angew.  Math.  (t.  128,  p.  45)  et  qui  découlent  du  reste  assez 
simplement  des  célèbres  recherches  de  Kummer. 

L'importance  du  résultat  obtenu  par  M.  Wieferich  m'a  dé- 
terminé à  reprendre  l'étude  de  ces  congruences.  Je  me  suis 
demandé  s'il  était  possible  de  simplifier  sa  démonstration. 
Or,  en  examinant  de  plus  près  la  congruence  finale  de  la- 
quelle M.  Wieferich  a  déduit  son  théorème,  on  ne  peut  ne 
pas  être  frappé  de  Tanalogie  qu'elle  présente  avec  la  formule 
connue  d'Euler  donnant  la  somme  alternée  des  puissances 
des  premiers  nombres  entiers.  Il  était  donc  naturel  de 
prendre  cette  formule  d^EuIer  comme  point  de  départ. 

Je  montrerai  que  la  congruence  de  M.  Wieferich  est  une 
conséquence  de  la  formule  d'Euler. 

Congruences  fondamentales.  Rappelons  d'abord  le  crité- 
rium qui  découle  des  recherches  de  Kummer. 

Désignons  par  y^.(/)  ou  9.  le  polynôme 

En  faisant  «*  =  1 ,  2,  3  ...  />>  —  1 ,  on  aura  p  —  1  polynômes, 
mais  nous  n'aurons  à  considérer  que  les  polynômes  j.  à  in- 
dices impairs  et  le  polynôme  (p  _^  . 

Supposons  maintenant  que  l'équation  de  Fermât 

admette  une  solution  .r,  ?/,  ;:  première  à  p.  Soit  t  l'un  des 

rapports  -,  •-,--,-,*'-,  -  ou,  ce  qui  revient  au  même,  son 

reste  (mod/?).  Puisque,  par  hypothèse,  .r,  y,  2  sont  premiers 
à  /;,  le  nombre  /  n'est  congru  ni  à  0,  ni  à  —  l  (mod/;).  Voici 
alors  comment  s'énonce  le  critérium  que  je  voulais  rappeler  : 
Chacun  des  six  rapports  /  vérilie  le  système  des  con- 
gruences 

^p^i^iit)  =  0         (mod/?) 
(1)  T 

(i  =  3,  5,  .../?  —  2) 

B^^,  étant  le  f^''  "^"^^^'«  ^'^  Bernoulli, 
2 
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A  ces  ^-^ —  congriiences  nous  pouvons  adjoindre  la  sui- 
vante 

(2)'  f^.i(0  =  0  . 

qui  résulte  des  congruences  (1)  et  qu'on  peut  aussi  établir 
d'une  manière  directe  (cf.  /.  f,  Maih,^  t.  128,  p.  64). 

Nous  avons  donc  en  lout^— ^ —  congruences  (i),  (2).  Appe- 
lons-les congruences  fondamentales. 

Congruence  de  M,  Wieferich,  Nous  allons  établir  mainte- 
nant la  congruence  nouvelle  de  laquelle  M.  Wieferich  a  dé-   . 
duit  son  critérium.  Je  partirai,  comme  je  Tai  dit,  de  la  for- 
mule d'Euler 

(3)  l2«-l-i  -  22"+i  +  32«+i  _..._,.,_  i)y-l-i^.2n-l-t 

+  ^-  1)      (^2,1  -  ij^;;— ^"^    +  '-  ^>      2n  +  2    ^"+»  j 

(Cf.  L.  S\ALSCHLT7.,  Vorlcsungen  ûber  die  Bernoullischen  Zah^ 
len,  p.  53). 

Posons  2n  +  i  =z  p  —  2  ,    faisons  y  =  1,  2,  3,  ...  /?  —  l , 
multiplions   les   égalités  ainsi  obtenues  respectivement  par 

l^  t  .  t  ^  ...  iF"   et  ajoutons. 
Il  viendra 

p— 2  0 — 3  0 — 2     2  17—2  p— 2  0—2     0 — 1 

r    ^  +  (r      -2'^    )f  +...  +  1/     _2^     +...  _(^_i)''    )f 

=  2^;,-i  +  V  1  ;  -T~  ^^'/'-2  -  \  3  ;— 4— ^•^/'-*  +  - 


+  (-1)     (;_,)-7ir3-^-«'. 


V— 12^       —  1  1  j>— 2 

+  (-1)  ^_.^     B^2(/-i-^^  +  ...  +  <^)  . 


en  posant  ('=^—2 — 
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Multiplions  cette  égalité  par  /  —  1  ;  son  premier  membre 
devient 

0—2  D— S  0 — 2      0 


Nous  obtenons  ainsi  la  formule 


0 — 2  0~2  0 — 2     0  1 

=  <'-'ij('7')^'^",-.-('T')^».',-.  +  - 


+  H.r=(!:?)^B„„.j+,-.r^B. 


j5  —   1  /  -f   1 

qui  est  une  idenlUé  en  /. 

Si  maintenant  on  Tenvisage  comme  une  congruence  (mocl/?), 
on  a  le  droit  de  supprimer  le  dernier  terme,  à  la  condition 
que  /  soit  différent  de  —  1  (mod  p\  En  effet,  le  l'acteur  p  qui 
figure  au  dénominateur  de  B»,  disparaît  en  multipliant  par 
2^*  —  2  et  d'autre  part  i^  —  /  s'annule  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  t  (mod  p). 

Mais  en  supprimant  le  dernier  terme  de  (4)  on  obtient  pré- 
cisément la  congruence  finale  de  laquelle  M.  Wiefericrh  a 
tiré  son  critérium  (I.  c,  n**  3,  form,  (18)). 

On  voit  donc  que  la  congruence  de  M.  Wieferich  résulte 
de  Tidenlité  (4),  qui  est  une  consé(|uence  de  la  formule  d'Eu- 
1er.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  et  c'est  là  un  point 
sur  lequel  je  voudrais  attirer  Tatlention  :  il  ne  serait  pas  fa- 
cile de  déduire  Tidentité  (4)  de  la  congruence  de  M.  Wie- 
ferich. 

Supposons  maintenant  (|ue  Téquation  de  F'ermat  soit  pos- 
sible en  nombres  entiers  premiers  à  p.  Il  existera  alors  une, 
et  même  plusieurs  racines  /  différentes  de  0  et  de  — l  qui 
annuleront  les  premiers  membres  des  congruences  (1)  et  (2). 
L'égalité  (4)  se  réduira  à  son  premier  terme  et  nous  aurons 
la  condition 

p— 2  p— 2  0—2 

r       -^T        +  ...  —{p  —  ir        =0     (mod  p) 
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Or  le  premier  membre  de  cette  congruence  est  congru 


V  2^  —  2 


à (mod  p)   (cf.   P.  Bachmann,   Niedere    Zahleniheoriey 

p.  163). 
D'où 


2''-'  ~  1 


0     (mod  p)  . 


C.  Q.  F.  D.  D.  MiRiMANOFF  (Genève). 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel  ^ 

8.  —  Réponse  de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo 
à  MM.  Timerding  et  IViison, 

Nous  remercions  vivement  M.  F'ehr  d'avoir  ouvert,  dans  VEn- 
seignement  mathématiquey  une  discussion  sur  les  notations  ration- 
nelles pour  le  système  vectoriel  minimum  que  nous  avons  pro- 
posées en  1908;  nous  remercions  aussi  MM.  Timerdinc;,  Wilson 
et  Peano,  qui  ont  accepté  l'invitation  de  M.  Fehr,  et  ont  bien  voulu 
faire  connaître  leurs  observations. 

Le  tableau  qui  contient  nos  propositions  a  été  publié  dans  les 
Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo^  t.  XXV,  1908,  à  la 
fin  de  notre  Nota  IV y  Per  Vunifîcazione  délie  notazioni  s'ettoriali. 
L'un  de  nous  le  présenta  au  1V'"'=  Congrès  international  des  ma- 
thématiciens à  Rome  ;  il  a  été  ensuite  imprimé  à  part  et  reproduit 
par  plusieurs  journaux  scientifiques  et  par  V Enseignement  (15  jan- 
vier 1909). 

Il  semble,  malheureusement,  que  nos  notations  soient  connues 
surtout  par  notre  tableau  ;  mais  ce  tableau  est  le  résumé  de  toutes 
les  études  que  nous  avons  faites  sur  la  question  de  Tunification 
et  que  nous  avons  publiées  dans  les  Rendiconti  del  Circolo  mate- 


*  Voir  l'É'/w.  math.f  XI*  année,  n»  du  15  janvier  1909,  p.  'il-iô;  n«  du  15  mars,  p.  124-134; 
n*  du  15  mai,  p.  211-217;  n*  du  15  juillet,  p.  341. 
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matlco  dl  Palenno  *.  C'est  donc  à  ces  notes  que  nous  devrons  tou- 
jours nous  reporter  pour  répondre  aux  critiques  qui  nous  ont  été 
faites. 

Les  idées  que  nous  avons  exposées  dans  ces  travaux  ont  été 
ensuite  développées  dans  deux  livres  qui  viennent  de  paraître*. 

Après  avoir  rappelé  tout  cela,  qu'il  nous  soit  permis  de  répondre 
brièvement  aux  observations  de  MM.  Timerding  et  Wilson,  pour 
éclaircir  surtout  quelques  questions  scientifiques  étroitement  liées 
à  la  question  des  notations  vectorielles. 

Suit    LES    REMARQUES    DE    M.  TiMERDING. 

1.  M.  Timerding  a  présenté  sans  doute  des  observations  très 
intéressantes.  Nous  trouvons  aussi,  comme  M.Peano,  1res  oppor- 
tunes les  modifications  de  X  et  /\  en  k  et  >v  ,  indépendamment 
des  difficultés  typographiques,  ainsi  que  les  locutions  proposées 
par  M.  Timerding.  Nous  n'insistons  pas  davantage  sur  la  notation 
mod  y  et  nous  trouvons  très  concluants  les  arguments  de  M.  Peano 
pour  changer  mod  en  T,  ou  M,  ou  m.  La  notation  |a|  est  à  rejeter 
absolument;  elle  empêcherait  Tusage  du  signe  |  (index)  très  utile 
dans  le  système  de  Grassmann  ;  elle  est  contraire  à  toutes  les  no- 
tations employées  pour  les  fonctions,  et  nous  ne  pouvons  pas  ad- 
mettre, avec  M.  Timerding,  que  mod  a  «  n*est  pas  une  fonction 
proprement  dite  ». 

Mais  le  changement  de  —  en  - ,  ne  nous  paraît  pas  admissible. 
En  voici  les  raisons.  Avant  tout  si,  comme  a  observé  justement 
M.  Peano,  les  ptHi/s  signes  ont  le  but  de  lier  et  les  grands  signes 
celui  de  séparer,  le  changement  proposé  donnerait  au  signe  — 
une  signification  qu'il  n'a  certainement  pas. 

L'observation  que,  sans  les  formations  géométriques  F,  de  pre- 
mière espèce  de  Grassmann,  d'une  équation  de  la  forme 

A  —  S-l-B  —  S  +  C  —  S  =  0  , 

on  ne  peut  pas  déduire 

o  _  A  4-  B  4-  C 

^-- 's ' 

est  juste  (Nota  II,  n**  6,  7)  ;  mais  cette  résolution  devient  possible 
dès  que  l'on  a  iixé  l'algorithme  de  ces  formations,  qui  fait  partie 
du  système  minimum. 


^  Per  l'unificazione  délie  notazioni  vettoriali.  Rendiconli  (lui  Circolo  mntemaiieo  dt  Palermo; 
NoU  1-,  t.  XXllI,  324-328  (1»07)  :  Nota  2%  t.  XXIV.  65-80;  NoU  3",  t.  XXIV,  318-332  (1907); 
Nota  i-,  t.  XXV,  352-375;  Nota  5-,  t.  XXVI,  369-377  (1908). 

*  Elementi  di  Calcolo  vettariale  con  numerose  appUcazioni  alla  Geometriat  alla  Meccanica  e 
alla  t'isica-matematica.  Bologna,  N.  Zanichelli,  1909;  pp.  1-V;  1-174. 

Omografie  vettoriali  eoii  appUcazioni  aile  dei  ivate  rispetto  ad  un  punto  e  alla  Fisico-ntatc- 
matica.  Torino,  G.-B.  Potrini,  1909;  pp.  I-XI,  1-111. 
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Enfin  il  y  a  une  autre  considération  pour  ne  pas  accepter  ce 
changement.  On  peut  déduire  tous  les  systèmes  vectoriels  de  celui 
de  Grassmann,  et  de  tout  système  vectoriel  (y  compris  le  système 
minimum)  on  doit  pouvoir  déduire  le  système  de  Grassmann 
(Note  V,  n**  36)  ;  or,  dans  celui-ci,  on  ne  saurait  pas  changer  + 
et  —  ,  qui  ont  toutes  les  propriétés  des  mêmes  signes  algébriques, 
en  +  et  —  . 

2.  La  notation  de  bivecteur  est  certainement  nécessaire;  sur  ce 
point,  non  seulement  nous  sommes  de  la  même  opinion  que 
M.  Timerding,  mais  nous  allons  bien  plus  loin  encore,  car  nous 
croyons  nécessaire  tout  entier  le  beau  système  de  Grassmann 
(Note  V,  n®  36).  Cependant  il  y  a  des  cas  où  cette  notion  n*est  pas 
nécessaire  et  les  applications  que  nous  avons  faites,  sans  nous 
servir  de  la  notion  de  bivecteur,  n'ont  rien  perdu,  croyons-nous, 
de  leur  caractère  géométrique. 

M.  Timerding  croit,  peut-être,  que  ce  prétendu  défaut  de  carac- 
tère géométrique  dérive  de  l'impossibilité  de  considérer  le  pro- 
duit interne  d'un  vecteur  u  par  un  bivecteur  y. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  cette  impossibilité  subsiste  encore 
même  après  l'introduction  des  bivecteurs  et  des  trivecteurs. 

Si  u  et  V  sont  des  vecteurs;  y  et  i/;  des  bivecteurs,  et  si  les  pro- 
duits internes  (ou  scalaires)  uXv,  y  X  «p ,  ont  la  signification 
usuelle.  Ton  a 

(1)  UXVrz:^^-î,  ^X^;^  =  ?J^; 

Sa  est  le  trivecteur  unité  ;  |  v  le  bivecteur  (index)  de  v;  |  ip  le  vec- 
teur (index)  de  1^;  u  I  V  le  produit  alterné  (progressif)  deu  par  |  v; 
9  I  tp  celui  de  y  par   |  \p . 

liC  produit  scalaire  u  X  y  de  u  et  y,  est,  pour  M.  Timerding, 
le  volume  d'un  parallélipidède  dont  la  base  est  y,  et  u  est  l'arête. 
Par  conséquent 

(2,  U  X  ?  =  ?J  , 

puisque  uy  est  le  produit  alterné  de  u  et  y  (trivecteur). 

Alors  pour  le  produit  scalaire  u  X  {|  y),  ou  brièvement  u  X  y ,' 
de  u  et  I  y,  on  aura,  d'après  (1), 


puisque  l'opérateur  |  a  pour  carré  l'unité. 

Les  expressions  (2)  et  (3)  montrent  que  la  notation  u  X  y  n'est 
pas  régulière  et  doit  être  remplacée  par  U  X  ly  • 

On  peut  certainement  admettre  la  notation  u  X  y;  mais  à  con- 
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dition  de  rejeter  les  notations  (1),  qui  sont  acceptées  par  tous  les 
auteurs. 

L'opération  /\  confirme  la  régularité  de  la  notation  u  X  1 9  ^t 
l'irrégularité  de  l'autre  u  X  y  •  En  eflTet,  si  9  est  le  produit  alterné 
des  deux  vecteurs  a,  b,  on  a 

!?==»  Ab  . 
et,  pour  (3), 

u><:|y=:uxaAb  . 

qui  exprime  le  volume  considéré  par  M.  Timerding,  tandis  que 
de  (2)  on  obtiendrait 

u  X  ?  =  u  X  (ab)  . 

et  le  second  membre  n'a  pas  de  signification. 

3.  Dans  les  FAementi,  p.  72;  et  dans  les  Oinografie  çeUoriali\ 
n^  25,  p.  61,  nous  avons  donné  les  deux  formules 

A  m  =  div  grad  m 

A'u  =r:  grad  div  a  —  rot  rot  u  . 

On  voit  aussitôt  quelle  immense  différence  il  y  a  entre  les  deux 
opérateurs  Jei/f,  pour  lesquels  les  auteurs  ont  adopté  la  seule 
notation  J^  ou  ^,  parce  que  ces  opérateurs  ont  la  même  expression 
cartésienne.  Ce  n'est  pas  une  raison  qui  peut  justifier  l'usage  d'un 
seul  signe  pour  indiquer  des  choses  bien  différentes  ;  au  contraire, 
elle  prouve  encore  une  fois  que  l'usage  systématique  des  coor- 
données peut  faire  envisager  des  pseu  do- opéra  te  tirs  qui  n^ontplus 
de  caractère  géométrique  et  logique!  I/exemple  des  quaternions 
de  Hamilton  est  très  instructif  (Note  111,  n°  15). 

M.  Timerding  croit  trouver  une  autre  justification,  puisqu'il  ob- 
serve que  l'on  a  une  même  notation  pour  la  dérivée  de  //  (nombre) 
ou  de  u  (vecteur)  par  rapport  à  une  direction  n  (vecteur)  fonctions 
d'un  point  P,  c'est-à-dire 

bu  ^a 

Même  en  faisant  abstraction  du  défaut  de  caractère  absolu  de 
la  notation  —  ,  car  il  n'est  pas  possible  de  définir  n  ;  nous  vou- 
lons lui  faire  observer  que,  dans  ce  cas,  l'application  d'un  même 
signe  —  (à  n  ou  à  u)  n'est  pas  illogique;  car  nous  avons,  sous  la 

forme  absolue, 

au du  ^u  du 

bh'^d?^  •         b'n'~  d?^ 
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et  -75  est  toujours  le  symbole  d'une  transformation  linéaire  {Orna- 

grafie  ^>ettorialiy  n°  21,  p.  45)  applicable  à  un  nombre,  à  un  vecteur 
ou  à  une  homographie  fonctions  de  P.  C'est  donc  un  cas  bien  dif- 
férent de  celui  de  f. 

4.  M.  Timerding  dit  enfin  :  «  De  plus,  on  doit  se  demander, 
comment  il  faut  définir  les  opérations,  quand  on  ne  s^eut  pas  se  ser- 
vir des  méthodes  cartésiennes,  comme  est,  à  ce  quil  parait,  dans 
les  idées  des  auteurs,  » 

La  réponse  à  cette  question  a  été  déjà  donnée  dans  nos  deux 
livres  :  Elementi,  pp.  66-74  ;  Omografie  vettoriali,  n**  22-25, 
pp,  49-64. 

A  la  fin  de  son  important  article,  M.  Timerding  a  bien  voulu 
reconnaître  Timportance  de  Tunification  des  notations  vectorielles, 
car  «  le  désaccord  actuel  dans  la  terminologie  vectorielle  est  presque 
sans  exemple  »  ;  et  le  progrès  réel  qu'il  y  aurait  si  nos  notations 
rationnelles  étaient  adoptées. 

En  le  remerciant  de  son  adhésion  presque  entière  à  notre  sys- 
tème, nous  espérons  atteindre  le  but,  que  nous  poursuivons  de- 
puis quelques  années,  par  nos  travaux  et  surtout  par  nos  deux 
livres. 

Sur  -les  remarques  de  M.  Wilson. 

1.  La  variété  des  notations  employées  dans  le  calcul  différentiel 
et  intégral  est  seulement  formelle  ;  elle  est  parfaitement  logique, 
et  n'a  rien  à  voir  avec  le  chaos  des  notations  vectorielles. 

Ainsi  en  analyse,  la  dérivée  (totale  ou  partielle),  l'intégrale 
(simple  ou  multiple)  sont  désignées  par  des  opérateurs  qui  peuvent 
indifféremment  changer  de  forme  et  de  position. 

Dans  le  calcul  vectoriel,  au  contraire,  pour  le  produit  vectoriel 

de  a  et  b,  on  a  la  notation  complète  V  \  (l  a)  (l  b)  } ,  abrégée  en 
V(ab);  la  notation  |(ab),  qui,  dans  le  calcul  de  Hamilton  et  de 
Grassmann,  sont  très  exactes.  V  et  |  sont  des  symboles  de  fonc- 
tion d*une  seule  variable;  c'est-à-dire,  dans  les  deux  cas,  le  pro- 
duit quaternional  de  deux  quaternions  droits  ou  le  produit  alterné 
de  deux  vecteurs  (bivecteur). 

Pour  les  auteurs  qui,  ne  faisant  pas  usage  des  quaternions,  em- 
ploient la  notation  abrégée  de  Hamilton,  V(ab)  est  fonction  d'un 
certain  produit  i}^  produit  complet]  que  nous  n'avons  pas  encore 
réussi  à  comprendre,  ou  bien  il  est  fonction  de  deux  variables. 

Dans  les  notations  [a  .  b]  ,  [a  ,  b]  le  symbole  de  fonction  est  [  ]  , 
contrairement  à  toutes  les  lois  ordinaires  algébriques  et  l'on  ne 
sait  pas  s'il  s'agit  d'une  fonction  d'une  ou  de  deux  variables.  Enfin, 
dans  la  notation  de  Gibbs,  a  X  b  ;  et  dans  la  nôtre,  a  /\  b  ,  Vopé- 
ration  a  pris  la  place  de  la  fonction. 
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Peut-on,  sérieusement,  comparer  tout  cela  avec  la  variété  pure- 
ment logique  des  notations  de  Leibniz,  Lagrange,  Cauchy  ? 

2.  M.  Wilson  se  demande  ensuite  :  «  L'uniformité  des  notations 
dans  l* analyse  vectorielle  est-elle  réellement  importante  ?  »  11  croit 
que  non,  parce  que  «  les  formules  et  les  opérations  d'analyse  i>ec- 
torielle  actuellement  employées  dans  les  dis^ers  traités  de  méca- 
niquej  électricité^  magnétisme  et  théorie  électromagnétique  sont  en 
fort  petit  nombre  et  ne  sont  par  conséquent  pas  difficiles  à  corn- 
prendre^  quelle  que  soit  la  notation  employée  par  l'auteur.  » 

C'est,  sans  doute,  une  raison  fort  concluante  î 

Les  applications  à  la  géométrie,  à  la  mécanique,  à  la  physique 
que  nous  avons  faites  (Note  IV;  Elementi,  pp.  95-L55;  Omografie 
s^ettorialiy  pp.  G5-111)  prouvent  clairement  que  le  calcul  vectoriel 
est  applicable  d'une  manière  complète  à  toutes  les  questions  qui 
se  présentent  dans  ces  sciences.  Et  nous  croyons,  avec  M.  Timer- 
ding,  que  c'est  surtout  la  variété  des  notations  qui  a  jusqu'ici 
borné  les  applications  de  l'analyse  vectorielle.  Naturellement  nous 
parlons  de  la  variété  et  du  défaut  de  correction  logique,  la  variété 
formelle  n'ayant  pas  une  grande  importance. 

3.  «  Une  uniformité  quelconque  pourrait-elle  être  imposée  ?  *>  se 
demande  encore  M.  Wilson. 

M.  Klein  a  très  justement  observé  que  dans  le  calcul  vectoriel 
ne  sont  pas  en  jeu  des  intérêts  matériels  d'ordre  extérieur,  comme 
dans  l'Electrotechnique  ;  on  ne  saurait  donc  imposer  une  unifor- 
mité quelconque. 

Mais  l'uniformité  logique,  qui  domine  l'algorithme  universel  de 
l'algèbre  et  de  l'analyse,  doit  s'imposer  d'elle-même.  Et  cela  n'ar- 
rivera pas  par  la  force  brutale  des  intérêts  matériels,  mais  par  la 
force  de  la  rigueur  scientifique,  la  seule  admise  dans  les  mathé- 
matiques. 

Une  fois  que  l'on  aura  rejeté  les  idées  imprécises  ou  absurdes 
et  les  notatious  qui  en  dérivent,  le  champ  est  si  borné  que  l'uni- 
formité sera  obtenue  tout  de  suite,  exception  faite  pour  la  forme 
des  symboles,  ce  qui  est  une  question  tout  à  fait  secondaire.  Tel 
est  le  but  que  nous  espérons  atteindre  par  nos  travaux.  Ces  tra- 
vaux n'ont  pas  permis  l'acceptation  officielle,  de  la  part  du  1V"« 
Congrès  international  des  mathématiciens  à  Rome,  de  l'un  des 
systèmes  vectoriels  actuellement  connus.  Cela  nous  fait  espérer 
que  nous  réussirons  ! 

4.  M.  Wilson,  après  avoir  observé  la  grande  variété  des  appli- 
cations de  l'analyse  vectorielle,  ajoute  encore  :  «  Il  semble  impos^ 
sible  et  certainement  inutile  d'établir  un  ensemble  de  notations  uni^ 
formes  pour  un  nombre  aussi  considérable  de  sujets  et  de  méthodes 
que  ceux  auxquels  les  vecteurs  peuvent  s'appliquer.  » 

11  n'y  a  rien  d'impossible  et  nous  l'avons  démontré  avec  nos 
Notes  et  avec  nos  deux  livres. 
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Les  vecteurs  changent-ils  de  nature  selon  leurs  applications  à 
des  questions  de  physique  on  de  géométrie  ?  Alors  il  est  certaine- 
ment inutile  de  fixer  un  ensemble  de  notations  uniformes.  Mais 
M.  Wilson  sait  très  bien  que  les  vecteurs,  leurs  opérations  et  leurs 
fonctions  restent  toujours  les  mêmes  dans  les  applications;  l'uni- 
fication des  notations,  dans  le  sens  dont  nous  avons  déjà  parlé, 
s'impose  alors  comme  une  nécessité  absolue. 

M.  Wilson  a  parfaitement  raison,  s'il  parle  des  auteurs  qui  nous 
ont  précédés,  lorsqu'il  observe  :  «  On  doit  remarquer  que,  tant 
que  t analyse  s^ectorielle  traite  de  questions  de  physiquCy  elle  se 
sert  presque   exclusivement  du   système   de  coordonnées   rectan^ 

gulaires »  Mais  nous  croyons  qu'il  n'a  pas  le  droit  de  juger  le 

futur;  pour  \g présent,  nos  travaux  lui  prouvent  qu'il  a  tort. 

5.  Nous  n'avons  pas  considéré  les  fonctions  vectorielles  li- 
néaires, a  C'est  une  omission  sérieuse,  observe  M.  Wilson,  car  la 
considération  de  la  fonction  vectorielle  linéaire  peut  jeter  un  jour 
nouveau  sur  la  question  de  ce  qui  est  nécessaire  pour  le  système 
minimum.  » 

A  la  fin  de  la  Note  III  nous  avons  dit  la  mt^me  chose  ;  et  dans  la 
Note  V  nous  avons  rappelé  bien  d'autres  lacunes  du  système  mi- 
nimum. Nous  avons  commencé  nos.  études  par  ce  système;  mais 
tout  était  déjà  prêt  pour  l'étude  des  fonctions  linéaires  que  nous 
avons  faite  dans  notre  livre  Omografie  vettoriali,  Kn  un  mot,  nos 
travaux  vont  bien  au  deLà  du  système  minimum. 

Dans  notre  livre  M.  Wilson  pourra  voir  que  l'étude  de  la  dyade 
de  Gibbs  n'est  pas  le  seul  moyen  pour  comprendre  ce  que  sont  les 
vecteurs  et  leurs  opérations.  La  dyade  est  un  opérateur  vectoriel 
[Note  V,  note  8]  défini  par  deux  vecteurs  a  et  b.  Cet  opérateur 
pourra  donner,  peut-être,  notre  homographie  H  (a,  b),  p.  20,  mais 
il  est  impossible  qu'il  donne  aussi  les  opérateurs  généraux,  c'est- 
à-dire  les  «  dérivées  par  rapport  à  un  point  ».  Ces  opérateurs 
sont  en  effet  à  neuf  dimensions,  et  ils  devraient  dépendre  de  trois 
et  non  pas  de  deux  vecteurs;  mais  il  est  important  d'observer 
qu'on  peut  seulement  exprimer  une  telle  dépendance  de  trois  vec- 
teurs au  moyen  des  trois  autres  vecteurs  fixes  de  référence;  la 
dépendance  est  donc  tachygraphique  et  non  absolue.  La  dyade 
n'a  pas  le  caractère  que  M.  Wilson  lui  attribue. 

Il  semble  que  M,  Wilson  est  de  l'opinion  que  la  seule  manière 
de  voir  qu'il  y  a  non  seulement  2,  mais  3  produits  de  vecteurs,  soit  : 
le  produit  scalaire,  le  produit  vectoriel  et  le  produit  «  dyade  »,  est 
.  la  considération  des  systèmes  linéaires  de  Gibbs.  Nous  deman- 
dons alors  :  le  produit  alterné  (bivecteur)  de  Grassmann  dérive-t- 
il  de  ces  trois?  n'est-il  pas  fondamental?  les  autres  opérateurs  de 
notre  Omografie  sont-ils  inutiles?  les  quaternions,  ou  les  quater- 
nions  droits,  dérivent-ils  de  la  dyade  ? 

6.  On  peut  toujours  exprimer  un  opérateur  vectoriel  par  des 

L'Enseignement  mathém.,  11*  «nnée;  1909.  30 
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coordonnées;  il  fonctionne  alors  comme  tachygraphe.  C'est  un 
tachygraphe  accidentel^  s'il  peut  être  défini  indépendamment  des 
coordonnées  ;  il  est  au  contraire  essentiel,  si  une  telle  définition  ab- 
solue n'est  pas  possible. 

Les  opérateurs f7.  ,^x  de  Gibbs  (Note  III,  n.  17)  sont  des  opé- 
rateurs absolus,  car  la  div  et  la  rot  peuvent  être  définies  sans  les 
coordonnées  [Elementi,  pp.  66-71  ;  Omografie  s^ettorialiy  pp.  56-60]; 
f7,  au  contraire,  est  un  tachygraphe  essentiel  et  le  signe  • ,  ou  X , 
qui  le  suit,  est  un  opérateur,  qui,  sans  les  coordonnées,  n'a  plus 
de  valeur.  La  même  chose  a  lieu  pour  u  grad ,  qui  n'a  rien  à  voir 
avec  la  fonction  grad  [Omografie  i^ettorially  p.  51],  et  dans  lequel 
grad  figure  pour  une  analogie  cartésienne  tout  à  fait  accidentelle; 
et  aussi  pour  ^et  /f,  comme  nous  avons  déjà  observé  dans  notre 
réponse  aux  observations  de  M.  Timerding  (n.  3)*. 

Après  avoir  rappelé  tout  cela,  il  nous  faut  observer  que  si  J, 
dans  certaines  formules,  suit  les  mêmes  lois  que  des  vecteurs,  ce 
n'est  pas  une  raison  pour  justifier  la  dénomination  de  vecteur 
symbolique ;csLV  la  qualité  d'être  symbolique  ne  peut  pas  détruire 
l'autre  d'être  vecteur  et  f^  n'est  pas  un  vecteur,  c'est  un  tachy- 
graphe. Et  si  M.  Wilson  se  fût  donné  la  peine  de  lire  ce  que  nous 
avons  écrit  au  n°  17  de  notre  Note  IIl,  à  propos  des  notations  de 
Gibbs,  il  n'aurait  pas  écrit  que  notre  affirmation  est  fausse. 

En  conclusion,  peut-on  admettre,  dans  les  mathématiques,  un 
même  nom,  un  même  signe,  pour  indiquer  deux  choses  diffé- 
rentes? Nous  ne  le  croyons  pas  ;  par  conséquent  nous  n'avons  pas 
suivi  et  nous  ne  suivrons  jamais  cette  voie,  qui  conduit  inévita- 
blement à  faire  des  confusions. 

Août  1909.  C.  BuRALi-FoRTi  et  R.  Marcolongo. 

Sur  le  principe  d'induction  complote. 

On  reste,  semble-t-il,  encore  indécis  sur  le  rôle  à  attribuer,  en 
Arithmétique,  au  principe  d'induction  complète.  Ce  principe  ne 
serait-il  pas  tout  bonnement,  selon  l'expression  de  M.  Poincaré, 
une  définition  déguisée  P 

Si  l'on  admet  ({u'une  théorie  purement  rationnelle  doit  se  rap- 
porter aux  concepts  les  plus  généraux  possédant  les  propriétés 
dont  elle  s'occupe,  le  véritable  objet  de  l'Arithmétique  est  l'étude 
de  certains  types  ordinaux  et,  en  premier  lieu,  du  type  ordinal 
auquel  appartient  la  suite  des  nombres  naturels  et  que  G.  Canlor 


'  La  tachygrraphie  carti^sicnne  ne  peut  se  passdr  de  tels  pseudo^opèrateurs  Tectoriels. 

M.  KhKiN  [ElementarmathentaUk  vom  hôheren  Standpunkte  ans,  cours  autographié,  t  II, 
pp.  42-139]  expose,  en  la  simplifiant,  la  première  méthode  analytique  de  Orassmann. 

Il  est  bien  connu  que  M  Pkano  [CatcoLo  geometrico  seconda  l'AttsdehnungsUhre  di  //.  Grass- 
mann,  ecc,  Torino,  Fratelli  Bocca,  1888]  a,  depuis  longtemps,  rnduit  à  une  iorme  absolue  les 
formations  de  Grassmann;  mais  M   Klein  no  fait  pas  mémo  allusion  h  ce  livre! 
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désigne  par  le  symbole  o).  Les  axiomes  de  TArithmétique  devraient 
alors  constituer  une  définition  de  ce  type  ordinal,  définition  qui 
pourrait  être  énoncée  ainsi: 

Un  ensemble  M  est  ordonné  suivant  le  type  ordinal  «,  s'il  satis- 
fait aux  conditions  suivantes  : 

1°  il  y  a  un  premier  terme  a^-^  2*  à  chacun  de  ses  éléments  en 
correspond  un  autre  qui  le  suit  immédiatement;  3°  tout  ensemble 
formé  d'éléments  de  M  qui  contient  a^  et  les  suivants  immédiats 
de  ses  propres  éléments  se  confond  avec  M. 

Ces  trois  propriétés  ne  sont  autres  que  celles  qu'expriment  les 
axiomes  habituels  de  l'Arithmétique.  La  troisième  proposition 
équivaut  au  principe  d'induction  complète  et  elle  est  évidemment 
indispensable  pour  distinguer  le  type  ordinal  w  des  autres  types 
se  rapportant  également  à  des  ensembles  ayant  un  premier  terme, 
pas  de  dernier  et  dans  lesquels  tout  élément  a  un  suivant  immé- 
diat; tels  sont  les  types  des  ensembles  parfaitement  ordonnés 
dépourvus  de  dernier  terme  et  définissant  des  nombres  ordinaux 
supérieurs  à  «  ;  tels  sont  encore  les  types  ordinaux  représentés, 
selon  la  notation  de  G.  Cantor,  par  des  expressions  de  la  forme  : 

<i>  -|-  *to  -|-  fi)  ,       oj  -f-  (*fo  -f-  'oj'^vo  -|-  (*'•>  +  <•>)""   '*i  -{-  ..•  +  *to  -|-  co  ,  etc. 

Un  tel  ensemble  ordonné  M  comprend  en  général  plusieurs 
ensembles  contenant  chacun  a^  et  les  suivants  de  ses  propres  élé- 
ments. Parmi  ces  derniers  ensembles,  il  y  en  a  toujours  un  et  un 
seul  du  type  ordinal  o);  la  condition  3°  exprime  qu'il  se  confond 
avec  l'ensemble  M  lui-même  et,  par  conséquent,  que  celui-ci  est 
bien  de  ce  type  ordinal  o). 

Examinons  maintenant  la  définition  des  nombres  entiers  posi- 
tifs ou  nombres  cardinaux  finis  selon  G.  Cantor.  Ces  nombres 
sont  les  nombres  cardinaux  que  l'on  obtient  en  partant  de  l'unité 
et  en  l'ajoutant  à  chacun  des  nombres  déjà  obtenus  de  cette 
manière.  Mais,  si  cette  définition  parait  suffisamment  claire  et 
complète,  ne  serait-ce  pas  parce  que  l'esprit  évoque  implicitement 
la  notion  intuitive  et  déjà  familière  du  type  ordinal  w?  Dire  que 
l'on  obtient  par  le  procédé  indiqué  tous  les  nombres  cardinaux 
finis,  cela  n'équivaut-ii  pas  précisément  à  dire  que  ces  nombres 
forment  un  ensemble  ordonné  selon  le  type  o)?  La  définition  ex- 
plicite des  nombres  finis  consisterait  alors  dans  les  trois  propo- 
sitions suivantes: 

a)  Le  nombre  cardinal  1  est  fini  ; 

b)  Si  le  nombre  cardinal  vest  fini,  il  en  est  de  même  du  nombre 
cardinal  v  +  1  obtenu  en  ajoutant  1  à  v  ; 

c)  I^es  nombres  cardinaux  finis  ordonnés  au  moyen  de  l'opéra- 
tion +  1  forment  un  ensemble  ordonné  suivant  le  type  a>,  c'est-à- 
dire  satisfont  au  principe  d'induction  complète. 
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Ainsi,  qu'il  s'agisse  des  types  ordinaux  ou  des  nombres,  le  prin- 
cipe d'induction  complète  se  présenterait  comme  un  élément  de 
définition  et  nullement  comme  un  principe  général  de  logique. 

G.  Combebiac  (Montauban). 

Comment  une  force  agit-elle  sur  un  corps? 

On  parle  souvent  d'une  seule  force,  quand  il  s'agit  en  réalité 
d'un  grand  nombre  de  forces  plus  petites.  Celui  qui,  au  moyen 
d'une  corde,  veut  entraîner  un  corps,  saisit  la  corde  en  un  grand 
nombre  de  points,  et  c'est  le  frottement  qui  empêche  la  corde 
d'échapper  de  la  main.  Ce  frottement  est  né  de  \si  pression  que  la 
main  exerce  sur  la  corde. 

La  corde  n'est  pas  attachée  à  un  seul  point  du  corps,  mais  à  un 
nombre  illimité  de  points.  Si  la  corde'  est  attachée  à  Faide  d'un 
nœud  (ou  si  elle  est  épissée),  c'est  encore  le  frottement  qui  joue 
un  rôle.  La  corde  n'exerce  pas  sur  le  corps  une  force  tractive, 
mais  une  pression. 

Si  un  corps  est  mis  en  mouvement  par  une  tige,  passant  à  tra- 
vers le  corps  et  pourvue  d'une  clavette,  alors,  quand  on  tire  la 
tige,  celle-ci  exercera  une  pression  sur  la  clavette,  qui  à  son  tour 
exercera  une  pression  sur  le  corps.  Si  la  tige  est  filetée  et  munie 
d'un  écrou,  c'est  l'écrou  qui  exerce  une  pression  sur  le  corps,  et 
la  friction  empêche  que  l'écrou  ne  tourne. 

Le  frottement  lui-même  n'est  autre  chose  que  la  conséquence 
d'un  grand  nombre  de  pressions, 

La  manière  dont  les  forces  exercées  parla  main  sont  transmises 
p*ar  la  corde  ou  la  tige  n'est  pas  connue.  On  suppose  que  chaque 
partie  d'un  corps  exerce  une  force  attractive  sur  les  parties  envi- 
ronnantes. Dès  qu'une  partie  se  déplace  sous  l'action  d'une  force 
extérieure,  cette  partie  entraîne  les  parties  environnantes  qui,  à 
leur  tour,  entraînent  d'autres  parties,  etc.  Cela  ne  se  fait  pas  sans 
que  la  distance  qu'il  y  a  entre  les  différentes  parties  devienne  plus 
grande  ou  plus  petite  (allongement  longitudinal,  compression  la- 
térale). 

Ce  qu'on  nomme  tension  est  la  conséquence  d'un  changement 
de  la  force  attractive  que  les  éléments  du  corps  exercent  les  uns 
sur  les  autres.  Or  M.  Keller  a  montré  [Comptes  rendus  du  9  nov. 
1908,  T.  CXLVll,  p.  853)  que  l'attraction  de  deux  points  matériels 
peut  être  considérée  comme  la  conséquence  d'une  pression. 

C'est  donc  toujours  la  pression  qui  joue  un  rcMe,  et  on  arrive  à 
la  conclusion  que  ce  qu'on  nomme  des  forces  tractives  n'existe  pas. 
Il  faut  excepter  la  force  musculaire,  qui  échappe  encore  aux  con- 
sidérations mathématiques. 
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Quand  on  se  sert  donc  du  mot  tirer,  on  se  sert  d'une  expression 
qu'on  ne  saurait  défendre,  mais  qui  permet  d'éviter  de  longues 
périphrases. 

F.-J.  V^s  (Rotterdam,  Hollande). 


A  propos  d*un  article  sur  un  cas  de  discontinuité  ^ 
Réponse  de  M.  Bioche  à  M.  Zoretti. 

Cher  Monsieur  Laisant, 

Voud  riez-vous  avoir  la  bonté  de  faire  insérer  dans  Y  Enseigne- 
ment  mathématique  les  quelques  lignes  suivantes,  que  j'ai  commu- 
niquées à  M.  Zoretti,  et  au  sujet  desquelles  il  n'a  élevé  aucune 
objection. 

«  Je  n'ai  pas  dit  :  «  11  faut  faire  expressément  l'hypothèse  que  la 
fonction  est  continue  »,  mais  «  il  n'est  pas  inutile,  si  on  veut  don- 
ner un  énoncé  ne  prêtant  pas  à  objection...  »  Il  me  semble  pru- 
dent d'énoncer  des  conditions  qui  peuvent  n'être  pas  absolument 
nécessaires,  pour  parer,  par  avance,  à  des  objections  plus  au 
moins  graves.  Je  ne  vois  pas  bien  ce  que  l'on  gagne  à  supprimer 
le  mot  continue;  j'ai  constaté  d'ailleurs  que  des  auteurs  de  traités 
bien  connus  ne  le  suppriment  pas.  » 

Paris,  20  octobre  1909.  Ch.  Bioche. 

Vues  stéréoscopiqués  pour  renseignement  de  la  géométrie. 

Nous  avons  déjà  attiré  l'attention  des  lecteurs,  à  plusieurs  re- 
prises', sur  l'emploi  du  stéréoscope  dans  renseignement  géomé- 
trique et  nous  leur  avons  signalé  les  collections  et  publications. 

Voici  deux  nouvelles  séries,  éditées  par  la  maison  Underwood 
&  Undcr>vood  à  Londres.  L'une  des  séries  est  destinée  à  l'ensei- 
gnement élémentaire;  elle  comprend  25  vues  stéréoscopiqués  em- 
pruntées à  la  Géométrie  de  Vespace.  La  collection  est  accompagnée 
d'un  petit  opuscule  intitulé  :  Solid  Geometry  through  the  Stéréos- 
cope, Démonstrations  ofsome  of  the  more  important  Propositions. 
Prepared  by  Edw.  Langley,  M.  A.,  Bedford  Modem  School. 

L'autre  sérié  comprend  23  planches  de  courbes  sphériques,  no- 
tamment de  chaînettes  algébriques,  étudiées  par  Sir  Gheenhill^, 
dans  divers  mémoires  sur  les  fonctions  elliptiques. 


^  Voir  l'article  de  M.  BinciiK^  dans  VEns.  math,  du  15  mai  1909  (p.  184-186),  et  la  lettre  de 
M.  ZoRRTTi,  dans  le  n«  de  septembre  (p.  379-380).  (Réd.) 

s  Voir  VEnseign.  mathém.,  8«  année,  1906,  p.  385-390,  p.  475-478;  9«  année,  p.  61-63,  p.  141-146. 

s  Voir  ses  AppUcaUons  of  eUiptlc  Functions,  p.  243;  Proc.  Lond.  Math.  Soc,  1895,  1896;  En- 
gineering, 1897;  Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France,  1901. 
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Commission  internationale  de  renseignement  mathématique. 

Comité  Central.  —  Les  délégations  ont  été  invitées  à  présenter 
un  rapport  sommaire  sur  l'organisation  et  l'état  des  travaux  de 
leurs  sous-commissions.  Le  Comité  central  se  réunira  fin  dé- 
cembre à  Bâle  pour  examiner  ces  rapports;  il  en  rendra  compte 
aux  membres  de  la  Commission  dans  une  «  Circulaire  N°  2  ». 

Allemag'ne*  —  Les  deux  premiers  rapports  préparatoires 
annoncés  dans  la  «  Circulaire  N**  1  »  (voir  XE,  M. y  p.  199,  1909 
viennent  d'être  publiés.  L'un  est  intitulé  : 

Ueber  die  Stellung  der  Mathematik  im  Lehrplan  der  Aôheren 
Màdchenschule  in  Preussen,  (Sur  la  place  accordée  aux  mathé- 
matiques dans  les  plans  d'études  des  écoles  supérieures  de  jeunes 
filles  en  Prusse,  avant  et  après  le  nouveau  décret  concernant  ces 
écoles),  par  G.  Nooos  (Berlin).  —  Cette  étude  a  été  publiée  dans 
la  Zeitsch.  /'.  math,  u,  naturw,  Unterricht  et  mise  en  vente  à  part 
sous  le  titre  général  de  Berichte  w.  Mitteilungeriy  veranlasst  durch 
die  intern,  mathematische  Unterrichtskom mission.  Nous  en  donne- 
rons un  résumé  complet  dans  un  prochain  numéro. 

Le  second  rapport,  dont  nous  donnerons  également  un  aperçu, 
a  pour  titre  :  Stoff  u.  Méthode  im  mathem,  Unterricht  der  nord^ 
deutschen  hôheren  Schulen  auf  Grund  der  s^orhandenen  Lehr^ 
biicher.  (Les  matières  et  les  méthodes  des  manuels  mathéma- 
tiques de  l'Allemagne  du  Nord.)  11  forme  le  premier  fascicule  des 
Abhandlungen  iiber  den  mathem,  Unterricht  in  Deutschland^  ver- 
anlasst  durch  die  intern,  mathem,  Unterrichtskommission,  heraus- 
gegeben  von  F.  Klein.  Band  1,  Heft  1.  —  C'est  sous  ce  titre  que 
seront  publiés  les  rapports  d'une  certaine  étendue. 

Ces  deux  études  font  bien  augurer  des  travaux  que  provoque 
l'enquête  de  la  Commission  internationale. 

Belg'ique*  —  La  Belgique  sera  représentée  dans  la  Commis- 
sion internationale  par  M.  J.  Nbuderc;,  membre  de  l'Académie 
royale,  professeur  à  l'Université  de  Liège. 

Etats-Unis  d'Amérique.  —  Depuis  la  publication  de  son 
premier  rapport  préparatoire,  dont  nous  avons  donné  la  traduc- 
tion en  mai,  la  sous-commission  américaine  a  tenu  des  séances  à 
New-York,  les  21  et  22  mai  et  le  15  septembre  1909.  Elle  vient  de 
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publier  un  second  rapport  contenant  la  liste  des  membres  des 
différents  comités  et  sous-comités.  Les  travaux  sont  en  fort  bonne 
voie  et  seront  présentés  et  discutés  dans  des  réunions  de  maîtres 
et  de  mathématiciens,  afin  de  bien  être  le  reflet  de  l'opinion  de 
tout  le  corps  enseignant  et  des  mathématiciens  du  pays. 

Hong^pie*  —  La  sous-commission  a  été  constituée  par  les 
soins  du  Ministère  et  comprend  43  membres.  Le  Bureau  est  com- 
posé comme  suit  :  présidents,  MM.  KOnig  et  Dkmeczky;  vice-pré- 
sidents, MM.  les  délégués  Beke,  Rados  et  Ratz;  secrétaires,  MM. 

GOLDZIEHER,  KoPP,  MiKOLA. 

Italie*  —  La  sous-commission  italienne  a  tenu  ses  premières 
réunions  à  Padoue  les  21  et  22  septembre  1909.  Elle  a  constitué 
son  bureau  comme  suit  :  M.  d'Ovioio,  président;  E.  Castelnuovo, 
secrétaire.  Les  travaux  projetés  comprendront  une  série  de  rap- 
ports préparatoires  sur  les  principaux  types  d'école,  et  rédigés 
par  MM.  Conti,  pour  les  écoles  primaires  ;  Fazzeri  et  Scarpis, 
pour  les  écoles  classiques  (gy^mnases  et  lycées)  ;  Scorza,  pour  les 
écoles  techniques  moyennes  ;  I^azzari,  pour  les  écoles  profession^ 
nelles  moyennes;  Conti,  pour  les  écoles  normales;  Somigliana, 
pour  les  deux  premiers  cours  de  la  Faculté  mathématique;  Pin- 
cherlé,  pour  les  deux  derniers  cours.  En  outre,  MM.  d'OviDio  et 
Veronese  ont  été  priés  d'exposer  leurs  s>ues  générales  sur  rensei- 
gnement mathématique.  Ces  rapports  seront  examinés  dans  une 
réunion  de  la  sous-commission,  en  mai  1910. 

Pays  associes*  —  Les  pays  dits  associés,  dont  la  liste  a  été 
donnée  dans  le  «  Rapport  préliminaire  »,  ont  été  invités  à  dési- 
gner un  délégué  pour  suivre  les  travaux  de  la  Commission.  Le 
Comité  central  attend  encore  les  réponses  de  plusieurs  pays  ; 
quelques-uns  ont  refusé.  Jusqu'ici  les  délégués  suivants  ont  été 
annoncés  : 

Canada  :  M.  Bovey,  recteur  du  Collège  impérial  technique  à 
Londres. 

Colonie  du  Cap:  M.  le  professeur  S. -S.  IIough,  de  l'Observa- 
toire royal  de  Captown. 

Mexique  :  M.  Valentin  Gama,  ingénieur,  sous-directeur  de  l'Ob- 
servatoire de  Tacuyaba,  professeur  à  l'Ecole  nationale  des  ingé- 
nieurs. 

Des  pourparlers  sont  en  train  au  sujet  de  la  délégation  japo- 
naise. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

Salzbourg,  septembre  1909. 

Les  mathématiciens  Memsinds  (Deutsche  Mathematiker-Verei^ 
nigung)  se  sont   réunis  cette  année,  du  19  au  26  septembre,  à 
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Salzbourg,  en  même  temps  que  TAssociation  des  médecins  et 
naturalistes  de  même  nationalité.  Quinze  cents  personnes  fré- 
quentèrent ce  congrès  qu'un  temps  splendide  a  favorisé. 

Dans  ses  séances  scientifiques,  présidées  successivement  par 
MM.  WiRTiNGER,  Kralse,  Engel  et  PicK,  la  section  mathématique 
entendît  de  nombreuses  communications,  la  plupart  d'un  grand 
intérêt,  et  dont  voici  Ténumération  succinte  : 

1.  F.  ËNGEL  (Greifswald),  Hermann  Grassmann. 

2.  E.  WfLscii  (Brùnn),  Applications  de  la  théorie  des  invariants  binaires. 

(Anwendungen  der  binàren  Invariantentheorie.  ) 

3.  G.    PicK   (Prague),    Sur   les   équations   diiïerenli elles    que   vérifient   les 

périodes  des  intégrales  hyperelliptiques.  (Die  Differenlialgleichungen 
der  hrperelliptischen  Perioden.) 

4.  M'i^  E.  NôTiiER  (Erlangen),  Sur  les  invariants  des  formes  de  n  variables. 

(Zur  Invariantentheorie  der  Formen  von  n  Variablen.) 

5.  G.  KoHN  (Vienne),  Sur  un  groupe  de  propositions  de  la  géométrie  pro- 

jective.  (Ueher  eine  Gruppe  von  Sàtzen  der  projektiven  Géométrie.) 

6.  R.  RoTiiE  (Clnusthal),  Sur  les  surfaces  isothermes.   (Ueber  die  Théorie 

der  isothermen  Flàchen.) 

7.  R.  MÛLLER  (Darmsladt),  Sur  le  mouvement  instantané  des  systèmes  plans 

qui  se  déforment  en  restant  semblables  à  eux-mêmes.  (Ueher  die 
Momentanbewegung  der  ebenen,  àhnlich  verànderlichen  Système.) 

8.  R.    Mehmke  (Stuttgart),   Contributions   à   la  cinématique  des    systèmes 

gauches,  invariables  ou  qui  se  déforment  en  restant  en  affinité. 
(Beitrdge  zur  Kineniatik  der  starren  und  der  affin-verànderlichen 
râumlichen  Système.) 

9.  M.  Gkûblek  (Dresde),  Sur  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 

qu'un  polygone  articulé,  dont  les  articulations  se  composent  de  vis. 

soit  à  liaisons  complètes.  (Das  Kriterium  der  Zwangslàufigkeit  der 

Schraubenketten,) 
10.  E.  Salkowski  (Charlottenbourg),  Sur  une  classe  remarquable  de  surfaces 

applicables  sur  l'hyperboloïde  de  révoluliou.  (Ueber  eine  bemerkens- 

iverte  Klasse  von  Biegungs flàchen  des  Rotations hy perboloids ). 
IL.   H.  Wiekek  (Darmstadt),   Sur  quelques  nouveaux  modèles  géométriques 

et  cinématiques.  (Ueber  neue  geometrische  und  kinematiscke  Modelle.) 

12.  E.  Stûblek  (Stuttgart),   Sur  le  système  formé  par  les  accélérations  des 

différents  points  d'un  corps  solide  en  mouvement.  (Das  Beschleuni- 
gungssystem  bei  der  Bewegung  eines  starren  KOrpers.) 

13.  H.  Wiener  (Darmstadt).   Quelques  application»  de  la   cinématique  à  la 

géométrie.  (Anwendung  kinematischer  Betrachtungen  auf  geometri- 
sche Fragen.) 

14.  R.  Skutscu  (Dortmund),  Appareil  réalisant  les  conditions  d'un  théorème 

de  Môbius  relatif  aux  positions  d'équilibre  de  systèmes  plans  qui  se 
déforment  en  restant  semblables  à  eux-mêmes.  (Apparat  zur  DemoU' 
stration  eines  Môbius-Satzes  ùber  das  Gleichgewicht  ebener  àhnlich 
verànderlicher  Système.) 

15.  H.  Jung  (Hambourg),   Rapport  sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques 

de  deux  variables  indépendantes.  (Bericht  ûber  die  Théorie  der  alge- 
braischen  Funktionen  zweier  Verànderlichen. } 
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16.  E.  HoppK  (Hambourg).  Division  du  cercle  et  système  sexagésimal  chez 

les  Babyloniens.  { Sexagesimalsystem  und  die  Kreisteilung  der  Baùy- 
lonier.) 

17.  L.-G.  DU  Pasquier  (Zurich).  Sur  Je  nombre  qu'il  conviendrait  le  mieux 

d'adopter  comme  base  de  la  numération.  ( Ueher  die  Frage  nach  der 
geeignetsten  Grundzahl  des  Zahlensysteins.  ) 

18.  W.  Velten'  (Kreuznach),   Développement  des  fonctions  elliptiques.  {Die 

Entwicklung  der  elliptischen  Funktionen.) 

19.  H.  WkHS  (Vienne),  Rapport  sur  la  théorie  de  Téquation  intégrale  linéaire. 

i Bericht  ùher  die  Théorie  der  lineaven  Integralgleichung.) 

20.  A.  KoK?{  (Munich),  Résolution  par  approximations  successives  de  l'équa- 

tion intégrale  linôaire.  (Lôsung  der  linearen  Integralgleichung  mit 
Hilfe  der  Méthode  der  sukzessiven  Nàherungen.) 

21.  W.  WiRTiNGER  (Vienne),  Sur  la   représentation   conforme  parle  moyen 

d'intégrales  abéliennes.  (Ueher  die  konforme  Abhildung  durch  AbeV- 
sche  Intégrale  ) 

22.  S.  GûNTHER  (Munich).  Géographie  mathématique  et  physique  de  Leonhard 

Euler.  i Matheniatische  und  physikalische  Géographie  hei  Leonhard 
Euler.) 

23.  O.   Perron  (Munich;,  Sur  la  manière  dont  se  comportent  à  l'infini  les 

intégrales  d'équations  linéaires  aux  différences.  (Ueher  dus  Verhalten 
der  Intégrale  Unearer  Differenzengleichungen  im  Unendlichen.) 

24.  L.-G.   DU   Pasquier  (Zurich),   Sur  les    tetlarions    entiers    (Ueber  ganze 

Tettarionen.) 

25.  E.  TiMERDiNG   (Brauuschweig).   Nouveaux   modèles   de   systèmes   qui   se 

déforment  en  restant  en  affinité,  modèles  exécutés  par  F.  Schilling 
selon  les  indications  de  F.  Klein.  (Neue  Modelle  affin-verànderlicher 
Système  nach  Angaben  F.  Klein  s  ausgefiihrt  s'on  F.  Schilling.) 

26.  R.  Mehmke  (Stuttgart).   Présentation  de  la  machine  à  calculer,  marque 

Euclide.  de  Ch.  Hamann.  (Vorfuhrung  der  Rechenmaschine  «  Euklidr» 
von  Ch.  Hamann.) 

27.  E.  Papperitz  (Freiberg),  Les  projections  cinodiaphragmatiques;  nouveau 

procédé  pour  l'enseignement  de  la  géométrie.  (Die  kinodiaphragma- 
tische  Projektion:  ein  neues  Darstellungsmittel  in  der  Géométrie.  )  — 
D'intéressantes  projections  lumineuses  accompagnèrent  cette  commu- 
nication. 

28.  F.   E?CGEL  (Greifswald),   Sur'  les  familles  de  courbes  qui   admettent  un 

même  covariant  différentiel.  (Ueber  Kurvenscharen,  die  zu  einem 
gegebenen  IJifferentialansdruck  Kos'uriant  sind.) 

29.  E.  CzuBEK  (Vienne),  Sur  l'évaluation  de  la  mortalité.  (Ueber  Sterblich- 

keitsmessung.j 

30.  E.  MûLLER  (Vienne),  Réflexions  sur  les  transformations  qu'il  conviendrait 

d'apporter  à  l'enseignement  de  la  géométrie  descriptive  dans  les  uni- 
versités et  dans  les  hautes  écoles  techniques.  (Anregungen  zur  Aus- 
gestaltung  des  darstellend-geometrischen  Unterrichtes  an  technischen 
Hochschulen  und  Universitàten.  —  Une  exposition  d'épurés,  exécutées 
par  ses  élèves,  illustrait  les  remarques  judicieuses  du  conférencier. 

Chaque  chapitre  des  sciences  mathématiques  fut  pour  ainsi  dire 
représenté.  La  cinématique  eut  toutefois,  comme  on  Tavait  d'ail- 
leurs décidé  à  Tavance,  la  place  principale.  Pour  être  complet,  il 
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faut  mentionner  encore  la  conférence  de  M.  Einstein,  de  TUniver- 
sité  de  Zurich,  sur  les  transformations  récentes  apportées  à  nos 
hypothèses  sur  la  nature  de  la  lumière  (Ueberdie  neueren  [Imwand- 
lungen,  ii^elche  nnsere  Anschauungen  iïber  die  Natur  des  Lichtes 
erfahren  haben).  Elle  fut  très  fréquentée  et  eu  lieu  devant  un  public 
attentif, composé  des  mathématiciens  et  aes  physiciens  réunis  pour 
la  circonstance. 

Séance  administrative  de  l'Association  des  mathématiciens 
ALLEMANDS.  —  La  séancc  est  présidée  par  M.  Krause,  président. 
M.  Krazer  donne  un  aperçu  de  Tétat  de  la  société  qui  compte 
actuellement  753  membres.  Il  rappelle  le  souvenir  de  MM.  Bier- 
MANN,  MiNKOWSKi,  MuTH,  Reuschle  ct  Stahl,  décédés  dans  le  cou- 
rant de  Tannée. 

hes  publications  de  V Association  sont  en  bonne  voie.  Les  grands 
rapports  de  MM.  Schœnflies  et  Burkhardt  touchent  à  leur  fin. 
Le  mémoire  de  M.  Enestrôm,  concernant  la  bibliographie  des 
œii{fres  d'Euler  sera  bientôt  terminé..  Le  second  fascicule  de 
V Algèbre  de  la  logique  de  Schrôder,  pourra  paraître  incessamment. 
Quanta  l'Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques,  qu'il  s'agisse 
des  éditions  française  ou  allemande,  cette  œuvre  progresse  comme  le 
fait  voir  M.  F.  Klein  en  donnant  quelques  renseignements  sur  les 
plus  récents  numéros.  Une  chose  qu'il  convient  de  noter,  c'est  la 
création  de  deux  bibliothèques  centrales  techniques  en  Allemagne, 
l'une  à  Berlin,  l'autre  à  Munich. 

Œui^res  d'Euler.  M.  Rudio,  le  dévoué  président  de  la  commission 
des  œuvres  d'Euler,  prend  la  parole.  Il  dit  toutes  les  démarches 
faites  pour  assurer  la  publication  des  travaux  mémorables  de 
l'illustre  mathématicien  bâlois,  leur  réussite  complète  et  termine 
au  milieu  des  applaudissements  chaleureux  et  unanimes  de  toute 
l'assemblée  en  faisant,  part  de  la  décision  votée,  le  6  septembre 
écoulé,  à  Lausanne,  par  la  Société  helvétique  des  Sciences  natu- 
relles*. 

Monument  commèmoratif  en  Vhonneur  de  Gauss.  L'assemblée, 
après  un  rapport  de  M.  F.  Klein,  vote  un  subside  de  300  marks  en 
faveur  de  l'établissement  d'une  tour  qui  portera  le  nom  de  tour  de 
Gauss  (Gaussthurm)  et  qu'on  élèvera  non  loin  de  Gœttingue,  sur 
le  Hohenhagen. 

Commission  internationale  de  l'Enseignement  mathématique. 
M.  F.  Klein  parle  des  travaux  de  cette  commission,  de  l'activité 
multiple  des  comités  nationaux  et  il  insiste  plus  particulièrement 
sur  l'organisation  et  l'état  des  travaux  en  Allemagne  ;  puis  il  signale 
le  rapport  publié  sous  les  auspices  de  la  Délégation  allemande  par 
M.  W.  Lïetzmann  et  intitulé  Stoff'und  Méthode  im  mathematiscken 


1  Voir  V Enseignement  mathématique,  Duméro  du  15  ecpt.  1909,  p.  383. 
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Unterricht  der  fHorddeutschen  hôheren  Schulen  auf  Grund  der 
çorhandenen  Lehrbùcher, 

Elections.  MM.  Czuber  et  Rheinhold-Muller  sont  appelés,  par 
acclamation,  à  remplacer,  dans  le  Comité  directeur,  MM.  Krause  et 
ScHŒNFLiES,  membres  sortants. 

Le  prochain  congrès  aura  lieu  à  Kœnigsbergy  en  1910. 


Société  italienne  pour  ravancement  des  sciences. 

La  Società  italiana  per  il  progressa  délie  scienze  a  tenu  sa  réu- 
nion annuelle  à  Padoue,  du  20  au  25  septembre,  sous  la  présidence 
de  M.  VoLTERRA.  Il  est  à  remarquer  qu'on  a  fait  dans  ce  congrès 
la  plus  large  place  aux  conférences  d'intérêt  général,  en  réduisant 
le  plus  possible  les  travaux  des  sections.  Pour  ce  qui  se  rapporte 
aux  mathématiques  pures  et  appliquées,  il  y  a  lieu  de  signaler  une 
conférence  générale  des  plus  brillantes,  tenue  par  M.  Severi  et 
intitulée  Hypothèses  et  realité  dans  les  sciences  géométriqueSy  et 
les  communications  suivantes  :  A.  Alessio,  Sur  la  réduction  à  sup- 
port rigide  des  observations  pendulaires  dans  les  déterminations 
de  gravité  relative.  —  U.  Cisotti,  Efforts  d'après  Maxwell  et  mi- 
lieux élastiques.  —  A.  Crocco,  Navigation  aérienne.  —  G.  Gal- 
Lucci,  Sur  les  configurations  irrégulières  Nj.  —  T.  Levi-Civita, 
M.  Abraham,  M.  0.  Corbino,  Sur  la  constitution  des  radiations 
électriques.  —  E.  Pascal,  Intégration  mécanique  des  équations 
différentielles.  —  G.  Ricci,  Sur  la  détermination  de  variétés  à 
trois  dimensions  ayant  des  propriétés  intrinsèques  assignées 
d'avance. 

Congrès  de  la  «  Hathesls  »,  société  des  mathématiciens  italiens. 

La  société  des  mathématiciens  italiens  (qui  a  surtout  en  vue  les 
questions  d'enseignement)  a  tenu  sa  réunion  annuelle  à  Padoue, 
du  20  au  23  septembre,  sous  la  présidence  de  M.  Severi. 

Le  discours  d'ouverture  a  été  tenu  par  M.  G.  Loria,  professeur 
à  l'Université  de  Gênes,  qui  a  analysé  la  crise  actuelle  des  écoles 
moyennes. 

On  a  traité,  dans  le  congrès,  les  questions  suivantes  : 

1.  Modifications  et  réformes  des  programmes  d'enseignement 
des  différentes  écoles  moyennes  (Rapporteurs,  MM.  Gigli,Gallucci, 
Perna  et  M™*  BissoN-MiNio). 

2.  Préparation  des  professeurs  (Rapporteurs,  MM.  Loria  et  Pa- 
doa).  La  discussion,  très  animée,  à  laquelle  participèrent  MM.  Cas- 
TELNuovo,  PiNCHERLE,  Sevehï  et  Veronese,  couclut  avec  le  vœu  que, 
dans  les  grandes  Universités,  il  soit  créé  une  chaire  de  Méthodo- 
logie mathématique,  et  que  les  candidats  à  l'enseignement  soient 
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tenus,  pendant  le  cours  des  études,  à  faire  des  leçons  d'appren- 
tissage dans  les  écoles  moyennes. 

3.  Organisation  et  publication  (en  italien)  d'une  encyclopédie 
des  mathématiques  élémentaires  (Rapporteurs,  MM.  Berzolari  et 
Bonola). 

4.  Plan  des  travaux  de  la  Commission  internationale  de  l'ensei- 
gnement mathématique  et  de  la  sous-commission  italienne  (Rap- 
porteur, M.  Castklnuovo,  membre  de  la  délégation  italienne). 

Pendant  le  congrès,  on  a  ouvert  un  concours  (prix  200  francs) 
pour  une  leçon  sur  un  sujet  de  mathématique  élémentaire  (Com- 
missaires, MM.  Bettazzi,  Castiilnuovo,  D'Ovidio,  Nannei,  Van- 

NINl). 

Le  prix  a  été  décerné  à  M.  Padoa  pour  sa  leçon  sur  la  théorie 
des  fractions. 


Congrès  des  mathématiciens  Scandinaves. 

Stockholm,  22-25  septembre  1909. 

Un  grand  nombre  de  mathématiciens  danois,  finlandais,  nor- 
végiens et  suédois  ont  pris  part  au  Congrès  des  mathématiciens 
Scandinaves,  qui  a  eu  lieu  à  Stockholm,  dn  22  au  25  septembre  1909. 
La  séance  d'ouverture  était  présidée  par  M.  le  Prof.  Mittag-Lefïler. 

Le  comité  d'organisation  avait  prévu  des  conférences  générales, 
d'une  durée  de^/^  d'heure,  et  des  communications  spéciales,  d'une 
durée  de  10  minutes.  Voici  la  liste  des  travaux  présentés  : 

Conférences  générales.  —  1.  Mittag-Leffler,  G.,  Le  fondement  arithmé- 
tique de  la  théorie  des  fonctions. 

2.  Zruthen,  h. -G.,  Introduction  à  la  Géométrie  énumérative. 

3.  KocH,  H.  V.,  Systèmes  d'équations  à  un  nombre  infini  d'inconnues. 

4.  SuNDMAN,  K.-F.,  Sur  les  singularités  réelles  dans  le  problème  des  trois 

corps. 

5.  Bjerknes,  Vilh.,  La  théorie  mathématique  des  problèmes  de  la  météo- 

rologie. 

6.  Fredholm,  I. ,  Sur  les  équations  intégrales. 

7.  Hjemslev,  J.,  Sur  les  principes  de  la  Géométrie. 

8.  Phragmén,  E.,  La  théorie  des  fonctions  entières  de  genre  uni. 

9.  LiNDELÔF,  E.,  Sur  le  théorème  de  Picard  dans  la  théorie  des  fonctions. 
10.  Stôhmer,  C,  La  théorie  mathématique  de  l'aurore  boréale  et  des  orages 

magnétiques. 

Communications  spéciales.  —  11.  Brodén,  T.,  Sur  l'antinomie  de  Richard. 

12.  Mellin,  Hj.,  Sur  une  théorie  commune  pour  la  fonction  gamma  et  les 

fonctions  hypergéométriques. 

13.  Bendixso?!,  L,  Sur  les  solutions  périodiques  des  équations  différentielles 

linéaires. 

14.  BiRKELAND,  R.,  Surles  intégrales  irrégulières  des  équations  différentielles. 
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15.  Stridsbbro,  E.,  Sur  quelques  propriétés  arithmétiques  de  certaines  fonc^ 

tions  transcendantes. 

16.  BoHLiM,  K.,  Développements  des  intégrales  du  problème  des  trois  corps. 

17.  Charlier,  C.-Y.-L. ,  Sur  le  problème  du  calcul  de  probabilité. 

18.  Hesîselberg,  Th.,  Sur  l'application  de  Téquation  de  continuité  de  l'hydro- 

dynamique   pour  la    détermination   des   mouvements   verticaux   dans 
l'atmosphère. 

19.  BucHT,  G..   La  représentation  des  racines  des  équations  mélacycliques. 

20.  Palmstrom,  a.,  Sur  les  nombres  cycliques. 

21.  JuEL,  Chr.,  Sur  une  surface  de  révolution  non  analytique. 

22.  OsEEN.,  C.-W.,  Une  équation  aux  dérivées  partielles  dans  la  physique 

mathématique. 

23.  HoLMGREN,   E.,  Sur  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  à 

caractéristiques  réelles. 

24.  Pleijel,  h.,  Sur  la  différence  du  potentiel  entre  deux  solutions  électro- 

lytcs. 

25.  Thue,  A.,  Sur  des  propriétés  nouvelles  des  nombres  algébriques  et  leur 

application  aux  équations  de  Diophanle. 

26.  BoHR,  H.,  Sur  la  sommabilité  des  séries  de  Diri«hlet. 

27.  Mollerup,  J.,  La  convergence  des  séries  de  fonctions  orthogonales. 

28.  Stkidsberg,    £.,    Sur  les   propriétés   arithmétiques   des    intégrales  des 

équations  différentielles  algébriques. 

29.  Zeipkl,  h.  V.,  Sur  les  perturbations  séculaires  des  comètes. 

30.  Li?iDEBERG,  J.-W.,  Sur  la   fonction   de  Weierstrass  dans  la  théorie  des 

variations. 

31.  NôRLUND,  N.-E.,  Les  équations  aux  différences. 

32.  Thiele,  T.-N.,  Le  calcul  d'interpolation,   l'intermédiaire  entre  les    ma- 

thématiques élémentaires  et  l'analyse. 

33.  Wicksell.  K.,  Déduction  mathématique  de  l'iutérét  du  capital. 

34.  Hansen,  C,  Sur  les  singularités  situées  sur  le  cercle  de  convergence. 

35.  Bjekknes,  Vilh.,  Sur  une  forme  modifiée  des  équations  de  Maxwell. 

36.  Ekman.W.,  La  question  de  stabilité  dans  l'hydrodynamique. 

Société  suisse  des  professeurs  de  mathématiques. 
Réunion  de  Soleure,  10  octobre  1909. 

La  11**  réunion  a  eu  lieu  à  Soleure,  le  11  octobre  1909,  sous  la 
présidence  de  M.  II.  Fehr,  Genève.  Elle  a  été  ouverte  par  une 
courte  isillocution  du  président,  dans  laquelle  il  a  rappelé  que  la 
Société  helvétique  des  Sciences  naturelles,  dans  sa  réunion  de 
Lausanne,  a  définitivement  décidé  d'entreprendre  la  publication 
des  œuvres  d'Eu  1er, 

Les  communications  scientifiques,  au  nombre  de  quatre,  ont  été 
réparties  sur  deux  séances. 

1.  —  M.  BiiANDENBERGER  (ZuricH),  Uebcr  Lamberts  flcichentreue 
Azimutalprojektion,  —  M.  Brandenberger  a  eu  l'occasion  d'appro- 
fondir tout  particulièrement  Tétude  de  la  projection  azimutale  de 
Lambert  avec  conservation  des  aire^.  Au   point  de  vue  géomé- 
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trique,  ce  système  fournit  une  série  intéressante  d'applications 
que  Fauteur  exposera  dans  cette  Hei^ue.  Les  méridiens  et  les  pa- 
rallèles sont  projetés  suivant  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

Le  conférencier  a  montré  comment  on  peut  déduire  la  projec- 
tion azimutale  de  la  projection  stéréographique.  On  sait  que  la  pre- 
mière conserve  les  aires  sans  être  conforme,  tandis  que  la  seconde 
est  conforme,  mais  ne  conserve  pas  les  aires. 

La  projection  de  Lambert  devant  être  utilisée  pour  la  repré- 
sentation du  globe  terrestre  dans  les  atlas  suisses,  cette  confé- 
rence a  tout  particulièrement  intéressé  les  auditeurs. 

2.  —  Du  Pasquikb  (Zurich),  Quel  nombre  serait  à  préférer 
comme  base  du  système  numéral P  —  La  base  du  système  de  nu- 
mération a  souvent  été  discutée  et  critiquée.  M.  L.-G.  Du  Pas- 
QUiBR,  agrégé  à  l'Ecole  polytechnique  et  à  l'Université  de  Zurich, 
a  présenté  un  exposé  très  clair,  concis  et  tout  de  même  complet  de 
la  question  ci-dessus.  Nous  publierons  son  étude  dans  un  pro- 
chain numéro.  —  En  se  plaçant  successivement  à  cinq  points  de 
vue  différents  pour  élucider  cette  question  d'une  façon  complète, 
le  conférencier  arrive  à  lui  donner  une  réponse  aussi  définitive 
que  possible,  basée  à  la  fois  sur  des  considérations  théoriques 
et  sur  des  expériences  pratiques.  Si  Ton  ne  considère  que  le  point 
de  vue  de  la  divisibilité,  on  demandera  que  la  base  contienne 
autant  de  diviseurs  et  autant  de  facteurs  premiers  que  possible, 
qu'elle  soit  en  tout  cas  paire;  si  l'on  veut  que  le  nombre  des  élé- 
ments fixes  qui  servent  à  construire  tout  le  système  soit  minimum 
pour  la  numération  parlée,  on  devra  préférer  4,  6  ou  8  comme 
base  du  système  ;  pour  la  numération  écrite,  une  base  aussi  grande 
que  possible.  En  se  plaçant,  troisièmement,  au  point  de  vue  de  la 
clarté  dans  la  représentation  des  nombres,  on  exigera  qu'il  soit 
aussi  facile  que  possible  de  lire  et  d'écrire  les  nombres,  de  les 
reconnaître  et  de  saisir  leurs  propriétés  élémentaires  au  premier 
coup  d'œil  ;  on  devra  considérer  alors  un  grand  nombre  de  fac- 
teurs dont  les  uns  militent  en  faveur  d'une  grande,  les  autres  en 
faveur  d'une  petite  base.  Résultat  :  les  nombres  impairs  ainsi  que 
les  nombres  supérieurs  à  30  sont  impossibles  comme  base  d'un 
système  de  numération. 

D'une  importance  autrement  grande  que  ces  spéculations  théo- 
riques sont  les  considérations  d'ordre  pratique  et  pédagogique  ; 
elles  militent  toutes  en  faveur  d'une  petite  base,  spécialement  de 
la  base  4  ;  il  coûterait,  pour  prendre  un  exemple,  en  moyenne  cent 
fois  moins  de  temps  et  d'efforts  pour  apprendre  à  calculer  dans  le 
système  quaternaire  que  dans  le  système  décimal. 

Enfin,  le  système  quaternaire  possède  une  souplesse  qui  fait 
défaut  à  tous  les  systèmes  à  grande  base  :  les  élèves  moins  doués 
en  resteraient  toujours  au  système  par  4  ;  mais  les  plus  doués  pas- 
seraient facilement  aux  systèmes  à  base  8  et  à  base  16,  en  pre- 
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nant  les  chiffres  deux  à  deux;  de  là  les  grands  calculateurs  mon- 
teraient facilement  aux  systèmes  par  32  et  par  64,  en  prenant  les 
chiffres  3  par  3,  et  ainsi  de  suite. 

Une  réforme,  quelque  désirable  qu'elle  soit,  n'est  plus  guère 
possible  aujourd'hui,  mais  on  entrevoit  l'immensité  de  la  perte  de 
temps  et  d'efforts  causée  à  l'humanité  par  le  fait  que  ce  n'est  pas 
le  meilleur  nombre  qui  est  la  base  du  système  de  numération. 

3.  —  L.  Crelibr  (Bienne),  Systèmes  cinèmatiques.  . —  Le  confé- 
rencier part  du  déplacement  des  figures  de  forme  invariable,  et  se 
basant  sur  les  principes  et  les  constructions  de  la  géométrie  ciné- 
matique, il  arrive  à  divers  groupes  de  courbes  supérieures  qui 
présentent  entre  elles  des  relations  très  intéressantes. 

Le  déplacement  d'un  angle  droit  dont  le  sommet  glisse  sur  un 
axe  pendant  qu'un  côté  s'appuie  constamment  sur  un  point  fixe 
donne,  en  dehors  des  trajectoires  bien  connues  (conchoïdes,  or- 
thoconchoïdes,  conchoïdes  obliques  de  droite)  diverses  paraboles 
et  cissoïdes  liées  par  des  relations  simples. 

Dans  le  déplacement  de  l'angle  droit  qui  correspond  à  la  géné- 
ration de  la  strophoïde,  il  y  a  encore,  outre  les  trajectoires  qui  sont 
des  conchoïdes  de  strophoïde,  une  base,  une  roulante  et  une  enve- 
loppe du  second  côté  de  l'angle  droit.  11  y  a  encore  un  lien  des 
points  symétriques  de  ceux  de  la  base  par  rapport  à  cette  enve- 
loppe. On  arrive  également  à  divers  mouvements  conchoïdaux 
liés  au  précédent  quand  on  étudie  les  normales  des  trajectoires. 

L'angle  droit  dont  le  sommet  décrit  une  parabole  et  dont  un 
côté  s'appuie  sur  le  foyer,  forme  également  un  système  cinématique 
intéressant.  Ce  mouvement  nous  donne  la  développée  de  l'enve- 
loppe du  second  côté  dans  le  déplacement  strophoïdal. 

Des  considérations  analogues  sont  applicables  au  mouvement 
de  l'angle  droit  générateur  du  cappa  ou  de  l'angle  droit  dont  le 
deuxième  côté  enveloppe  une  ellipse  ou  une  hyperbole.  On  arrive 
à  des  conchoïdes  d'ellipse  et  d'hyperbole  d'un  grand  intérêt. 
M.  Crelier  a  parlé  également  du  mouvement  à  deux  ornières  fixes 
et  exposé  une  construction  élémentaire  des  points  de  rebrousse- 
ment  des  astroïdes  obliques. 

Les  résultats  plus  complets  des  recherches  du  conférencier  pa- 
raîtront prochainement  dans  un  volume  de  la  collection  Scientia 
intitulé  :  Systèmes  cinématiques, 

4.  —  A.  Emch  (Soleure),  Einige  mathematische  und  mechanische 
Betrachtungen  in  der  Natnr.  —  La  communication  de  M.  Emch  a 
passé  en  revue  un  certain  nombre  de  formes  géométriques  et  de 
phénomènes  mécaniques  que  l'on  rencontre  dans  la  nature  et  sur 
lesquels  il  y  aurait  intérêt  à  attirer  l'attention  des  élèves.  Nous 
aurons  l'occasion  de  revenir  sur  cet  exposé. 

Séance  administrative.  —  M.  Fehr,  président  de  la  Délégation 
suisse  de  la  Commission  internationale  de  l'enseignement  mathé- 
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matique,  donne  un  rapide  aperçu  de  Tétat  des  travaux  en  Suisse. 
Il  signale  le  Rapport  que  la  Délégation  allemande  vient  de  publier 
sous  le  titre  de  Stoff  u.  Méthode  im  mathem,  Unterncht  der  Nord- 
deuischen  Schulen  auf  Grand  der  \forkandenen  Lehrbûcher,  par 

LiETZMANN. 

La  Société  a  décidé  qu'à  l'avenir,  la  séance  générale  annuelle 
aura  lieu  en  même  temps  que  celle  de  la  Société  suisse  des  pro- 
fesseurs de  Gymnases,  et  que  le  Comité  sera  en  fonction  pendant 
trois  ans.  Le  président  sortant  de  charge  a  été  remplacé  par  M.  le 
D""  C.  Brandenberger  (Zurich).  Les  autres  membres  du  comité 
sont  MM.  EcLi,  recteur  à  Lucerne,  vice-président;  D""  Du  Pasquier 
(Zurich),  secrétaire  ;  D*"  A.  Emch  (Soleure),  trésorier;  D*"  L.  Crelibr 
(Bienne). 

La  dernière  séance  a  été  suivie  d'une  visite  à  l'Observatoire  de 
l'Ecole  cantonale,  sous  la  direction  du  professeur  Mauderli. 

Dans  une  réunion  commune  avec  la  Société  des  professeurs  de 
gymnases,  on  a  discuté  la  question  des  cours  de  vacances  des- 
tinés aux  professeurs  des  FCcoles  moyennes.  La  discussion  était 
basée  sur  deux  rapports,  l'un  de  M.  Giiossmann  (Zurich)  pour  ren- 
seignement des  sciences  mathématiques  et  naturelles,  l'autre  de 
M.  Steiger  (Zurich)  pour  les  branches  historiques  et  philoso- 
phiques. Une  commission  de  15  membres  a  été  chargée  de  pré- 
parer un  plan  général  de  cours  de  vacances  pour  la  prochaine 
réunion,  qui  aura  lieu  à  Baden. 

Etats-Unis.  —  Thèses  de  doctorat. 

Voici  la  liste  des  Thèses  présentées  aux  principales  universités 
américaines  pendant  l'année  1908-1909;  le  nom  de  l'université  est 
indiqué  entre  parenthèses,  après  le  nom  de  l'auteur. 

IL-E.  BucHANAN  (Chicago)  :  Periodic  oscillations  of  three  fînite 
masses  about  the  Lagrangian  circular  solutions.  —  T.  Buck  (Chi- 
cago) :  Oscillating  satellites  nearthe  Lagrangian  equilorial  triangle 
points.  —  H. -T.  BuRGEss  (Yale^  ;  Point-circle  corrélations.  — J.-R- 
CoNNER  (Johns  Ilopkinsi  :  Basic  Systems  of  relational  norm-curves. 

—  L.-S.  Dederick  (Harvard)  :  Certain  singularities  of  transforma- 
tions of  two  real  variables.  —  A.  Dresden  (Chicago)  :  The  second 
derivatives  of  the  extremal  intégral.  —  G. -F.  Gulderfinger  (Yale)  : 
On  the  geometry  of  line  éléments  in  the  plane  with  référence  to 
osculating  vertical  parabolas  and  circles.  —  G.-W.  Hahtvvbll 
(Columbia)  :  Plane  fielcls  of  force  invariant  under  projective  trans- 
formations. —  D.-D.  Leib  (Johns  Hopkins)  :  On  a  complète  systeni 
of  invariants  of  two  triangles.  —  J.-V.  MacKelvey  (Cornell):  The 
groups  of  birational  transformations  of  algebraic  curves  of  genusa. 

—  W.-D.  MacMillan  (Chicago)  :  Periodic  orbits  about  an  oblate 
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spheroid.  —  E.-H.  Taylor  (Harvard)  :  On  some  problems  in  con- 
formai mapping.  —  H.-I.  Thomsen  (Johns  Hopkins)  :  Some  facts 
in  regard  to  plane  ratîonal  curves.  —  M.-O.  Tripp  (Columbia)  : 
Groups  of  order/>^^'.  —  Miss  M. -S.  Walker  (Yale)  :  A  generalized 
définition  an  improper  multiple  intégral. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctiofts. 

AUemag'ne.  —  M.  G.  Faber,  privat-docent  à  l'Ecole  tech- 
nique supérieure  de  Carlsruhe,  est  nommé  professeur  extraordi- 
naire à  l'Université  de  Tubingue. 

M.  Hartmann,  de  l'Institut  astrophysique  de  Potsdam,  est 
nommé  professeur  d'astronomie  et  directeur  de  l'institut  astrono- 
mique à  Gottingue,  en  remplacement  de  M.  Schwarzschild. 

M.  E.  IIiLB,  privat-docent  à  l'Université  d'Erlangen,  est  nommé 
professeur  extraordinaire  de  mathématiques  à  l'Université  de 
Wiirzbourg. 

M.  R.  Lehmann-Filhés,  professeur  extraordinaire  à  l'Université 
de  Berlin,  est  nommé  professeur  ordinaire  honoraire  de  cette 
Université. 

M.  E.  N^TSCH,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Dresde,  est  nommé  professeur  honoraire  de  cette  école. 

M.  Schwarzschild,  professeur  à  l'Université  Gôttingue,  est 
nommé  directeur  de  l'Observatoire  astrophysique  de  Potsdam. 

Prii^at-docents.  —  Ont  été  nommés  privat-docents  :  M.  J.  Os- 
WALD-MiJLLER,  pour  Ics  mathématiques,  à  l'Université  de  Bonn  ; 
M.  A.  WiLKENs,  pour  l'astronomie,  à  l'Université  de  Kiel. 

Ang'leterre*  —  M.  A.-W.  Conway,  D.  Se,  est  nommé  pro- 
fesseur de  physique  mathématique  à  l'Université  nationale  d'Ir- 
lande. 

M.  G. -A.  GiBsoN,  M.  A.  ;  LL.  D.  ;  F.  R.  S.,  est  nommé  professeur 
de  mathématiques  à  l'Université  de  Glasgow. 

M.  J.-M.  Miller,  D.  Se,  est  nommé  «  intérim  »  chef  du  Dépar- 
lement des  mathématiques  au  collège  technique  de  Glasgow. 

M.  J.-R.  WiLTON,  B.  A.  ;  B.  Se,  est  nommé  «  Assistant  Lecturer  » 
en  mathématiques  dans  l'Université  de  Shelïield. 

Autriche.  —  M.  A.  Adler,  privat-docent  à  l'Ecole  technique 
supérieure  de  Vienne,  a  été  nommé  professeur  de  géométrie  des- 
criptive. 

M.  J.  V.  Hbpperger,  professeur  à  l'Université  de  Vienne,  a  été 
nommé  directeur  de  l'institut  astronomique  de  cette  Université. 

Etats-Unis*  —  M.  E.-H.  Moore,  professeur  à  l'Université  de 
Chicago,  est  nommé  docteur  honoris  causa  en  mathématiques  de 
l'Université  de  Clark  et  docteur  es  sciences  de  l'Université  de  Yale. 

M.  W.-F.  OscooD,  professeur  à  l'Université  de  Harvard,  est 
nommé  docteur  honoris  causa  en  droit  de  l'Université  de  Clark. 

L'Enneignement  mathém.,  ll'anntso;  1909  31 
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M.  C.  RuNGE,  professeur  à  TUniversité  de  Gottingue,  a  été  appelé 
à  rUniversilé  de  Columbia  (New-York)  comme  professeur  à  titre 
d'échange  pour  Thiver  1909-1910  ;  il  fera  des  conférences  et  des 
exercices  sur  les  méthodes  graphiques  dans  les  Sciences  physiques 
et  techniques. 

M"*^  A.  Senty  est  nommée  professeur  de  mathématiques  à  TUni- 
versité  de  Californie,  à  Berkeley. 

Italie*  —  M.  V.  Voltehra,  professeur  à  l'Université  de  Rome, 
a  été  invité  par  la  Clark  University  (Worcester,  Massachussets]  à 
y  tenir  quelques  conférences.  Ces  conférences,  au  nombre  de  trois, 
ont  eu  lieu  en  septembre  dernier.  Voici  le  programme  :  1.  Sur  la 
théorie  des  ondes.  Théorie  de  Maxw^ell  et  de  Lorentz.  Le  monde  de 
Minkowski.  —  11.  Problèmes  anciens  et  nouveaux  de  la  théorie  dç 
l'élasticité.  Théories  de  Fredholm  et  de  Hilbert.  —  III.  Les  ques- 
tions d'hérédité  en  physique  mathémathique  (hystérésis,  etc.). 
Mécanique  de  l'hérédité.  Hérédité  en  élasticité  et  en  électrodyna- 
mique. Equations  intégro-différentielles. 

M.  G.-A.  Maggi,  professeur  à  l'Université  de  Pise,  a  été  nommé 
membre  correspondant  de  la  Société  mathématique  de  Kharkow. 

M.  V.  VoLTERRA,  professeur  à  l'Université  de  Rome,  a  été  nommé 
docteur  es  sciences  physiques  honoris  causa  par  la  Clark  Univer- 
sity. La  même  distinction  a  été  conférée  à  deux  éminents  phy- 
siciens, les  professeurs  Michelson  et  Rutherford. 

Suède.  —  M.  J.  Fredholm,  professeur  à  l'Université  de  Stock- 
holm, a  été  nommé  docteur  honoraire  de  l'Université  de  Leipzig, 
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Cours  universitaires. 
Semestre   d'hiver    1909-1910  (suite). 

ALLEMAGNE 

Berlin  ;  Technische  Hochsckule.  —  Ahteilung  fur  allgemeine  Wissen- 
schafien.  —  Dziobek  :  H6h.  Mathematik.  Uebgn.  —  Hàentzschel  :  Ele- 
raente  der  DifT.-  u.  Integralrechnung  u.  der  analyt.  Géométrie.  —  Hettker  : 
Hôh.  Mathemalik.  Uebgn.  —  Jolles  :  Darst.  Géométrie  I.  Graph.  Statik. 
—  Krigar-Me?izel  :  Allgemeine  Mechanik  I.  Teil.  Theorelische  Akustik.  — 
Lampe  :  Hôh.  Mathematik.  Uebgn.  Bestimmle  Intégrale  und  DifTerential- 
gleichungen.  —  Scheffers  :  Darst.  Géométrie  I.  —  Steinitz  :  Niedere  Ana- 
lysis  und  Algebra.  Potentiahheoric.  Funklionentheorie  I.  Teil.  —  Fuchb  : 
Partielle  Diflerentialgleichungennebst  Auwcndungen.  —  Gross  :  Mechanîsche 
Warnietheorîe.  —  Jahn  :  Thermodyiiamik  mît  Uebungen.  —  Kaliscubr  : 
Grundzûge  der  Potentiàltheorie  u.  Anwendungen.  —  Eue.  Meyer  ;  Darst. 
Géométrie  II.  —  Salkowski  :  Darst.  Géométrie  II.  —  Servus  :  Mathema- 
tische  Optik.  —  Wallenberg  :  Repetitorium  der  hôh.  Mathematik. 
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Freiburg  i.  Br,  ;  Universitàt.  —  LCroth  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene 
une  DifT.  rechnung,  5  ;  Theor.  Astronomie,  2  ;  Seminar.  —  Stickelbevcer  : 
Analyt.  Mechanik,  4  ;  Variationsrechnung,  3  ;  Seminar.  -^  Loewt  :  Wahr- 
scheinlichkeilsrechnung  mit  Anwendung  auf  Stutistik  und  Yersicherungs- 
wesen.  3  :  Algebr.  Ailalysis,  3  ;  Einfûhrung  in  die  nenere  Algebra,  2  ;  Ubun- 
gen   in  der  Yersicherungsrechnung,  1.  —  Seith,   Projektive  Géométrie,  2. 

6r6if8Wald  ;  Universitàt.  — ThomA  :  Théorie  u.  Anwendung  der  Potential- 
funklion,  4;  Ebene  algebr.  Kurven,  2;  Seminar.  —  Engrl  :  Analyt.  Géomé- 
trie. 4;  Algebrn,  4;  Invariantcn  und  DifTerentialinvarianten,  2;  Seminar.  — 
Yahlrn  :  DifTerentialgeomefrie,  4  mit  Ubungen,  1  ;  Wahrscheinlichkeîts- 
und  Ausglcichung9rechnung,  2.  —  Starke  :  Mathem.  Ergânzungen  zur 
Experimentalphysik.  —  Holtz  :  Mechanik  und  Molekularphysik. 

Marburg;  Unhersitàt.  —  Hbnsel  :  Algebra,  4;  Ellipt.  Funktioncn,  4;  Se- 
minar; Proseminar.  —  Neumann  :  DifF.-  und  Integrnlrechnung  II.  4;  Varia- 
tionsrechnung.  4;  Proseminar.  —  v.  Dalwigk  :  Potential théorie,  3;  Unend- 
liche  Reihen  und  Produkte,  1  ;  Perspektive.  4.  —  Hellinger  :  Analyt. 
Géométrie  II,  3:  Integralgleichungen  und  Gleichungen  mit  unendiich  vielen 
Unbckannten,  2. 

Mûnchen;  Universilàt.  —  Lindrmann  :  DifT.  Rechnung.  5;  Analyt.  Mecha- 
nik, 4  ;  Seminar.  —  Voss  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4  ;  Th.  der  algebr. 
Kurven;  Seminar.  — Pringshkim  :  Einfiihrung  in  die  Th.  der  analyt.  Kunk- 
tionen,  5.  —  Bruxn  :  Die  nenere  Entwicklung  der  Analysis  situs,  2.  — 
DoKHi.EMAKN  :  Darst.  Géométrie  I,  5  mit  Ubungen,  3;  Synth.  Géométrie,  4 
mit  Ubungen,  1  ;  Die  bildliche  Darstellung,  ihre  Grundlagen  und  ihre  Ent- 
wicklung, 2.  •—  Hartogs  :  Th.  der  Abelschen  Funktionen,  4.  —  Perron  : 
Furtsetzung  der  Differential- und  Integralrechnung.  4;  mit  Ubungen,  1;  Th. 
der  Kettenbrûrhe.  2.  —  v.  Seeliger  :  Grundlehren  der  Astronomie,  4  ;  Kol- 
loquium.  —  Grossmampc  :  Anlcilung  zur  Ausfùhrung  astron.  Rechnungcn,  3. 

—  SoMMEREELD  :  Yektoranalysîs,  3:  Thermodynamik,  3;  Seminar. 

Mûnchen;  Techniscke  ffochschule.  —  v.  Dyck  :  Hôh.  Mathematik  I,  mit 
Ubgn.  ;  Anwendung  der  DifT.-  und  Integralrechnung  auf  Géométrie;  Semi- 
nar. —  FiNSTERWALDBR  .'  Hûh.  Mathematik  III  mit  Ubgn;  EIcm.  Mathematik 
(geomctr.  Teil),  mit  Ubgn;  Seminar.  —  Burkhardt  :  Grundzùge  der  hôh. 
Mathematik  mît  Ubgn.  ;  EJem.  Mathematik  (algebr.  analyt.  Teill,  mit  Ubgn.  ; 
Seminar.  —  Burmester  :  Darst.  Géométrie  I,  mit  Ubungen.  —  Schmidt  : 
Yermessungskunde  I.  mit  Praktikum.  —  Fôppl  :  Techn.  Mechanik  II  (graph. 
Statik)  und  III  jFcstigkeitslchre)  ;  Ubgn.  zur  graph.  Statik.  —  Bisciioff  : 
Mechanisches  und  graphisches  Rechnen.  —  Grossman?s  :  Elemente  der  Astro- 
nomie. —  NXbauer  :  Trigonométrie  mit  ,besondcrer  Berucksiohligung  des 
Studiums  der  Yermessungsingcnieur  ;  Auleitung  zur  rechnerischen  Ausar- 
beilung  geodâlischer  Aufnahmen  (Ubungen).  —  Schhôter  :  Mechanische 
Wurmelheorie.  —  Kkoblauch  :  Ausgew.  Kapitel  der  techn.  Thermodynamik. 

—  Emden  :  Aerpdynamik  u.  Anwendung  auf  Flugtechnik. 

AUTRICHE 

Wien;  Univcrsitàt.  —  A,  Mathematik.  —  v.  Escherich  :  Bestimmto  Inté- 
grale und  Yariationsrechnung,  5;  Proseminar  l'Cir  Mathematik,  1  ;  Seminar  fur 
Mathematik,  2.  —  Mertens  :  DiCT. -  und  întegralrechnung,  5  ;  Uebgn.  im 
math.  Seminar,  2  ;   Uebgn.   im   math.    Proseminar.  1.  —  \Yirti.nger  :  DifTe- 


484  NOTES    ET    DOCUMENTS 

rentialgleichungen,  5;  Math.  Seminar,  2;  Math.  Proseminar,  1.  — Kou.x  : 
Analyt.  Géométrie,  4;  Uebgn.,  1;  Invariauteulheorie  mit  georaetr.  Anwen- 
dungen,  2.  —  Tauber  :  Versicherungsmathematik,  4.  —  Blaschke  :  Einfùh- 
rung  in  die  math.  Stntistik,  I,  3.  —  Hahn  :  Integralgleichungen,  3.  — 
Hanm  :  Ausgew.  Kapitel  der  Fuuklionentheone,  2.  —  Schrutka  :  Difleren- 
tialgeometric,  1.  —  Tietze  :  Analysis  situs,  2.  —  B.  Astronomie.  —  Hepper- 
CER  :  Sphar.  Astronomie,  4;  Ueber  spektroskopisehc  Doppelsterne,  1.  — 
ScHRAM  :  Zeitrechnung  verschiedener  Vôlker  und  Umrechnung  von  Daten 
verschiedener  Aeren  (mit  besooderer  Rùcksicht  auf  Historiker),  1. —  Prey  : 
Bahnbestimmung  der  Planeten  und  Kometen,  2.  —  Hekz  :  Die  kosmischen 
Ursachen  der  Ei8zeiten,  2. 

Wien  ;  Technische  Uochschule.  —  Mathematische  Fâcher.  —  Zsigmondy  : 
Mathematik  I.    —   Czuber  :  Mathematik   II;    Wahrscheinlichkeitsrechniiug. 

—  X  :  Grundlehren  der  hôh.  Mathematik.  —  v.  Schrutka  :  Uebun- 
gen  im  Gebrauche  des  logar.  Rechenschiebers  ;  Euzyclopàdie  derhôhcren 
Mathematik  fur  Lehramtskandidaten.  Praxis  des  Rechuens.  —  Reicu  :  Aus> 
gew.  Kapitel  aus  der  hôh.  Algebra.  —  Tauber  :  Versicherungsmathematik 
I.  u.  II.  Kurs.  —  Blaschke  :  Einfuhrung  in  die  math.  Stalistik.  —  Mûller  : 
Darst.  Géométrie  u.  konstruktives  Zeichnen  ;  Zyklographie;  Seminar  fur 
darst.  Géométrie.  —  Schmid  :  Darst.  Géométrie  u.  konstruktives  Zeichnen  ; 
Projektive  Géométrie  I.  u.  II.  Teil.  —  Adler  :  Graphisches  Rechnen.  — 
Finger  :  Mechanik  I.  Teil  (Mechanik  der  starren  und  flùssigen  Kôrper).  — 
Jung  :  Mechanik  I.  Teil  (Mechanik).  Hydraulik.  —  (Name  spâler)  :  Allge- 
meine  Mechanik.  —  Kirsch  :  Mechanik  II.  (Elastizitals  u.  Festigkeitslehre). 

—  (Name):  spUter  Festigkeitslehre  u.  Statik  der  Hochbauwerke.  —  FiNotR: 
Enzyklopâdie  der  Mechanik.  —  Jung  :  Einfuhrung  in  die  Vektoranalysis. 
Hydrodynamik.  —  D»"  Girtler  :  Analyt.  Mechanik  der  flùssigen  Kôrper. 
Dynamik  der  materiellen  Punktsystemc  im  allgemeinen  und  des  starren 
Kôrpers  iin  besonderen.  —  D*"  Léon  :  Analyt.  Mechanik  des  elastischen 
festen  Kôrpers.  —  Pollack  :  Elemente  der  niederen  Geodâsie.  Prakt.  Uebgn. 

—  DoLEZAL  :  Prakt.  Géométrie.  Uebgn.  Situationszeichnen.  Photogramme- 
trie  fur  Architekten.  Photo-  und  Slereophotogrammelrie  fur  militârische 
Zwecke.  —  D'Finter  :  Hôh.  Geodasie.  SphUr.  Astronomie;  Uebgn.  ;  GeodSt. 
Rechenûbungen.  —  Prey  :  Das  trigon.  und  das  geometr.  Nivellement. 

BULGARIE 

Sofia;  Université.  —  E.  Ivanov  :  Equations  difTérentielles,  3  ;  Exer.,2; 
Théorie  des  fonctions,  3;  Exerc.  2.  —  A.  Tinterov,  priv.-doc.  :  Principes 
des  mathématiques  supérieures  I.«  2;  Exerc.  1;  II  partie,  Calcul  différen- 
tiel. 4;  Exerc.  2.  —  V.  Sourek  :  Géométrie  analytique  I,  2;  Exerc.  4; 
Géométrie  descriptive,  3;  Exerc.  3  ;  Géométrie  supérieure,  i.  —  Sp.  Ganev  : 
Théorie  des  équations  algébriques,  3  ;  Exerc.  2  ;' Mécanique  analytique,  5; 
Exerc.  2. —  M.  Batchevarov  :  Astronomie  sphérique  et  pratique,  3;  Astro- 
nomie théorique,  3  ;  Exerc.  d'astronomie,  4. 

FRANCE 

Paris  ;  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  de  mathématiques  du  1"  semestre 
1909-1910  (ouverture  le  3  novembre  1909).  —  G.  Darboux  :  Des  principes 
généraux  de  la  Géométrie    infinitésimale;    Théorie  des  systèmes  triples  or- 
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thogonaux,  2.  —  E.  Gouksat  :  Des  opérations  du  calcul  différentiel  et  du 
calcul  intégral  ;  Klément^  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  2.  ^ 
L.  Kaffy  :  Théorie  des  courbes  gauches  et  propriétés  des  lignes  tracées 
sur  les  surfaces  (Programme  du  Certificat  de  calcul  différentiel  et  de  calcul 
intégral),  2.  —  E.  Borel  :  Des  Intégrales  définies  et  de  quelques-unes  de 
leurs  applications.  2.  —  P.  Painlevé:  Des  lois  générafes  de  l'Equilibre  et  du 
Mouvement.  2.  —  P.  Appell  et  M.  Blutel  :  Mathématiques  générales  1, 1  h. 
—  H.  PoiNCARÉ  :  Mouvements  des  corps  célestes  autour  de  leur  centre  de 
gravité.  —  Boussinesq  :  Théorie  mécanique  de  la  lumière.  2.  —  Kônigs  : 
Des  moteurs  thermiques. 

Conférences.  —  L.  Raffy  :  Conférences  sur  le  calcul  différentiel  et  le 
calcul  intégral,  2.  —  M.  Cartan  :  Conférences  sur  la  Géométrie  supérieure, 
3,  et  sur  la  Mécanique  rationnelle,  2.  —  M.  Blutel  :  Conférences  sur 
TAIgèbre.  en  vue  du  Certificat  de  mathématiques  préparatoires  à  l'étude 
des  Sciences  physiques,  2.  —  M.  Servant  :  Conférences  sur  les  principes 
de  la  statique  graphique  et  de  la  résistance  des  matériaux,  1. 

Second  semestre.  —  E.  Picard  :  Principaux  développements  en  séries  se 
présentant  en  physique  mathématique.  —  Goursat  :  Equations  différentielles. 
Equations  aux  dérivés  partielles.  —  Painlevé  :  Lois  générales  du  mouve- 
ment des  systèmes.  Mécanique  analytique.  Hydrostatique  et  Hydrodynami- 
que. —  Appell  :  Analyse  et  mécanique.  — Andoyek  :  Programme  du  Cer- 
tificat d'astronomie.  —  Boussikesq  :  Théorie  mécanique  de  la  lumière.  — 
KoENiGS  :  Théorie  générale  des  mécanismes. 

Marseille;  Faculté  des  Sciences.  —  Sauvage  :  Calcul  intégral  théorique. 
Géométrie  infinitésimale.  2  ;  Programme  de  l'agrégation  ès-sciences  mathé- 
matiques, 1.  --  Jamkt  :  Conférences  de  calcul  différentiel.  Calcul  intégral 
pratique,  2.  —  Charve  :  Mécanique,  2;  conférences,  1.  —  Bourget  :  Astro- 
nomie. 2.  —  Mathématiques  générales  :  Sauvage,  Algèbre.  Trigonométrie, 
Géométrie  analytique,  2  h.;  Bourget,  Analyse  et  Mécanique,  1;  Chahvk, 
Mathématiques  générales.  1  h. 
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Annuaire  da  Bnreandes  Longitades  pour  l'année  1910.  —  In- 16  de  plus  de 

900  pages  avec  figures  ;  1  fr.  50.  Gauthier-Villars,  Paris. 

Toujours  très  précieux  par  le  nombre  de  documents  qu'il  contient,  cet 
excellent  recueil  renferme  cette  fois,  après  les  documents  astronomiques, 
des  tableaux  relatifs  à  la  physique  et  à  la  chimie.  On  y  trouve  :  éléments 
magnétiques,  correction  et  comparaison  des  baromètres  et  des  thermo- 
mètres, dilatation  des  liquides,  tensions  de  vapeur,  élasticité  et  frottement 
des  solides,  viscosité  des  gaz,  longueurs  d'ondes,  solubilité,  etc.,  etc. 

Cet  ouvrage  ne  se  trouvera  pas  seulement  sur  la  table  du  technicien,  du 
physicien,  du  mathématicien;  les  laïcs  eux-mêmes  le  consulteront  volontiers 
pour  avoir  sous  les  yeux  la  liste  des  constantes  usuelles,  et  aussi  pour  lire 
les  intéressantes  notices  de  M.  Baillaud  sur  la  Réunion  du  Comité  interna- 
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iional  de  4a  carte  photographique  du  ciel  et  de  M.  Lallcmano  sur  les  Marées 
de  Vécorce  terrestre.  * 

F.  BùTZBERGER.  —  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonométrie.  —  Vierte,  rerbes- 

serle   und   vermehrte   Âuflage.    —   1   vol.   in-S»  ;    84  p.,  2  francs  ;  Orell 
Fiissli,  Zurich. 

Le  livre  de  M.  Bûtzberger  se  recommaode  tout  spécialement  à  l'attenlion 
des  maîtres   de  mathématiques  pour  la  façon  judicieuse  dont  il  est  conçu. 
Dans  le  premier  chapitre,  intitulé  «Le  triangle  rectangle»,    il  part  de  ce 
dernier  pour  définir  les  fonctions  trigonométriques.  Le  sinus   et  le  cosinus 
d'un  angle  obtus  s'obtiennent  en  identifiant  les  formules  qui  donnent  la  sur- 
face d'un  triangle  isocèle  dont  l'angle  au  sommet  est  soit  aigu,  soit  obtus  ; 
ce  qui  permet  à   l'auteur,    dans   le   chapitre   suivant,   d'aborder   le  triangle 
scalène  et  les  différents  principes  qui   s'y   rapportent.    L'élève,    familiarisé 
avec  ces  nouvelles   fonctions,   sera   porté  à  en  désirer  leur  généralisation  à 
un  angle  quelconque  ;  c'est  le  but  du  troisième  et  dernier  chapitre.  Il  ren- 
ferme tout  d'abord  l'exposé  des  systèmes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
de  coordonnées  polaires,   pour  passer  ensuite  à  la  définition  des   fonctions 
sinus   et  cosinus.    Prenant   un   point  P  (x,  y)  sur  l'un  des  côtés  d'un  angle 
dont  le  sommet  coïncide  avec  l'origine  des  axes  et  l'autre  côté,  avec  la  par- 
tie positive,  de  l'axe  des  x.  l'auteur  considère  le  cosinus  et  le  sinus  de  cet 
angle  comme  étant  le  rapport  au  rayon  vecteur,   de  l'abscisse  et  de  l'ordoo- 
née  du  point  P.  Le  livre  se  termine  par  la  résolution  des  problèmes  de  Po- 
thenot  et  de  Hansen.   Ajoutons   que   l'introduction   traite  de  l'histoire  de  la 
trigonométrie    et    que   le   recueil    renferme    également    un    grand    nombre 
d'exercices.  G.  Bertrand  (Genève). 

K.  Dœhlemann.  —  Geometrische  Transformationen.  //.  Teil  (Sammlung 

Schubert),  1  vol.  cart.  ;  10  Mk.;  G.-J.  Gôschen,  Leipzig. 

Dans  un  précédent  Ouvrage,  l'auteur  avait  étudié  les  relations  analytiques 

qui  caractérisent  les  divers  éléments  de  la  géométrie  de  position.  Le  présent 

Ouvrage  est  une  continuation  très  intéressante  de  ces   théories.   M.  Dœfale- 

mann  a  développé  d'abord  les  transformations  quadratiques  définies  par  les 

lit 
relations  :  x^  :  x^  :  x   =  "•''i''^a  '  ^^^t^t  ''  ^•*r'i  '    ^*°®   lesquelles  •»".  J",  «r^  et 

x^  X  X    sont  les  coordonnées  trimétriques   des  points  homologues  P  et  F' 

pris,  l'un  dans  le  plan  fondamental  et  l'autre  dans  le  plan  de  transformation. 
Partant  de  ces  idées,  il  établit  la  définition  des  points  et  des  droites  fonda- 
mentaux pour  l'appliquer  à  l'étude  des  points  singuliers,  puis  des  points  et 
des  lignes  de  coïncidence.  î^a  comparaison  par  les  équations  linéaires  lui 
permet  de  déterminer  très  élégamment  le  nombre  et  la  nature  des  éléments 
caractéristiques  d'une  transformation  quadratique. 

L'emploi  des  points  cycliques  comme  points  fondamentaux  conduit  l'au- 
teur à  un  exposé  fort  remarquable  sur  les  droites  isotropes  et  les  foyers. 
L'application  à  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  est  illus- 
trée de  quelques  propriétés  simples  des  coniques  et  des  courbes  anallag- 
matiques.  Une  étude  des  inverseurs  classiques  :  Peaucelier,  Sylvester,  Hart 
et  Kempe  termine  cette  partie.  L'auteur  a  consacré  uu  chapitre  complet  à 
la  transformation  par  variables  imaginaires  et  l'a  intéressé  par  le  dévelop- 
pement d'un  grand  nombre  de  beaux  exemples. 
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La  seconde  partie  du  livre  traite  des  transformations  quadratiques  ou 
birationnelles  dans  l'espace.  Le  plan  suivi  est  très  analogue  à  celui  de  la 
première  partie  :  relations  algébriques,  sections  sphériques  imaginaires  et 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Les  applications  de  ces 
transformations  à  la  projection  stéréographique,  à  la  géométrie  de  la  sphère, 
aux  cyclides  de  Dupin  et  aux  surface^  anallagmatiques  sont  particulière- 
ment intéressantes. 

Nous  ne  pouvons  pas  entrer  dans  tout  le  détail  des  exemples  et  des  sujets 
traités,  mais  c^est  avec  plaisir  que  nous  recommandons  l'excellent  Ouvrage 
de  M.  Dœhlemann  à  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  géométrie  moderne. 

L.  Crelier  (Bienne-Berne). 

H.  Hartl.  —  Erste  Einfûhrang  in  die  Elemente  der  Diflerential-  and 

IntOgralrechnang  und  deren  Anwendung  zur  Lôsung  praktischer  Aufga- 
ben.  —  1  vol.  iu-8*>,  58  p.  ;  Franz  Deuticke  ;  Wien  und  Leipzig. 

A  une  époque  où  Ton  est  de  plus  en  plus  porté  à  faire  figurer  au  pro- 
gramme de  l'enseignement  secondaire  les  éléments  du  calcul  infinitésimal, 
le  livre  de  iM.  Hartl  arrive  à  propos.  Ce  petit  recueil  s'adresse  principale- 
ment aux  jeunes  gens  qui  ont  eu  une  préparation  incomplète,  et  qui  désirent 
néanmoins  avoir  un  aperçu  de  cette  théorie.  Par  suite  du  but  que  s'est 
proposé  l'auteur,  ce  dernier  n'a  pu  donner  toute  la  rigueur  voulue  aux  dé- 
monstrations ;  il  a  surtout  recherché  une  compréhension  facile  et  rapide  du 
sujet.  Quelques  applications  pratiques  montrent  toute  l'importance  de  ce 
calcul  ;  en  outre,  chaque  chapitre  renferme  des  exercices  et  leurs  solutions. 

Ë.  Landau.  —  Handbttch  der  Lehre  von  der  Verteilong  der  Primzablen. 

—  2  vol.  gr.  in-8o  comprenant  au  total  un  millier  de  pages;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée,  —  Toute  progression  arith- 
métique  dont  la  raison  et  le  premier  terme  sont  des  nombres  premiers  entre 
eux,  contient  une  infinité  de  termes  qui  sont  des  nombres  premiers  absolus. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  est  un  cas  particulier  du  second.  L'une  de 
ces  démonslrations,  devenue  classique,  se  trouve  déjà  chez  Euclidc.  Celle  du 
second,  en  revanche,  coula  les  plus  grands  efforts  et  ce  fut  Dirichlet  qui  eut 
l'honneur  d'y  parvenir  en  1837.  En  l'obtenant  au  moyen  des  séries  qui 
portent  son  nom,  il  ouvrit  à  la  théorie  des  nombres  des  voies  inconnues  et 
devint  pour  ainsi  dire  le  véritable  créateur  d'une  nouvelle  discipline,  l'arith- 
métique analytique. 

Plus  tard  vint  Riemann.  Dans  un  mémoire,  que  personne  n'ignore  et  daté 
de  1859,  Riemann,  faisant  preuve  d'une  divination  inouïe,  donna  une  formule 
désormais  historique  relative  au  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à 
un  nombre  donné,  dont  se  sont  occupés  depuis,  bon  nombre  de  mathémati- 
ciens éminents,  parmi  lesquels  MM.  Hadumard,  von  Mangoldt,  de  la  Vallée 
Poussin  et  Landau'.  Riemann  obtint  ce  résultat  capital  en  partant  de  consi- 
dérations profondes  sur  la  fonction 


/i=t  /i* 


^  Au  sujet  du  rôle  exact  de  chacun  de  ces  géomètres  dans  les  recherches  que  n«''cespila  le 
mémoire  de  Riemann,  voir  aussi  Landau,  h  Sur  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  h 
une  limite  donnée.*  {Ann.  de  l'Ecole  normale,  t.  25,  S"*  série,  1008). 
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qui  n'est  en  définitive  que  Tune  des  plus  importantes  d'entre  les  suites  de 
Dirichlet. 

Préoccupé  d'éclaircir  une  foule  de  questions  aussi  difiiciles  qu'attrayantes» 
se  rattachant  aux  deux  théorèmes  du  début  de  cette  Note,  M.  Landau,  depuis 
dix  ans,  a  multiplié  ses  recherches.  Ses  deux  livres,  dont  il  faut  chercher 
l'origine  dans  ses  cours  de  Berlin  et  de  Gôtlingen,  contiennent  l'exposé  de 
ses  nombreux  travaux.  Ils  renferment  tout  ce  qu'on  connaît  jusqu'à  ce 
jour  relativement  à  la  répartition  des  nombres  premiers  et  nul,  mieux  que 
M.  Landau,  n'aurait  pu  les  écrire.  Ils  sont  élémentaires  et  n'exigent  du  lec- 
teur,  k  côté,  bien  entendu,  d'une  bonne  maturité  d'esprii,  que  la  connais- 
sance des  premiers  théorèmes  de  la  théorie  des  nombres  et  des  premiers 
chapitres  de  celle  des  fonctions,  de  l'intégrale  de  Cauchy,  avec  toutes  les 
conséquences  classiques  qu'il  est  possible  d'en  tirer. 

Les  deux  livres  comprennent  six  parties  principales,  augmentées  d'une 
introduction  historique,  p.  1  à  55,  d'un  chapitre  consacré  à  l'indication  des 
spurces,  p.  883  à  907.  et  enfin  d'un  index  bibliographique,  p.  908  à  961, 
portant  sur  un  total  de  plus  de  six  cents  travaux  dus  à  deux  cent  vingt  au- 
teurs environ.  Voici  très  succintement  le  contenu  des  six  parties. 

i"  partie  (p.  59  à  388).  —  Etablissement  de  la  formule  asymptoiique 

(1)  lim    =  1 


log  X 

dans  laquelle  n  (x)  représente  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieur  au 
nombre  x  et  où  log.r  est  le  logarithme  naturel  de  x. 

Cette  formule,  dont  Gauss  avait  eu  l'intuition  dans  sa  jeunesse,  ne  fut 
établie  qu'eu  1896  par  MM.  Hadaraard  et  de  la  Vallée  Poussin.  Leurs  dé- 
couvertes furent  indépendantes.  L'exposition  de  M.  Landau  est  indépen- 
dante de  celle  de  ces  deux  savants,  dont  il  a  simplifié  les  démonstrations. 

^mc  partie  (p.  391  à  564).  —  Etablissement  de  la  formule  qui  correspond 
à  la  formule  (1),  lorsque  la  suite  de  nombres  considérés  est  une  progression 
arithmétique,  dont  la  raison  et  le  premier  terme  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux. 

Application  de  la  théorie  précédente  à  des  décompositions  des  nombres 
entiers  en  sommes  de  carrés  et  de  cubes,  et  à  la  recherche  du  plus  grand 
diviseur  premier  de  certains  produits.  Ces  deux  premières  parties  con- 
tiennent du  reste,  §  82  i\  88  et  §  133  à  138,  une  démonstration  rigoureuse 
de  la  formule  de  Riemann  que  M.  Landau  étend  aussi  au  cas  où  la  suite  na- 
turelle des  nombres  se  trouve  remplacée  par  une  progression  arithmétique. 

La  formule  de  Kiemann  (introduction  historique,  p.  36),  n'est  pas  équiva- 
lente à  la  formule  (1)  ci-dessus  indiquée.  Cette  dernière  la  surpasse  de  beau- 
coup en  importance. 

3me  ei  4me  parties  (p.  567  à  637).  —  Ces  deux  parties  sont  consacrées, 
entre  autres,  à  l'étude  des  fonctions  arithmétiques  [k(n)  et  \{n)  de  Môbius  et 
de  Liouville,  lorsque  n  appartient  soit  à  la  suite  des  nombres  naturels,  soit 
à  une  progression  arithmétique. 

Un  chapitre  important  est  le  3"><^,  où  M.  Landau  déduit  directement  de 
l'égalité 

(2)  ■|,p(n)log»__  ^ 
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la  formule  (1)  relative  à  la  fréquence  des  nombres  premiers.  Dans  cette 
formule  ^(n)  est  défini,   comme  ou  sait,  de   la   façon   suivante  :  fA(l)  =  1  , 

lk(n)  =0,  lorsque  ;t  est  divisible  par  un  carré  parfait;  \i{n)  =  ( — 1)^,  lorsque 
n  est  égal  au  produit  de  p  facteurs  premiers  distincts.  Log*  n  est  le  loga- 
rithme naturel  de  n. 

La  déduction  faite  par  M.  Landau  est  importante  parce  qu'elle  donne  la 
raison  véritable  pour  laquelle  Tschebyschef  et  ses  successeurs  n'ont  pu 
aboutira  la  formule  (1)  en  suivant  la  voie  qu'ils  avaient  adoptée. 

5^^  partie.  —  Dans  celle-ci  l'on  rencontre  certaines  séries  numériques 
classiques  envisagées  les  unes  par  Euler,  les  autres  par  MAbius  et  d'autres 
eulin  par  Cesàro.  On  trouve,  par  exemple,  chez  Euler  \  l'égalité  suivante 

dont  le  second  membre  s'écrirait,  en  notation  moderne, 


oc 


X(«)X(n) 


où 

X,{n)  =  0.1.0.-1         pour         /i  =  0  ,  1 ,  2 ,  3  ,  (mod  4)  . 

X  (n)  est  la  fonction  arithmétique  de  Liouville  définie  comme  suit  : 

).(!)  =  1,         >(/!)  =  (— 1)P, 

où  p  désigne  le  nombre  des  fadeurs  premiers  dont  n  est  le  produit,  ces 
facteurs  étant  comptés  avec  leur  ordre  de  multiplicité. 

Pour  la  première  fois,  comme  il  le  fait  d'ailleurs  pour  une  foule  d'autres 
égalités  semblables,  M.  Landau  établit  la  convergence  du  second  membre 
de  (3),  qu'il  évalue  ensuite  facilement. 

Qmo  partie  (p.  723  à  882).  —  Cette  6™*  partie  comporte  un  exposé  complet 
et  systématique  de  la  théorie  des  suites  de  Dirichlet  qui.  dans  le  cas  le  plus 
général,  sont  de  la  forme 

* 

où  ^^  représente  une  suite  de  quantités  réelles  tendant  vers  l'infini  eo  crois- 
sant constamment  avec  n.  Ce  dernier  exposé  était  ulile.  Il  complète  et  ré- 
sume très  heureusement  beaucoup  de  propositions  relatives  à  ces  remar- 
quables séries  dont  M.  Landau  fait  un  usagt*  constant  d'un  bout  à  l'autre 
de  sa  colos.sale  entreprise. 

Ce  qui  précède  n'en  est  pas  un  résumé,  encore  moins  une  analyse.  Seuls 
quelques  jalons,  isolés  mais  importants  sans  doute,  ont  été  jetés  dans  les 
lignes  qui  précèdent. 

Les  deux  livres  de  M.  Landau,  émaillés  partout  de  remarques  historiques 
intéressantes,  sans  être  difficiles  à  lire,  ne  peuvent  l'être  qu'avec  une  atten- 
tion soutenue.  Mais  ils  en  valent   la   peine.    Comme  tous  ceux  qui   se  sont 


^  EuLKR.  Intrnductio  in  analysin  in/lnitorum.  t.  1.,  Lausanne,  Bousquet,  1748,  p.  244. 
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occupés  d'ainthmétique,  comme  les  Fermât,  les  Legendre,  les  £uler  ou  tes 
Gauss,  tous  ceux  qui  feroat  cette  étude  seront  saisis  d'admiration  pour  les 
merveilleuses  propriétés  du  nombre  entier,  propriétés  qui,  dès  la  plus  haute 
antiquité,  ont  toujours  éveillé  l'enthousiasme  et  exercé  la  sagacité  des  pen- 
seurs les  plus  profonds  de  toutes  les  époques. 

Gustave  Dumas  (Zurich). 

G.  de  Laplanche.  —  Etude  SUT  les  angles  imaginaires.  —  i  vol.  in-l6, 

135  p.;  3  fr. ;  Uermann,  Paris. 

Une  quantité  imaiçinaire  peut  toujours  s'écrire  sous  la  forme  c'^(cos«t 

-j-  i  sin  «1=6  '^  .  Si  elle  est  le  rapport  de  deux  autres  quantités  ima- 
ginaires, a  est  l'angle  des  vecteurs  représentatifs  de  ces  deux  quantités.  La 
quantité  «  -f-  ]S/ ,  comme  le  rapport  lui-même,  ne  dépend  que  des  deux  vec- 
teurs et  rien  n'empêche  de  lui  donner  le  nom  d'angle  (imaginaire).  On  con- 
çoit aussi  que  l'on  puisse  en  faire  l'élément  d'un  calcul  géométrique. 

C'est  à  développer  quelques  applications  d'un  tel  calcul,  que  s'applique 
l'auteur,  après  avoir  exposé  assez  longuement  les  éléments  de  la  théorie 
des  imaginaires. 

Il  est  à  peine  besoin  de  signaler  que  le  calcul  ainsi  mis  en  lumière  se 
confond,  ù  très' peu  de  chose  près,  avec  celui  des  équipollences  de  Bellavitis. 

E.  CoMBEBiAC  (Montauban). 

Ernest  Lebon.  —  Henri  Poincaréj  Biographie,  Bibliographie  analytique  des 
écrits,  (Collection  des  Savants  du  Jour).  —  1  vol.  gd  8»,  de  VIII-80  p., 
papier  de  Hollande,  avec  un  portrait  en  héliogravure;  7  fr.  ;  Gaulhier- 
Villars,  Paris. 

M.  Lebon  vient  d'entreprendre  lu  publication  d'uue  collection  intitulée 
a  Les  Savants  du  Jour  ».  Chaque  volume  contiendra,  avec  les  indications 
biographiques,  une  bibliographie  analytique  des  écrits.  Une  pareille  collec- 
tion est  appelée  à  rendre  de  grands  services,  car  il  y  a  un  véritable  intérêt 
pour  le  chercheur  à  être  renseigné  sur  l'ensemble  des  travaux  d'un  même 
savant. 

L'auteur  de  V Histoire  abrégée  de  l'Astronomie  était  particulièrement  bien 
qualifié  pour  eutreprcndre  la  rédaction  de  ces  monographies,  et  il  a  été  bien 
inspiré  en  mettant  sa  collection  sous  l'égide  d'un  nom  d'une  réputation  aussi 
universelle. 

Dans  le  premier  chapitre  on  lira  avec  plaisir  la  partie  biographique  du 
spirituel  discours  prononcé  par  M.  Fr.  Masson,  Directeur  de  l'Académie 
française,  en  recevant  M.  Henri  Poincarc. 

La  liste  des  écrits,  arrêtée  au  premier  juillet  1909,  comprend  436  titres 
que  M.  Lebon  a  répartis  en  6  sections  :  Analyse  mathématique.  —  Méca- 
nique analytique  et  mécanique  céleste.  —  Physique  mathématique.  —  Philo- 
sophie scientifique.  —  Nécrologie.  —  Publications  diverses. 

En  faisant  précéder  chacune  de  ces  sections  d'appréciations  dues  à  des 
hommes  illustres,  M.  Lebon  a  augmenté  Tintérèt  du  recueil  et  fait  oublier 
la  sécheresse  inévitable  des  énumérations  de  titres.  Il  importe  de  remarquer 
que  le  manuscrit  a  été  soumis  à  M.  Poiucaré  qui  a  également  lu  et  approuvé 
les  dernières  épreuves  de  cet  Opuscule. 

H.  Feur. 
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Giovanni  de  Mauro.  —  Trattato  d'algebra  ad  uso  dei  liceî  e  degl'  istituti 
tecnici,  con  una  prefazione  del  Prof.  F.  Rapisardi.  —  1  vol.  in-S», 
521  p.,  contenant  1500  exercices;  3  L.  50  ;  C.  Battiato,  Catania. 

Ce  traité  élémentaire  d'algèbre  possède  a  un  haut  degré  les  qualités  es- 
sentielles d'un  livre  d'initiation,  à  savoir  :  la  simplicité  et  la  clarté  jointes 
à  la  rigueur,  ce  qui  permet  à  tout  débutant  de  le  comprendre  sans  autre 
aide.  Les  démonstrations  et  les  règles  données  sont  précises  quoique  con- 
cices.  de  plus,  de  nombreux  exemples  permettent  à  l'élève  de  se  bien  fami- 
liariser avec  ces  théories  nouvelles  pour  lui. 

L'Ouvrage  comprend  six  livres  et  un  appendice.  Dans  le  premier  Livre 
sont  réunies  les  notions  préliminaires,  les  définitions  et  les  opérations  algé- 
briques ;  le  deuxième  traite  de  l'équation  du  premier  degré  à  une  ou  plu- 
sieurs inconnues,  tandis  que  le  troisième  prépare,  par  l'étude  des  radicaux 
et  des  quantités  irrationnelles,  à  la  résolution  de  l'équation  du  second  degré 
qui  est  exposée  dans  le  quatrième  avec  toutes  les  conséquences  et  considé- 
rations qu'amène  la  discussion  :  inégalités,  maxima  et  minima,  nombres 
imaginaires  et  complexes.  LfC  cinquième  Livre  réunit  les  chapitres  suivants  : 
progressions,  arrangements,  permutations  et  combinaisons;  binôme  de 
Newton.  L'auteur  a  réservé  pour  le  sixième  et  dernier  Livre,  les  logarithmes, 
les  équations  exponentielles,  les  intérêts,  les  annuités  et  les  amortissements, 
les  fractions  continues  et  enfin  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré. 
Dans  l'Appendice  M.  de  Mauro  passe  en  revue  quelques  théories  élémen- 
taires de  l'Arithmétique  rationnelle.  H.  Jaquemoud  (Genève). 

Dav.-Eug.  Smith.  —  The  Teaching  ol  Arithmetic.  —  1  vol.  relié,  in-8o,  120 
p.;  75  cent.;  Teachers  Collège,  Columbia  University,  New-York. 

Dans  l'antiquité,  chez  les  Grecs,  le  calcul  numérique,  ou  logistique,  et 
la  science  des  nombres,  ou  arithmétique,  formaient  deux  sujets  nettement 
distincts.  L'arithmétique  moderne,  au  contraire,  réunit  les  deux  concep- 
tions; son  but  est,  non  seulement  de  développer  l'esprit  logique,  mais  en- 
core de  préparer  à  l'application  du  calcul  numérique  à  la  vie  pratique. 
M.  Smith  démontre  que  l'enseignement  modern.e  de  l'arithmétique  peut  et 
doit  satisfaire  à  ce  double  but  çt  il  indique  les  moyens  pour  y  parv€*nir. 
Tout  en  se  préoccupant  constamment  de  rendre  l'élude  de  l'arithmétique 
plus  facile  et  plus  attrayante,  il  met  en  garde  contre  la  tendance  trop  ré- 
pandue de  faciliter,  au  point  de  supprimer  tout  effort  cérébral,  suppression 
qui  annulerait  l'influence  de  l'arithmétique  sur  le  développement  de  l'esprit. 

L'auteur  traite,  dans  les  premiers  chapitres,  des  questions  générales  con- 
cernant les  matières  à  enseigner,  de  la  nature  des  problèmes,  pour  le  choix 
desquels  on  tiendra  compte  des  exigences  actuelles  du  commerce,  de  l'in- 
dustrie, des  conditions  locales,  etc.  Des  problèmes  tirés  de  la  vie  réelle 
n'excluent,  en  aucune  façon,  la  gymnastique  de  l'esprit  et  ils  doivent  rem- 
placer les  anciens  qui  ne  correspondent  plus  à  l'état  social  actuel. 

Dans  son  chapitre  sur  les  méthodes,  M.  Smith  arrive  à  la  conclusion  que 
la  meilleure  méthode  consiste  à  n'en  point  avoir,  mais  à  prendre  dans  cha- 
cune ce  qu'il  y  a  de  bon,  afin  d'obtenir  simultanément  la  rapidité  et  l'exac- 
titude dans  les  calculs,  sans  pour  cela  négliger  le  développement  du  raison- 
nement. 

Passant  à  la  question  du  calcul  mental,  ou  plus  exactement  oral,  il  étudie 
la  place  que  celui-ci  doit  occuper  dans  les  divers  degrés  de  l'enseignement 
et  la  proportion  de  problèmes  abstraits  et  concrets  qu'il  doit  comporter. 
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L'auteur  consacre  également  un  chapitre  à  la  question  si  controversée 
des  réformes  techniques  en  arithmétique,  tels  que  l'emploi  des  signes  algé- 
briques, de  la  lettre  x  dans  les  proportions,  etc.,  dont  l'opportunité  n'est 
pas  encore  évidente  partout. 

Après  avoir  indiqué  des  jeux  qui  peuvent  être  utilisés  pour  l'instruction 
arithmétique,  M.  Smith  signale  des  essais  que  l'on  peut  tenter  dans  l'ensei- 
gnement, tant  au  point  de  vue  arithmétique  que  psychologique  et  il  repro- 
duit à  ce  sujet  une  liste  d'expériences  à  faire  due  à  M.  Henry  Stizzallo. 

Viennent  ensuite  les  plans  d'étude  pour  chaque  degré,  programmes  con- 
cernant plus  spécialement  les  écoles  américaines,  mais  qui.  avec  quelques 
changements  nécessités  par  les  différences  do  système  de  mesure,  pourraient 
s'appliquer  partout  et  sont  riches  en  conseils  utiles,  en  remarques  sugges- 
tives pour  tous  ceux  qui  s'occupent  de  l'enseignement  de  l'arithmétique. 

Ce  qui  donne  une  grande  valeur  à  l'ouvrage  de  M.  Smith,  c'est  la  place 
prépondérante  qu'y  occupe,  directement  ou  indirectement,  la  psychologie 
de  l'enfant. 

Renée  Massoi*<  (Genève). 

H.-E.  TiMEKDiKG.  —  Géométrie  der  Krâlte.  —  1  vol.  in-8o,  relié,  381  p., 
16  iMk.,  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

La  «  Géométrie  des  Forces  »  se  propose  d'étudier  la  notion  de  force  uni- 
quement dans  son  développement  mathématique.  Elle  constitue  une  branche 
auxiliaire  de  la  mécanique  au  même  titre  que  la  géométrie  du  mouvement  et 
la  géométrie  des  masses,  et  forme  en  même  temps  un  lien  étroit  entre  la 
géométrie  synthétique  et  la  mécanique.  T/étude  systématique  qu'en  fait 
M.  Timerding  se  base,  d'une  part,  sur  la  théorie  des  vecteurs  qui  permet 
d'établir  les  notions  fondamentales  sous  une  forme  très  rationnelle  et  avec 
beaucoup  de  précision,  d'autre  part,  sur  les  principes  de  la  géométrie  réglée. 

L'auteur  consacre  d'abord  cinq  chapitres  au  calcul  vectoriel  en  se  rattachant 
aux  travaux  de  Grassmann,  dont  les  opérations  {produits  intérieurs  et  pro- 
duits extérieurs)  sont  d'une  grande  simplicité.  Il  s'en  sert  pour  introduire 
et  définir  les  notions  de  moment,  de  mouvement  de  rotation,  de  force  et  de 
dyname.  Toutefois,  dans  la  suite,  M.  Timerding  ne  fait  guère  usage  des 
opérations  vectorielles.  Les  partisans  de  ces  méthodes  le  regretteront  sans 
doute,  mais  l'auteur  désire,  dil-il,  ne  pas  trop  s'éloigner  des  méthodes 
habituelles  basées  sur  la  géométrie  analytique  et  la  géométrie  synthétique. 

Son  exposé  ne  constitue  pas  moins  une  intéressante  introduction  à  l'étude 
de  la  géométrie  vectorielle  et  elle  donne  une  forme  bien  précise  aux  notions 
fondamentales  dans  lesquelles  interviennent  les  idées  de  vecteurs  et  de 
moments. 

Dans  les  deux  chapitres  suivants  l'auteur  étudie  successivement  les  mou- 
vements infiniment  petits  d'un  solide  invariable,  les  forces  et  leur  travail.  les 
dynames.  Le  huitième  chapitre  est  consacré  aux  éléments  de  la  géométrie 
réglée  :  complexes  et  congruences  linéaires  et  applications.  Puis  viennent  les 
propriétés  relatives  à  l'équilibre  d'un  système,  les  théories  de  Bail,  le 
cylindroïde,  l'équivalence  astatique.  Dans  le  dernier  chapitre  on  étudie  les 
mouvements  d'un  corps  solide  libre  ou  assujetti  à  des  liaisons. 

L'exposé  de  M.  Timerding  est  écrit  avec  beaucoup  de  clarté  et  contient  de 
nombreuses  indications  bibliographiques. 

H.  Fehr. 
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ERRAJUM 
p.  244.  Erratum  à  l'article  de  M.  Leau. 
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